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Synopsis

Die in Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk. 84, no. 7 (1964) vom Verfasser begonnene Analyse
der Fourierkoeffizienten ¢, (T) der Eisensteinreihen zweiten Grades vom Gewicht k wird fort-
geselzl. Es werden Koeffizientenrelationen vom Teilersummentypus begriindet, mit denen die
Berechnung der Koeffizienten ai(7) zu nicht-primitiven 7' auf solche zu primitiven 7' zuriick-
gefithrt wird. Auf Grund multiplikativer Eigenschaften der Fourierkoeifizienten ergeben sich
erste Beispicle von Zetafunktionen, die mit Hilfe der Koeffizienten a(7T) definiert sind und
Eulersche Produktentwicklungen besitzen. Ein in der zitierten Arbeit formulierter Salz er-
ertihrt hier eine Berichtigung.
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,»Hans Pefersson zum 70. Geburistag”

In einer alteren Arbeit tiber »Die Fourierkoeffizienten der FEisen-
steinreihen zweiten Grades« (Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk. 34, no. 7
(1964)) habe ich fiir die Fourierkoeffizienten az(7) der Eisensteinreihe
zweiten Grades

G-x(Z) = 2 |CZ+ D|~* (k=0(mod?2), k> 3),
{¢,p} |

wobei {iber ein volles System von 2-reihigen nicht-assoziierten teilerfremden
symmetrischen Matrizenpaaren C, D summierl wird und Z eine symme-
trische komplexe Matrix mit positivem Imaginérteil bezeichnet, einige
allgemeine Eigenschaften bewiesen. Diese Untersuchung bedarf einer
Berichtigung insofern, als Satz 2 loc. cit., wie H. L. Resnikoff und R. L.
Saldafia festgestellt haben, unzureichend begriindet und zum Teil fehlerhaft
ist. Die Elimination des Fehlschlusses in der Beweisfiihrung von Satz 2
bereitet indessen keine Miihe und ergibt das folgende korrigierte Resultat.

2t, 4
Satz: Essei 2T = > 0,
TN
e=¢e(T)=ggT.({y,t;,t,), 4 =A4(T) = |2T].
Dann ist ag(T) durch e und 4 eindeutig bestinunt :
ax(T) = (e, 4) )
und es gilt fiir jede Primzahl p 2 2:

Pr(pe, p*4) = (1 +pETt {%(—Ae‘zp”) - <_ ie_ 2)}1)’“‘2 +p2’“‘3>ﬂk (e,4) ~

— Ae—2
) {p ~< Pe )}P’”—zﬁk(p*le,d) — 0p(— de=2p=2) p¥= 2B (pe, 4) —
— p*®—*Bx(p~te,p=2d),

2
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wobei 8p(x) durch (5) erklirt und generell fx(e,A) = 0 ist, wenn eine der
Bedingungen e = 0 (mod 1), de-? = 0 oder 3 (mod 4) verletzt ist.
Beweis: Wir schlieflen mit vollstindiger Induktion nach

h(T) = Z Vps

p=2

der Exponentensumme zur Primfaktorzerlegung

A(T) = T[ p'».
p=2
Ist A(T) =1, so istnotwendig e(T) = 1, also T primitiv. Auf Grund von Satz 1
loc. cit. ist dann festzustellen, dafB ax(7T) durch 4 eindeutig bestimmt ist. D.h.
(1) braucht nur noch fiir nicht-primitive T' > o bewiesen zu werden. Wir
nehmen nun an, dal} bei gegebenem T bereits

ar(S) = Pr(e(S), 4(S)

gilt, sofern h(S) = h(T) ist. Daap(T) gegeniiber unimodularen Transformatio-
nen T-T(U) invariant ist, konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
T beziiglich p immer so normiert annehmen, daf3 ¢{,(e(7))~* zu p prim ist.
Wir kniipfen wieder an die allgemeine Beziehung an

1
as(pT) = (1+p*=)(1 + pF=Ha(T) - p(ﬁ T> .

1 {1 0 -1 /1 |u p
—pk e =T —pE=2 S ap-T ,
P [0 p v=o0 \p |1 O

die sich aus der Heckeschen Operatorentheorie ergab. Hier ist ax(S) =0
zu setzen, falls e(S) nicht ganz ist. Man bestitigt nun gemidB Induktions-
schlul3, dal3

(3)

ax(T)Y = pr(e, ), a;g(%T) = Br(p~le,p=2A),

ag{ — = Pr(p "6,
P 0 p
ist. Genauer muf3 nun auf den Fall

1 u p . B
S:~T{1 0} mit  A(S) = A(T)
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. 230 5
eingegangen werden. Es sei 25 =
$1 S

welche ¢(S) teilt, so daBl #,(ep(T))~ ! zu p prim ist. Aus

) und ep(S) die gréfite p-Potenz,

sp = p ity + iu+ 1), 8 = 2tu+t,5 = pi,

entnimmt man die Teilbarkeitsrelationen

ep(T)[pep(S) und  ep(S)/pes(T),
so daf}
ep(S) = p'ep(T) mit |»] =1
gilt. Zufolge
e(S) _ &)
ep(S)  en(T)
ist damit gleichwertig

e(S) =p'e(T) mit |»| £ 1.
Jedenfalls ist also

ax(S) = Br(p”e. ).

Der Exponent » moége, wenn u alle Restklassen mod p durchliduft, genau
A,(T) mal vorkommen. Es geniigt, A,(T) fiir » = +1 zu berechnen. Vermdége

Z A(T)=p

[»| =1
ist dann auch A7) bekannt, Wir beginnen mit

1. »=1. Wegen der Normierung von T ist A;(7T") die Anzahl der Restklassen
u mod p, die das System der Kongruenzen
2tqu+t; =0 (mod pep(T)),
b + hiu+t, =0 (mod piey(T))

befriedigen. Wir setzen ¢, = ep (T)r, (¢ = 0, 1, 2) und erhalten die gekiirzten
Kongruenzen

2rou+r; =0 (mod p),

rgu* +rin+r, =0 (mod p?).
Damit gleichwertig ist wegen p 1 ry das System

it 2ryu+r; =0 (mod p), (2rou+r)? =~ 4, (mod p***p) (4)
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dp = 4ryry ‘F% = (ep(T))~24(T),

2 fir p = 2,
r 0 fir p > 2.

Notwendig und hinreichend fiir die Loésbarkeit von (4) ist

y 0 (mod p*) fiir p > 2,
|0 oder —4 (mod 16) fir p — 2,

was dasselbe bedeutet wie
> 2,

fom? = 0 (mod p*) fir p
" |0 oder —4 (mod 16) fir p = 2.

Ist diese Bedingung erfiillt, so gibt es genau eine Restklasse u mod p, welche
(4) befriedigt. Wir setzen

x=0 (mod 1) fir p > 2,
1, wenn
dp(x) = x =0 oder 1(mod 4) fir p =2, (5)
0 sonst.
Ersichtlich ist dann
A(T) = 6p(—de2p~?). (6)

2.v =~ 1. Wegen ep(T)/s, (1 = 1, 2) ist A_(T) die Anzahl der Restklassen
u mod p mit

Lou? + tu + £y %= 0 (mod pey (1))
oder

rou® 4+ ru + ry F 0 (mod p),

was mit

(2ryu + 1))? = — Ay (mod p*t*p)
gleichwertig ist.

Zufolge ptry ist Falle p > 2 die Funktion A—,(7) auch gleich der Anzahl

der Restklassen u mod p mit

u? = — Jde~? (mod p).
Eine Abzihlung liefert

A (T)=p-1 ‘(
Im Falle p = 2 wird

— Ae~2

) fir p> 2. (7)
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(2rou + ry)% %= — 4, (mod 8)
gefordert.

a) ry = 0 (mod 2) ergibt

Iy e\’ P
rou+~‘j = 'r0u+§ = 7 (mod 2),

mithin A, (7) = 1. Der vorliegende Fall ist gekennzeichnet durch

— Ae-2
Ay =0 (mod 4) < Ade-? EO(m0d4)<>( ; )= 0.
b) r, =1 (mod 2) ergibt fiir alle u die Bedingung
1 =Qrou+ r)?=$ — 4ryry + 1 (mmod 8),

also A (T) = 2 bzw. 0, falls ror, = 1 bzw. 0 (mod 2). Im vorliegenden Fall
ist A_;(T) > 0 genau dann, wenn

4

— Ae—2
4253(mod8)¢>Ae‘2z3(mod8)<><-- 9e )= - 1.

Zusammenfassend stellen wir nun fest, da3 (7) auch fiir p = 2 gilt.
Damit ergibt sich schliefllich

—de2

ATy =1 +( )— dp(— de=2p=2),

Die Relation (3) l46t sich jetzt umschreiben in

—Ae2
r

ax(pT) = (1 +piTt {510(* Ade=2p~ %) ( )}P"‘z +P2’“‘3)ﬂk(€, a) -

— Ae—?
- {P - ( » >}P’”‘2ﬂk(1)“le, A) = 8p(— de=2p= %) p*~*B(pe, 4) -
— PR Be(p e pm i A).
Hieraus ist ersichtlich, dafl_ax(pT) durch
e(pT) =pe und A(pT) = p4
eindeutig bestimmt ist, so dafl nun auch

ar(pT) = Bu(pe, p*4)
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geselzt werden kann. Damit ist der Induktionsbeweis fiir den formulierten
Satz erbracht.

Mit vollstindiger Induktion nach h(7") beweist man schlieflich

ﬁ]g(e,A) = z b]g(e,A,t)ﬁk(l,At_z)
4

mit gewissen ganz rationalen Koeffizienten by(e, 4, f). Die iibrigen Sitze der
urspriinglichen Arbeit behalten also ihre Giiltigkeit.

Die festgestellten Eigenschaften der Fourierkoeffizienien ax(T) = fr(e, A)
gestatten nunmehr, die tiefer liegende Relation

Pre,dy = 2 th=1(1,417%) (®)
0 <t/e

zu beweisen, die R. L. Saldafia auf Grund umfangreicher Koeffizienten-
tabellen in seiner Master’s Dissertation »The Fourier coefficients of Siegel
modular forms of degree two« (Rice University, Houston, Texas, January
1971) als Vermutung formuliert hat. Meiner urspriinglichen Arbeit kann fiir
fr(1l, 4) mit 4 =0 oder 3 (mod 4), 4 > 0 noch folgende Darstellung ent-
nommen werden: Es sei d = d(4) die Diskriminante des imaginir-quadra-
tischen Zahlkorpers Q(}/ — ), p* die hichste Potenz der Primzahl p, welche

X

b—1 b—2
A teilt, und j = { 5 ] oder { 5 },je nachdem p > 2 oder p = 2ist. Miteiner

nur von d abhéngigen Zahl wg(d) ist dann

(L, 4) = or(d)br(4),

br(4) = <i)k—§ TI ({1 _<(_]>p1—k} i pit @28 4 (ﬂ)zpml) (3—.%))' &)
[dl]  ppa p w="0 b

Der Beweis fiir (8) wird mit vollstindiger Induktion nach » = »(e) = S,
»
der Exponentensumme zur Primfaktorzerlegung e = T] p*?, gefiihrt. Fiir» — 0

P
ist nichts zu beweisen. Sei also » > 0 und (8) richtig fiir Exponentensummen
kleiner als ». Wir wihlen eine Primzahl p mit e = p*e,, pte;, h > 0 und
setzen 4 = e2D = p?he,*D. Der Induklionsschluf} erlaubt den Ansatz

Prer, 4) = 3 -1 f,(1,417%),

0<tle

Be(ep=hAp=2) = 2 v f(1,A(pt)=2).

0<tlep?
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Gleichwertig mit (8) erweist sich somit
ﬁk(phel,the:lZD) — ﬂk(el’pzh BIZD) + pk‘— lﬁk(ph - lelip 2(h-—-1) el2D), (10)11

was nun im Rahmen der vollstindigen Induktion nach » durch vollstindige
Induktion nach h bewiesen wird.

Wir beginnen mit der Betrachtung des Falles h = 1. Auf Grund von (2)
erweist sich

Br(pey,pes®D) = Br(er, p*es®D) + p* =1 fr(er,e,2D) (10),

als gleichwertig mit

- D -2 ok —3 er e2D) —
(1 +{5p(—Dp )—(-;)}p + p* )ﬁrc( 1> €*D) (in
— 0p(— Dp~ ) fr(pey, e,>D) = (e, pPe,2D).

Es sei pb die hochste p-Potenz, welche D teilt. Zur Verdeutlichung werde
(11)p an Stelle von (11) geschrieben. Der Beweis fiir (11), wird nun mit
einer dritten (und letzten) Induktion, ndmlich vollstindiger Induktion nach b
erbracht. Die Gleichung

<1 —<:I;Q>pk_2 +P2k_3>ﬁk(61:3121)) = Br(es, pPes*D) (11)o

ist gemil (8) eine unmittelbare Folge der Relationen

- D
<1 ——(———>p’“—2 + pz’“‘s)ﬂ;c(l,elzt‘ :D) = Bu(1,p2e,2l-2D) fur tfeq,
P

die auf Grund von (9) als richtig erkannt werden kénnen. Damit ist (11),
beweisen. Die folgende Relation

(1 + p**=*)Br(ey,e,2D) = fr(ey, p?e,2D) (11),

wird analog auf die Beziehungen
(1 +p*-3)r(1,e,2t72D) = Bx(1,p2e,2t-2D) fiir t/e,

zurtickgefiihrt, die ebenfalls mit Hilfe von (9) zu beweisen sind, wobei zu
beachten ist, dal b = 1 notwendig p > 2 zur Folge hat.

Wir setzen nun voraus, dal b = 2 und (11),_, oder, gleichwertig damit,

Br(pes, e*D) = Bi(ey, ey*D) + pF=18r(eq,e,2D)
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giiltig ist. Damit reduziert sich

(1+ 8p(= Dp=H)p* =2 + p™* = %) fr(er, e, D) — 1

11
~ 8p(— Dp~®) B(pey,e2D) = Br(e,pPe,2D)(b = 2) | Iy

auf
Br(es, pre,?D) = (1 + p* ~%) B (eq, e,°D) ~ Op(~ Dp~*)p* 2Py (ey, e, p~ 2 D).

Mit Hilfe von (8) lift sich diese Beziehung auf den Fall ¢; = 1 zuriick-
fithren. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann also voribergehend
e; = 1 gesetzt werden. Wir brauchen dann nur noch

Be(L,p*D) = (1 + p* =) (1, D) = dp(— Dp=H)p** = (L, p™2D)  (12)

zu bestiitigen, was mit Hilfe von (9) ohne weiteres moglich ist, wenn man
folgendes beachtet: Es ist

d(D) = d(p*D) = d(p=*D),

und by (D), br(p?D), bi(p~2D) unterscheiden sich nur in den p-Faktoren.
Demnach ist

L[ 15l d\*
p2}c—3 1 —(=|pr-* z pu(s—Zk)+ e P(g+2)(3~2k) _
P u=20 P
d J d\?
_ (1 +p2k—3) 1 -t= pl——k Z pH(S—Zk)+ el p(7+1)(3—2k) _ (13)
P p=0 P
d i-1 d\? .
_ (3p(—Dp2)<{1 _(_>p1-k} z p,u(3—2k) +<_> py(a—zk)>
P Ju=0 p

b—1 b—2
zu priifen, wobei j = [»;} oder [;—1, je nachdem p > 2 oder p = 2 ist.

&

Nun ist 0,(— Dp=?) = 1 mit Ausnahme des Falles p = 2, — D =8 oderl2
d

(mod 16), der b =2 oder 3, mithin j = 0 und zudem <§> = 0 nach sich

zieht, woraus die Giiltigkeit von (13) erhelit. Der Beweis fiir (10); ist damit

erbracht.

Wir beweisen (10)y fiir 2 = 2, indem wir fiir den Term auf der linken
Seite sowie den zweiten Term auf der rechten Seite von (10)r die durch (2)
gegebenen Darstellungen eintragen. Mit Hilfe von (10)p-1 und (10)n-e,
sofern h = 3 ist, filhren wir die so erhaltene Relation tiber in

Prlenp™eaD) = (14)
(1 + p™ %) fr(ey, p** =M ey2D) = p¥ ~*fix(e1, p* B~ Dey2D) (h = 2).
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Die Reduktion auf den Fall e; = 1 erfolgt nach mehrmals angewendetem
Verfahren mit Hilfe von (8). Die Gleichung (10)n fiir h = 2 erweist sich
somit gleichwerlig mit der Relation

Br(1.p* D) = (1 + p*=*)fx(1,p*® =V D) — p* =2 (1,p* @ =B D) (h = 2), (15)

die sich mit Hilfe von (9) in analoger Weise verifizieren 146t wie die Relation
(12). Mit (10)n ist schlieflich auch (8), das Ziel unserer Ausfithrungen,
bewiesen.

SchlieBlich sei noch auf den multiplikativen Charakter der in (9)
definierten Zahlfunktion bz(4) hingewiesen: Fiir Diskriminanten d imaginir-
quadratischer Zahlkdérper gilt

br(e2ex?|d]) = br(e2|d])br(es2]dl), falls (eg,e,) = 1 (16)

ist. Man braucht sich nur klar zu machen, daff der p-Beitrag in der
Produktdarstellung von bg(e?|d|) bei gegebener Diskriminante d nur von
der hochsten Potenz von p abhingt, welche e teilt, und dall bx(|d]) = 1 ist.
Zufolge

Br(1,e?d]) = wr(d)br(e*[d]) = fi (1,]d]) br(e*|d])

erweist sich daher der Quotient
r(o - el
) Pr(1,1dl)

als multiplikativ:
x(eres) = x(e)x(ep) fir (epe) =1,

womit eine weitere Vermutung von R. L. Saldaiia verifiziert ist.
Aquivalent mit (8) ist im Falle A4 = |d| die Identitit

Ei(s,d) = (s + 1 — k) (s, d), (17)

wobei

(s, d) = S Br(Lyntldl)n=s,C5 (s, d) = i;lﬂk(n,nzldl)n‘s (18)

n=1

und {(s) die Riemannsche Zetafunktion ist. Die erste dieser Funktionen
gestattet vermdge (16) die Produktdarstellung

() = BrCLIADTT 3 bu(p™ldDp™,

wobei p alle Primzahlen durchliduft. Die Berechnung der p-Faktoren in
diesem Produkt fithrt zu einem iiberraschend einfachen Ergebnis. Es sei
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b-1 b—-2
p? die hochste Potenz von p welche d teilt, und j = {——} oder {*——1
je nachdem p > 2 oder p = 2 ist. Dann gilt 2 2

2 o d ity 0 d\?
be(p?1d]) =pv(dk—3) 1_ ;)pl—-k zopy(a— B 4 ; p(j+V+l)(3—2k) )
. M=

Nach Aufsummierung aller auftretenden geometrischen Reihen ergibt sich

gobk(pmlldl)p——’l}s

dy ,_ «
lﬁ(ﬁ)pl k 1 pli+D @2k . d\2pith @2k
1-p

~s+2k—3 1 __p—s - 1 _p~s

P
d
1 _(__) —-s5+k—2
(1 ~p_s)(1 _pfs«l-ZIc—B)

ausnahmslos fir alle Primzahlen p, mithin

Ck(s,d) - ﬁk(l,ldf) Q(s)_c(ii?’;%) (19)

d d
wobei L<s,<i—)> die L-Reithe zum Charakter (Z) mod d bezeichnet. Damil

haben wir das erste Beispiel einer Zetafunktion, die mit Hilfe von Fourier-
koetfizienten einer Modulform zweiten Grades definiert ist und die eine
Eulersche Produktentwicklung besilzt.

Hinsichtlich der Frage nach den Eulerprodukten, die den Modulformen
héheren Grades zugeordnet werden konnen, erdéffnen sich hier meue Per-
spektiven.
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Zusatz bei der Korrektur:

Auf die von A. N. Andrianov in Trudy mat. Inst. Steklov 112,73-94 (1971)
in russischer Sprache publizierte Arbeit mit jhren weitreichenden Ergeb-
nissen sei hier nachdriicklich hingewiesen. Ein Autorreferat in englischer
Sprache unter dem deutschen Titel ,,Dirichletreihen mit Eulerschem Pro-
dukt in der Theorie der Siegelschen Modulformen zweiten Grades” findet
man im Zbl. fir Math. 224 anter Nr.10027. Ich wurde auf diese ideenrei-
che Arbeit, in der Probleme geldst werden, die seit Jahrzehnten anstehen,
durch das angegebene Referat aufmerksam.

Indleveret til Selskabet den 7. april 1972,
Ferdig fra trykkeriet den 9. oktober 1972.












