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Synopsis

Die Fourierkoeffizienten az(1) der Eisensteinreihen zur Modulgruppe n-ten Grades und zur
Dimension —k lassen sich, wenn man von einem elementaren Faktor absieht, nach C. L. SIEGEL
als Produkt gewisser p-adischer Darstellungsdichten schreiben. Durch Berechnung dieser Dichten
gelangt man im Falle n = 2 zu einer expliziten Formel fir die qg(7) zu primitiven Matrizen 7.
Auf diesen speziellen Fall kann die Berechnung beliebiger Fourierkoeffizienten mit Hilfe einer
Rekursionsformel zurtickgefiihrt werden, die man aus der verallgemeinerten Heckeschen Opera-
torentheorie bezieht. Eine eingehende Analyse ergibt nun fir die rationalen Zahlen aqz(?’) im
Falle n = 2 bei festem k einen gemeinsamen Nenner, der sich nur aus irreguliren Primzahlen
(im Sinne Kummers) zusammensetzt. Fir k = 4, 6, 8, 10, 12 wird insbesondere der gréBte
gemeinsame Teiler aller az(1) mitgeteilt.
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Die Fourierkoeffizienten a,(7) der von C. L. SieGeL eingefiihrten Eisen-
steinreihen n-ten Grades zur Dimension —k (A =0 (mod2), k> n+ 1):

G_(Z) = D [CZ+ D[k, (1
(o)

wobei iiber ein volles System von n-reihigen nicht-assoziierten teilerfremden
symmetrischen Matrizenpaaren C,D summiert wird und 2 eine symmelrische
komplexe Matrix mit positivem Imaginérteil bezeichnet, sind bisher wenig
untersucht worden. Es ist seit langem bekannt [4], daBl diese Koeffizienten
ralional sind und von Fall zu Fall numerisch berechnet werden kénnen.
Soleche Berechnungen werden aber selbst im IFalle n = 2 als sehr miihselig
angesehen [1]. Eine interessante Entdeckung Siegels, die wesentlich iiber
(4] hinausfiihrt, ist neueren Datums [6]. Sie besagt, dall das Produkt der
gekiirzten Zihler der & mit Bernoullischen Zahlen gebildeten Quotienten
By,

2v

B,
k . .
(»=12,...,k—1)und T von einer Potenz von 2 abgesehen, einen

gemeinsamen Nenner aller a,(T") bei gegebenen k und n bildet. Einem Satz
von K. L. JENsen [2] zufolge setzen sich die gekiirzten Nenner der ay(7T)
demnach nur aus der Primzahl 2 und gewissen irreguldren Primzahlen p
zusammen. p heiBlt irregulir, wenn die Klassenzahl des Kérpers der p-ten
Einheitzwurseln durch p teilbar ist. Die Bernoullischen Zahlen B, werden
hier in ihrer Gesamtheit symbolisch (B” - B,) durch (B-+1)* - B* = 0
fur & =z 2 definiert.

Bei dieser Sachlage hielt ich eine Beschrinkung auf den Fall n = 2 fiir
gerechtfertigt, um die Analyse der aq,(7) moglichst weit treiben zu kénnen.
Wir setzen nun

2t, 4
27 = (t 97 ) und  o(T) = g.g8.T.({,11.1) (2)
1 2
mit ganz rationalen f,,7,,{,. Es darf und soll angenommen werden, da T
positiv ist, da ay(7) im Falle |T] = 0 als Fourierkoeffizient einer Eisen-
1%
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steinreihe ersten Grades hinreichend bekannt ist. Es gelingt die explizite
Berechnung von ai(T) fiir primitive, durch e(7T) = 1 gekennzeichnete 7.
Der Fall eines beliebigen T > 0 wird auf den soeben bezeichneten Spezial-
fall mit Hilfe einer allgemeinen Koeffizienlenrelation aus der Theorie der
verallgemeinerten Heckeschen Operatoren [3] rekursiv zuriickgefithrt. Auf
Grund der angegebenen Formeln ist festzustellen, dafl a,(7T) bei gegebenem
L im Falle n = 2 durch e(7T) und [27] eindeulig bestimmt ist. Dieser Satz
steht in bemerkenswerter Analogie zu der Aussage, dall die Klassenzahl des
Geschlechts von 27 nur von den Ordnungsinvarianten, nédmlich e(7) und
[2T| abhéingt, stellt aber wohl eine Besonderheit des Falles n = 2 dar. Ferner
ergibt sich, dal} ein gemeinsamer Nenner der Koeffizienten ay(7) zu primi-
tiven 7 bei gegebenem Ik auch ein Nenner aller a,(T) ist. SchlieBlich zeigt
sich, daB

k(2k - 2)

M= BB
qLypboy_o

()

im Falle n = 2 cin gemeinsamer Teiler aller ay(7) mit 7 > 0 ist. Hierin
ist q der grofte Teiler von (k — 1)Ny,_,, der sich nur aus Primteilern p = — 1
(mod4) des gekiirzten Nenners Ny, _, von By, _, zusammensetzt. Diese Teil-
barkeitsaussage stellt eine Verschirfung des Sicgelschen Resultats fiir den
Spezialfall n = 2 dar. Tatsichlich ist my fir & = 4,6,8,10,12 sogar der
grole gemeinsame Teiler der Fourierkoeffizienten a,(7) mit 7 > 0.

§ 1. Die allgemeine Koeffizientenformel

Fiir beliebiges n, halbganze symmetrische Malrizen 7" > 0 und gerades
k > n+1 entnimmt man aus [4] die Darstellung

?
n—- k—5 n+1

nk n _r=lya-1 A -
ak(T) = (__ 1) 2 9 (7"‘ 2 ) f? l . lTi 2 j/ lSp’ (4)
=20 F(k—;) D

4

wobel p alle Primzahlen durchliuft und S, den p-Beitrag zur sogenannten
singuldren Reihe bezeichnet. Er ist gegeben durch

Sp — Z e 2mig(TEy) (y(Rp))—k. (5)

Rymod1l

Summiert wird hier iiber ein vollstindiges System mod1 verschiedener
n-reihiger symmetrischer rationaler Matrizen R, mit einer Potenz von p als
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Nenner. »(1,) bezeichnet das Produkt der gekiirzten Nenner der Elementar-
teiler von R, und allgemein o(4) die Spur von 4. Um S, in gewisser Weise
als p-adische Darstellungsdichte zu deuten, empfiehlt sich in der weileren
Behandlung von S, gegeniiber [4] eine geringfiigige Modifikation, die auf
einem Gedanken von E. Wrrr [7] beruht. Sie gestallet eine einheitliche Be-
handlung aller Primzahlen sowie eine Vereinfachung in der Berechnung
der benstigten GauBschen Summen und fithrt schlieBlich zu dem Ergebnis
in der gewiinschten Form. Um (»(R,))"* in geeigneter Weise durch Gauflsche
Summen auszudriicken, fihren wir

G — Z’ e2niO‘(FRp[K]) (q - pa,) (6)
K modg
mit

ein. a sei so grol} gewihlt, dal qR, ganz ist. Summiert wird iiber ein volles
System mod g verschiedener ganzer Matrizen K = K™ 2,

Da G nur von R, mod1 abhiingt und gegeniiber den Transformationen
R, - R,[U] mit unimodularen Matrizen U invariant ist, so kann R, in G
durch eine Normalform der folgenden Art ersetzt werden:

7 ag 0 \
agp
0
0 ) arp_ ‘u‘T
R[U] = | o i (mod1).
Fp ™ 0

0 OF op

N Fps _J

Hierin ist
oy B
F, = ( h h) h=12,...%,
h ﬁh Va, ( )
also r + 2s = n, und

(app) = (B.p) =1, o, =7y, =0 (modp).
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~1

Im Falle p > 2 kann iiberdies s = (0 angenommen werden, wovon hier
jedoch kein Gebrauch gemacht wird. Offenbar ist

’V(Rp) — "’(R;p[UD _ p,u1+ e T My F2mt oL+ 21)8.
Mit der angegebenen Normalform an Stelle von R, in G und der Zerlegung
K = (,....[,L....L), [, =1®D [ —=1@&

ergibt sich unmiftelbar, wenn unnétige Indices nachtréglich gestrichen werden,

r

8
7‘[ > 2riap HhFL 7—[ > 2ip ho(FILIF)

k=1 Imodqg k=1 Lmodg

[

G

_ qz(r + ZS)P-—‘U,1~ B e e
oder auch
Gk _ ank(,‘)(Rp)>— k.

Andererseits folgt mit

P F 0

F
H = H® - .

0 F
da diese Matrix mit Hilfe einer unimodularen Matrix in

(O%E

L = E® — g i
1E 0 ) (£ = E'™ = Einheitsmatrix)

ibergefiihrt werden kann,

k
GF — 7[ Z 270 (FRp[Kp])

h=1 Kpmodg

Z’ eanG(HRp[K]) _ Z eZnio‘(SRp[K])’
Kmodyg Kmodg

wobei K = K" — (K K, . .. ,K,) gesetzt ist. Nunmehr schlieft man wie
in [4] und erhilt
n{n+1)

, = lim g ° AT, (7)

a —>

S
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wenn A, (T) die Anzahl der mod g verschiedenen ganzen Matrizen C = ceEm
2 . o .

bezeichnet, fir welche ;(S[C} —T) eine gerade ganze Matrix wird. Die Ra-

tionalitit von S, ist eine Folge von

Lemmal: Es seien S = $™ und T = T'™ mit m = n halbganze symmetrische
Matrizen, p eine Primzahl und pb die hdchste Potenz von p, welche |27 teilt.
Wir selzen g = p und bezeichnen mit A(S,T) die Anzahl der modgq ver-

schiedenen ganzen Malrizen C = C™™, fiir welche %(S[C] — T) eine gerade
nin +1) —mn

ganze Matrix wird. Ist a > 2b, so ist ¢ * A,(S.T) von a unabhiingig.

Fiir p > 2 deckt sich die Aussage dieses Lemmas mit einer Teilaussage
von Hilfssatz 13 in [5]. Der Fall p = 2 erfordert keine wesentlich neuen
Uberlegungen und lif3t sich in den Beweis entsprechend mit einbeziehen.

Um Ay, (T) als Losungszahl eines Systems von Kongruenzen zu inter-
pretieren, zerlegen wir € in

C = (g) mit G = G®", H - HE,

A/[T) ist dann die Anzahl der modg¢ verschiedenen ganzen Matrizenpaare
G,H, fur welche

1 G'H+ H'G—-2T) ganz und gerade 8
q 8

ist. Bezeichnen gy,4a,. ..., bzw. 0;,0,,...,], die Spalten von & bzw. I und
wird 2T = ((1 +d,,)¢,,) mit dem Kroneckersymbol 0,y gesetzt, so tritt an
Stelle von (8) das gleichwertige Kongruenzensystem
g;cfjoc =ty g:x[]ﬁ-’— g/lgbzx = tocﬁ (modg) (9)
A =af<n o+fp)
Es ist zu beachten, dafl sich die Loésungszahl A, (T) nicht dndert, wenn
man T mit einer unimodularen Matrix V transformiert und mit einer zu

q primen ganzen Zahl g multipliziert; denn die Forderung (8) bleibt bei
einer simultanen Transformation

T > gTIV], H-UHV, G- gU*GY
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erhalten, wenn neben V auch U eine unimodulare Matrix modgqg ist, so
daBl eine ganze Matrix U* mit U'U* = E(g) existiert. Wir benutzen diesen
Sachverhalt im I'alle n = 2, um zunichst T geeignet zu normieren. Sodann
bestimmen wir die H modg, fiir welche das System (9) Lésungen besitzt.
Wegen der angegebenen Invarianz geniigt es, wenn aus der Klasse der mit
H aquivalenten Matrizen {UH | U unimodular modgq} jeweils ein eindeutig
bestimmter Repriasentant H ausgewihlt wird. Die Anzah! der Losungen G
mod ¢ hingt offenbar nur von der Aquivalenzklasse von H modg ab.

§ 2. Die Berechnung von a,(T) im Falle ¢(T) = 1

Wir befassen uns fortan nur noch mit dem Fall n = 2. d = d(T) be-
zeichne durchweg die Diskriminante des imaginir-quadratischen Zahlkor-
pers, der von l/_ |27 erzeugt wird; sie ist gegentiber den invertierbaren
Transformationen T - ¢g7[V] mit rationalen ¢ und V = V® invariant. Es
sei p eine vorgegebene Primzahl, p die héchste Potenz von p, welche |27
teilt, und ¢ = p® mitl beliecbigem a > b. Unter der Voraussetzung e(7T) = 1
darf angenommen werden, dall T unter die drei Typen fillt, die durch
die Kongruenzen

tzo(q)[tzsuz?” (@) p>2
b= 1o la=wre@)  fus0@ (10
=1, t=uw (7

definiert werden; denn fir g7[V] trifft dies zu, wenn die unimodulare
Matrix V und die zu g prime ganze Zahl g geeignet gewihlt werden. Wegen
a > b erscheint b in (10) in richtiger Bedeutung. Im dritten Fall ist ¢ irgend
eine nicht negalive ganze Zahl. Entsprechend den drei Fillen (10) gilt

J'—4upb } p>2
— 127 ={ —u2® (modq) fiir 0 bz2 (11)
t?—uQ”*'ZJ p= b=0
und daher
- u
— fir 8 =0 (2
(g)= (P) ()p>2 (12)
\

0 firb =1 (2)
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sowie
b =0, ¢c>0
1 fir
b=0(2), b>0 u=7/(8)
(! b =0, c=0
H: —1  fiir p=2 (13)
2 b=0(2), b>0, u=3(8)
b=1 (2
0 fir @
b=0(2), b>0, u=1 (4

In jeder Aquivalenzklasse H mod q gibt es, wie leicht einzusehen ist, einen
Reprisentanten H = H%® = (h,g) der folgenden Art:

hy,=p", hy=1p", h 0 (mod
11 =D 23 = P off ( q) (14)
O =2uy=2a;, a=>fh)

I

wiithrend h = h;, aus einem festen Vertretersystem der Restklassen modp”
ausgewiihlt werden kann. Mit diesem speziellen H und G = (g,g) nimmt

das System (9) wegen {;, = 1 (modgq) die folgende Gestalt an:
* =1, h + Vo=

mar' =L guhont =l g } (15)
GroP” + gult + gup = 4

Wir bestimmen simtliche u,»,h, fir welche das System (15) Losungen g,
besitzt. Offenbar ist stets # = 0 und g¢;; = 1 (modg). Es verbleibt

G1oh + gaap” =ty g1z = t; — I — gy p” (modyq). (16)

Elimination von ¢, ergibt

h(t; — h) + (gap — hge)p" = t; (modgq),

und diese Kongruenz ist genau dann l6sbar, wenn
h(t; — h) = 1, (modp”) a7

ist. Eine einfache Abzidhlung ergibt nun fiir die Anzabl A(h,p*) der modg
verschiedenen ganzen Lésungen (¢31.912,921.022) von (15) den Wert p’q
oder 0, je nachdem (17) befriedigt ist oder nicht. Eine vollstindige Uber-
sicht tiber die Lésungen von (17) gibt das folgende Schema. Hierin be-
zeichnet A(p”) die Anzahl der modp” verschiedenen Lésungen h von (17).
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Haupttypus von T: v A(pY): Nr.:
5
p+2 oder b=0 0=»=20d P 2 1

fl

/\

2

IiA

Q

oS
o | =

o>
T

-

_|_
T A
v
=
SRR

[a%]

v+1
p=2 und b2z 2 0svepo1 | 2% 3
o z b1 é
y=b-1 ) 4
.2
Lold\
y = b 22(;) 5

a

o
A
=
A
3]
L]
™
T
—_
+
| =N~
—
~_—
———.
|
———
=]

Hierin ist d(x) = 1 oder 0, je nachdem x ganz rational ist oder nicht. Um
die Vollstindigkeit der Tabelle zu belegen, hat man die Kongruenz (17) fiir
die drei Haupttypen von T zu diskutieren.

1.

2.

p > 2: Nach (10) hat man

h? = — up® (modp*)
zu losen. Hier mag der Hinweis gentigen, dal Losungen fiir » > b nur
dann existieren, wenn b = 0 (mod?2) und (11) = 1 ist, was so viel wie
(ﬂ) = 1 bedeutet. Man findet nun leicht dilc) unter Nr.1 und 2 ange-
gf;benen Werte von A(p*) fir p > 2.

Pp=2,bz=2: Nun ist
h? = —u2’7% (mod?2”)

zu l6sen. Hier ist zu beachten, dal ¥ > b —2 nur dann Lésungen ge-
statlet, wenn & = 0 (mod2)ist. » = b — 1 ergibt keine weitere Bedingung.

«
<

Fir v = b hat man zusétzlich — u = 1 (mod4), also (g) + 0 zu fordern



Nr. 7 11

und im Falle » > b dariiber hinaus —u = 1 (mod8) oder (g) = 1. Ein-

fache Abzihlungen ergeben die unter Nr. 3 bis 6 angegebenen Werte
fur A(2").

3. p=2,b=0: Wir multiplizieren (17) mit —4 und erhalten die gleich-
wertige Kongruenz

(2h—t;)? = £ —u2°*? (mod2"*?).

Wir konstatieren, dafl » = 0 genau eine Losung gestattet und daBl im
Falle v > 0 notwendig ¢ > 0, d. h. (g) = 1 ist. Ist diese Bedingung er-

fiillt, so gibt es genau zwei Losungen, womit A(p”) unter Nr.1 und 2
fiir p = 2 verifiziert ist.

Da die Elemente g,z fur o > 2 willkiirlich gewiihlt werden konnen, so ist
die Anzahl B(h,p¥) der mod g verschiedenen Ldésungen G von (9), sofern H
den durch h und p” gekennzeichneten speziellen Reprisentanten in der
Aquivalenzklasse modg von H bezeichnet und (17) erfiillt ist, gleich
P F=DA(hp") = ¢**73p”. Wir brauchen jetzt nur noch die Anzahl C(h,p*)
der modgq verschiedenen Matrizen UH in der Aquivalenzklasse modg von
H zu bestimmen. Dabei ist U eine beliebige unimodulare Matrix modg.
Sind uq,u, die beiden crsten Spalten von U, so ist

UH = (u;u ki +uyp”) (modg),

woraus hervorgeht, dall C(h,p") von h unabhingig ist, so daBl zur Bestim-
mung von C(h,p”) das Element i durch 0 ersetzt werden kann. Die modg
primitiven Spalten u;, die zu einer unimodularen Matrix modg erginzt
werden konnen, sind dadurch bestimmt, dall nicht alle ihre Elemente durch
p teilbar sind. Fiir die Anzahl der mod g verschiedenen u, findet man somit
den Ausdruck

qk _p(av—l)k _ qk(l _P_k)-

Gefragt wird nun nach der Anzahl der mod p* " verschiedenen primitiven
Spalten uy modg derart, dall (u;,u,;) zu einer primitiven Matrix modg er-
ginzbar wird. Diese Anzahl hiingt offenbar von der spezicllen Wahl von 1,
nicht ab, so dal} fir 1r; auch die erste Spalte der Einheilsmatrix gewihlt
werden kann. Beziiglich u, ist dann zu fordern, daB die aus den £ —1
letzten Elementen von u, bestehende Spalte eine primifive Spalte mod g ist,
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wiahrend das erste Element von u, willkiirlich wihlbar ist. Die Anzahl der
primitiven 1, modp®~" zu gegebenem 1y ist also

pa—v(p(k—l)(a—v) _P(Ic—l)(u—v—l)) _ p(a—v)lc(l _pl—k) oder 1’
je nachdem a < » oder a = » ist. Damil ergibt sich

CEp (L - A - pTF)  fiir v < q

C(h,p") =
(2.p") {qz’“p_“k(l -p % fir » = a

und fiir die Anzahl A, (T) der modgq verschiedenen Ldsungen G,H von (9)
schlieflich

A(T) = > Bup)C(hp)

0<v=<a

himod p¥
~ g3 - g E) Z p‘u(l—k)(l — plEy
0<v=<a
hmodp”
= ¢ > AP pTH
0<v=a

Die Summation erfolgt hier iiber alle Lésungen h modp” von (17). Die mit
einem Stern® bezeichnete Klammer ist im Falle ¥ = a durch 1 zu ersetzen.
Nach kurzer Rechnung erhilt man mit Hilfe von

rp—1
Y41 = b
i’ﬁ p”*[T]pv(l—k) _ (-1+p1—k) 22 p,u(3—21c) L8 E>P2(3_2’“)
v=0 =i 2
fir a > b die Kongruenzljsungsanzahlen
Aq(T) =
1 —p Byl — p2-2k d" J di2
q4k_3( P )((1 P ){(1_(_)p1—k> Z py(a—Zk)+(_> p(j+1)(3—~2k) . (18)
1 (—)pl_’“ P! f=0 p
. p
muit
. J[b%} fir p > 2,
77 b -2 P,
5 ir p = 2,
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folglich
S, = @7*A(T) fir a > b. (19)

Es sei y(h) der Charakter modd, der fiir A > 0 mit (f) ibereinstimmt.
Wir setzen

W) = S H L) - > a(E (20)
=1 r=1

Aus (4) ergibt sich dann mit Hilfe von (18) und (19) fir n = 2 und ¢(T) =
die Koeffizientenformel
2(27)2 1Lk — 1, %)

%) = o otk - 2) )
d\® .
T3 1-k 4 (3~ 2k) G+ 1)E—2K)
'™ I {1 (Garr) oo [4 o)
Bekanntlich ist
_1'2 97)% 9.77)2k~ 2
- O gy OO

und

sin(2~c d m
1 la] - l(d P v m
Lk —1, )

( * Vldl a=1 Z

Die unendliche Reihe tiber m kann, wenn man von einem elementaren
Faktor absieht, als Funktionswert des Bernoullischen Polynoms (x + B)*~1!
in symbolischer Schreibweise (B” — B)) einfach dargestellt werden. Man
erhilt so

E

Ly o RO @y g
Lk —1,7) = 2k - DY]d| =1 (q)(ld[ +B) (23)

und schlieBlich das folgende Resultat:
Satz 1: Fiir n = 2, k = 0 (mod2), k24 und T > 0, &(7T) = 1 ist

1) = - gt S g Bt )

Bk:BZk
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3
;2Ti)"‘z dy ) L _ (d')z o
b - [ ) #(3—2k) _ G+hE-z0
(T) ( . pﬂﬂ{( ( ")p 2P H) e

\ ©=0
TP R T : , . b—1
Hierin ist p” die héchste Polenz von p, welche 2T teilt, und j = 5 oder

&

[b ; 2} Jje nachdem p > 2 oder p = 2 ist. by(T) ist stets ganz rational.

Um auch noch die Ganzzahligkeit von b,(T) zu beweisen, setzen wir

b = b, j=j, sowie
ks
p =2
Aus den Diskriminanteneigenschaften folgt

b, = a,+2(j, +e,) miteg,

[
————
A
[
b=t
(=
=
v
™

mithin

3
(J‘)T‘> (7‘[ pbwocp) Ty _ f/‘[ plp T e k=3
ld] : ' ’

p =2

=

woraus die behauptete Ganzzahligkeit von by (T) erhellt.

§ 3. Die Reduktion auf den Fall ¢(T) = 1

Ist der Rang der halbganzen Malrix T = T > 0 kleiner als zwei, so
tritt a,(T) auch als Fourierkoeffizient der Eisensteinreihe ersten Grades auf.
Insbesondere ist ay(T) = ay(f), wenn alle Elemente von 7 = ({,) mit
eventueller Ausnahme von ¢ = #; verschwinden. p bezeichne eine beliebige
Primzahl. Auf Grund von [3], S. 117 (126) kann fesigestellt werden, daf}
die Fourierkoeffizienten «,(7) der Eisensteinreihe n-ten Grades der fol-
genden Beziehung gentigen:

7—[ (1 +p" Byay(play(T) =

=2

Vet 2k) 24
—{n—v)(n —y—-2
k alc(l) Z Zak( ])Pz .
y=0 U
Hierin ist
E® 0

S, , - ( ) 2%
D,V 0 PE(n_q;) ( )
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und bei gegebenem v durchliuft U = (Q'™™, =) ein volles System von uni-
modularen Matrizen, so dal} die aus den » ersten Spalten von U bestehenden
Teilmatrizen  modp paarweise nicht assoziiert und

}DT[USPJ,} halbganze Matrizen (26)
sind. Zwei Malrizen (,,Q; heilen modp assoziiert, wenn Q, = (;V mit
einer unimodularen Matrix modp V = V® gill. Auf die Forderung (26) wer-
den wir verzichten und statt dessen a,(T) = 0 fiir nicht-halbganze T setzen.,
Da die Eisensteinreihe nicht im Sinne von [3] normiert ist, so erscheint auf
der rechten Seite von (24) abweichend von der zitierten Formel der Faktor
a,(1); er fallt wieder heraus, wenn man

ap(t) = ap(1) % gt (27)

beriicksichtigt. 970

Im IFalle n = 2 nimmt (24) mit

I

10 fu 1’
(O 1), (1 0) (u=2012,...,p—1) filr v = 1

10
( ) fir » 0,2
0 1

nach einfacher Umformung folgende Gestalt an:

a(pT) = (1 +Pkwl)(1 +Pk_2)ak(T) ‘sz_Bak(% T) - l

e (L 7LO) 23 L, 1 up -
P ak(;[[OpJ)_ugopk ak(x}TL 0})' J

Diese Formel geslattet, wie sogleich ausgefiihrt wird, die Berechnung von
ay(7) auf den schon behandelten Fall e(T) = 1 zuriickzufiihren.

Satz 2: Im Falle n = 2 ist a,(T) fir T > 0 durch
e=eT) und D =I(T)=|2T|e*® 29)

eindeutiq bestimmt, so dafi
a(T) = oy(e,D) (30)
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gesetzi werden kann. Es gilt
‘ k-1 k-2 - D k-2
am(peD) = L(1+ pP (1 4 pFm?) —[1 + 7) P2 o (e,D) -

- (p - (7))19’”‘2%(19‘16,1)21)) = PPy (pte,D)

fiir eine beliebige Primzahl p = 2 mil der Mafigabe, dafi o« (e,D) = 0 zu setzen
ist, wenn e keine natiirliche Zahl ist.

Wir rechtfertigen den Ansatz (30) auf Grund von (28) mit vollstindiger
Induktion nach der Anzahl A(T) der Primzahlen, aus denen sich e(T) zu-

sammensetzt: _
e(T) = ﬂ p'r. WT) = > Ve
pz=2

p =2

Im Falle A(T) = 0 ist (30) eine Folge von Satz 1. Wir nehmen an, da} (30)
fiir alle Matrizen S an Stelle von T mit A(S) = h(T) schon gilt, und beweisen
dann (30) fir pe an Stelle von e, d. h. fiir A(T)+1 an Stelle von h(T).
Da a,(T) gegeniiber den unimodularen Transformationen 7 — T[U] in-
variant ist, konnen wir uns T beziiglich p immer so normiert denken, dafy
ty durch keine hohere Potenz von p teilbar ist wie e(7"), so daB fye * eine
zu p prime ganze Zahl ist. e, = e,(T) bezeichne die griBte Potenz von p,

9
welche e(T) teilt. Neben (2) verwenden wir die Bezeichnung 2S —= ( %0 231).
Wir diskutieren die in (28) bezeichneten Fille von S: L ST 252

{. Fir 8 = LT ist ersichtlich e(S) = pte(T) und
P

I

D(S) = 28] %(S) = |2T)e ¥(T) = D(T),

also
ay (%} T) = o (p~te,D).

10
Op
Normierung ist also

e(S) = g.g.T.(p My ty,pty) = ple(T)

1 . _ .
2. FurS = ;T[ } ist sy = ptty, s, = t;, Sy = pty. GemiB unserer

sowie
D(S) = [28€°%(S) = 12T *(T)p* = p"I(T),
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folglich
3. Fir § = ;—)Tﬁ l(ﬂ hat man
So = P Mt +iu+ty), s = 2tu+ty, s, = ply,
so daBl offenbar [2S] = |27] und
e(S) = &(T) oder p le(T)

gilt. Der erste Fall ist gleichwertig mit s, = 0 (mode,). Wir haben dem-
nach die Anzahl der modp verschiedenen Ldsungen von

ot + tiu + 1, = 0 (modpe,) (31)

zu bestimmen. Gemil der Bedeutung von e, sind die durch #, = rye,
bestimmten Zahlen r, ganz; geméil} unserer Normierung ist p kein Teiler
von r,. AulBlerdem unterscheidet sich

Dy, = drgry —r* = (2T(e;%(T)

von D = |2T]¢"*(T) nur um das Quadrat einer ganzen durch p nicht

'— D — D)
teilbaren Zahl, so dal} (—p) = (__) ist. An Stelle von (31) erhalten
wir nun P P
rod® + rjutry = 0 (modp). (32)

Eine gleichwertige Kongruenz ergibt sich nach Multiplikation mit 4r, in
der Gestalt '

(2 +1,)? = ~ D, (mod p®) mitoc~{1 fir p > 2, } (33)
ot T » 4 3 fiir p = 2,

woraus erhellt, dafi die Anzahl der modp verschiedenen Lésungen u in

jedem Fall gleich 1 + (_El—)) ist. Es ist demnach
, og(e.D) in 1+ (i))
1 _(up P,

R Py D
P ay(p~le,p?D) in p—1— (—p—) Fillen.

Mat.Fys. Medd. Dan, Vid.Selsk. 34, no. 7. 2

Fallen,
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Insgesamt kann (28) damit in
v k-1 k-2 - D k-2
a(pT) = (A4 p" A +p 75 - |1+ o eD) -

- _ - DV _
=P P (pleD) —(p—(7)>p" “ou(p~ e, p?D)
tibergefithrt werden. o (pT) ist also auch durch

e(pT) = pe, D(pT) = |2pTle *(pT) = D

eindeutig bestimmt. Damit ist (30), zugleich auch die Rekursionsformel von
Satz 2 bewiesen.

Mit vollstéindiger Induktion nach A(T) beweist man schlieflich noch die
Giltigkeit einer Darstellung

w(e,D) = > ep(e,D, ey (1,2D) (34)
Lo
mit gewissen ganz rationalen Koeffizienten c,(e,D,f), die allerdings von recht
lkomplizierter Struktur sind.

§ 4. Teilerprobleme

Es ist im Fall n = 2 leicht einzusechen, daf die Diskriminanten aller
imaginir-quadratischen Kérper in der Gestalt d = —|27| durch halbganze
T > 0 mit e(T) = 1 realisiert werden kénnen. Der in Satz 1 definierte ganz
rationale Faktor by(T) ist dann gleich 1. Im Hinblick auf (34) ist nun
festzustellen, dal} eine Beslimmung des gréfiten gemeinsamen Teilers aller
(T) mit T > 0 zu gegebenem k darauf hinauslduft, den gréBten gemein-
samen Teiler der Summen

@] —1
Weos(d) = s (§)<q +dIByE (35)

zu berechnen. Wir werden das Problem nicht in dieser Allgemeinheit 16sen,
sondern nur einen gemeinsamen, im allgemeinen gebrochenen Teiler aller
ax(T) mit 7' > 0 zu gegebenem k bestimmen, der sich vom gréfiten gemein-
samen Teiler vermutlich ,,nicht wesentlich® unterscheidet. Jedenfalls stimmt
er mit diesem fiir &k = 4, 6, 8, 10, 12 iiberein.
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Im folgenden sei N,, der gekiirzte positive Nenner der Bernoullischen
Zahl B,,, mithin Z,, = B,,N,, ihr Z&hler. N,, setzt sich aus den verschiedenen
Primzahlen p zusammen, fiir die p —1 ein Teiler von 2v ist:

N, =TT p- (36)

o —1/2v
Bestimmt man sdmtliche Primteiler der gekiirzten Zihler sdmtlicher Quo-
B;” (v = 1,2,3,...), so erhiilt man nach einem Satz von K. L. Jen-
SEN [2] genau alle irreguldren Primzahlen, d. h. diejenigen Primzahlen p,
fiir welche die Klassenzahl des Korpers der p-ten Einheitswurzeln durch p

teilbar ist. SchlieBlich machen wir noch Gebrauch von der folgenden Iden-
titit (in symbolischer Schreibweise):

tienten

"o 1 B4l B+ 1\
- +1_p
agl . h+1 \(m -+ B) ’

wobei h,m beliebige natiirliche Zahlen sind. Speziell fiir & = h + 2 folgt
(m+ Bt =0 (mod k~1). (37)

Mit dieser Kongruenz beweisen wir

Lemma 2: Es sei t der grifte Teiler von k — 1, der mil der Diskriminante d
keinen echlen Teiler gemeinsam hal. Dann ist

Wy_1(d) = 0 (modé). (38)

Ist w das Produkt aller Primzahlen p < k, die nicht in d aufgehen, so
ist wd eine gemeinsamer Nenner aller Bernoullischen Zahlen auf der linken
Seite der Kongruenz (37). Wir multiplizieren diese mit |d| und erhalten

(ldlm +|d|B)*~* = 0 (mod?).
Wegen (d,wt) = 1 kann m so bestimm!l werden, daf}
ldlim = ¢ (moduwt),

also |d|m = ¢ + gw! mit ganzem g wird. Es folgt
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0 = (q+gwt+|dB)F1
k-1

&

= (g + gwt)*~1 - (q + gwt)*~2|d| +

k
2 k-1 E—1—2¥ 32
+ 2, [+ gwd |d[*'B,,

V=10
ko
_ k-1 _ 2 i k-1 —1— a
= qk ]'*—“_qu 2+ Z ( 0 )qk 1 Zvlle)Bzv
“ y=20 =¥

= (g +|d|B)*" ! (modt),

damit auch die Behauptung von Lemma 2.
Wir bestimmen analoge Teilbarkeitseigenschaften von W, _,(d) beziiglich
der Primteiler von d. Die folgenden Aussagen iiber die Summen

lal —1 d "

s = 5 |4 (39)
g=1\9

dienen zur Vorbereitung,

Lemma 3: Es sei s der grifile Teiler von k — 1, der sich ‘nur aus Primleilern
der Diskriminanite d zusammensetzt. Dann ist

- Sp_1(d) = 0 (modsd) (40)

mit Ausnahme der folgenden Fille:
1. d = —4:
Sg_1(d) = 2 (mod4). (41)

2, d = — p (Primzahl), p/Ny, _s:

i

Se-1(d) = p—1 (modp). (42)

Zum Beweis fithren wir den Charakter y(h) modd ein, der fiir & > 0
mit (%) tibereinstimmt. Es sei p? bzw. p* die hochste Potenz eincs gegebenen
Primteilers p von d, welche k — 1 bzw. d teilt, inshesondere also « = 2 oder

3 fir p=2 und « =1 fiir p > 2. Es ist dann

Se—1(d) = > x()g" ' (modpl ™ *); (43)

gmodd
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denn ¢*~! modp?** hiingt nur von ¢ modd ab, wie aus
po1 _ i (K1Y i
(qrgdf™* =2 | = ] d) (g gann)
Pp=

v

Fille p > 2 und p = 2 werden nun getrennt behandelt.

1. p > 2: Sind « und d teilerfremd, so durchliuft ag mit ¢ auch alle Rest-
klassen modd. Aus (43) folgt dann

unmittelbar hervorgeht, da ( )d” fiir » > 0 durch p2* * teilbar ist. Die ‘

Spo1(d) = () 1S, _y(d) (modp?t*). (44)
Gibt es ein a mit

#(@a*~L £ 1 (modp),

so folgt aus (44) sofort S;_;(d) = 0 (modp?**). Diese Teilbarkeit wird in
(40) bezuglich p behauptet. Wir brauchen also nur noch den Fall zu dis-
kutieren, daBl y(a) = a* = (modp) fiir alle zu d primen « gilt. Hieraus folgt

d = —p; denn wenn p ein echter Teiler von d ist, dann 148t sich, weil y
ein eigentlicher Charakter modd ist, ein zu d primes a = 1 (modp) mit
x(a) = —1 bestimmen. Das wiirde einen Widerspruch ergeben. Da y die

Ordnung zwei hat, so folgt p —1/2k — 2, was so viel wie p/N,,_, bedeutet,
wegen « = 1 schliellich auch S, _;(—p) = p—1 (modp). Es liegt also der
zweite Ausnahmefall vor. :

2. p=2: Wegen p = 0, a =3, &k =0 (mod2) ist nach (43)

ldl—1

Sx_1(d) = gl %(¢)g (mod 22+%),

Bekanntlich ist diese Summe durch d teilbar, wenn wir den Fall d = —4
ausnchmen. Unter dieser - Voraussetzung folgt dann wieder S,_;(d) =0
(mod2¢*%), d. h. die Teilbarkeitsaussage (40) beziiglich p = 2. Der Fall
d = —4 ist der erste Ausnahmefall. Hier ist S, _,;(—4) = 2 (mod4) evident.
Die Kongruenz (40) ist also immer giltig, wenn fiir d nicht die Ausnahme-
fille gelten. Lemma 3 ist damit bewiesen.

Wir merken noch an

Sop(d) = 0 (mod8) fiir d =0 (mod2), (45)

was evident ist, da ¢® = 1 (mod§) fiir ungerade ¢ gilt.
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Mit dem oben eingefiihrten w erhalten wir ausfiihrlich

I —
wWy_y(d) = %S,H(d) —CTl—wSk_z(d) +
d] I DT (46)
L GV R ESR O RN e [ SRRC TR Y

Fir einen Primteiler p von d sei
k-1 =ptu, 2 - pfv, w £ 0 (modp).

k-1
2y
ist, wenn o = p — f§ + 2v — 2 gesetzt wird. Aus der Abschitzung 2v 2 2% und
v = 2 folgt 2v = f+ 2, also ¢ = p. Beachtet man ferner, daBl wS; _,(d) nach

(45) gerade und w|d| durch 6 teilbar ist, so ergibt sich schlieilich

In geldufiger Weise zeigt man, dafl ( )[dlz"_2 fir » = 2 durch p? teilbar

W,_ (d) = ﬁskal(d) (modi); (47)

denn jeder Term auf der rechten Seite von (46) mit Ausnahme des ersten
ist durch s = 7—[ p? teilbar.
/i
Aus Lemma 3 folgt in Verbindung mit (47) sofort

Lemma 4: Es sei w das Produkt aller Primzahlen p < k, welche die Diskri-
minante d nicht teilen, und s der gréfite Teiler von k — 1, der sich nur aus Prim-
teilern von d zusammensetzt. Dann ist

Wi (d) =0 (mod;)

mit Ausnahme der folgenden Fille:
1. d = —4:

Wi (d) = — (mod;) mit s = 1.

DO | =

2. d = —p (Primzahl), p/Ny;_,:

I

1 1 .
Wy—i(d) = > (\mod;) mit s = p2.

Dieses Ergebnis liefert mit Lemma 2 das folgende Resultat
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Lemma 5: Es isf
Wi (@) =0 (mod k1)

mit Ausnahme der folgenden Fdlle:
1. d = —4:

2Wi_1(d) = 0 (modk —1), 2W,_(d) = -1 (mod?2)
2. d = ~p (Primzahl), p/Ngy;_,:

E—-1Y
PWis(@) = 0 [mod > | pWerstd = 1 (modp)
Dabet ist p@ die gréfite Potenz von p, welche k—1 teilt.
Da die Fourierkoeffizienten o, (1,#2D) in (34) bei gegebenem D alle zur
selben Diskriminante d gehoren, so kénnen wir auf Grund von Satz 1

4k
a,ﬂ( T) =0 andFB

k2K —-2

Vifk_l(d)) fir 7> 0

schlieBen. Unter Bertcksichtigung von Lemma 5 folgt hieraus

Satz 3: Fiir n = 2, k =0 (mod2), k> 3 und T > 0 ist

4A~(1«-1))

T) = 0 |mod
ak( ) (mo BkBZIc—Z

mit Ausnahme der Fille:

1. d= —4:
/ 2k(k — 1)
ay(Ty =0 (1110(1_—“)
! rDak—2
2. d = — p (Primzahl), p[Ny;_,:
4k(k—1)
a(T) = 0 (mod%)
i Bszk—2PQ+l

Dabeti ist p? die hochste Polenz von p, welche k — 1 tetlt. In den Ausnahme-
féllen ist der Primfeiler p von d in oplimaler Potenz in dem jeweiligen Modul
enthalten, sofern d = —|2T| ist.

Da jeder Primteiler p = —1 (mod4) von N,;_, eine Ausnahmediskri-
minante d = —p ergibt, so gelangen wir zu einem von 7T unabhingigen
Modul, indem wir gewisse Kiirzungen gemil3 den Angaben von Satz 3 vor-
nehmen. Wir erreichen damit das Ziel unserer Betrachtungen:

Satz 4: Essei n = 2, k = 0 (mod2), k > 3, T > 0 und q der gréfite Teiler

von (k—1)Ny, _,, der sich nur aus Primteilern p = —1 (mod4) von Ny, _,
zusammensetzt. Dann ist
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k(2k —2)

a(T) = 0 {mod———
(0 \ qByBay )

Der gekiirzte Nenner des Moduls setzt sich nur aus irrequliren Primteilern der
Zdhler von By, und By, _, zusammen.

Die letzte Aussage beziiglich des Modulnenners folgt aus dem «zitierten
Satz von K.L.JENSEN, wenn man beachtet, dall ¢ mit dem Zihler Z,, ,
von B,,_, keinen echten Teiler gemeinsam hat.

Wir teilen noch einige schon von Icusa [1] berechnete Koeffizienten mit.
Auf Grund dieser Zahlenangaben sowie der Feststellungen in Satz 3 ist der
grolite gemeinsame Teiler #, aller ap(7) mit 7' > 0 fiir die fiinf ersten Werte
von k zu berechnen. Man entnimmt die Werte der folgenden Aufstellung.

To

]& ak(\o 1)

4 2%3%5.7

6 9t3%5.7.11

8 293%5-81

10 2%3%5.7-11-19-277-43867 *

12 2%3%5.7. 13~19-23-2659'131“1'93‘1691 !
13

k ak(%l)

4 213-5-7

6 2%3%7-11

8 283.5.7

10 293-7-11-19-809-43867 '

12 2"3%5.7-13-23-1847-131 15931691 ¢

k f

4 2%3-5

6 2tg%7

8 2%3-5

10 9%3-11-43867"

12 2%3%5-7-13" 131*3593 1691~

Weitere Fourierkoeffizienien kénnen mit den von H. ZassExmaus [8] an-
gegebenen L-Reihenwerten berechnet werden.



(1]
(2]
[3]
(4]
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