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Synopsis

Es sei 8 ein Punkt der verallgemeinerten oberen Halbebene n-ten Grades, g eine gerade
Zahl und

5,8 =D I€8+ 27 (g > n+1)
E€,D

die Eisensteinsche Reihe des Gewichles g. Sie hal eine absolut konvergente Fouricrsche Ent-

wicklung
548) = > a (@)emia(TB),
T>0

worin T alle nicht-negativen geraden symmetrischen Matrizen von n Reihen durchlauft. In
einer Arbeit des Verfassers vom Jahre 1939 wurde bewiesen, dass alle Koeffizienten a (%) rationale

Zahlen sind. E. WiTT hat dann 1941 zeigen kénnen, dass die Nenner dieser Koeffizienten sogar
beschrankt sind, falls g durch 4 teilbar ist, indem er nachwies, dass die Funktion s (3) in diesem

Fall mit der analytischen Invariante des Geschlechtes der positiven geraden quadratlschen
FFormen von 2¢ Variablen und der Determinante 1 tibereinstimmt. Mit Benutzung dieses Zusam-
menhanges wird hier fir 4| g bewiesen, dass die Koeffizienten einen gemeinsamen Nenner haben,
der sich in einfacher Weise durch g und die Bernoullischen Zahlen ausdriicken ldsst. Tm rest-
lichen Fall, wo ¢ nicht durch 4 teilbar ist, wird ein entsprechendes Resultat auf miithsamere
‘Weise mit Hilfe der analytischen Theorie der indefiniten quadratischen Formen und der verall-
gemeinerten Gauss-Bonnetschen Iformel erhalten.
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m Folgenden wird die Kenntnis meiner Verdffentlichungen [1] bis [7]
I vorausgesetzt.

Es sei 3 ein Punkt der verallgemeinerten oberen Halbebene n-ten Grades,
g eine gerade Zahl und

54(8) :%’[@8+®r~‘f (9 >n+1) (1)

die Eisensteinsche Reihe des Gewichtes g. Sie hat eine absolut konvergente
Fouriersche Entwicklung

54(3) =E§009(3)E’”"“3>, (2
worin ¥ alle nicht-negativen geraden symmetrischen Matrizen von n Reihen
durchliuft. Ich habe bewiesen, dass alle Koeffizienten a (%) rationale Zahlen
sind. In einer sehr bemerkenswerten Untersuchung hat dann Wrrr [8] sogar
die Beschrinktheit der Nenner dieser Koeffizienten gezeigl, falls die feste
Zahl g durch 4 teilbar ist. WitT weist némlich dort nach, dass in jenem Falle
die Funktion s,(3) gleich der analytischen Invariante des Geschlechtes der
positiven geraden quadratischen Formen von 2g Variabeln und der Deter-
minante 1 ist. Aus diesen Zusammenhang ergibt sich nun, wie in den beiden
ersten Paragraphen ausgefiihrt wird, als gemeinsamer Nenner der a,(%) im
Falle 4|g ein einfacher Wert, in welchem nur die Bernoullischen Zahlen
1 1
B, = 5 By = ~mor
Im weiteren Verlaul der Arbeit wird auf miihsamere Weise der restliche
Fall behandelt, wobei also g nicht durch 4 teilbar ist. Hierfiir ist die analy-
tische Theorie der indefiniten quadratischen Formen heranzuziehen, und
die arithmetische Untersuchung der aufiretenden Masszahlen erfolgt mittels
der verallgemeinerten Gauss-Bonnetschen Formel. Man erhélt das folgende
LErgebnis.

noch auftreten.

1%
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Satz: Es sei d, das Produkt der Ziihler der ¢ Zahlen By [k (k = 1,2, . . g -1
und g/2) und 2z, die héchste Potenz von 2 unterhalb g. Im Falle 4| g ist dann
d, gemeinsamer Nenner aller Fourierschen Koeffizienten a,(T), und im Falle
41 g ist z,d, gemeinsamer Nenner.

Es bleibt unentschieden, ob der Faktor zy wirklich in der Aussage des
Satzes noétig ist, und es wird auch nicht behauptet, dass d, im ersten Falle
der genaue Hauptnenner ist. Bekanntlich [9] gehen in d, nur irregulire
Primzahlen p auf, fir welche also nach Kummer die Klassenzahl des Kér-
pers der p-ten Einheitswurzeln durch p teilbar ist.

§ 1. Fouriersche Entwicklung

Fir T = 0 ist trivialerweise a,(T) = 1. Es sei T + 0, also vom Range r
mit 0 < r < n, und es werde m —r = f, m = 2g gesetzt. Es gibt dann eine
primitive Matrix ™ und eine positive gerade symmetrische Matrix T{”,
so dass T = T1[0] wird. Durchlduft % ein volles System rationaler sym-
metrischer Matrizen modulo 1, so gilt nach § 7 von [3] die Formel

ar -1
a)(T) = (=~ 1)F Eorgy| T S o o)y )
¢ R
dabei ist zur Abkiirzung

!

k nz
kaﬂ l) (k=12,..) (4)

= 1]’(5

gesetzt, und »(N) bedeutet das Produkt der Nenner der Elementarteiler von

R. Wegen der absoluten Konvergenz der Eisensteinschen Reihe in (1) ist

auch die rechte Seite von (3) absolut konvergent. Fiir die weitere Umformung

kommt es darauf an, die Zahl (»(R))"? durch einen rechnerisch brauchbaren

Ausdruck mit Hilfe verallgemeinerter Gaussischer Summen darzustellen. .
Es seien r rationale Zahlen

Uz
ck:t_ (1{21,...,1')
k

mit den gekiirzten positiven Nennern #, gegeben, und es sei q irgend ein
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positiver gemeinschaftlicher Nenner. Durchlaufen die beiden ganzzahligen
Variabeln x,,y, je ein volles Restsystem modulo ¢, so wird

Z el — o't (k= 1,...,r).

i Yk

Es seien 1 und y die aus den Elementen x; und y, (k = 1,...,r) gebildeten
Spalten. Da fiir jede unimodulare Matrix 1™ mit ¢ auch Ux ein volles Rest-
system modulo ¢ durchliuft, so folgt

TR — g (),
L, 1 (modg)

falls ¢9 ganz ist. Setzt man noch

/ ()
am _ 0 €

g9 g
und verstehl unter & eine variable ganze Matrix mit m Zeilen und r Spalten,
so wird also

D ema@RN — (R (g ganz). (5)
& (modg)

Diese Vereinfachung einer von mir benutzlen Formel wurde von Wirt
a.a. 0. gegeben.

Bei geradem ¢ setze man %t = ¢~ ' und lasse die r Diagonalelemente von
{f unabhingig voneinander die $¢ Restklassen gerader Zahlen modulo g

durchlaufen, die librigen Elemente von P jedoch volle Restsysteme modulo q.
Dann wird
rir +1)
> eoBEIRI-T) — 277g 2 4.(8,%,), (6)
B K (modq)

wenn A4,(8,%;) die Losungsanzahl von
G[f] = T, (modyq)

in modulo ¢ inkongruenten & bezeichnet. Schliesslich mége g eine Folge
91,93, - - - durchlaufen, in welcher fast alle Elemente durch jede vorgegebene
natiirliche Zahl teilbar sind. Ersetzt man in (3) die Matrix % durch -3, so
ergibt sich nach (5) und (6) die Bezichung

ﬂg f-1 )
(@ = (D2 Lm (g 2 A4,8.5)). (7

f q —> %
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Nun sei g ein Vielfaches von 4, also m durch 8 teilbar. Dann existiert
ein Geschlecht positiver gerader quadratischer Formen von m Variabeln
mit der Determinante 1, und zwar genau ein solches. Ist &{™ die Matrix
einer Form dieses Geschlechles, so sind &, und & nach jedem Modul ¢
dquivalent, und daher gilt auch

Aq(gnx Czl) = Aq(@’zl) . (8)

Nach der Massformel [1] ist andererseits

h

N A L)
E(@k) .f;l w -
k=1 _ n T, | 2 Hm (q 2 mrAq(@o’sl)) ; (9

Ic=1b(@k)

dabei bedeuten €,,...,&, Reprisentanten der sdmilichen verschiedenen
Klassen des Geschlechtes von €, ferner ist A(S,, ;) die Anzahl der Dar-
stellungen von T; durch €; und E(E,) die Anzahl der Einheiten von &,.
Aus (2), (7), (8), (9) folgt das von WitT gefundene Resultat

s£8) = F(&,3) (4l9) (10)
mit
- k=1 E(@k)
F(@O’v8) = ﬂ"h—_z_, (11)
E(©y)
f(©r, 8) = D emo(El018) (12)
[3)

bei Summation iiber alle ganzen G™.

§ 2. Beweis des ersten Teiles des Satzes

Es laufe $ iiber ein volles System linksseitig nicht-assoziierler ganzer
Matrizen mit positiven Determinanten, fiir welche T,[87!] ganz ist, und es
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bedeute B(S,,T,[B~']) die Anzahl der primitiven Darstellungen von T,;[8 ']
durch &;. Dann ist

ATy - DB, TIB ). (13)

Durchlduft nun Il alle Einheiten von &, so erhilt man aus irgend einer
primitiven Losung €™ " von &,[€] = ¥,[B~!] durch die Matrizen U€ insge-
samt j verschiedene Darstellungen, wenn j den Index der durch die Be-
dingung 1€ = € erkldarten Untergruppe in der vollen Kinheitengruppe be-
deutet. Man verwende jetzt den Satz von der quadratischen Erginzung, wie
er in Hilfssatz 11 von [1] ausgesprochen ist, wobei dort @ und T durch &,
und F,[B] ersetzt werden. Dann wird jene Untergruppe isomorph einer
gewissen Untergruppe der Einheitengruppe von $% und folglich j ein Viel-
faches der Zahl E(S,)/E(9).
Es sei b, der Nenner der rationalen Zahl By /k (k = 1,2,...) und

1 = 2'byb,. . .bH (=12...). (14)

Nach einem Minkowskischen Satze [10] ist dann die Gruppenordnung E(9)
ein Teiler der Zahl f]. Mit Riicksicht auf (13) erweist sich also f] als gemein-
schaftlicher Nenner der h Briiche A(€,,%,)/E(S,). Bezeichnet

1)
1
ME) - > o
k=1 k

das Mass des Geschlechtes von &, so ist daher zufolge (2), (10), (11), (12)
die Zahl flM(S)a,(T) ganz.
Zur Berechnung von M(©,) benutzen wir die Minkowskische Massformel

1 w(Q) gm(m—l)

WEy "z hm @ T E®),

wobei w(q) die Anzahl der verschiedenen Primteiler von ¢ bedeutet. Ist g
Potenz einer Primzahl p und a, = 2™ fiir p = 2, a, =1 fiir p + 2, so gilt

_m{m—1)

g—1
TOE(®) = (=g T (- (= 29),

[
]

also

g—1
M(Sy) = 21" "9, (g) g el).
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Nun ist

7 21
L2 = (~1)l'1$23ﬂ3m 1=12,..)

und nach (4) die Zahl

a? I (2a)

@ T gy 14 221y

so dass sich die Formel

-1
By,
”] o (15)

1

M(S,) = J
29 1

-

gesetzt. Da dann c < g—1 ist, so ist zufolge (14) und (15) die Zahl

ergibt.
Es werde

9 g—1
Bg

b BQZ B2
ﬂ ”T L - (16)

Il=c+1

ey - 2

ein Teiler der im Wortlaut des Satzes erklarten natiirlichen Zahl d,. Damit
ist die erste Aussage des Satzes bewiesen.

§ 3. Anwendung der Massformel fiir indefinite Formen

Wenn m nicht durch 8 teilbar ist, so existiert nach einem Satze von
Wit [8] keine definite gerade quadratische Form mit m Variabeln und der
Determinante 1. Aus diesem Grunde werden nun indefinite Formen heran-
gezogen.

Wir betrachten eine Zerlegung g = 4w -- 2¢ mit ganzen nicht-negativen
wund £. Im Falle g = 2 (mod4), der uns weiterhin vorwiegend interessiert,
sind dann die Werte ¢ = 1,3,...,4¢g zulissig, und im Falle g = 0 (mod4)
die Werte ¢ = 0,2,...,%g. Mit der friiheren Bedeutung von &% und €49
wird anstelle von €™ allgemeiner die m-reihige Matrix

e o
e = (8 00 @(4») (e ==1)
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gebildet. Sie ist ebenfalls symmetrisch, gerade und von der Determinante 1;
ihre Signatur ist 8w + 2¢, 21 fiir ¢ = 1 und 2¢, 8w + 2f fiir ¢ = — 1. Die Formel
(8) gilt dann auch fiir €* anstelle von &,.

Nach dem Ergebnis meiner Arbeit [2] ist

lu(@:;-.’ Cﬁl) ) r(r;— 1) —mr N _
22 L lim (g A,(8,%) (17)
| W& o (% 50)
s0wle
1E) = enM(Ey), (18)

wenn die Masse (€% %) und u(8*) in den dort auf S. 231 und S. 232 er-
klirten Bedeutungen verstanden werden. Da ¥, die Signatur r,0 hat, so
muss im Falle ¢ = —1 noch 2f > r vorausgesetzt werden. Dagegen ist im
Falle ¢ = 1 die entsprechende Voraussetzung 8w + 2t > r wegen

r<n<g-1=m-g-1<m-2l=8w+2t

von selbst erfiillt. Sind jetzt €,,...,8, Reprisentanten der sédmtlichen ver-
schiedenen Klassen des Geschlechtes von &%, so ist

3
w(B%E) = Z ZQ(@k’@k) (19)
E=1G,

definiert, wobei 9(€,,€,) das Mass einer Darstellung €,[C,] = %, bedeutet
und tber ein volles System solcher €, summiert wird, die beziglich der
Einheitengruppe von &, nicht-assoziiert sind.

Es sei €, fest gewihlt und €,% ' = € primitiv. Mit analoger Bedeutung
von HY? wie in § 2 erhalten wir dann nach den Hilfssitzen 18, 17 von [2]
und der Formel (110) von [5] die Beziehungen

(&) = (abS%‘)I_fQ(@kx@): (20)
o€ = JIT B[ e(), (21)
F+1

o(9) = $0,0TB Y| B 0(9); (22)

darin ist j = j(€.,8) ein gewisser endlicher Gruppenindex, also eine natiir-
liche Zahl, und v($) das Volumen eines Fundamentalbereiches F der Ein-
heitengruppe ['von §, fernera = m — 2t —r, b = 2t fiire = lunda = 2¢ —r,
b = m~ 2t fir ¢ = — 1 die Signatar von $. Im Falle ab = 0 ist g, = 1 und
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v(9) = 2/E(D) zu selzen. Weiterhin sei ab > 0 bis zum Ende des fiinften
Paragraphen.

Das Volumen von F ist gemiss den Formeln (103), (104) von [5] und
(1), (2), (5) von [6] auf folgende Weise zu berechnen. Wir betrachten den
Raum  aller positiven reellen symmetrischen 0@ mit § Q] = § %, der ab
Dimensionen besitzt, withlen darauf einen Fundamentalbereich F beziiglich
I" und fithren durch die Gleichung

$# = Lo(007 10071 (23)

eine Riemannsche Metrik ein. Eine Parameterdarstellung von @ erhilt man
nach Formel (34) von [4] in der Gestalt

Q= 2WIYHI+§, - D) - W > 0 (24)

mit variablem reellen )V>?. Dabei ist zu beachten, dass fiir beliebiges um-
kehrbares reelles 8% die Matrizen % und P® denselben Punkt £ von Q
liefern. Indem man noch $ durch eine reelle Transformation in

iiberfiithrt und fiir 79 wieder 9 schreibt, kann man die Normierung

X0,
9 - (@(b) ) EO - ¥% > 0

treffen, wobei jetzt die Elemente von ¥ unabhingige reelle Variable werden.
Damit erhalten wir

& = o(E(E® - 2E)E (G - xx)7Y) (25)

und das enlsprechende Volumenelement

7
do = |6 — %% ?{dx}.

Der Inhalt v(9) dndert sich seiner Definition nach nicht, wenn die Matrix
D mit einem von 0 verschiedenen skalaren Faktor multipliziert wird. In der
bisherigen Bedeutung waren die Elemente von © rationale Zahlen. Zur Un-
tersuchung von »(9) kann also weiterhin $ als ganz vorausgesetzt werden.
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Es sei I die orthogonale Gruppe bezuglich §, die durch die reellen
Lésungen § von H{F] = § erklért ist. Vermoge (23) und (24) sind die Ab-
bildungen 9 — 3% mit & - Q[F ] gleichbedeutend und auf ( isomelrisch.
Da sie ausserdem auf Q transitiv wirken, so ist die zur Metrik (23) gehorige
Killing-Lipschitzsche skalare Kriimmung » auf Q konstant.

Ist G eine geschlossene Mannigfaltigkeit mit der durch (23) gegebenen
Riemannschen Metrik, so sind bekanntlich [11] [12] [13] ihr Volumen uv(G)
und ihre Eulersche Charakteristik y(&) durch die verallgemeinerte Gauss-
Bonnetsche Formel

ab + 1
FOREEE T(ab;l)xu(G) (26)

miteinander verkniipft. Man beachte dabei, dass die Dimensionenzahl ab
gerade ist, weil ndmlich b es ist. Der Anwendung von (26) auf den Funda-
mentalbereich F der Einheitengruppe !” stellen sich nun aber drei Schwierig-
keiten entgegen: 1) Es konnen Fixpunkte fiir gewisse von = & verschiedene
Elemente von I" auftreten. 2) Der Bereich F ist in @ nicht kompakt. 3) Die
Kriimmung # ist bisher nicht fiir den vorliegenden Fall bestimmt worden.
Wir wollen nun zunichst die dritte Schwierigkeit behandeln.

§ 4. Berechnung der Kriimmung

Die direkte Berechnung von » mittels Verjiingung des Riemannschen
Kriimmungstensors fithrt auf kombinatorische Schwierigkeiten. Deswegen
wird folgender Kunstgrill verwendet. Es wird die durch (25) gegebene
Riemannsche Metrik dadurch abgeiindert, dass dort auf der rechten Secite
das negative Vorzeichen an beiden Stellen durch das positive ersetzt wird,
also nunmehr

& = a(R(ED 1+ XX IH(E@ + 2E) ) (27)

erklirt. Entsprechend wird dann $ durch — G ersetzt und [, durch die
gewohnliche reelle orthogonale Gruppe. Sie wirkt transitiv auf die Grass-
mannsche Mannigfaltigkeit Q*, welche von den reellen Matrizen ¥)? des
Ranges b gebildet wird, und diese ist nun aber kompakt. Es ist durch die
Untersuchungen von E. CarTan bekannt und auch nach (25) und (27) durch
Angabe des Riemannschen Tensors leicht zu verifizieren, dass die skalare
Krimmung beztiglich (27) gleich dem absoluten Betrage von % ist, wobel sich
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ab

als Vorzeichen von x der Wert (—1)* ergibt. Bedeutet dann y(Q*) die

Eulersche Charakteristik von Q% und v(Q*) den mit dem Volumenelement

s
dv = |G+ ¥'¥] 2{d¥)

berechneten Inhalt von Q% so gilt analog zu (26) die Formel

b _ab-+1
MO = (-DFx * T <abz+1>””(Q*)' -

Die Bestimmung von #x ist damit auf die von v(Q*) und »(Q*) zuriickgefiihrt.
Bedeutet P den Raum aller positiven reellen symmetrischen £, so wird

h(h—1) h

’ Q—hil' % = { h—1

o
7 2 2

P

Wihlt man hierin speziell

h=b o-L w-cv.xz,

so folgt
-1 bl 1 a—1 PG + 2% \
- — § o
S ) (oo
= [y
. 5»: 3
ab 1 (8) 2b L b=y bl /.
= \|Bl e "PNdP) = =? 1 r X
nSIE!e {d) = = l_0<2)
also r
(0% = -2, (29)
Qalp

womit das Volumen von Q% bekannt ist.

Die Charakteristik x(Q%) bestimmt sich nach dem von Hopr und SAMEL-
soN [14] bewiesenen Satz durch die Anzahl der Fixpunkte, welche eine
eigentlich orthogonale Abbildung ¥ - §¥ auf Q* besitzt; dabei ist voraus-
zusetzen, dass diese Anzahl endlich ist. Wir setzen weiterhin

-2 e
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o

und wihlen ¥ speziell auf die folgende Art. Wenn r gerade ist, also ¢ = !

so sei §§ aus ¢ zweireihigen eigentlich orthogonalen Kistchen §,,...,%, auf-
. F—1 .
gebaut; wenn r ungerade ist, also ¢ = f—~, so nehme man zu diesen ¢

Kistchen noch das weitere Diagonalelement 1. Zur Beslimmung der Fix-
punkte hat man

zu setzen, wobei ¥ reell und vom Range b sein soll. Sind die Eigenwerte
von ¢ alle voneinander verschieden, so muss & reell dquivalent einer Matrix
sein, die aus d von jenen Kistchen 3%,,...,5, zusammengesetzt ist, und
ergibt sich dann eindeutig aus &. Fiir die Wahl von d Késtchen hat man nun

insgesamt (;) Moglichkeiten, und es folgt also
w _ (€
@ - 3)

Aus (28) und (29) ergibt sich damit die gewiinschle Beziehung

ab+ 1
x ? P(“b i 1>7 - (- 1)? ( )Mb (30)
2 s

Bei dieser Gelegenheit sei darauf hingewiesen, dass die zur Bestimmung
von x» benutzte Methode auch bei den Wirkungsrdumen anderer Lieschen
Gruppen verwendet werden kann. Von Interesse ist dabei der Fall der verall-
gemeinerten oberen Halbebene mit der symplektischen Metrik, die durch

P= oT808 (B = X+iY: 9 > 0)
definiert wird. Legt man vermdge der Abbildung
8 = i€+ W)E -W)*
den verallgemeinerten Einheitskreis

G-B|W >0 (W=
zugrunde, so wird

~ 45 (W (6 - BR) 19B(C - BW)™Y). (31)

Erklart man statt dessen die Metrik durch
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= 40(B(E + VW) WG + Bw)™Y) (32)

mit beliebigem komplexen symmetrischen (™, so stehen die zu (31) und
(32) gehorigen skalaren Krimmungen K und K* in der Beziehung

(-1)’K = K* > 0, (33)
wobel v = Lfn(n+ 1) geselzt ist. Mit

- s 0 €™
W - (%)‘@ (—65“” 0 )3

wird £'30 = 0, und die komplexe Matrix £®% ™ besitzt den Rang n. Durch
diese homogene Schreibweise wird der Raum W der ¥ kompakt und ver-
moge der Abbildungen £ — IO ein Wirkungsraum der Gruppe aller sym-
plektischen unitiren ™. Das gemiiss (32) bestimmte Volumenelement ist

dann __
do = 227 "G + B "B},

und die Berechnung des Inhaltes von W lieferl ein hiibsches Beispiel zur
Integralrechnung, mit dem Resultat

7 l'

W) = \dow = 27"
v S“’ ANCHI

w

Der Satz von Horr und SaMeLSON ergibt andererseits leicht die Eulersche
Charakteristik
(W) =2

sodass nach der verallgemeinerten Gauss-Bonnetschen Formel

- 20!
7 TR (w4 KE = 2mT —V”‘[( )! (34)

=1
wird. Dadurch lasst sich auch der Wert
a, = (= 1)'2" 221K

ermitteln, dessen allgemeine Bestimmung als expliziter Funktion von n mir
bei einer fritheren Untersuchung [15] nicht gelungen war. Vermage (33) und
(34) erhalten wir

a, g (2k-1)!

p! k=1 (1(‘*1)!
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in Ubereinsimmung mit einer Formel, die F. HirzeBrucH vor einigen
Jahren bei einer mathematischen Konferenz in Princeton, N. J. angegeben
und auf komplizierteremm Wege bewiesen hat. In [15] ist iibrigens, wie schon
HirzesrucH bemerkte, der fiiv a5 ausgerechnete Wert falsch und durch das
Vierfache zu ersetzen.

§ 5. Anwendung der Gauss-Bonnetschen Formel auf den
Fundamentalbereich der Einheitengruppe

Nachdem die Krimmung x» bestimmt ist, miissen noch die beiden
anderen friher erwidhnten Schwierigkeiten eliminiert werden.

Es sei g eine natiirliche Zahl > 2 und [, die Gruppe aller Elemente
M von [ mit M =CE (modyq). Da I ganz ist, so ist dann nach einem Min-
kowskischen Satze [10] keine Potenz ¥ (k = 1,2,...) gleich €, ausser wenn
bereits M = € ist. Nun ist 1" diskontlinuierlich auf @, und folglich ist I, fix-
punktfrei. Bedeutet Jq den Index von I, beziiglich I, so zerfallen die Ele-
mente von /' in genau j, verschiedene Restklassen modulo q.

Es sei insbesondere ¢ teilerfremd zu |$|. Wir betrachten die Gruppe der
Finheiten modulo ¢, die von den inkongruenten ganzen Lisungen ¥ der
Kongruenz H[X] = $ (modq) gebildet wird und die Ordnung E () habe.
Es ist klar, dass die obigen j, Restklassen eine Untergruppe der Einheiten-
gruppe modulo g ergeben, und folglich ist £,(9) durch j, teilbar. Wenn wir
fir g alle zu |9| teilerfremden Zahlen > 2 zulassen, so ergibt ein weiterer
Satz von MiNnkowskr [10], dass der grisste gemeinsame Teiler der ent-
sprechenden Ordnungen E (D) ein Faktor der Zahl f] ist. Also gilt dies
auch fiir den grossten gemeinsamen Teiler der j,.

Wir miissen nun auf die Konstruktion des Fundamentalbereiches F
niher eingehen, wie sie zuerst in [4] ausgelithrt wurde. Es sei R der Bereich
aller im Minkowskischen Sinne reduzierten reellen positiven B¢ mit der
festen Determinante || = |§|. Bei unimodularem UY) bedeute R(11) das
durch die Zuordnung §§ — B[U] entstehende Bild von R. Wenn der Durch-
schnitt von R(I) und Q nicht leer ist, so heisst H[1171] reduziert. Es gibt dann
nur endlich viele verschiedene zu $ dquivalente reduzierte Matrizen, die mit
D1, . ..H, bezeichnet seien. Zu $; (k = 1,...,v) wihle man eine feste unimo-

dulare Matrix 11, mit $,[U.] =  und setze
R, = RAL) (k=1,...n), F=UQNR,,
k

wodurch # ein Fundamentalbereich auf Q beziiglich der Gruppe [ wird.
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Daf=m-rzg+g-n>¢g+2>6 und ab + 0 ist, so ist H[x] eine
Nullform und folglich F nicht kompakt. Es sei § eine positive Zahl, die
nachher gegen 0 streben soll, und p das erste Diagonalelement von 3. Auf
R werde der durch die Ungleichung p > ¢ erklirte Teilbereich R(4) be-
trachtet, der kompakt ist. Geht dann R(J) durch die Abbildung B - B[]
in R (d) iiber, so ist auch der Bereich

F(8) = U (QNFy(0)
kompakt und

lim F(8) — F.
§d—+0

Nun seien O und 9% zwei Punkte von , die beziiglich I' dquivalent sind,
und QU] = B, Q¥U*] = P* mit unimodularen U, U* in R gelegen. Aus der
Minkowskischen Definilion des Bereiches R folgt dann, dass 8 und * das
gleiche erste Diagonalelement p = p* haben. Es liegt also  genau dann
auf dem Randteil p = 6 von R(d), wenn * dies tut, und beide liegen
zugleich innerhalb oder ausserhalb von R(4). Bedeutet nun Q(d) denjenigen
Teil von , zu dessen Punkten £ es dquivalente Punkte Q1] = B in R(J)
gibt, so ist wegen der Endlichkeit von j, und v der Raum

QO = Gy(9)

kompakt, und seine Randpunkte bestehen genau aus den O mit p = 4.
Dieser Raum entsteht aus 4, Bildern von F(J), wenn sie an gewissen Riindern
geeignet verheftet werden.

Da I, fixpunktfrei ist, so ldsst sich auf die berandete Mannigfaltigkeit
G/8) die verallgemeinerte Gauss-Bonnetsche FFormel [16] [17] anwenden.
So erhalten wir anstelle von (26) die Beziehung

4

LTS R
OO EE F< 9+1>w((;q(a))+n(a);

dabei ist #(d) ein Randintegral, dessen Integrand bei isometrischen Ab-
bildungen von Q auf sich invariant bleibt, und y(G,(9)) bedeutet die innere
Eulersche Charakteristik von G,(d), also eine ganze Zahl. Nun ist

lim v(G,(9)) = 4j, im v(F()) = $j,0(H).
>0 d—>0
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Wenn wir noch die Aussage

lim n(é) = 0 (35)
d-—>0

beweisen koénnen, so folgt, dass die Zahl

-~ rl fap +1
%—7’6 ? P( 9 )”JQU(‘@) = Vg (36)

ganz ist. Zum Nachweise von (32) geniigt es aber, ein analoges Randintegral
zu betrachten, das bei festem unimodularen U iiber alle reduzierten O[11] =%
mit p = & zu erstrecken ist.

Weiterhin sei 6 < 1. Zufolge [4] S. 234-235 und [7] § 13 kann man bei
der Integration als Variable die Elemente der dort auf S. 51-53 mit $,,9,.5,®
bezeichneten Matrizen einfithren. Dabei ist

H = @ﬁs) >0, Dy = -‘@éfﬁzs) > 0, T = %(f—Zs,s), = -0 =69,

ferner 0 < s Sé und p das erste Diagonalelement von $;. Wie aus [7]

§ 13 ersichtlich wird, lassen sich zwel Punkte von ( stels durch ein derartiges
Element von I, ineinander transformieren, dass dabei die Koordinate p nur
mit einem von den sdmtlichen anderen Koordinaten unabhiingigen Faklor
multipliziert wird, es erfahrt ndmlich insbesondere §, eine Jacobische Trans-
formation. Wegen dieser besonderen Art der Transitivitit ergibt sich nun
aber, dass der dabei invariante Integrand des noch abzuschitzenden Rand-
integrales folgendermassen gebildet werden kann. Man nehme das durch
[7] (79) erklirte Volumenelement, ersetze darin dp durch p und mulli-
pliziere noch mit einem gewissen nur von a, b und s abhéingigen positiven
Faktor, auf den es jedoch fiir den Zweck der Restabschétzung (35) nicht
ankommt.

Bei der Integration sind 9,,%,® gleichmaéssig in é beschridnkt. Nach der

in [7] & 18 verwendeten Uberlegung haben wir schliesslich das Integral I von
%—s—l
(hy...hy)" (h37'h5™%. . . h,_,)hidh,. . .dh,

mit iy = p = § abzuschitzen, wobei iiber das Gebietd < hy < hy < ... < h
< 1 integriert wird. Nun ist f > 6, also

I
51

h*® =4
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Substituiert man

hy,
P T = Uk (b =2,...5-1), hy = s 1,
By
so folgt
1
s=1 / !
—(f—1-3)-1
I= 527—[(%912 yl>
I=1\,
0
Wegen

. >[s—2>0 (s > 2)
f—l—3__]‘~s~2_12 (s - 2)

konvergieren die einzelnen einfachen Integrale. Also erhalten wir die Rest-
abschatzungen

I= 0, 7 = 0

und damit das Gewiinschte.

Eine &dhnliche Abschitzung findet sich fiir den Fall der Modulgruppe
n-ten Grades bei Saraxe [18], wo aber die Uberlegungen nicht einwandfrei
durchgefiihrt worden sind.

§ 6. Schluss des Beweises

Zu Beginn des vorigen Paragraphen wurde gezeigt, dass der grisste
gemeinsame Teiler aller Zahlen j, mit ¢ > 2 und (q,[$]) = 1 in f| aufgeht.
Ferner ist die in (36) erklirte Zahl v, ganz. Zufolge (19), (20), (21), (22),
(30) ist dann

c r-1
MY IEARCIES

ganz, also schliesslich nach (7), (14), (15), (16), (17), (18) auch

2B, o b,By, 7 B !
(G2 e I P (e, en
g k=1 k 121 1 \

eine ganze Zahl. Dabei wurde ab > 0 vorausgesetzt. Im Falle ab = 0 ist
in (22) fir v(9) der Wert 2/E(H) zu setzen, und dann kann man mit der
in § 2 benutzten direkten Schlussweise feststellen, dass a,(¥)d,, ganz ist;

ferner ist dafir (;) = 1.
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Zum Beweise des Satzes kann weiterhin g = 2 (mod4) angenommen

werden. Es ist ¢ = [l;} und d = g; dabei sind fir ¢ = 1 die Werted =t =1,

3,.. .,g zulédssig und fir e = — 1 die Werted = g—-t < g ~ L Istnunr =2
(mod4), so kann man speziell ¢ = -1, { = %, a = ab = 0 wahlen. Ist
-+ 1
r =1 (mod4), so nehme man entsprechend ¢ = -1, t = ! 5 d =
r+1 ‘ -

= ¢, also (2} = 1.Ist r = 0 oder 3 (mod4), so ist ¢ gerade, und

dann nehme man fiir d samtliche mit ¢ = 1 oder ¢ = — 1 zulidssigen Werte,
also d = 1,3,...,c—3,c — 1. Enthdlt nun die gerade Zahl ¢ eine ungerade
Primzahl p zur genauen Potenz p¥ (k > 0), so ist der binomische Koeffizient

(;) fiir d = p* zu p teilerfremd. Bei p = 2 folgt leicht, dass die Zahlen

(;),(g), . .,(CE 1) alle durch 2% teilbar sind, withrend aber ¢ nicht durch

2% 71 teilbar ist. Also ist dann 2% der grésste gemeinsame Teiler jener bino-
c
d
2% ersetzt werden. Da r > 1 ist, so folgt jetzt die restliche Behauptung des
Satzes.

Es wire wiinschenswert, fir den Satz auch im Falle g = 2 (mod4) einen
einfacheren Beweis zu geben, doch ist mir dies nicht gelungen. Von ge-
wissem Intcresse diirfte noch folgende Bemerkung sein. Indem man die
algebraischen Beziehungen zwischen den Modulformen s,(3) benutzt, kann
man den Eisensteinschen Satz tiber die Potenzreihen algebraischer Funk-
tionen sinngemdiss ibertragen und insbesondere zeigen, dass auf grund des
ersten Teiles unseres Satzes auch im Falle ¢ = 2 (mod4) nur endlich viele
verschiedene Primzahlen in den Nennern aller a,(¥) bei festem ¢ auftreten
kénnen. Die Beschrianktheit der Nenner ergibt sich aber auf diesem Wege
nicht.

mischen Koeffizienten, und in der Aussage bei (37) kann daher ( ) durch
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