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Synopsis
Es sei 3 ein Punkt der verallgemeinerten oberen Halbebene n-Len Grades, g eine gerad e

Zahl und

sg(3) _'1G2 + ÅI -9 (g > n + 1)

G,5D

die Eisensteinsche Reihe des Gewichtes g . Sie hat eine absolut konvergente Fouriersehe Ent-
wicklung

sg(8) = l ag (z)e7ria(z,8) ,
> 0

worinT alle nicht-negativen geraden symmetrischen Matrizen von n Reihen durchläuft . In
einer Arbeit des Verfassers vom Jahre 1939 wurde bewiesen, dass alle Koeffizienten ag (T) rationale

Zahlen sind . E . WITT hat dann 1941 zeigen können, dass die Nenner dieser Koeffizienten sogar
beschränkt sind, falls g durch 4 teilbar ist, indem er nachwies, dass die Funktion sg (3) in diesem

Fall mit der analytischen Invariante des Geschlechtes der positiven geraden quadratischen
Formen von 2g Variablen und der Determinante 1 übereinstimmt . Mit Benutzung dieses Zusam-
menhanges wird hier für 41g bewiesen, dass die Koeffizienten einen gemeinsamen Nenner haben ,
der sich in einfacher Weise durch g und die Bernoullischen Zahlen ausdrücken lässt. Im rest-
lichen Fall, wo g nicht durch 4 teilbar ist, wird ein entsprechendes Resultat auf mühsamer e
Weise mit Hilfe der analytischen Theorie der indefiniten quadratischen Formen und der verall-
gemeinerten Gauss-Bonnetschen Formel erhalten .
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BIANCO LUNGS BOGTRYKKERI A-S



I
in Folgenden wird die Kenntnis meiner Veröffentlichungen [1] bis [7 ]

vorausgesetzt .

Es sei ,3 ein Punkt der verallgemeinerten oberen Halbebene n-ten Grades ,

g eine gerade Zahl und

sg(
8

) _

	

-

	

(g > n -1- 1 )
C, Z

die Eisensteinsche Reihe des Gewichtes g . Sie hal eine absolut konvergent e
Fouriersche Entwicklung

sg(8 ) = y ag(z) e7rta(za )
~> o

worin alle nicht-negativen geraden symmetrischen Matrizen von n Reihe n

durchläuft . Ich habe bewiesen, dass alle Koeffizienten a g(Z) rationale Zahlen

sind. In einer sehr bemerkenswerten Untersuchung hat dann WITT [8] sogar
die Beschränktheit der Nenner dieser Koeffizienten gezeigt, falls die fest e
Zahl g durch 4 teilbar ist . WITT weist nämlich dort nach, dass in jenem Falle
die Funktion sg($) gleich der analytischen Invariante des Geschlechtes der
positiven geraden quadratischen Formen von 2g Variaheln und der Deter-

minante 1 ist . Aus diesen Zusammenhang ergibt sich nun, wie in den beide n

ersten Paragraphen ausgeführt wird, als gemeinsamer Nenner der a g(Z) im
Falle 41g ein einfacher Wert, in welchem nur die Bernoullischen Zahle n

B 2 = 1, B4 = - 1 . noch auftreten .
6

	

80 '
. .

Iin weiteren Verlauf der Arbeit wird auf miihsamere Weise der restlich e
Fall behandelt, wobei also g nicht durch 4 teilbar ist . Hierfür ist die analy-
tische Theorie der indefiniten quadratischen Formen heranzuziehen, un d

die arithmetische Untersuchung der auftretenden Masszahlen erfolgt mittel s
der verallgemeinerten Gauss-Bonnetschen Formel . Man erhält das folgend e
Ergebnis .

( 1 )

(2)

i*
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SATZ : Es sei dy das Produkt der Zähler der g Zahlen B 2k /k (k = 1,2, . . . ,g - ] .
und g/2) und 2zy die höchste Potenz von 2 unterhalb g . Im Falle 4 ~ g ist dann
dy gemeinsamer Nenner aller Fourierschen Koeffizienten a g(Z), und im Fall e
4-r g ist zy dy gemeinsamer Nenner .

Es bleibt unentschieden, ob der Faktor z y wirklich in der Aussage de s
Satzes nötig ist, und es wird auch nicht behauptet, dass d4 im ersten Fall e
der genaue Hauptnenner ist . Bekanntlich [9] gehen in dg nur irreguläre
Primzahlen p auf, für welche also nach Kummer die Klassenzahl des Kör-
pers der p-ten Einheitswurzeln durch p teilbar ist .

§ 1 . Fouriersche Entwicklun g

Für = 0 ist trivialerweise a 2 (Z) = 1 . Es sei = 0, also vom Range r
mil 0 < r < n, und es werde m - r = f, m = 2g gesetzt . Es gibt dann ein e
primitive Matrix 'P n> und eine positive gerade symmetrische Matrix Zr ,
so dass Z1[Z] wird. Durchläuft s(') ein volles System rationaler sym -
metrischer Matrizen modulo 1, so gilt nach § 7 von [3] die Formel

gr

	

f- 1

ag(Z)
= (- 1)2 ~?n 2 r

4
i1 2 2 e7tiQ(11s)i) (vO))- yOf

	

~

dabei ist zur Abkürzung

Z 2

= J G

	

l 1

	

(k = 1,2, . . . )

	

( 4)

Z

=lr( 2 I

gesetzt, und v(~i) bedeutet das Produkt der Nenner der Elementarteiler vo n
91 . Wegen der absoluten Konvergenz der Eisensteinschen Reihe in (1) is t
auch die rechte Seite von (3) absolut konvergent . Für die weitere Umformung
kommt es darauf an, die Zahl (v(i)l))_

y
durch einen rechnerisch brauchbare n

Ausdruck mit Hilfe verallgemeinerter Gaussischer Summen darzustellen .
Es seien r rationale Zahlen

u k
ck = f

	

(k = 1, . . .,r )
k

(3)

mit den gekürzten positiven Nennern tk gegeben, und es sei q irgend ein
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positiver gemeinschaftlicher Nenner. Durchlaufen die beiden ganzzahlige n

Variabeln x k , yk je ein volles Restsystem modulo q, so wird

e 2:7-t2ekxk2/k = g2tk 1

xk, yk
(k = 1, . .,r) .

Es seien und t) die aus den Elementen Xk und yk (k = 1, . . .,r) gebildeten

Spalten . Da für jede unimodulare Matrix ll (r) mit auch ll ein volles Rest -

system modulo q durchläuft, so folgt

e2xE ,Rh =
g2r (v( )) 1 ,

i,1) (modq)

falls g 1Jl ganz ist . Setzt man noc h

C(m) _ o

	

(9) )

(~(9) o

und versteht unter if eine variable ganze Matrix mit m Zeilen und r Spalten ,
so wird also

e,tia (C[k] s̀) = gmr
(v(N))

-g

	

(q% ganz) .
~ (modq)

Diese Vereinfachung einer von mir benutzten Formel wurde von WIT T
a. a . O . gegeben .

Bei geradem q setze man Ill = q-143 und lasse die r Diagonalelemente vo n
43 unabhängig voneinander die q Restklassen gerader Zahlen modulo q
durchlaufen, die übrigen Elemente von 43 jedoch volle Restsysteme modulo q .
Dann wird

r(r+1 )

~~ e tia(~i(5[52] - Zi)) = 2- rg 2 Ag(",Z1) ,

	

(6 )
13 g(modq )

wenn A q(~, 1) die Lösungsanzahl von

~[] = 1 (modq)

in modulo q inkongruenten A' bezeichnet . Schliesslich möge q eine Folge

q 1, q 2, . . durchlaufen, in welcher fast alle Elemente durch jede vorgegeben e
natürliche Zahl teilbar sind . Ersetzt man in (3) die Matrix 1l durch -s , so
ergibt sich nach (5) und (6) die Beziehun g

gr

	

f-1

	

r(r -F 1)_
rn r

ag(z) -(-1)2 ~s 1z 1 i 2
gh

~(q 2

	

Ag(~, Z1))

(5)

(7)



Nun sei g ein Vielfaches von 4, also In durch 8 teilbar . Dann existiert

ein Geschlecht positiver gerader quadratischer Formen von In Variabeln

mit der Determinante 1, und zwar genau ein solches . ist vom) die Matri x

einer Form dieses Geschlechtes, so sind Go und nach jedem Modul q

äquivalent, und daher gilt auch

rA q(~ o , Z1 ) = Aq ~, 1

Nach der Massformel [1 ] ist andererseit s

A( k,Z 1 )

x = 1
E( k )

dabei bedeuten

	

Repräsentanten der sämtlichen verschiedenen

Klassen des Geschlechtes von 50, ferner ist

	

die Anzahl der Dar -

stellungen von

	

durch C~ k und E(C h) die Anzahl der Einheiten von Cox .

Aus (2), (7), (8), (9) folgt das von WITT gefundene Resultat

sy(3) = F( --.3o,8)

	

(4 1
g )

	

(10 )

f('ë'k,,8) _

	

e7ria(Cx[o]8 )
Û

hei Summation über alle ganzen (j(m, n )

§ z . Beweis des ersten Teiles des Satzes

Es laufe (r) über ein volles System linksseitig nicht-assoziierter ganzer

Matrizen mit positiven Determinanten, für welche Z1 [3-1] ganz ist, und es

h	 f(8)
k

E( t)

F(5o,~) -

	

h
1

f-1

	

r(r+1) m r= Qm
	 	 _
Zll 2 lim (q 2

	

Aqo, ))
Cf g -)co

(8)

(9)

mit

(12)
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bedeute B(5k,!1 [ -1 ]) die Anzahl der primitiven Darstellungen von

durch

	

Dann ist

A(

	

1c ,

	

1) _

	

B(5k,T[3-1]) (13)

Durchläuft nun U alle Einheiten von C k , so erhält man aus irgend eine r

primitiven Lösung G (m ' r) von ~k[G] _ Z 1 [ 3-1] durch die Matrizen lIG insge-

samt j verschiedene Darstellungen, wenn j den Index der durch die Be-
dingung li G erklärten Untergruppe in der vollen Einheitengruppe be-
deutet . Man verwende jetzt den Satz von der quadratischen Ergänzung, wi e
er in Hilfssatz 11 von [1] ausgesprochen ist, wobei dort und durch e k

und 1 ] ersetzt werden. Dann wird jene Untergruppe isomorph einer

gewissen Untergruppe der Einheitengruppe von ( f ) und folglich j ein Viel-

faches der Zah l

Es sei b k der Nenner der rationalen Zahl B2k /k (k = 1,2, . . .) und

= 2 1 b 1 b 2 . . . b 11

	

(1 = 1,2, . . .) .
2

(14)

Nach einem-Minkowskischen Satze [10] ist dann die Gruppenordnung E(j)
ein Teiler der Zahl f~ . Mit Rücksicht auf (13) erweist sich also f als gemein-
schaftlicher Nenner der h Brüche A(e k ,Z 1)/E(C5k) . Bezeichne t

das Mass des Geschlechtes von c 0 , so ist daher zufolge (2), (10), (11), (12 )
die Zahl ', M(o)ag(Z) ganz .

Zur Berechnung von M((S o) benutzen wir die Minkowskische Massforme l

Pm
hm

(2 cu(q) m(m -1 )

q

	

2 Eq(C)) ,M( o )

	

2 g > o0

wobei w(q) die Anzahl der verschiedenen Primteiler von q bedeutet . Ist q
Potenz einer Primzahl p und a l, = 2 m für p = 2, a ?., = 1 für p + 2, so gilt

m(m -1)

	

g- 1

2 Eq(~)

	

ap(l - p -g) ~ (1 p-21) (ni = 2g) ,

=

g-1

M(eo) = 21 -mPrn l4g) t C( 91) -

1

also

1= 1
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Nun ist

2
ß(2l) _ (- 1)1-i(2(2

0

021 B
l

	

2 1

und nach (4) die Zahl

)(1 = 1,2, . .

2 9 g - I (22) 2 1
2m= T(g)2I'(21)

,

so dass sich die Forme l

ergibt .

Es werde

B g

	

BM(Co)

,g

g
ji
= 1 4l

(15)

gesetzt . Da dann c < g- 1 ist, so ist zufolge (14) und (15) die Zahl

l I M(Co) = 2-r
2B9

J
(cl ba

B 2 1

g 1 = 1 1

g- 1-1 B 2 l(.T-[ 1 =
1=c+1

(16)

ein Teiler der im Wortlaut des Satzes erklärten natürlichen Zahl d g . Damit
ist die erste Aussage des Satzes bewiesen .

§ 3 . Anwendung der Massformel für indefinite Formen

Wenn m nicht durch 8 teilbar ist, so existiert nach einem Satze von
WITT [8] keine definite gerade quadratische Form mit m Variabeln und der
Determinante 1 . Aus diesem Grunde werden nun indefinite Formen heran-

gezogen .

Wir betrachten eine Zerlegung g = 4w - 2t mit ganzen nicht-negative n
w und t . Im Falle g = 2 (mod4), der uns weiterhin vorwiegend interessiert ,

sind dann die Wertet = 1,3, . . .,Zg zulässig, und im Falle g = 0 (mod4)

die Werte t = 0,2, . . ., g. Mit der früheren Bedeutung von "e(o8W) und C~ 4t)

wird anstelle von ,r ) allgemeiner die m reihige Matrix

*

	

E0
8w) 0
o VI )
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9

gebildet . Sie ist ebenfalls symmetrisch, gerade und von der Determinante 1 ;
ihre Signatur ist 8w + 2t, 2t für e = 1 und 2t, 8w + 2t für e = - 1 . Die Forme l

(8) gilt dann auch für

	

anstelle von C o .

Nach dem Ergebnis meiner Arbeit [2] is t

,u('', ~1 )

	

r(r	 21) m r

q
	 = lim (R

	

Aq(~ ~1))

	

(17)

y( -'. ) = Qmm(c0) ,

wenn die Masse ,u(G ',Z1) und ,u(') in den dort auf S . 231 und S . 232 er-

klärten Bedeutungen verstanden werden. Da Z1 die Signatur r, O hat, s o

muss im Falle e = - 1 noch 2t r vorausgesetzt werden . Dagegen ist im
Falle e = 1 die entsprechende Voraussetzung 8w + 2t = r wegen

r <n < g-1 = in-g-1 < in-21 = 8w+2 t

von selbst erfüllt . Sind jetzt C 1 , . . . , h Repräsentanten der sämtlichen ver-

schiedenen Klassen des Geschlechtes von e', so ist

h.

e(k, :'k)

	

( 19 )
k -i k

definiert, wobei

	

das Mass einer Darstellung

	

[]

	

Z1 bedeiltet
und über ein volles System solcher OE k summiert wird, die beziiglich der
Einheitengruppe von

	

nicht-assoziiert sind .
Es sei Ok fest gewählt und Oks i = OE primitiv . Mit analoger Bedeutung

von SP) wie in § 2 erhalten wir dann nach den Hilfssätzen 18, 17 von [2 ]
und der Formel (110) von [5] die Beziehungen

(20)

(21)

f H-1

e(g') = 2 m bl z- 1
M-1]I 2 vO) ,

darin ist j = j(Ck ,E) ein gewisser endlicher Gruppenindex, also eine natür-
liche Zahl, und v(S,5) das Volumen eines Fundamentalbereiches F der Ein-

heitengruppe I ' von .,, ferner a = in - 21 - r, b = 2t für e = 1 und a = 2t - r,
b = m - 2t für e = - 1 die Signatur von . Im Falle ab = 0 ist Oo = 1 und

sowie

(18)

(22)
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v(5) = 2/.i;(S') zu setzen . Weiterhin sei ab > 0 bis zum Ende des fünfte n
Paragraphen .

Das Volumen von F ist gemäss den Formeln (103), (104) von [5] un d
(1), (2), (5) von [6] auf folgende Weise zu berechnen. Wir betrachten de n
Baum Q aller positiven reellen symmetrischen El (f) mit . 1 [C] _ S-1 , der ab
Dimensionen besitzt, wählen darauf einen Fundamentalbereich F bezüglic h
I' und führen durch die Gleichun g

S2 = 8 a(!Z~-1~~ 1)

eine Riemannsche Metrik ein. Eine Parameterdarstellung von Q erhält ma n
nach Formel (34) von [4] in der Gestalt

El = 2 -1 [n)',ß] + ,

	

- ,
)[D] =

	

> 0

	

(24)

mit variablem reellen J (f, b) . Dabei ist zu beachten, dass für beliebiges um -
kehrbares reelles R( b) die Matrizen t7) und Dü denselben Punkt 2 von Q
liefern. Indem man noch durch eine reelle Transformation i n

[] ( (a) 0

0 - (b) /

überführt und für 2 -1D wieder D schreibt, kann man die Normierung£l

	

x(a, b )

J =

	

(b)
), (b) -

	

> 0

treffen, wobei jetzt die Elemente von unabhängige reelle Variable werden .
Damit erhalten wir

S2 = a( (i (b) - Æ'x)-1 ' (e (a) - a'a'r)

	

(25)

und das entsprechende Volumenelement

f

dv =

	

- X'Xl 2 {d,T) .

Der Inhalt v(5~) ändert sich seiner Definition nach nicht, wenn die Matri x
mit einem von 0 verschiedenen skalaren Faktor multipliziert wird . In der

bisherigen Bedeutung waren die Elemente von . rationale Zahlen . Zur Un-
tersuchung von DM kann also weiterhin als ganz vorausgesetzt werden .

(23)
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1 1

Es sei To die orthogonale Gruppe bezüglich , die durch die reellen

Lösungen Z1 von , ['] = S~ erklärt ist . Vermöge (23) und (24) sind die Ab-

bildungen D -> mit C - C[ - 1 ] gleichbedeutend und auf Q isometrisch .
Da sic ausserdem auf Q transitiv wirken, so ist die zur Metrik (23) gehörig e
Killing-Lipschitzsche skalare Krümmung x auf Q konstant .

Ist G eine geschlossene Mannigfaltigkeit mit der durch (23) gegebene n

Riemannschen Metrik, so sind bekanntlich [11] [12] [13] ihr Volumen v(G)

und ihre Eulersche Charakteristik x(G) durch die verallgemeinerte Gauss -
Bonnetsche Formel

ab +1 ab + 1
x(G) _-
	

2 r(	 2	 )u(G)

miteinander verknüpft . Man beachte dabei, dass die Dimensionenzahl ab
gerade ist, weil nämlich b es ist . Der Anwendung von (26) auf den Funda-

mentalbereich F der Einheitengruppe I' stellen sich nun aber drei Schwierig -
keiten entgegen : 1) Es können Fixpunkte für gewisse von d verschieden e
Elemente von I' auftreten. 2) Der Bereich F ist in Q nicht kompakt . 3) Die
Krümmung ist bisher nicht für den vorliegenden Fall bestimmt worden .

Wir wollen nun zunächst die dritte Schwierigkeit behandeln .

§ 4 . Berechnung der Krümmun g

Die direkte Berechnung von mittels Verjüngung des Riemannsche n
Kriimmungstensors führt auf kombinatorische Schwierigkeiten . Deswegen

wird folgender Kunstgriff verwendet . Es wird die durch (25) gegebene

Riemannsche Metrik dadurch abgeändert, dass dort auf der rechten Seite
das negative Vorzeichen an beiden Stellen durch das positive ersetzt wird ,

also nunmehr

S2 = a(( (o +

	

y' 'Wo + Æ ') 1)

	

(97)

erklärt . Entsprechend wird dann .C durch - W f) ersetzt und I'o (lurch die
gewöhnliche reelle orthogonale Gruppe. Sie wirkt transitiv auf die Grass-

mannsche Mannigfaltigkeit Q welche von den reellen Matrizen VP') des
Ranges b gebildet wird, und diese ist nun aber kompakt . Es ist durch die
Untersuchungen von E . CARTAN bekannt und auch nach (25) und (27) durc h

Angabe des Riemannschen Tensors leicht zu verifizieren, dass die skalare
Krümmung bezüglich (27) gleich dem absoluten Betrage von ist, wobei sic h

(26)
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als Vorzeichen von x der Wert (-1) 2 ergibt. Bedeutet dann x(Q') die
Eulersche Charakteristik von Q* und u(Q*) den mit dem Volumenelemen t

f

	

du =

	

+ .T'Xi 2 {d }

berechneten Inhalt von Q°`, so gilt analog zu (26) die Formel

ab

	

ab+1

	

1
x(Q)

	

(- 1)

	

2

	

(ab +

2
	 xu(Q*) .

	

(28)

Die Bestimmung von x ist damit auf die von u(Q ') und x(Q) zurückgeführt .
Bedeutet P den Baum aller positiven reellen symmetrischen $ (h) , so wird

h+1

	

h(h -1)

	

h-1

	

1

Iq.3I ''
2 -e-°m'){01

_7r 4
I9iI 0,)t r(e 2)a = o

P

	 ; ~i (h) > o) .~P >
h-- 1

2

Wählt man hierin speziel l

h = b, =~,

	

+x'~ ,

so folgt

b(b-1)

	

b-1 S(l $~J G4 u(Q * )
r
Z=0

	

2

a- 1

2 e 6(~(~
+ æ'')) {d~}

1

l {dx}

/
~1* P

ab

	

1

	

ab b(b 1) b-1

	

b -2
Ç3e{d13} =

	

4 ~ ] r(

	

G

	

2

also

u(Q*) =
	 Pf

,
eae b

womit das Volumen von Q' ' bekannt ist .
Die Charakteristik x(Q*) bestimmt sich nach dem von Ho pp und SAMEr. -

sov [14] bewiesenen Satz durch die Anzahl der Fixpunkte, welche ein e

eigentlich orthogonale Abbildung D -~ J auf Q4 besitzt ; dabei ist voraus -

zusetzen, dass diese Anzahl endlich ist . Wir setzen weiterhin

V
1=

[

cIZ bJ

=c,

	

Z
= d

f -

P

(29)
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1 3

und wählen speziell auf die folgende Art . Wenn r gerade ist, also c = 2
so sei i5 aus c zweireihigen eigentlich orthogonalen Kästchen 1 , . . .,~ auf-

gebaut; wenn r ungerade ist, also c = 1 2 1 so nehme man zu diesen c

Kästchen noch das weitere Diagonalelement 1 . Zur Bestimmung der Fix -

punkte hat man

aJ =

zu setzen, wobei D reell und vom Range b sein soll . Sind die Eigenwert e
von alle voneinander verschieden, so muss reell äquivalent einer Matri x

sein, die aus d von jenen Kästchen 1 , . . .,~ zusammengesetzt ist, und D
ergibt sich dann eindeutig aus fi . Für die Wahl von d Kästchen hat man nun

insgesamt ( ) Möglichkeiten, und es folgt als o

x(Q") _ (d) .

Aus (28) und (29) ergibt sich damit die gewünschte Beziehun g

lab + 1 1ab 2 1 1 _	 	

a b
(- 1) 2 c eae b

2

	

d ef

Bei dieser Gelegenheit sei darauf hingewiesen, dass die zur Bestimmun g

von i benutzte Methode auch bei den Wirkungsräumen anderer Liesche n

Gruppen verwendet werden kann . Von Interesse ist dabei der Fall der verall-

gemeinerten oberen Halbebene mit der symplektischen Metrik, die durch

2
= 6(r 1 .8D- 1 A)

	

(3(n) = x+ ID ; J > 0)

definiert wird . Legt man vermöge der Abbildun g

3 = i(C + )(C -

den verallgemeinerten Einheitskreis

-933U > 0 (B=')
zugrunde, so wird

s2 = 4a( (G - U)- 'Ø( - ES 3)-1) .

	

(31)

Erklärt man statt dessen die Metrik durch

(30)
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s2 = 4u(3 G + VØ)-1

	

+ U9.33)-1)

	

(32)

mit beliebigem komplexen symmetrischen '.-W(n), so stehen die zu (31) und
(32) gehörigen skalaren Krümmungen K und K`' in der Beziehung

(- 1)V K = K' > 0,

	

(33)

wobei v = z n(n 1) gesetzt ist . Mit

	

/

e(n) 0

	

= '5c\r

wird C'~C = 0, und die komplexe Matrix 2, (2n, n ) besitzt den Rang n . Durch
diese homogene Schreibweise wird der Raum W der kompakt und ver -

möge der Abbildungen ->- UC ein Wirkungsraum der Gruppe aller sym-
plektischen unitären U (2n) . Das gemäss (32) bestimmte Volumenelement is t
dann

do) = 23v nIC + Ø

	

n 1{d~ ~ ,

und die Berechnung des Inhaltes von W liefert ein hübsches Beispiel zur

Integralrechnung, mit dem Resultat

v(u) - ~dø - 23vnv)7a 1 !

~

i

= (21) !
W

Der Satz von Hoer, und SAMELSON ergibt andererseits leicht die Eulersche
Charakteristik

x( W) = 2n,

sodass nach der verallgemeinerten Gauss-Bonnetschen Forme l

(20 !
z v 2 r(v + )K - 2n 3vn v

i=

	

1 !

wird. Dadurch lässt sich auch der Wert

an = (- 1)v2v-2n(2v)! K

ermitteln, dessen allgemeine Bestimmung als expliziter Funktion von n mir
bei einer früheren Untersuchung [15] nicht gelungen war. Vermöge (33) und
(34) erhalten wir

(34)

an

	

n (2k- 1) !
v!

	

~_ 1 (k - 1)!



Nr.6

	

1 5

in Übereinstimmung mit einer Formel, die F . HIRZEBRtiCH vor einige n

Jahren bei einer mathematischen Konferenz in Princeton, N . J . angegeben

und auf komplizierterem Wege bewiesen hat . In [15] ist übrigens, wie scho n

HIRZEBRUCn bemerkte, der für a3 ausgerechnete Wert falsch und durch da s

Vierfache zu ersetzen .

§ 5. Anwendung der Gauss-Bonnetschen Formel auf den

Fundamentalbereich der Einheitengrupp e

Nachdem die Krümmung

	

bestimmt ist, müssen noch die beide n
anderen früher erwähnten Schwierigkeiten eliminiert werden .

Es sei q eine natürliche Zahl > 2 und I'q die Gruppe aller Elemente

101 von I' mit IDI = C (mod q) . Da 0R ganz ist, so ist dann nach einem Min-

kowskischen Satze [10] keine Potenz T'c k (k = 1,2, . . .) gleich C, ausser wenn
bereits lI C ist . Nun ist I~ diskontinuierlich auf Q, und folglich ist I'q fix -
punktfrei . Bedeutet jq den Index von Fq bezüglich I', so zerfallen die Ele-

mente von F in genau jq verschiedene Restklassen modulo q .
Es sei insbesondere q teilerfremd zu Wir betrachten die Gruppe de r

Einheiten modulo q, die von den inkongruenten ganzen Lösungen der

Kongruenz 5)[2E] = 5) (mod (I) gebildet wird und die Ordnung E q(5~) habe .
Es ist klar, dass die obigen jq Restklassen eine Untergruppe der Einheiten-

gruppe modulo q ergehen, und folglich ist Eq(.) durch jq teilbar . Wenn wi r
für q alle zu teilerfremden Zahlen > 2 zulassen, so ergibt ein weitere r

Satz von MINKowssI [10], dass der grösste gemeinsame Teiler der ent -

sprechenden Ordnungen Eq ( .W ein Faktor der Zahl f ist . Also gilt die s
auch für den grössten gemeinsamen Teiler der j q .

Wir müssen nun auf die Konstruktion des Fundamentalbereiches F

näher eingehen, wie sie zuerst in [4] ausgeführt wurde . Es sei R der Bereich
aller im Minkowskischen Sinne reduzierten reellen positiven 3(f ) mit der
festen Determinante I ]3 = J . Bei unimodularem

	

bedeute R(ll) das

durch die Zuordnung $[R] entstehende Bild von R . Wenn der Durch -
schnitt von R(tt) und Q nicht leer ist, so heisst [II' ] reduziert . Es gibt dann
nur endlich viele verschiedene zu äquivalente reduzierte Matrizen, die mi t

bezeichnet seien . Zu k (k = 1, . . . ,v) wähle man eine feste unimo-
dulare Matrix 1l k mit kk [tlk ]

	

k) und setze

Rk = R(tl k )

	

(k = 1, . . . ,n),

	

F = U (Q n R k),
k

wodurch F ein Fundamentalbereich auf Q bezüglich der Gruppe I' wird .
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Nr . 6

Da f = ui - r g + g - n > g+2>6 und ab + 0 ist, so ist Sj[x] ein e

Nullform und folglich F nicht kompakt . Es sei à eine positive Zahl, di e
nachher gegen 0 streben soll, und p das erste Diagonalelement von q3 . Auf
R werde der durch die Ungleichung p > à erklärte Teilbereich R(à) be-
trachtet, der kompakt ist . Geht dann R(à) durch die Abbildung 43[11x ]
in Rk(à) über, so ist auch der Bereic h

F(å) = U (Q n Rx(à))

kompakt und

lim F(à) = F .
o-> o

Nun seien C und 2 zwei Punkte von Q, die bezüglich F äquivalent sind ,
und C[11] = 43, C [U ] = 43' mit unimodularen 11,11" in R gelegen. Aus der
Minkowskischen Definition des Bereiches R folgt dann, dass i und 43 : das
gleiche erste Diagonalelement p = p" haben. Es liegt also genau dann

auf dem Randteil p = d von R(à), wenn 5, dies tut, und beide liegen
zugleich innerhalb oder ausserhalb von R(à) . Bedeutet nun Q(à) denjenigen
Teil von Q, zu dessen Punkten 24 es äquivalente Punkte 2[11] = T. in R(à)
gibt, so ist wegen der Endlichkeit von ja und u der Raum

Q q(à)/rq = Gq(à)

kompakt, und seine Randpunkte bestehen genau aus den 2 mit p = à .
Dieser Raum entsteht aus 2jq Bildern von F(à), wenn sie an gewissen Ränder n
geeignet vertieftet werden .

Da Fq fixpunktfrei ist, so lässt sich auf die berandete Mannigfaltigkei t

Gq(à) die verallgemeinerte Gauss-Bonnetsche Formel [16] [17] anwenden .
So erhalten wir anstelle von (26) die Beziehung

	 ) ;,m(Ga(6)) + 17(à) ;

dabei ist 77(6) ein Randintegral, dessen Integrand bei isometrischen Ab-

bildungen von Q auf sich invariant bleibt, und x(G«(à)) bedeutet die inner e
Eulersche Charakteristik von Gq(à), also eine ganze Zahl . Nun is t

å
li,7o a(Cq(à)) _ l ,%q

6lll,11o U(F(à)) =

	

ab	 +l .

	

x(Gq(à)) - ~
2

	

~

ab + 1

~



Wenn wir noch die Aussage

lim ri(å) = 0 (35)
å -- o

beweisen können, so folgt, dass die Zahl

ab - 12+ / (36 )
2

	

xjuv(S) = Vq

ganz ist . Zum Nachweise von (32) genügt es aber, ein analoges Randintegral

zu betrachten, das bei festem unimodularen U fiber alle reduzierten C[II] _

mit p = å zu erstrecken ist .

Weiterhin sei å < 1 . Zufolge [4] S . 234-235 und [7] § 13 kann man bei

der Integration als Variable die Elemente der dort auf S . 51-53 mil .5) 1 ,,N,jj-,13i

bezeichneten Matrizen einführen . Dabei is t

> 0,

	

i 2
= ~2f

2sj > 0,

	

=
ir-2s,s),

	

- 0' _ ow,

ferner 0 < s < 2 und p das erste Diagonalelement von

	

Wie aus [7 ]

§ 13 ersichtlich wird, lassen sich zwei Punkte von Q stets durch ein derartige s

Element von PO ineinander transformieren, dass dabei die Koordinate p nu r
mit einem von den sämtlichen anderen Koordinaten unabhängigen Fakto r
multipliziert wird, es erfährt nämlich insbesondere I eine Jacobische Trans -

formation . Wegen dieser besonderen Art der Transitivität ergibt sich nu n

aber, dass der dabei invariante Integrand des noch abzuschätzenden Rand -
integrales folgendermassen gebildet werden kann . Man nehme das durch
[7] (79) erklärte Volumenelement, ersetze darin dp durch p und multi-
pliziere noch mit einem gewissen nur von a, b und s abhängigen positive n
Faktor, auf den es jedoch für den Zweck der Restabschätzung (35) nicht

ankommt.

Bei der Integration sind S) 2 , ,Ci gleichmässig in å beschränkt . Nach der

in [7] § 18 verwendeten Überlegung haben wir schliesslich das Integral I vo n

f -s-1
(il l . . . hs) 2

	

(hi -Ih2-2 . . . h s- 1)h 1dh 2 . . .dh,

mit h1 = p = å abzuschätzen, wobei über das Gebiet S < h 2 < h 3 < . . < hs

< 1 integriert wird . Nun ist f > 6, also

f
Ih 1 2

	

<S 2 .



so folgt

1 8

Substituiert man

Il k

hx -I- 1
= 9x-i (k = 2, . . .,s - 1),

	

hs = Ja-v

Nr . 6

1
s 1 /

	

(f -d -3)- 1
I< 82

	

9a
2

	

dg i
7 = 1 ,

o
Wegen

0f-1-3? f-s-2> j1s2-2 >

	

(s > 2 )
(s= 2 )

konvergieren die einzelnen einfachen Integrale . Also erhalten wir die Rest-
abschätzungen

I = 0(S 2 ),

	

n(å)

	

0(å2)

und damit das Gewünschte .
Eine ähnliche Abschätzung findet sich für den Fall der Modulgrupp e

n-ten Grades hei SATAKE [18], wo aber die (berlegungen nicht einwandfre i
durchgeführt worden sind .

§ 6 . Schluss des Beweises

Zu Beginn des vorigen Paragraphen wurde gezeigt, dass der grösst e
gemeinsame Teiler aller Zahlen jq mit q > 2 und (q, O ) = 1 in f l aufgeht .
Ferner ist die in (36) erklärte Zahl v q ganz . Zufolge (19), (20), (21), (22) ,

(30) ist dann
} - 1

(de)Pei ' lz i 2 fti ( cs',zl)

ganz, also schliesslich nach (7), (14), (15), (16), (17), (18) auch

a

	

~ ~~ 2r	 2B9 ~	 ~b k B2k

	

B 2 dg(~)
d

	

g k-1 k 1=c+1 1
= CCgm( d ) (37)

eine ganze Zahl . Dabei wurde ab > 0 vorausgesetzt . Im Falle ab = 0 is t

in (22) fuir v(S-) der Wert 2/E(O zu setzen, und dann kann man mit der
in § 2 benutzten direkten Schlussweise feststellen, dass ag(Z)dg r ganz ist ;

ferner ist dafür
(d) =

1 .
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kann weiterhin g = 2 (mod 4) angenomme n

=

	

dabei sind für e 1 die Werte d t 1 ,

Nr . 6

Zum Beweise desSatzes

werden. Es ist c = [fl
2

und d

r = 1 (mod 4), so nehme

3, . . . , 2 zulässig und für e _

(mod4), so kann man speziell e = - 1, t = 2,
man entsprechend e

- 1 die Werte d = g - t < g - 2 . Ist nun r = 2

a = ab = 0 wählen. Ist
r+ 1=-1, t=

	

, d =

so ist c gerade, undg -
r21= c, also ( c ) = 1 . Ist r = 0 oder 3 (mod4) ,

dann nehme man für d sämtliche mit e = 1 oder e = - 1 zulässigen Werte ,
also d = 1,3, . . .,c - 3,c - 1 . Enthält nun die gerade Zahl c eine ungerad e
Primzahl p zur genauen Potenz pk (k > 0), so ist der binomische Koeffizient

( c) für d = p k zu p teilerfremd . Bei p = 2 folgt leicht, dass die Zahlen
d

(1)'(3), . . .,(c c 1 ) alle
2k +1 teilbar ist . Also ist dann 2 k der grösste gemeinsame Teiler jener bino-

mischen Koeffizienten, und in der Aussage bei (37) kann daher (d) durch

2 k ersetzt werden. Da r > 1 ist, so folgt jetzt die restliche Behauptung de s
Satzes .

Es wäre wünschenswert, für den Satz auch im Falle g - 2 (mod 4) einen
einfacheren Beweis zu geben, doch ist mir dies nicht gelungen . Von ge-
wissem Interesse dürfte noch folgende Bemerkung sein . Indem man die
algebraischen Beziehungen zwischen den Modulformen s g(3) benutzt, kan n
man den Eisensteinschen Satz über die Potenzreihen algebraischer Funk-
tionen sinngemäss übertragen und insbesondere zeigen, dass auf grund des
ersten Teiles unseres Satzes auch im Falle g = 2 (mod 4) nur endlich viel e
verschiedene Primzahlen in den Nennern aller a gO bei festem g auftrete n
können . Die Beschränktheit der Nenner ergibt sich aber auf diesem Weg e
nicht .

durch 2 k teilbar sind, während aber c nicht durch
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