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Indledning.

Et veesentligt traeek i den moderne matematiske fysik er ind-
sigten 1 den geomelriske udtryksmaades rige muligheder. En
indsigt, som jo ogsaa i stedse mere vidtgaaende grad preeger den
rene matematik. Og samtidig med denne voksende brug af geo-
metriske udtryksmaader i den matematiske formalisme er vi
gennem den almindelige relativitetsteoris beskrivelse af gravita-
tionsfeltet — og de forhaabninger, denne »geometrisering« har
givet anledning til — blevet stillet overfor problemet om det
fysiske rums struklur.

Begge disse tendenser — der ikke skarpt kan adskilles — kan
allerede skimtes indenfor den klassiske fysik, og, som det saa
ofte er tilfaeldet indenfor videnskabens historie, har ogsaa her de
moderne synspunkter bevirket, at man ser paa visse tidligere
antydninger i denne retning med sterre forstaaelse og varmere
sympati, end de oprindeligt madte. Der er her tale om en sym-
pati, som ikke sjeeldent i fysikkens historie har givet anledning
til en noget misforstaaet proklamering af »forlgberskaber« for de
traditionelt anerkendte banebrydere, hvorved fortolkningen af
de gamles udsagn er gaaet langt udover det historisk mulige®.
Men trods denne risiko for at se det tidligere med nutidens bril-
ler, vil vi alligevel i det felgende forsege at minde om, hvorledes
den moderne fysiks geometriske synspunkter ogsaa kan findes
paa et lidt tidligere tidspunkt af fysikkens udvikling, idet vi
samtidig vil antyde den p=dagogiske hjzlp, den moderne for-
malisme kan yde i beskrivelsen af de klassiske, os helt fortrolige
problemstillinger.

* Bt vellzendl eksempel herpaa er P. Dvuems overviurdering af en vis — tid-
ligere ganske vist helt overset — middelalderlig tankeverdens paastaaede foregriben

af den heftige udvikling i mekanikkens historie, vi sedvanligt — og med megen
ret — knytter til GALiLEIs navn.

1%
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Hvad angaar den formelle brug af geometriske udtryksmaader,
er det i serdeleshed den klassiske mekaniks variationsprincipper,
som i denne forbindelse har vaeret af betydning. Klarest treeder
denne sammenheng mellem geometri og variationsregning vel
frem i en bergmt afhandling af P. Finster [4], 1 hvilken der
fremsettes en saa almindelig geometri, at et forelagt variations-
prineip simpelthen fortolkes som et problem om at finde geodae-
tiske kurver i et rum med en passende metrik, idet man altsaa
indretter denne metrik efter variationsprincippet. En tanke, der
har mange forlebere, og som f. eks. allerede LriouviLLe i for-
bindelse med mekanikkens problemstilling havde veeret inde
paa — som den forste spire kan maaske nzevnes EULERs paavis-
ning af, at den kraftfri bevegelse af et punkt paa en glat flade
foregaar med konstant hastighed langs geodstiske kurver paa
fladen. Hos FINSLER og hans mange efterfolgere forte denne ind-
stilling til meget vidtgaaende geometriske generalisationer, hvor
det dog var muligl at eftervise mange fra den almindelige geo-
metri fortrolige forhold. I seerdeleshed tillader denne »geometri-
sering« af variationsregningen en smuk fremstilling af de til
variationsproblemerne herende infegrationsteorier — den Hamil-
ton-Jacobiske teori i mekanikken — og der bestaar her en meget
nxer overensstemmelse mellem denne geometriske betraginings-
maade og den af Hamirton indferte optiske analogi til behand-
lingen af saadanne speorgsmaal i mekanikken.

Men det er velkendt (se f. eks. J.L.SyngE [11]), at den ved
relativitetsteorien betingede beskeaeftigelse med de mere specielle
Riemannske rum ogsaa viste sig at vere af stor betydning for
beskrivelsen af den klassiske mekanik, idet man lader den ved
den kinetiske energi bestemte kvadratiske form 1 de generali-
serede hastigheder fastleegge metrikken i det til det betragtede
mekaniske system herende konfigurationsrum, hvis koordinater
er systemets generaliserede koordinater. Det er dog ikke muligt
med denne mere specielle meirik at reducere bevsegelseskurverne
i dette rum til geodeetiske kurver, der gennemlebes med konstant
hastighed. Men vi vil i det felgende vise, at det gennem indfarel-
sen af en ekstra koordinat — en saakaldt cyklisk koordinat —
er muligt at foretage en saadan reduktion il inertiens lov uden
at forlade den ved den Riemannske metrik bestemte form for
geometri. Det drejer sig her om cn ubetydelig drejning af en
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tanke, som ferst klart blev formuleret af J. J. THoMSON, 0g som
i seerlig grad ligger til grund for H. Hertz' bestrebelser paa at
eliminere kraftbegrebet i mekanikken.

Med hensyn til sporgsmaalet om det fysiske rums struktfur
er der jo her tale om et problem, som rejste sig, saasnart de
ikke-euklidiske geometrier var erkendt som tankemuligheder. Vi
skal her nejes med at anfore senere udtalelser af RiEMaNN og
CLiFForD, som i seerlig grad viser en klar forstaaelse af denne
problemstilling. '

I det beromte habilitationsskrift » Ueber die Hypothesen, welche
der Geomelrie zu Grunde liegen« skriver Riemann [8]: Die Fragen
tiber das Unmessbargrosse sind fiir die Naturerklérung miissige
Fragen. Anders verhilt es sich aber mit den Fragen iiber das Un-
messbarkleine. Auf der Genauigkeit, mit welcher wir die Erschei-
nungen in's Unendlichkleine verfolgen, beruht wesentlich die Er-
kenninis ihres Causalzusammenhangs. Die Fortschritte der letzten
Jahrhunderte in der Erkenniniss der mechanischen Natur sind fast
allein bedingt durch die Genauigkeit der Construktion, welche durch
die Erfindung der Analysis des Unendlichen und die von ARCHIMED,
GarLit und NewrtoN aufgefundenen einfachen Grundbegriffe,
deren sich die heutige Physik bedient, méglich geworden ist. In
den Naturwissenschaften aber, wo die einfachen Grundbegriffe zu
solchen Construktionen bis jetzt fehlen, verfolgt man, um den Cau-
salzusammenhang zu erkennen, die Erscheinungen in’s réwmlich
Kleine, so weit es das Mikroskop nur gestattet. Die Fragen iiber die
Massverhdlinisse des Raumes im Unmessbarkleinen gehéren also
nicht zu den miissigen. — Setzt man voraus, dass die Kérper un-
abhdngig vom Ort existiren, so ist das Kriimmungsmass iiberall
constant, und es folgt dann aus den astronomischen Messungen, dass
es nicht von Null verschieden sein kann; jedenfalls miisste sein
reciprocer Werth eine Fliche sein, gegen welche das unsern Tele-
skopen zugiingliche Gebiet verschwinden miisste. Wenn aber eine
solche Unabhéingigkeit der Kérper vom Ort nicht stattfindet, so
kann man aus den Massverhdltnissen im Grossen nichl auf die im
Unendlichkleinen schliessen; es kann dann in jedem Punkte das
Kriimunungsmass in drei Richtungen einen beliebigen Werth haben,
wenn nur die ganze Kriimmung jedes messbaren Raumtheils nicht
merklich von Null verschieden ist; noch complicirtere Verhdllnisse
konnen eintreten, wenne die vorausgesetzte Darstellbarkeit eines
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Linienelements durch die Quadratwurzel aus einem Differentialaus-
druck zweiten Grades nicht stattfindet. Nun scheinen aber die em-
pirischen Begriffe, in welchen die rdumlichen Massbestimmungen
gegriindet sind, der Begriff des festen Kérpers und des Lichtstrahls,
im Unendlichkleinen ihre Giiltigkeit zu verlieren; es ist also sehr
wohl denkbar, dass die Massverhdltnisse des Raumes im Unendlich-
kleinen den Vorausselzungen der Geometrie nicht gemdiss sind, und
dies wiirde man in der That annehmen miissen, sobald sich dadurch
die Erscheinungen auf einfachere Weise erkldren liessen. — Die
Frage iiber die Giiltigkeit der Vorausselzungen der Geometrie im
Unendlichkleinen hingt mit der Frage nach dem innern Grunde
der Massverhdltnisse des Raumes zusammen. Bei dieser Frage, welche
wohl noch zur Lehre vom Raume gerechnet werden darf, kommt die
obige Bemerkung zur Anwendung, dass bei einer discreten Mannig-
faltigkeit das Princip der Massverhdltnisse schon in dem Begriffe
dieser Mannigfaltigkeit enthalten ist, bei einer steligen aber anders
woher hinzukommen muss. Es muss also entweder das dem Raume
zu Grunde liegende Wirkliche eine discrete Mannigfaltigkeit bilden,
oder der Grund der Massverhdiltnisse ausserhalb, in darauf wirkenden
bindenden Kriften, gesucht werden. — Die Enischeidung dieser
Fragen kann nur gefunden werden, indem man von der bisherigen
durch die Erfahrungen bewdhrten Erscheinungen, wozu Newton
den Grund gelegt, ausgeht und diese durch Tatsachen, die sich aus
thr nicht erkliren lassen, getrieben allmdhlich umarbeitet; solche
Untersuchungen, welche, wie die hier gefiihrle, von allgemeinen
Begriffen ausgehen, konnen nur dazu dienen, dass diese Arbeit nicht
durch die Beschrénktheit der Begriffe gehindert und der Fortschritt
im Erkennen des Zusammenhangs der Dinge nichi durch iiberlieferte
Vorurtheile gehemmt wird.«

Riemanns habilitationsforeleesning gjorde et sterkt indtryk
paa den unge, engelske matematiker W. K. CLIFFORD, som over-
satte den til Engelsk og offentliggjorde den i Nature. I en lille
note fra 1876 skriver han [Crirrorp 1]:

Riemann has shown that as there are different kinds of lines
and surfaces, so there are different kinds of spaces of three dimen-
sions; and that we can only find out by experience lo which of
these kinds the space in which we live belongs. In particular, the
axioms of plane geometry are true within the limits of experience
on the surface of a sheet of paper, and yet we know that the sheet
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is really covered wilh a number of small ridges and furrows, upon
which (the total curvature not being zero) these axioms are not true.
Similarly, he says although the axioms of solid geometry are true
within the limits of experiment for finite portions of our space, yet
we have no reason to conclude that they are true for very small
portions; and if any help can be got thereby for the explanation
of physical phenomena, we may have reason lo conclude that they
are not true for very small portions of space. I wish here to indicate
a manner in which these speculations may be applied to the investi-
gation of physical phenomena. I hold in fact

(1) That small portions of space are in fact of a nature analog-
ous to little hills on a surface which is on the average flat; namely
that the ordinary laws of geometry are not valid in them.

(2) That this property of being curved or distorted is contin-
ually being passed on from one portion of space to another after
the manner of a wave.

(3) Thal this variation of the curvature of space is what really
happens in that phenomena we call the motion of matter, being
ponderable or etherial.

(4) That in the physical world nothing else takes pluce but
this variation, subject (possibly) to the laws of continuity.

I am endeavouring in a general way to explain the laws of double
refraction on this hypothesis, but have not yet arrived al any results
sufficiently decisive to be communicated.

Og i den velkendte, populxre bog The Common Sense of the
Exact Sciences vender han i et afsnit om The Bending of Space
tilbage til problemet og skriver her [CLIFFORD 2]:

We may . . . ask . .. whether we may not . . . be treating merely
as physical variations effects which are really due lo changes in the
cwrvature of our space; whether, in fact, some or all of those causes
which we term physical may not be due lo the geometrical construc-
tion of our space.

Og lidt senere:

We may conceive our space to have everywhere a nearly uni-
form curvature, but that slight variations of the curvature may occur
from point to point, and themselves vary with the time. These varia-
tions of the curvature with the time may produce effects which we
not unnaturally “atiribute to physical causes independent of the
geomelry of our space. We might even go so far as to assign to this
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variation of the curvature of space “what really happens in that
phenomena which we term the motion of matler”.

Desvarre findes intetsteds antydninger af, hvorledes CLIFFORD
har teenkt sig disse tanker udformet til en matematisk teori, men
af det citerede fremgaar tydeligt, at han har veaeret helt klar over
de muligheder, vi nu betegner med ordene »fysikkens geometri-
sering«.

Vi vil nu i det folgende gore rede for, hvorledes det er muligt
at give en geometrisk beskrivelse af den klassiske mekanik, idet
vi indleder med en kortfattet og til formaalet tillempet fremstil-
ling af de treek af den helt almindelige geometri — den Finslerske
geometri — vi vil faa brug for. Der bliver her tale om rent for-
melle og den moderne fysiker i det vasentlige fortrolige for-
hold. Den her angivne vej tillader en i psedagogisk henseende
lejlighedsvis frugthar anvendelse af geometriske udtryksmaader,
men de anstillede betragininger er uden betydning for forstaael-
sen af problemet om det fysiske (3-dimensionale) rums struktur.
Ethvert felt kan i denne beskrivelse opfattes som en egenskab ved
rummels metriske struklur, saaledes at det ikke er muligt ad
denne vej at diskriminere geometrisk mellem de forskellige felter
— tyngdefeltet og det elektromagnetiske felt —i den forstand, at
disse opfattes som udtryk for forskellige geometriske traek.

I. Geometriske foruds=etninger.

Et ved koordinaterne xf, 1 = 1, 2, .., n, bestemt n-dimen-
sionalt rum siges at veere Finslersk, saafremt der til hvert punkt
x' og hver kontravariant vektor a? gives et af valget af koordinat-
system uafheengigt tal M (&, af), som er 0, dersom alle af = 0,
og ellers er positivl, og for hvilket M (a% e« a?) = « M (xt, aP),
a > 0, d.v.s. at invarianten M skal vaere positiv homogen af forste
grad i «?, saaledes at

Invarianten
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er da positiv homogen af anden grad i af og betegnes som den
metriske fundamentalinvariant. Sterrelserne
0L (x%, a?)

0 at

a;

transformeres som komponenterne af en kovariant vektor: den
til a? herende kovariante vektor. Til ¢ a® herer e¢a;, men i almin-
delighed vil den til a? 4- b? herende kovariante vektor ikke veere
a; + by. Og ligeledes vil 1 almindelighed det skalare produkt atb;,
der er en invariant, ikke veere lig med a;bt. Man beviser let, at
den til af + b?* herende kovariante vektor er a; + b;, samt at
a’by = a;b?, hvis og kun hvis den metriske fundamentalinvariant
er af formen

L = — gy aa®,

N =

hvor g:x er komponenterne af en kovariant tensor af anden erden,
kun afheengig af koordinaterne «f. Rummet siges da, som bekendt,
at vaere Riemannsk.

Ved den numeriske veerdi eller lengden af den konlravariante
vektor a! forstaas invarianten

I ai I = l/ai a; = VEZ =M (:Ei, ai).

Er | at| = 1, siges af at vaere en kontravariant enhedsvektor. Vi
forudsetter, at der til hver kovariant vektor findes en entydig
bestemt kontravariant vektor, hvortil den svarer, og ved den
numeriske vaerdi af en kovariant vektor forstaas da den numeri-
ske veerdi af den kontravariante vektor, hvortil den svarer. Altsaa
fai| = [a®].

Er a'h; = 0, siges den kontravariante vektor a? at staa vinkel-
ret paa den kovariante vektor b;. Kun for Riemannske rum wvil
da den kontravariante vektor b? staa vinkelret paa den kovari-
ante «;.

Invarianten M tilllader nu umiddelbart indferelsen af bue-
leengder: er xf = xf(f) en differentiabel kurve, hvor ¢ er en
parameter, vil vi ved buelengden fra det ved # til det ved £,
bestemte punkt forstaa integralet
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1, 7
S0 = \ M (@i, #0) dt, Dhvor @t — %f
ot A

og man ser straks, at et parameterskifte ikke endrer buel®ngden,
da M er homogen af forste grad i 2% Iavrigt er 2% en kontravariant
vektor: den til parameteren f herende hastighed. Specielt er for
den naturlige parameterfremstilling (hvor buelengden til et vari-
abelt punkt er parameteren) hastighedsvektoren

i
rizj’ci:dx
s

en enhedsvektor:
M(xt, 2t = 1,

kaldet retningsvektoren. Af

.. dxt ds ds

X = —— = ry—

ds dt dt
ses da straks, at |@] = (E
dt

Storrelserne &’ er ikke vektorkomponenter. Derimod ses let,
at de »Lagrangeske afledede«

ﬂ%_% L = L (xf, &%)
dt 94t  Odxt

ag

er komponenterne af en kovariant vektor, kaldet den til ¢ herende
akceleration. Akcelerationen herende til det naturlige parameter-
valg betegnes som krumningsvektoren:

= _C{_(?_IL_‘?;L L = L (xt, &%).
ds &t  fuat

Det ses let, at rky = 0. Den reciproke vaerdi af | k; | kaldes for
krumningsradius. For en vilkaarlig parameter ¢ kan k; ogsaa
bestemmes som

. ds{ doM oM

dtldtoai Jxt

LM = M (xt, &),
di } M )
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Ved elementere regninger under hensyntagen til, at L er ho-
mogen af anden orden i @f, paavises umiddelbart den fortrolige
kinematiske relation:

ds\? d?s
go= | — | ki - —"r;,
“ (dt) e

hvor r; er den til retningsvektoren herende kovariante vektor.
Af rik; = 0 fremgaar, at a; = 0 medferer:

d2
;1?'25.: Og ki:().

I det Riemannske rum er da ogsaa

) ds\? d2s |
T — (__ ki - z’
¢ (dt) tae”

hvor a? og k% er de til akceleration og krumningsvektor herende
kontravariante vektorer. I eksistensen af denne kendte kinemati-
ske relation kan vi spge berettigelsen af ovennsevnie definitioner
paa akeeleration og krumning.

Rette linjer er nu kurver, der overalt har krumningen 0. Og
af det ovennzevnte fremgaar da, at disse kurver er ekstremaler
til variationsproblemet:

tﬂ
<SSL (xt, &8 dt — 0
%

og til problemet:

£y Sa
aSM(a:f,;ei) dt = 0, d.v.s. ans — 0.

ty Sy

I1. Potentialfrie, tidsuafheengige systemer.

Vi begynder med at erindre om det velkendte forhold, at et
dynamisk system, der er underkastet holonome, tidsuafhengige
baand, og hvori ikke virker andre krafter end de fra baandene
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hidrerende reaktioner, kan beskrives ved hjzlp af et variations-
princip

lt'A
65L0 dt = 0,

4L
hvor ¢ er tiden, og hvor den Lagrangske funktion er af formen
1 o
Lo = agikazix"’,

saaledes at sterrelserne giz udelukkende er funktioner af de gene-
raliserede koordinater af. Af de til variationsprincippet herende
differentialligninger

doL, 0L,
diodt dxt
folger straks
0L, .

Energien H = @t — Ly = L, = konst.,

0 @t
08 L, betegnes som systemets kinetiske energi = totalenergien H.
Ly er positiv-definit i 2’erne.
Ved g er fastlagt en Riemannsk melrik i det ved koordina-
terne x! bestemte konfigurationsrum:

ds? = %gik dxt dxck,

hvor ds er bueelementet, og man har da for det dynamiske systems
baner i dette rum

ds\? 1 i
(Et) - Egik 2tk = L,

/

saaledes at systempunktets hastighed altsaa er konstant.
Endvidere har vi for akcelerationen

4 2 2 2
o LD (d e (i
dt 018  Juat di dt? \df

eller
ky = 0,

hvoraf ses, at banekurverne er rette linjer.
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Vi har hermed bevist, at det systemet beskrivende system-
punkt i konfigurationsrummet bevaeger sig langs rette linjer med
konstant hastighed. Hvilken velkendte lov kan karakteriseres som
en generalisation af inertiens lov.

ITI. Tidsuatheengige systemer med skalart potential. .

Dersom et dynamisk system udover reaktionskreefterne fra de
holonome, tidsuafhzengige baand er underkastet krafter, der kan
afledes af et tidsuafheengigt, skalart potential, er dets adfwerd
bestemt ved et variationsprincip som for, men med en Lagrange-
funktion af formen

1 i 1 . 1
L:§gik.ﬂx’“—|——2—g(:ﬂ)=L0+§g.
Energien er her
oL 1
H—= —gt—L=1L,——g,
dai " yY

. 1
og den er ligeledes konstant. Stgrrelsen —59 er systemets poten-

tielle energi og L, den kinetiske energi, der er positiv definit i
a’erne. ;

De til variationsprincippet herende Lagrangeske ligninger kan
skrives paa formen

ddL, 9L, _0%g

dtdEt dai  da

>

og lader vi som for den kinetiske energi L, (x?, 2%) fastleegge den
metriske fundamentalinvariant, har vi da

d%g
0 xt

akcelerationen = a; = = kraften.
Vi indferer nu en ved

L' = wLy, M' = pM,y, v =  (x?)

bestemt ny metrik og benytter som parameter ikke buelzngden
u i den nye metrik, men buelengden s i den oprindelige metrik.
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Af

s 1
= SM' (xt, %) ds, & = dx
S dS
folger da
du _ M (xt, &) = pM, («f, 2%) =
ds
idet
My(x?, ) = | &¢| =1 (nwmmerisk vaerdii den oprindelige metrik).

Ifplge det foregaaende er krumningsvektoren k; i den nye metrik
givet ved

¥ = du{daM; (zt, Q%f)_aM'} . {da (Moy) 8 (Mop)| _
Yods lds A dat ds 0t o i

doM, M| M, dy dy dy oy
el DT TTON L gy 0T oMy~ = ki —tri—yp

{dsaa"ci aazi] wc’)ﬁ:i ds ¥ e P qu ! wax"
idet

ri = oL _ MoaM‘ = BM- , da M (xf, &%) = | &*| = 1.

0 &t d&i Ot

Sammenholdes dette udtryk for k; med

\2 2 A
\dt dt? dat

1
=g
, ds dy oy 3
by = {p*— )}]{ —l—{ }I’i— - — .
{w (dt, ds  dP Yout o

Tager vi kun saadanne banekurver i betragtning, der herer til
samme veerdi E af energien, altsaa saadanne for hvilke

faas

ds\? 1
(a) =L, = E‘F;Q;

og szttes
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ds\? / 1 ds
2 = (), dvs. v = 1o =%
¥ (dt) vs. ¢ ] E+59= 4
faas da

k; = 0.

I den nye metrik vil altsaa de til samme enerqi horende banekurver
veere rette linjer. Men den hastighed

hvormed disse banekurver gennemlebes, vil ikke vere konstant.
Det er altsaa ikke lykkedes at redde hele inertiens lov paa denne
maade.

Det her fremforie er selvfslgelig ikke andet end det velkendte
Maupertuiske princip

S /—_d
5§ l/]: lods—o,
Vs, 2
der ferst blev helt korrekt formuleret af Jacobi.

Fortolkker vi i den geometriske optiks aand ]/E +%g som

brydningsforhold n i det ved den oprindelige metrik bestemte rum,
er dette variationsprincip analogt med det Fermatske princip for
isotrope legemer:

a8y
6 S nds = 0.

51

For dynamiske systemer, hvori ogsaa optreeder vekforpotentialer,
altsaa hvis Lagrangefunktion er af formen '

1 i o1
L = Ggudiaf +gi2' +2g,

er det da muligt at udvide den her anferte optiske analogi, idet
saadanne systemer svarer til anisofrope, optiske medier. Imidler-
tid kan man — som vi nu skal se — ogsaa gaa en anden vej, idet
man indfsrer en ny generaliseret koordinat, altsaa udvider sy-
stemels dimension med 1.
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IV. Konservative systemers geometrisering gennem
indferelsen af en ny koordinat.

Det drejer sig her om anveldelsen af en oprindeligt af MaxwELL
og Lorp KrrviNn [W.THomson 14] antydet tanke, ifolge hvilken
former for potentiel energi skulle kunne fortolkes som hidrerende
fra kinetisk energi af »skjulte« legemers bevagelse. Senere er
denne tanke i almindelig form fremsat af J.J.Tuomson [13] i
dennes inspirerende bog Applications of Dynamics to Physics and
Chemistry.-Vi gengiver her J. J. THomsons betragininger med den
trivielle tilfojelse, at vi ogsaa tager sigte paa problemer med vektor-
potential. .

Udgangspunktet er den velkendte Routhske transformation:
hvis de generaliserede koordinater deles i to grupper «f, i =
1,2, ..., og g%, « = 1,2,.., m, og hastighederne §* udtrykkes
som funktioner af af, y*, &% og de ved ligningerne

Pe = oy

definerede impulser p,, vil systemets bevegelse vere bestemt ved
differentialligningerne

d 0R OR
— — = 0 (»Lagrangeligningerne«
oae e | OTAgrangcligningemeq
g = — OR

9 py

(»Hamiltonligningerne«),

. OR
o T ay“

hvor den Routhske funktion
R = L—pey®

skal opfattes som funktion af xf, y¢, 2t og p,.
Er nu systemect saaledes beskaffent, at dets potentielle energi
er nul, kan dets Lagrangefunktion skrives som

1 ;. 1 -
L= §9iki‘x’“+9iaxzy“+§9aﬁy°‘y5
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med de til 3¢ herende impulser
Po = Gic &t 4 Qaf yﬂ

og den Routhske funktion

. ... 1 e
R=L—p,p% = gmxiﬂﬁ’”—;guﬂy“yﬁ-

O] =

Og antager vi yderligere, at koordinaterne y® er cykliske (ogsaa
kaldet ignorable), altsaa at L kun er afhsengig af x’erne, #’erne
og y'erne, men uafhiengig af y'erne, vil ifslge de ovennmvnte
ligninger impulserne p, vzere konstante. Da §* kan skrives paa
formen

g* = gi 4¢ 4 g%, [g{ og g* funktioner af x« 08 pul,
bliver R af typen

1 |
R = Syadtdt +yidt -+ oy,

hvor alle y’erne er funktioner af x’erne og de konstante p’er.
For fastlagte vardier af p’erne kan det ved de generaliserede
koordinater x¢ bestemte delsystem da udelukkende beskrives ved
de Lagrangeske ligninger

d R OR

dtodat oat

= 0, R = R(xt, £, p» = konst.)

og altsaa karakteriseres som et dynamisk system med Lagrange-
funktionen R, altsaa et system med skalart og vektoriel potential.

Der gives saaledes former for potentiel energi, som kan for-
tolkes som hidrgrende fra beveegelser i mere omfattende poten-
tialfrie systemer, hvor legemerne kun er bundet af geometriske
baand.

Det var H. HErtz’ [5] grundleggende tanke, at alle i naturen
forekommende bevaegelser skulle kunne fortolkes paa denne
maade. Hans udgangspunkt er et univers af elementarpartikler,
der beveaeger sig i det smdvanlige, 3-dimensionale, euklidiske

rum, og som kun er bundet til hinanden med rent geometriske
Dan. Mat. Tys. Medd. 80, no.12. 2
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baand. Den samlede bevegelse af dette univers beskriver Hertz
ved indferelsen af et flerdimensionalt euklidisk konfigurations-
rum og under anvendelsen af det grundlsggende princip, at
bevaegelsen i dette foregaar med konstant hastighed langs baner,
hvis krumning i hvert punkt er den mindst mulige, som er
forenelig med de geomelriske baand — et princip, der er iden-
tisk med Gauss’ setning om den mindste tvang. Hvad vi iagt-
tager i virkeligheden er kun delsystemer af dette univers, og for
disses beveegelser kan dette grundleeggende princip ikke opret-
holdes, og det kan her veere praktisk at indfere en potentiel
energi. Hermed er da kraftbegrebet reduceret til en rent mate-
matisk hjelpestorrelse, og det grundleggende begreb er de geo-
metriske mekanismer, hvis fraver foltes som et saa stort savn,
da Newton indforte fjernkraefterne i mekanikken. En smuk frem-
stilling af veesentlige grundtrsek af den Hertzske mekanik er givet
af H. A. LorenTtz [7].

Det rum, hvormed HERrTz arbejder, er det ssdvanlige 3-di-
mensionale, euklidiske rum, og det konfigurationsrum, han af
matematiske hensyn indferer, er ligeledes euklidisk (i det veesent-
lige er koordinaterne i dette samlingen af elementarpartiklernes
cartesiske koordinater i det sedvanlige rum). Der er her altsaa
endnu ingenlunde tale om en geometrisering i den forstand, at
selve rummets struktur tages op til revision i forbindelse med
fysikkens problemstilling — og det samme geelder J. J. THOMSONS
betragtninger, der igvrigt slet ikke er knyttet til geometriske over-
vejelser. Derimod foreligger der med Hertz' betydelige veerk for
forste gang en gennemarbejdet anvendelse af den flerdimensio-
nale, euklidiske geometris udtryksmaade til brug i mekanikken.

En vesentlig mangel ved den Hertzske mekanik er det, at
han slet ikke paaviser, at det virkeligt er muligt paa rimelig vis
at realisere de kendte naturkrsefter ved hjeelp af geometriske baand
i det ssedvanlige rum.

En geometrisering i mere moderne forstand af den klassiske
fysik kan nu opnaas paa fplgende maade:

Lad det betragtede konservative system vaere beskrevet ved
Lagrangefunktionen

L = %gikoéii’c—l— giaii+%g, L k=1,2,..,n,
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hvor g'erne er tidsuafhzengige funktioner af x’erne. Ser vi paa

det ved Lagrangefunktionen

! ! ) 1 ’ ’ \ .
L = gikgbiikJrgoii'oiﬁ“[‘ﬁgoox'oz = %g“ﬁmaxﬁ,

Do =

a, =01, 2,.., n

bestemte dynamiske problem, er hermed givet et (n + 1)-dimen-
sionalt rum med den Riemannske metrik

ds? = %g:xﬁ o if

Vi forudseetter nu, at a° er cyklisk, altsaa at

oL , ' — i &
Po = —— = Qo £t - oo 10 = konst., 20 = Pﬂ__g(ﬂ

0 x° 900 ’

og betragter kun saadanne baner i rummet, langs hvilke p, til
et givet tidspunkt og hermed til alle tidspunkter er 7. Den Routh-
ske funktion herende til det ved koordinaterne xf beskrevne
undersystem er da

’ (1—961' Z7)?
00— TR
0 a°

2 oo

T
Goo oo 2 goo

| SN

r ’ U
og valges nu sterrelserne gi, go; 08 go, Saaledes, at

Ii r l. 1 1 ,
glik*w = gk, E@ =Qi,—_— = =g, dvs. gy =
Joo ' Yoo 2 guo 2
k ' i 1] 1
gik“w > Gog = —&, oo = ——>
g g

er

1 ) 1
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saaledes at det oprindelige system kan opfattes som et delsystem af
et potentialfrit system, hvis dimension er 1 storre, og hvis kon-
figuratonsrums metrik g,p er bestemt ved det oprindelige systems
metrik gix og potenlialerne g; og g.

Fastholdes denne metrik, men veelges veaerdien p, for det til
x® herende moment, vil det ved x! beskrevne delsystem have
Lagrangefunktionen (Routhfunktionen):

1 o o1,
L = gudi@* + pogidt + pig.

d.v.s., der foreligger et system af samme nafur som det oprinde-
lige, men i hvilket der opirseder andre konstanter i potentialerne.

V. Tidsafhaengige systemers geometrisering.

Selv for iagttagere, der ikke — som vi hidtil stiltiende har for-
udsat — er i hvile i forhold til et inertialsystem, geelder, at de
mest almindelige tidsafbzengige systemer, vi er stodt paa 1 den
klassiske fysik, kan beskrives ved et variationsprincip af formen

aly
65Ldt=0

L

med en Lagrangefunktion af typen
1 i A B
L = §gz-;vc.r’oc’“ + geat +§g, ,k=1,2,..,n,

hvor g’erne er funktioner af de generaliserede koordinater og af
tiden f.

For at naa frem til en geometrisering af saadanne syslemer,
bemarker vi forst, at hvis hastigheden x° af en cyklisk koordinat
kun optreeder i kombinationen

L= 4+2%+ - .-,

hvor x er en af de evrige koordinater, er
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O—L = & = konst.,
0 a0

d.v.s. x = konst. {. + konst, saaledes at x kan benytles som tids-
maal.

Metoden er da felgende: af ovennavnte formel for Lagrange-
funktionen falger

Lde = % gix doct dxk 4 g dxt dt +%g (di),

hvor g’erne altsaa er funktioner af x' og f. Erstatter vi her rent
formelt ¢ med x"*1 og tilfojes leddet dx’dxntl faas et (n 4 2)-
dimensionalt problem med den Riemannske metrik

ds* = G drtdx® + gidatden+l +%§ (dxnt1)? + dxf dxnt,

1
2
hvor Gix, gi og § er de funktioner, der fremkommer ved i g’erne

al erstatte ¢ med x7+1. I dette rum vil vi nu undersege det nye
dynamiske problem, hvis Lagrangefunkiion er

| =

L' = Zgpgaiadl 4 giatantl +%g (En+1)2  @0gntl,

«

B

hvor x° altsaa er cyklisk. Her indgaar x7*1 — uafhsengig af dets
forhistorie — som en rumlig koordinat paa lige fod med a%¥erne,
og t er stadig parameteren, saaledes at & betyder dx/dt.

Da «° kun optreeder i kombinationen #%#%+!, er a7+l kon-
stant = den til 2% herende impuls p,, altsaa

xntl = pot 4 g.

Vi veelger de baner i det (n 4 2)-dimensionale rum, hvor py = 1
og q = 0, saaledes at tidsafhosengigheden af x?+1l er givet ved
xn+l — ¢, I almindelighed er x»+l ikke cyklisk — dette geelder
kun for oprindeligt fidsuafhengige systemer.

Det udvidede systems Lagrangefunktion er konstant, da L' er
potentialfri og eksplicit tidsuafhsengig. Vi har, idet xz#tl =
po = 1:
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1 c 1 2
L' = é-gik-'i)iifk + gi2? —I—§§ 4 2% = konst, = o = (g—j)
eller )]
L' = L+ a9,

hvor L er funktionen

Z(xi’ xt, xn+l) =

, . 1_
Gtk + giat +§g-

[N-RI

Det ved koordinaterne x! bestemte undersystem af dimensionen
n har den Routhske funktion

R=1L— oL a‘;n+1~a_L 0 — L'—pn+1i‘"+1——9&'”+1 20 —
oan+l 0 a®
Z*Pn+1,

og disse koordinaters udvikling er da bestemt ved differentiallig-
ningerne
ia (E—— pn+1)__8 (E—pn+1) =0
dt ouat 0t

s

der jo ogsaa gzlder, selvom «x»+1 ikke er cyklisk. Men da den
Routhske funktion skal opfattes som funktion af xf, @i, x»+! og
pr+1 (samt af py, men denne storrelse er jo konstant lig med 1),
forsvinder leddet pni1 under differentiationerne, og vi faar

Imidlertid er for enhver funktion f (x?, £1, xn+1) og an+l = ¢:

df (xi, &, mn+1) _ 57

ﬁ:ﬁi_[_ 87‘ prtl —

e '.’i+
it bt a@t | paen
of L OF ., of of .., Of .. f  df(xt,at, b)
I i O e g 0T 9T gy OF oy OF ,
dai ozt et Gwic amis Ty dt

saaledes at
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doL oL _
dtdii ot

H

d.v.s. bevegelsesligningerne for det oprindelige system. Og her-
med er da bevist at det oprindelige system med Lagrangefunktionen
L er det ved koordinaterne x* bestemte delsystem af det (n + 2)-
dimensionale, eksplicit tidsuafhengige og potentialfrie system. For-
udsat, at vi udveelger de baner i totalsystemet, hvor x2+1's tids-
afhaengighed er givet ved x*+1 = {, altsaa forudsat, at konstanten
Po gives veerdien 1. Dersom p, ikke velges lig med 1, fores vi for

det ved xf beskrevne undersystem til den Routh-Lagrangeske
funktion

1 . o1
L = 5 gud!@¥ + gid'p, +5 g i,

altsaa til et system af samme natur som det oprindelige, men med
endrede veerdier for konstanterne i potentialerne.
Af (1) folger

#9 = ¢ — L = a — L (t (1), & (1), 22+1(8))
eller, idet x#t1 = ¢:

Wl
0 — at—SL dt + B,
0

hvor e og f er konstanter. I x%s tidsafhsengighed indgaar altsaa
virkningsintegralet

i
SL dt.
Q

Den her opstillede metrik er i en anden sammenhseng angivet
af L. P. EiseNsART [3], som i tilknytning til ovennavnte bestem-
melse af x° som funktion af tiden har vist, at den tillader .en
overmaade smuk og forenklet fremstilling af den Hamilton-Jaco-
biske integrationsteori.

Det skal tilslut bemserkes, at ved de ovennsevnte udvidelser
ophgrer metrikken i almindelighed med at vaere positiv-definit i
x’erne, hvilket medforer ngdvendigheden af i overvejelserne at
udelukke de saakaldte nullinjer, d.v.s. linjer langs hvilke den
melriske fundamentalinvariant forsvinder.
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I stedet for at indfore baade ¢ = x"+1 og «° som nye koordi-
nater kunne man have gaaet folgende vej, idet man giver afkald
paa ensket om, at det betraglede rum skal veere Riemannsk:

Indferer vi i Lagrangefunktionen '

L (g, 4%, £)

en ny parameter u i stedet for ¢, kreever variationsprincippet

o 17
6SL dt — 6SL£du — 0,
b u, du
at L transformeres til

=14

du

og opfattes nu ¢ som en variabel x#+1 paa lige fod med de pvrige
koordinater, kan L’ skrives paa formen

- * . *
L' =L (x?, xz/£n+1’ antl) grtl,
hvor * betyder differentiation med hensyn {il u, saaledes at
2t = gt gnl
Som man ser er L homogen af forste grad i samtlige »hastigheder«

#* #, * *
1 s
at, a2, -, x®, 2P,

1 , . ,
og man kan da benytte 3 (L"? som melrisk fundamentalinvariant

i en Finslersk geometri, saaledes at banekurverne i det herved
bestemte (n + 1)-dimensionale rum bliver retfe linjer. For nsr-
mere orientering vedrerende geometrisering i denne forstand —
hvor man altsaa opgiver ensket om at arbejde i det mere anskue-
lige Riemannske rum — henvises til to afthandlinger af H. Runp
[9 0g 10] samt til nogle mere overfladiske betragininger af C. Lanc-
zos [6]. J.L.Synage [12] har fornylig vist det n=re slegiskab, som
bestir mellem denne metode og den Hamiltonske optiske analogi
i dynamikkens integrationsteori.
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Summary.

The possibilities of giving a geometrical description of clas-
sical mechanics are discussed, starting from a short historical
review. A geometrization of this kind requires the general so-
called Finsler-geometry, a short account of whose main fea-
tures, adapted to the purpose, is given. It is then shown that
the introduction of an extra coordinate, a so-called cyclic co-
ordinate, allows a reduction to the more specialized Riemann
geometry. We are here concerned with a slight change in an idea,
originally formulated by J. J. THoMsON, which in particular forms
the basis of H. HErTz' endeavours to eliminate the concept of
force in mechanics. It is finally shown that this geometrization
also can be applied to time-dependent, holonomic dynamical
systems, leading to a geometrical description which already has
been studied by L. P. EISENHART.
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