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terprétation du spectre des naines blanches est profondé-
ment liée & la compréhension de leur structure interne. Le
riage des éléments dans un champ de pesanteur, phénomene
articuliérement important dans les naines blanches, détermine
resque totalement & lui seul leur structure et I'aspect de leur
pectre. On étudie donc, pour commencer le triage des éléments
chapitre I). On montre -.comment se distribuent les éléments
ans .un champ de pesanteur. L’évaluation de la hauteur de
élange dans des cas variés montre que cette grandeur est peu
ensible & I'état de dégénérescence du gaz d’électrons. La hauteur
de mélange est toujours trés petite dans les naines blanches. On
it aussi que les éléments lourds doivent avoir en général dans
es régions -extérieures des naines blanches une concentration
aordinairement faible, ce qui explique l'absence de rajes
étalliques dans le spectre. ‘
~Les densités relativement élevées qui régnent dans l’atmo-
hére des naines blanches exigent une étude de l'ionisation de
ession dans I'hydrogéne (chapitre IT). On montre en particulier
ue l'effet Stark moléculaire semble mieux décrit aux fortes
nsités par les formules de RUussELL et STEWART que par celles
HoLTSMARK.
On a calculé un modéle d’atmosphére pour deux étoiles
rrespondant approximativement & 40 Eridani B et Van Maanen
Chapitre TII). On a supposé une atmosphére faite d’hydrogéne
r; ainsi que 1'étude du chapitre I I'a suggéré. Le calcul de
argissement des raies par effet Stark moléculaire montre une
portante déformation du contour du fond continu sous l'in-
ence de la pression. :
‘Lies résultats précédents permettent d’étudier la relation entre
température. de couleur et la température effective dans les
. 1*




naines blanches (chapitre IV). On trouve que pour une mém
température de couleur, la température effective est beaucou
plus élevée dans les naines blanches que dans les étoiles de
série principale. Ce fait joint aux résultats de la théorie du déb
d’énergie aux grandes densités, indique pour les naines blanch
des rayons plus petits et entraine de trés faibles teneurs en
hydrogéne. -
"~ Ce résultat est confirmé par la théorie élémentaire du débit
d’énergie (Chapitre V). On peut montrer que la réaction proton ‘
proton dans I'enveloppe d’hydrogene explique le débit d'énerg
des naines blanches. Cette réaction pouvant étre permise sa
catastrophe astrophysique, on réconcilie ainsi les données. ds
l'astrophysique avec la théorie des réactions nucléaires. Les
réactions du cycle de Bethe semblent, en général, ne jouer qu’
rdle secondaire (un pour cent du débit d’énergie total dang
40 IEridani B).

La question de l'évolution des naines blanches reste u
question ouverte que les calculs précédents ne résolvent p
De méme, la structure de Van Maanen 2, seule naine blanc
présentani avec certitude des raies métalliques, présente des
difficultés, car elle doit étre compatible & la fois avec la théorie
du débit d’énergie et la théorie du triage des éléments.

Je tiens & adresser mes remerciements les plus sincéres
Monsieur le Professeur Stremgren pour son accueil si chaleure
a Copenhague, et pour les nombreuses discussions que j’al pu av,
avec lui. Je remercie également M. Rudkjebing pour les conv
sations que j’ai eues avec lui.

P'exclusion de tout autre champ de force (€électrique ou magné-
tique), on a simplement, en appliquant la loi de distribution de

Dans le cas d’un équilibre de dissociation produisant ou non
es particules chargées, 1'équilibre thermodynamique n’est pas
odifié par la présence ou l'absence d’'un champ. Ceci a été
démontré dans le cas d'un champ de pesanteur par Gisss (17),
ans le cas d'un champ de forces électrostatiques par MiLNE (24).
Les conséquences de la présence d'un champ de gravitation sur
la séparation des charges électriques (les électrons étant plus
Jégers que les protons) ont été données pour la premidre fois
par PANNEKOEK (27), qui a évalué la charge d’origine thermique
e’la matiere. On savait déja par ce résultat que la charge élec-
trique de la matiere était tres faible et que le champ électrique
résent était assez fort pour empécher toute séparation des
harges. L’analyse de RoSSELAND (29) montre que la séparation
es charges dans une atmosphére isotherme ne commence que

4 me? De
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~petit comparé A l'unité. Dans le cas du soleil, le produit
mwedlm? g vaut 4,85-10%7. Dans le cas des naines blanches
onnues, g peut &re 10° fois plus fort, et 4,85-10% peut &tre
nsidéré comme une limite inférieure. p, doit done étre inférieur
10_“? dynes/cm® ou, pour une température moyenne de
0% degrés de 1'atmosphére des naines blanches, le nombre
électrons par centimeétre cube doit &tre inférieur a
Of‘.“*"i, c-a-d. bien inférieur a la densité de I'espace interstellaire.
T une autre voie que celle de Pannekoek, Rosseland a donc
nonfré la justesse de I'hypothése de neutralité électrique de la
¢re stellaire.

‘Dans le cas des champs de pesanteur intenses, la séparation
s éléments peut &étre assez considérable pour qu'on puisse

I. Le triage des éléments.

1. Aspeect général du probléme. I.e probléme de 1'équili
statistique dans un champ. de gravitation d'un mélange
particules d’espéces différentes est un probleme déja anc
auquel des conftributions trés nombreuses ont été apportees :

Mentionnons tout d’abord les problémes relatifs aux mélangs
isothermes, nous réservant d’aborder plus loin la question
gaz non uniformes et des cas de dégénérescence.

Pour des éléments soumis au seul champ de pesanteus
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définir une hauteur de mélange de deux éléments. Ceci a 6t A;—m,
fait par lauteur (34) dans le cas ol le gaz d’électrons ‘es Z,+1

dégéneré et étendu (35) au cas ol le gaz d’électrons étant par
fait, J'ionisation est partielle. La charge électrique lorsque le ga
d’électrons est dégénéré a été calculée également (37). Le pro
bléme du gaz isotherme peut étre abordé d'ume toute aulr
maniére & partiv de Uétude des gaz non-uniformes (12). L
phénomene de diffusion de pression, dit & I'existence d’un gra
dient de pression partielle d'un gaz mélé & un autre est conn;
depuis longtemps. Le langage de la théorie des gaz non-uniforme,
nous amene au cas des gaz non-isothermes, qui est le cas ré
des étoiles. Un bref apercu est donné par Eddington dans I.C.S.(14
qui renvoie pour la diffusion thermique a4 un travail de Cua
MaN (10). La diffusion thermique qui est de trés faible impo
tance devant d’autres phénoménes est traitée par Chapma
dans cet article déja ancien sans tenir compte des phénomén
d’ionisation. EppineTon (1. ¢.) évalue qualitativement I'influen
du modele atomique utilisé, et conclut, en accord avec une co
firmation personnelle de Chapman, que la diffusion thermiq
joue sans doute dans le méme sens que la diffusion de pressio
BIERMANN (3) étudie le probleme de la diffusion et de I"équilib
statistique en donnant une bibliographie du sujet.

Tous ces travaux sur les gaz non-uniformes sont faits en su
posant que les atomes ne iransportent avec eux aucune énergie
autre que cinétique de translation ou de rotation (11) et p
conséquent ne tiennent pas compte de I'énergie d’ionisatio
L’hypothese de 1’'équilibre thermodynamique local perm
d’adapter les équations valables pour une atmosphére isother
a4 une atmosphére & température non-uniforme, et, par co
paraison avec les formules de diffusion, de montrer 1'existen
d'une diffusion thermique due & I'ionisation.

D’autre part, suivant que le gaz de noyaux se trouve plong
dans un gaz d’électrons dégénéré ou parfait, le triage est dét
miné, dans le premier cas par la quantité '

orsque le gaz d’électrons est dégénéré, tous les éléments se
smportent de la méme facon devant 'hydrogéne (4;/Z; = 2),
ors que dans le second cas, tous les éléments subissent en plus
s uns par rapport aux autres un triage important.

Lorsque les phénoménes de dégénérescence apparaissent
galement au sein du gaz de noyaux, particulierement avec les
égénérescences de Bose-Einstein, differents phénoménes assez
urieux apparaissent. Tous ces résultats ont recu un commen-
ement d’application & la théorie des naines blanches (34).

A. Les gaz non-dégénérés.

‘2. Méthode statistique. Rappelons briévement comment on
aite le probléme de 1'équilibre de dissociation d’'un mélange
e particules d’espéces différentes. Cette méthode est inspirée de
elle employée par CHANDRASEKHAR (6) & la suite de MILNE (25).
Etant donnés j éléments de charge Z; et possédant différents de-
és d’ionisation, on peut représenter les réactions d’équilibre par:

: ) A?+ne—2x?2A?,
n.

dans lequel A est I'atome d’espéce  ionisé n fois. y; est 1'énergie

our ‘ioniser le n® électron et Zx'f est I'énergie nécessaire pour

niser n fois I'atome. " _

Nous appelons pi; le nombre d’atomes d’espéce i, n fois

misés, d’énergie EM -+ > 4% et «f le nombre d’états possibles
n

nergie E;" + 9% r,, E,, x; représentent des quantités ana-
o n

gues pour les électrons. Pour trouver I'état le plus probable,
us astreignons les quantités pi; et r; aux conditions suivantes:

> Pk = pi
ns

Z(Zi—n)p?s—{—rs = r

ns

(1.3)

N| >

dans le second par la quantité:

Zp;;(E;'" +; x?) +Er = F
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conditions relatives au nombre de particules et a I'énergie. Ei
associant ces conditions au nombre de complexions (qu'il es
inutile d’écrire) et en employant la méthode des multiplicateur

de Lagrange en multipliant les équations de condition par «; § ¢
on obtient:

_eufralité électrique du milieu. Il est donc plus simple de partir
¢ cette relation pour définir y:

Snpf =1,
in

u, aprés élimination de 7%,

n o _ n —e(Z—n)p—9El+3)]
[ Pis = T e ! s n "
(2.3) n‘(ﬁ ey Ee-mi_(zi—‘n’—l)ﬂ“‘f)['P(mil_nl,_,)f(ni-l)e1/)]*‘9.2){? .
l r, = xse—ﬂ—w}Es. ) | . ! me .

Par intégration dans I'espace des moments, et en se rappeldn
ue EY contient I'énergie cinétique et 1’énergie potentielle:
q s

Al onb1
5 }i‘narmu ip =1

) P2
(2.4) El' = 2mi+¢mi—new> "
ient: _ g H n
on obtient: u=-¢ 7 HA; = m;—(n-+1)m,
n n(2nn1’i‘]cT)% —aia(Zl-—n)ﬂ—l‘}Cpmi——netp —ﬂ-%*){?) v = e"““#‘,

. Pi =95
(2.5) étant la masse de L'atome non ionisé. A
11 est aisé de démontrer, comme nous Vavons déja fait (34,
aragraphe 14), que les maxima de concentration des différents
léments et de leurs ions se succédent de bas en haut d’un réci-
ient vertical dans 'ordre des Aj/(n + 1) décroissants, les atomes
es-plus ionisés ou les plus légers se trouvant en haut. Remar-

ons toutefois que la démonstration concerne une concentration
drticuliére: - o

(27m, kb)?

=g ew)
h? )

On retrouve ici le résultat déja obtenu par Giers et MILNE c-3-d
I'indépendance de I'équation d’équilibre par rapport.aux cham
électriques et de pesanteur:

pir 297 (thekT)% a0
e = e .
ittt R

(2.6)

Comme nous sommes dans le cas d'un gaz isotherme, les g;

g sont des constantes, et U'équation d’équilibre hydrostatiqué:' ui est le nombre d’atomes 1 lonisés n fois au nombre total de

arges positives (ou négatives) libres, et non pas la masse de
rticules p? A la masse totale. Le résultat subsiste cependant
ec éette définition de la concentration.

Dans le cas d’un mélange de deux éléments, il est possible
pousser les conclusions beaucoup plus loin. Nous allons
ner ici une premitre définition de la hauteur de mélange,
ntique a celle déja utilisée (34). Nous appelons hauteur
¢lange lintervalle dans lequel les éléments 1 et 2 étant
élangés, le produit des concentration en poids ¢ . ¢, Teste supérieur

ar

2. e
2.7 dz Fo

est une conséquence des équations écrites ci-dessus.

3. Le triage des éléments. T.a détermination du potentl
électrique y pourrait se faire en utilisant la relation de Poisso
On obtient alors les résultats bien connus relatifs a la quasi




(3.8)
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4 une quantité donnée. On est assuré de définir ainsi une régi

) , Jog (1712 V2)t
ou Pon trouve simultanément les concentrations les plus élevée A,
des deux éléments. Si 'on suppose que pour une densité et unt
température données, I'élément 1 est essentiellement ionisé n
fois et 'élément 2, n, fois, I'équation de neutralité électrique s
Téduit approximativement a: '

(3.6) n,y py + ny py = r.
La concentration en poids est alors approximativement:

n
- my py*
1 - T It
my p - my Py’

(3.7) .
1y P’ )
my pi* 4 m, py

est pas isotherme, I'énergie m; ¢ — n; ey a une valeur pure-

e L. ser o) s . m.@e-—n,
Le produit ¢; ¢, est maximum pour Iﬁp% = 1 et prend ent locale, si bien qu’il faut remplacer I’expression _l(p_k?ﬂ
o ) S o ’ .
moiti¢ de la valeur au maximum pour IEZE% =34 )/8. L T m;dp —nedy © m,p — ney
m; py* 1) T = S T dz.

systtme des équations (2.5) nous permet d’éliminer la variali

de potentiel électrique p et on obtient ainsi sous une form ¢ plus, les grandeurs «; et f, qui étaient des constantes dans

symétrique : cas de l'atmospheére isotherme, ne le sont plus maintenant.
, i - - Le dénombrement des équations et des constantes nous
<n1+ : Tzﬁ) log (17 +12}2)+ | ermet de choisir une forme pour «; et §; nous avons les équa-

- “41 — A2 / ) !

+<_1 1 >1Og n11/3+V8+nzV. 2P =
mtl TR AT gy Ay ar
h_iRTl |y ny a1
g 2 4 A, § ’S
_ o Tdy = P..
n,+1 ny,+1 {fl v h
n

On voit ici que la grandeur caractéristique pour le phénoméng
de triage est la quantité A;/n; + 1, et que, si I'on trouvait deus
éléments portant la méme masse par particule libre, ils ne
seraient soumis 4 aucun triage. :

Lorsque 1'élément 1 est 'hydrogéne et I'élément 2 un mé
et que Lon se trouve dans une région de forte ionisation,
obtient approximativement, en négligeant 1/n, + 1 devant !/,

‘Nous avons supposé ici que la température est une fonction
nue de la cote, ce qui revient au méme que de se donner une
1ation -de transfert. On a donc j -+ 2 relations pour déterminer
; : . ' dz .y .

- 2 quantités «;, f§, ST La premitre est une relation

brique, la deuxiéme une équation différentielle et les j autres
relations numériques. Nous voyons que nous pouvons déter-
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miner au plus par ce systéme j + 1 constantes, et 2 fonctions 5 La dif ,
condition que les quantités «;f dépendent d’une fonction ‘ 3 diffusion (ionisation. Considérons Iéquation:

pendant d’une constante. Nous prendrons pmsque cette fonct dP

5 t
est arbitraire: b. dz fie;
(4.3) e %= A;u e = Bu. Ui exprime 1’équilibre des pressions partielles et qui est la seule.
' uation & satisfaire dans le cas de l'ionisation totale.
.+ Lorsque l'ionisation n’est pas totale, il faut ajouter un terme
pplémentaire qui tienne compte de 'existence de collisions avec

mbinaison et ionisation. On a immédiatement, d’apres (2.5),

Déterminons dans ces conditions la fonction u. L’équati
d’équilibre hydrostatique, compte tenu de 1'expression (2.5) di
pi et de r, donne:

—kT 0 2205 (r+ > pf —}—]cTEl—, r+>(Z—n) p} +IfTil ik dp; u ¢ m;— ney’ ’
=Ml Q72 T i 5T+(/ “+1>E‘.(LITT"_E+J<1T§ZX‘}

Cette expression est importante, car, lorsque l'on supp
xi = 0, c-a-d. la matiére totalement ionisée, cette équation
simplifie et donne: :

Nous avons done un terme supplémentaire

le .
53) T prar Zx Z—n-+1 = 2(Zp1+
) TP + — ) _ZP?(A*HH‘)—H

1 bien entendu se réduit & zéro quand n = Z;, 47 = 0. Nous
ouvons I'évaluer numériquement de la facon approximative

(4.5) wS e

et 'on oblient grace a (2.5) pour tous les p; et pour r une loi

_Smiqf—zw' N

» — kT tivante: si I'on prend n; = Z;, ce qui revient & considérer le
4. e te atomique, on a: . ,
( 6) . u Sme(p/ +_e¢’ dz SR ) ) An
-1 kT )
r~ T te , T Zx 5 ZP P RT

n —
TpikT‘z KT 2 Spitr

c-a-d. un résultat parfaitement identique & celui que donneq
les équations de la d1ffu51on lorsque l'on néglige la diffus
thermique.

Dans le cas plus général ou l'ionisation joue encore un T

o PP
sz [Z W}

on a: n ) .
' pr ZXi 4 (Zp?+r) ous. arrivons donc & I'équation: .
(4 7) 5’ — _1’ LT

' u T >pHZ,—nt+1)+r 0P 19T

Oz 19 6'T5‘z 0

| - - Sprve
; . . 61’ = Db I:Vln Z'pn+r

général ou (3.1) est une expression polyndme en u et exp S ad

Pour déterminer la fonction ¢, il est nécéssaire d’intégrer
systeme de deux équations (4.7) et (3.1), cette dernidre ét
I'équation de neutralité ¢lectrique. Evidemment, dans le

';s I"équation de d_lffusmn (M.T. 14.1.1) ce coefficient ﬁgureralt

l'intégration de ce systéme ne pourra pas se faire sans difficultes le coefficient 1/P:
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5
(5.8) — T,p@x—Tng(pﬁpﬁr)
T 2potpitr

'
u
u

Comparons le terme

o) NARE

Pt it

au coefficient ky (M.T. 14.1.1). Si I'on suppose un élément,
équilibre avec ses produits de dissociation, l'expression (:
pour Fun des produits de dissociation s’éerit:

ntérieur de la région d’hydrogéne, y/kT est trés petit, p, est
petit, et par conséquent:

NEAL
= cte|—
u ce(T>,

les' nombres des différentes particules:

7

Co—3 —\%q m,dz
o= A4, T *e \gtmde,

5 Vv 7
(5.10) _Px[v____] ) ) ’
ou: P p1+P2+P3 Py = Al T_l e—s H{g' m} —‘ew)dk‘—T
(5.11) PV Petps b gyt @ M ey
) P p +P2+P3

v
|
3

condition de neulralité électrique nous détermine v':
qui est de lordre de grandeur de p;V/P. Si T'on plend P eg ' , ) ,
1 - n 8_5‘9(7’""1_e¢/)dz — B —\ (g m,+ey)dz
ala pression atmosphérique, p, kT = §P’ le terme (5.9) est [ 1 - ue
I'ordre de grandeur ‘de :
: A; {99 (n}—m,)az —{28cy dz
(5.12) ‘ - B . = e

Pour un corps dissocié & moitié, ce terme est de 'ordre de quelqu
unités, et par conséquent considérablement plus grand qu
coefficient de diffusion thermique k. A Véquilibre, on
évidemment un équilibre thermodynamique local, et la mesu
de la concentration d’'un point & un autre ne serait quu
mesure de 1'énergie de réaction. Celte diffusion ne se mamf'
que durant le passage & l'équilibre.

par-dérivation logarithmique:
¢ (mi —m,) = 2ey’

11’!} —im

2e

en“dedult fa concentration . d’'un element quelconque de
ge Z, ionisé n fois:
nm;

6. Hydrogéne presque pur. L’hypothése que les ndines bla = A, pir—3(Z—n+1) 3_83<mi—T>dme_Z / kT.
ches ont une atmosphere d’hydrogéne presque pur, entrat
la nécessité de iraiter le cas de I’hydrogeéne, et de détermin
potentiel » et la fonction u, afin de pouvoeir les reporter dans
expressions p; du nombre des autres elements suppose :
comparé a 'hydrogéne. On a alors:

P
ette région, on a (34):
, g
9
17

Zk

T=—

z
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en prenant la surface de I'étoile pour origine, ou:

my 1 171

(6'11.) 2 kT 49z

L’intégrale en exponentielle vaut:

o ( nm1> ‘4 (9 m; ) 17 .
(6.12) ' m— )i = —{2 = Zoglz]
et puisque T est proportionnel a z:

A, S
3~§(Z——n+1)+-141(2A—‘——n> — {

KT
(6 . 1 3) p? ~ T . e n

Nous avons donc un terme exponentiel cqui contient 1énergi
d’ionisation et un terme en 7°%. Si nous sUpPoOSONS POUT COMINENCH
que T est assez élevé pour que l'on puisse négliger les var
tenir compte que du termy

tions de e~ 4/*T  pous n’avons i
en T On a:

7 5 174
a—"1~le—§A+*§E.
Iei, A; =1 (hydrogeéne). On a donec:
7 5 17
=—1—-n—=>Z4"—A4..
a 1 it . g Ai

Nous donnons dans le tableau I les valeurs de « pour
¢léments.

17

On ne peut manquer d’ére frappé par les trés grarides valeurs
de cet exposant, et I'on conclut immédiatement que si aucun
autre phénomene n’intervient, la concentration en
¢léments lourds a la surface des naines blanches doit
étre imperceptible.

“En fait, nous savons qu’il existe dans le soleil une couche
convective prés de la surface. Son existence a été démontrée
par Unsorp (49). Elle a été étudiée en particulier par Bier-
aNw. (4), RupkigriNg (30, 32). Il est possible que cette couche
atteigne des . profondeurs relativement grandes. Si une telle
couche existe dans les naines blanches, elle peut étre susceptible
L d'aller chercher les éléments lourds & une grande profondeur
pour les Tamener & la surface ‘de ’étoile ou ils peuvent appa-
; 1;fc__1itre dans le spectre. Cela semble étre le cas de Van Maa-

by A

en 2, comme une étude & paraitre prochainement le montrera.
)

7. Couche de mélange. Nous avions introduit pour les couches
fondes un élément moyen (34). Au voisinage de la couche
e mélange, il est nécessaire d’introduire une autre approxi-
ation.

Supposant toujours que les variations dues aux termes ex-
onentiels exp(— y/kT) sont faibles en raison de la haute tem-
érature de la couche de mélange, nous posons:.

{9 Bz
Tableau 1. u=e -
Ger’d
. n — es e’ dz
Llément Aj :
0 2 ‘ 4 ‘ 6 L o
I'équation” de neutralité électrique prend la forme:
Hélium ............. 4 28 24,5 .. . '
Carbone ............ 12 86 82,5 1 79 75,5 _’ﬁ g AT Zikl
Azote............... 14 100,5 97 93,5 90 p i :
Oxygeéene. ........... 16 115 111,5 108 104,5 v
Sedium. ............ 23 167 163,5 | 160 156,5 us -déterminons les constantes a;, b par un choix convenable
Magnésium ... 24 173 169,5 | 166 162,5 rigine des coordonnées. A l'origine, nous avons u = v = 1.
Silichum. . ... ........ 28 202 198,5 | 195 191,5 : S L1 t Qément n
Potassium. .......... 39 283 2795 | 276 272,5 on suppose que Lhydrogene el les aulres eICMents Dris
Caleium. ... ......... 40 289 2855 | 282 278,5 semble ont une concentration respectivement égale 4 1/, en ce
12/ S 56 376 372,5 | 369 365,5 ;on a & un facteur prés, le méme pour a; et b:

Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XXV, 7. . 2
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1 Ci —1 tI/Zl
aq:. — — — x = o
i~ 2m, BT ST Zcitzf/z1
(7.4) 11 On a de plus:
an = —2—111— z ,
(hydrogéne) n ) : '2_10) : '*%’l?fp Hdz = logeu

13
et on en déduit b:

b 1Zn 1 _)Zici
(7.5) = 55*52 o

L’équation de neutralité électrique s’écrit alors:

C; 1
S A, Z.+41 A Z +1
jZiu it + —u"n

i donne la variation de u avec la cote.

La solution ainsi trouvée se raccorde aisément du coté de
I'hydrogéne & la solution (6.13) et du cdté des éléments lourds
“la solution approchée de non triage.

. Nous avons calculé une table des variations de xpy avec la
hauteur en admettant pour les éléments lourds un mélange de
Russell simplifié, dont la composition est donnée dans le tablean I1I.

< A4, A, ,
(7.6) : " Z, 7, = 4 ‘Tableau II
§ +_ ==
4; 4, Elément Concentration
Nous allons supposer maintenant que pour les éléments lour
' Ot 0,5
Mg .o 0,25
. A, ’
A1 . ] Sioo o 0,0625
Zi+1 Z;+1 o 0,0625
Fe. .o oo 0,125

est si petit que nous pouvons le négliger. En prenant com
nouvelle variable u®v? = { on obtient ainsi, avec Z;/4; =

On obtient ainsi les résultats donnés dans le tableau III.
et en confondant Z; et Z; + 1

es hauteurs ont été calculées pour un gaz isotherme & T = 107
egrés et dans un champ de pesanteur g = 10°¢. g.s. On re-
iarquera combien ces hauteurs sont faibles dans un si grand
ump de pesanteur.
ou: On remarquera que nous n’avons pas introduit d’hélinm. La
1.7 Z T s aison essentielle est que pour 'hélium, I'hypothése A;/Z; +1 :-{,ie
, st plus valable, ou n’est plus en tout cas qu'une grossiére
d’ou u: . : pproximation. L’introduction d’hélium compliquerait considé-
- s £ ement la solution, sauf si toutefois on supposait 1'étoile
(7.8) u 3 LZC tzz/ZI. posée d’hydrogéne et d’hélium presque exclusivement.
2 9 i “On trouvera fig. 1, p. 20, la courbe représentative de xy en
iction de log u. Ce résultat peut étre utilisé pour le calcul de
distribution de la température et du débit d’énergie, car la
nction x (f) ainsi obtenue est indépendante de la température
2*

S 5% o (195 P = 3

i

L] —
Y

MW

On en déduit la concentration en hydrogine wxy représen
paramétriquement en fonction de f par (7, 8) et
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Tableau IIIL

112, 7z Zom Z, Lprg xs;
t Set™ | —~logu|  xy (T=10" | 7 Tan | Town | 1==a |
1g =10%cgs)
0 0 4 o0 1 + .. ..
0,4 0,013 0,323 | 0,984 6,2 0,98 0,079
0,5 0,035 0,258 | 0,963 .. 0,90 0,112 ..
0,6 0,078 0,202 | 0,925 3,7 0,83 0,150 | 0,021
0,7 0,157 0,154 | 0,864 e 0,764 | 0,187 | 0,033
0,8 0,297 0,108 | 0,776 2,1 0,688 | 0,221 | 0,044
0,9 0,545 0,060 | 0,655 .. 0,603 | 0,224 | 0,055
1,0 1,000 0,000 | 0,500 0 0,500 | 0,250 | 0,062,
1,02 1,138 |— 0,017 | 0,465 .. 0,478 | 0,248 | 0,063,
1,04 1,287 |— 0,034 | 0,431 — 0,6 0,454 | 0,246 | 0,064,
1,10 1,888 |—0,112 | 0,315 — 2,1 0,387 | 0,234 { 0,064,
1,15 2,628 |—0,297 | 0,188 — 35,7 0,333 | 0,218 | 0,063, g.2: Variations des concentrations [O] [Fe] [Mg] [Si] au sein du mélange d’€lé-
3 _ 0 _w nts ‘Iourds. 911 remarquera que Ia concentration en oxygéne croit considérable-
nt,g Iextérieur de la couclie de mélange, c’est-a-dire 14 ot la concentration en

hydrogéne est déja grande.

de I’équation de transfert d’énergie. Les courbes de la figure g~ 012’ par exemple, seul L'oxygéne est pratique'rm.ant présent,
p. 21, représentatives de la variation de composition du mélan mme elem-ent lourd. Dafls le Cal.CUI du CO?‘ffICIent d’ab-
des éléments lourds avec la cote, monirent qu'il n’est p btlon,et_ ('le la température 11.pourr.a étre considéré
légitime de remplacer le mélange des éléments lourds par mme le?;ltlme d’e supposer avoir affaire 3 un mélange
élément moyen. Nous pouvons remarquer de plus que, dés ¢ ydrogéne et d’oxygéne S(?ulement.

, .- Ces conclusions seront appliquées plus tard & 1'étude de

, ~03 -2 -o,lz 4 o o2 0,|3 ains modéles de naines blanches.

y B. Phénomeénes diis aux dégénérescences.

) o
“Phénomeénes dfis & la dégénérescence du gaz d’électrons.

| us.allons étudier le mélange de deux espéces atomiques au

’ sinage de la couche de mélange, lorsque le gaz d’électrons

” plus ou moins dégénéré. L’hypotheése supplémentaire d’un

o4l X ip de pesanteur intense, et par conséquent d’'une faible
eur 'de mélange permet alors 'emploi d'un développement
it au premier terme pour décrire I’état du gaz d’électrons.

el i . upposerons le mélange isotherme.

| posant :
0,0 o3 _;’2 —0i7 (') 017 0‘,2 j,s ; v l_og_y U, (A) = ]’7(1,1_# 1) ) 1U1 du s
Fig. 1. Variation de la concentration xm en hydrogéne en fonction de I’alti ] iy 41

-~ €
dans la couche de mélange. A

0
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le nombre r d’électrons est donné par: n posant

2 ]
(8.2) r= ]%(2 am, kT)* Ug(A4).

Nous prenons comme origine des ordonnées le point ol les con
centrations en poids des 2 espéces de particules sont égales.
lon désigne par g, la densité totale de noyaux en ce point, on4

U pour nous sera une grandeur caractérisant 'état de dé-

nérescence (gaz D. ¢ =0, gaz N. D. £ = 1), on peut écrire

LT% (A) N AcE -

~

s

T =ua v
. 1 00 U%(Ao)
(8.3) | (ndo =53 1 o '
equation (8.7) peut s’écrire: .
1 g 7
(84) (nz)o - ‘i AEH é.uAl—AeEUZrFE_*_é uA;“f?eEUZ*+'§
r 1 2 -
avec Z, =1.
(8.5) HA = m, i ta,

m; masse d'un noyau d’espéce i. Dans ces conditions

9. Hauteur de mélange. Nous allons donmer une définition
us logique et plus précise de la hauteur de mélange de la facon

livante. Dans un mélange, le nombre de particules d’espéce 1
d’espéce 2 est:

. o _Leo(Zy  Zy
(86) K rqg = 9 H<A1+A2>

et I'on a, pour le quotient r/ry, en utilisant les notations (7,1

- : 1
7,2) pour u et v qui valent 1 pour z = 0: 1 & 4 7z
(1.2) p q P ) P W: Lk
Zy A Z, Lo As Zi ‘
—u v+ =—=u"v
(8.7 o Uy (A) 4 4, ] ny 1 wA %
T ro Uy () é+é ’ 2 A H
A, Ay,

Ay est défini par (8,2) et (8,6) et on a:

(8.8) A = Aguter \ nynydz
En supposant que A ne varie pas de facon considérable, o lous appelons hauteur de mélange h la quantité
, 64 , dz- .
Uy (4) Uy (o) + 70 Uy (o) 540, (4 = ——lg R Lt
(8.9) log+- =lo S =y =
(8.9) & Uy (A4g) 8 Uz (Ag) A Uy (44 1A A, H?

ous allons transformer cette' expression afin de la calculer
de de (8,13), (7,1) et (7,2).

Uy (4) Uy (Ay) (Ae 1 )

(8.10) log T (Ao)s\_) U, ()

u D
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En vertu de (7,1) nous avons L'intégrale (9.11) s’écrit donc:
du ' . 717 2z
(9.5) = — 9 Hgdz 1 uAl+Az_(A1—AeE) 7 (P\Zag (1 g
o — + | dt.
. . « 1—t ¢
et par conséquent:
. 1 y du S : .
(9.6) h = mgulﬁ‘{z UZ‘+Z*7- . En portant I'expression (9.9) pour u(t) dans (9.14), on obtient:
: | | A‘ A (a5 Pt
Nous posons, dans (8.13): 1 : S ZrE 2,42,
915 L (-1_t “« ) A (i)znh‘& (1 +§\ dt
Z, _ A £ 1—al @ 1—¢t t)
A, : 0
(9.7) t= i uh A : :
L1y %2 En vertu de (8.13) et de (9.7), t est compris entre 0 et 1. On a
Ay A nc une intégrale Eulérienne de premiére espéce. Le coefficient
En posant 7 nérique dans 1'intégrale (9.15) est '
+ .
— 22 :
(9.8) { = Z,+E [ 2E@Zd) 22,4,
on a: . ‘ 1171(1—&) (ZtDA o TZrHa
| z, %] Z N
Az_AEE—C(A‘_Ac§) 1 - tAl AZ Al ! ’e . y . .
(9.9) u = iz 7, Z. . Z, et 'intégrale s’ écrit:
4 \4, 4, 1
. E(A +ZA) 27,458
Posons: S: Bi1+ _ L2
Z, Z, 0 .(Al+§) A Z+6H4
(9.10) D T T 9B ZA) | 2ZAkY
| 4y Zs Ly reBla )
A, A, A, A, : 1+ 8) (Z+6) 4
L’intégrale que nous avons a calculer s’éerit -alors, en T : n vertu de la relatior}
de (9.7): '
©7) Bm, ny = LEOL@
(9.11) Su““‘“ i | (mtm
. ' o u- _
t.en négligéant A,/A, ce qui n’est incorrect que lorsque A est
En posant encore: ‘ . u méme ordre de grandeur que A,, Uexpression (9.18) se
(9.12) A — Az—Aerf—C (Ay — A,8), mplifie beaucoup et devient:
on tire de (9.9): .1 1 Ty
‘ du : 1 ¢ : 2§(A1+21Aé) 2§(A1+Z1Ae)

(Z,+5H A (Z,+5A
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6 ' N,

i . y r_ s . . *1r 1@-
On obtient alors pour la hauteur de mélange: ‘On voit que la dégénérescence ne modifie pas considérab

nt la valeur de la hauteur de mélange et que cette hauteur

S BA) o faible dans le cas de non dégénérescence.
h = kT( 1 )1 T Zoha LLE_I____ est ‘plus aible
Hg\l— « , “2A+§(Al+ZLAe) N
(9.20) Zits 10. Dégénéi‘escence dans le gaz de noyaux.
£+ ! ~a) Statistique de Bose. Si L'on se place au zéro a.bsolu,
12 A +__Zl 4| us les atomes se répartissent dans un éjtat d-’ énergie minimum,
(Zy+8)4 ¢ d’énergie potentielle nulle. Ceci implique pour | chaque

Dans le cas ou & =0 (gaz D.), (9.20) se réduit a ;
m;¢—Zep = 0.
kT 1 11 1 o
e " I?gngzf—jﬁ ctte condition ne peut étre satisfaite simultanéme’nt pour toutes
5 espéces atomiques a spin entier. Il y a donc séparation co,n"f—
lite. des éléments obéigsant a la statistique de Bose et ces élé-
1ents sont superposés dans l'ordre m; ] Z; décroissanﬂt. .

b) Statistique de Bose et st‘atistiq}m de Perm}. La
ndition (10.1) détermine le potentiel électrique. Les particules

héissant & la statistique de Fermi sont alors en nombre:

qui est & une petite différence numérique prés I'expression déja
trouvée (34). La différence provient d’une meilleure évaluati
de la hauteur de mélange. Pour donner une idée de I'influen
de la dégénérescence sur la hauteur de mélange, nous allo
calculer pour 4, = 24, A, =1, Zy =12, Z, = 1 les variatio
de h avec £ Dans ce cas, on a:

(9.22) o =

o[ b

1~a=-;— A=24—¢.

On obtient le tableau IV donnant h/hy en fonction de & et lés

valeurs correspondantes de k7T/e, (&,, énergie maximum au zéro 0.3) ' I (p2—2m WC)*Z
absolu) et de o/u pour T = 107 degrés. Les tables de E. C. Sto- - ¢ 3R ¢
NER (46) des fonctions U_.,, Uy, et Us, ont servi & dresser le ‘
tableau. W, =m; ¢ — Zyey
Tableau IV,
= (Hl1 ”“Zl illl) @
hjhp kT/g, (ijf;/e’; sy : 10_.4) Z,
I
1 0,406 % —w We = (me+z)¢
0,8 0,466 1,06 2,246 - ‘ .
g’i 82?3 8’234 :g; nombre n; des particules obéissant a 12,1 stat-istique de Bosle
0;2 0:745. 0:151 ] 3:51 donné par la condition de neutralité électrique (une seule
0 1 0 o0 e A la fois):
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) . a
8z my\ \? onine les deux équations suivantes

Zi“iTLZlgﬁ(Pg“th (m1‘_Z1Z>?>= o d .

(10.5)

‘ 3 o 2 my\ rh® \i
8n m § 0.9) Pomm 2 M iy 1z, L 8nZ,

. - 1

— | p2_0o _ !t

l 3R (pe e (Ine+Zi) (p) | ph =0
_‘prenaht pour origine ¢ = 0 quand p, = 0 (pas de protons)._

Les constantes p, et p, sont déterminées par les condition PR
4 ainsi:

relatives au nombre total de particules i et 1 en présence.

nombre de particules d’espéce 1 subit une discontinuité chaqu ) 10) hg = 1 - (‘9” ux )g
fois que Ton passe d'une espéce { & une autre, en raison d ' 5, (ZlIﬁ_ml) 8nZ,
changement de potentiel électrique. I1 peut enfin y avoir un 2 ;
région de pur hydrogéne et dans ce cas la relation entre :miinériquement:
potentiels est donnée par: 0.11) ' h = [9.814] A@*% .
3 i ) ) (_’_1)
(10.6) Zlg—]% (Pt —2my (myp—Zep))* = 38}7; (pZ—2m, (m, @+ / g Z;

Atravers chaque surface de discontinuité de la densité on doit avoi
continuité de la pression. Cette condition peut étre satisfaite e
supposant que les potentiels @ et y subissent une discontinuité
Si 'on a p éléments obéissant a la stalistique de Bose, d
Ihydrogéne et des €électrons, on a p équations de continuité p
la pression, p 4 1 conditions pour le nombre de particules dé
terminant les p 4+ 1 constantes présentes dans les potentiels
les positions des p surfaces de discontinuité.

Traitons plus simplement le cas d’un seul élément. L’équa
tion (10.5) est la seule a étre satisfaite, tant que n; = 0. Lorsque
s’annule, seule I'équation (10.6) est satisfaite. Nous supposero
que p. étant trés grand devant m,W,, le nombre d’électron
est sensiblement constant: :

2) h = [9.923]

nvoit, que lorsque 'un des gaz de noyaux est un gaz de Fermi,
hauteur de mélange est déterminée par lui, en raison de la
nde énergie d’agitation des noyaux du gaz de Fermi.

I ‘L’ionisation de I’hydrogéne.
I. Introduction.

1. L’étude de I'état de hydrogéne aux densités relativement
es ‘est absolument essentielle pour leés maines blanches.
ord parce que I’atmosphére des naines blanches est constituée
drogéne pur. Ensuite parce que I'on atteint trés rapidement,
- de faibles profondeurs optiques, des densités considérables.
ors que d’ordinaire, & des températures de 30.000 degrés,
Seulement des densités de 1014 ou 103 jons positifs hydrogene

8= ) Ini ‘3
(10'7) Zlnl—l_ZlS&j]__} p%_2 my Inl*le Q| =r.
N 13

Calculons sur quelle hauteur Z;n; varie de 0 4 r/Z;. L’équa

| 87 9 ‘ m, :
(10.8) Zlé?;’i Po— 2 my IHL*ZL_Z‘_ ) =r—2Zn
1 -
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par unité de volume, dans le cas des naines blanches ce sg
facilement des densités de 10® ou 1020, Il n’est pas possi
alors de tenir compte d’une manitre arbitrairement simple
lionisation de pression, par exemple en coupant la somy
d’états en un point convenable. D’autre part, la méthode
volumes exclus (15) (16) ne donne que des résultats extrém
ment grossiers, et a le tort de ne donner aucune indication s
"état des atomes neutres.

Une méthode parfaitement correcte, tant du point de vue
I'ionisation que du caleul du coefficient d’absorption et de
conductibilité serait la suivante: placer les protons en des point
déterminés distribués au hasard dans une enceinte close, dé
terminer tous les niveaux d’énergie possibles pour les électrons
distribuer ces électrons parmi les niveaux d’énergie en accon
avec la température du gaz, & 1'aide des fonctions d’onde ob
tenues, calculer I'énergie potentielle des protons en fonction d
leurs coordonnées et I'utiliser pour trouver i 'aide de 1'équatio
de Schridinger leur mouvement. Cetie méthode est en fait cell
qui est utilisée dans les théories du corps solide, mais elle es
essentiellement simplifiée par le fait que les atomes ne sont pa
distribués parfaitement au hasard, mais au voisinage des nceu
d’un réseau. Il est donc nécessaire d’employer ici une théor
statistique pour arriver & un résultat.

Le principe de la théorie statistique est le suivant: étant donn
un atome supposé a 1’état neutre, il est soumis & un certain cham
électrique, et 1'on a & déterminer la probabilité W(F) dF qu
ce champ soit compris entre les valeurs F et F + dF. Sous I’
fluence de ce champ, les niveaux sont perturbés, et pour .
grandes valeurs du nombre quantique principal n, cette pe
turbation peut &tre assez forte pour empécher les états d’exis
On a donc un nombre moyen N W(F) dF d’atomes soumis
champ F et dont I'énergie d'ionisation est plus faible que cell
des atomes en I'absence de champ. Il est alors possible de
nombrer les états d’énergie E des électrons, en prenant p
origine des énergies celle des électrons libres de vitesse nu
En conséquence, les électrons libres ont des énergies positiv
les électrons liés des énergies négatives. |

Cette théorie est linéaire, car elle ne tient compte que de
valeur du champ électrique F au point considéré, et non

" yaleurs grad F, grad grad F etc. ... En d’autres termes, les
imensions de 1'atome sont supposées négligeables devant I’hétéro-
§ité du champ. Mise & part I'extréme - complication qu’im-
e I'introduction de ces grandeurs, nous serons amenés, pour
ger les faits essentiels, a d’autres simplifications plus impor-
intes que celle du champ uniforme. .
‘Cette théorie a un caractére de premidre approximation, car
ous supposerons que le champ F ne modifie que d’une quantité
égligeable les niveaux d’énergie et les probabilités de transition,
ien’ que nous tenions compte de la destruction des états par les
Hamps intenses. Il serait évidemment plus correct de tenir
ompte individuellement des états séparés par le champ, mais
‘ne semble pas que lintroduction de cette complication soit
tlﬁée. -

Mrowra (26) a essayé de traiter le probléme de 1'élargisse-
ment des raies spectrales"/par la mécanique ondulatoire. Mais sa
héorie suppose que seule action des atomes neutres est & con-
idérer et que la température est assez basse pour que tous les
omes d’hydrogéne soient dans 1'état fondamental. J1 s’agit donc
un cas. extrémement différent de celui que nous mnous pro-
sons. d’étudier.

II. Etat de I’hydrogéne.

- 2. Dénombrement des états. Jonisation. Nous supposerons un
lume ol se trouvent N, ions positifs N, électrons et N, atomes
tfres par cm®. :

n atome neutre, de nombre quantique principal n, placé
s un champ F est susceptible d’avoir 2 n—1 niveaux d’énergic.
x.le nombre quantique «électrique», nous avons 2n—1
eaux d’énergie — E.(F) avec — (n—1) <o <n—1. Le poids
tique de chacun de ces états est g, Soit W(F) la pro-
ité pour que le champ soit compris entre F et F -+ dF.
“les fortes wvaleurs de F les niveaux sont détruits, alors
0. Comme nous avons fait choix pour origine des énergies
électrons. de vitesse nulle, nous dénombrons les états de la
. suivante. .

y.a N, protons et N; g,, W (F) dF états possibles d’énergie
Le nombre d'électrons liés dans ces niveaux est:
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3. En réalité, pour un niveau nx donné Pintégrale n’est pas
(2.1) dny = Nig,, W (F)dF ‘prise jusqu’a I'infini, mais seulement jusqu’a la valeur du champ

F qui détruit 1'état na. On doit donc écrire pour la somme X:

»

Frz
?. : S = § Song(F) dF e?Enx

nr

— 9 Epe—
1+e “
ot & = 1/kT et a est une constante déterminée de la faggi_
suivante.

Le nombre total d’électrons. est:

5871 5y L La détermination de Fy, est donc essentielle & la poursuite du
(2.2) N,+ N, = \dn,+ fﬁ £ IS calcul. Nous suivrons pour cela une méthode trés analogue a
. 1 1 2mkT celle de PANNEKOEK (28). Cette méthode est la suivante. Dans

le- champ F, I'atome d’hydrogéne subit une destruction spon-
tanée analogue & la radioactivité «, l'électron franchissant
a barriére de potentiel & l'intérieur de laquelle il se trouve
nfermé. Cette destruction s’opére avec une durée de vie 6
onnée par Lanczos (23)

Le nombre total d’électrons libres est donné par la secon:
intégrale et le nombre total d’électrons liés par la premiére:

e W (F) dF
(2.3) Ny 2 gn:c (

—JE,m—oc

o2l 21
s & = = 2,066-10'® ——
) hay 21, 6 217,
8mptdp 1 u I, et I, sont reliés aux intégrales elliptiques complétes de
(2.4) N, X 192_ .premiére et deuxitme espéce. Lorsque cette durée de vie 8 est
2m

lus courte qu'un temps « lié & la durée de vie de l'atome

ffectuant des transitions spontanées (de I'ordre de 107% sec.),
Lorsqu’on est loin des conditions de degenerescence on a plu

ous - dirons avec Pannekoek que l'état a cessé d’exister. La
simplement: . aleur de o« peut étre choisie arbitrairement sans changer
) N — o (2 nmekT)‘ o onsidérablement les résultats en raison de la présence dans ¢
(2:5) e e ¢ 'une exponentielle variant-trés rapidement. Nous avons pI‘lS
cie=10""sec. :
(2.6) N,= N g Sog“‘“W(F) o Ena . o Le systtme de Lanczos, reproduit par Pannekeok est le
n,x
205 4y — ain?
par élimination de %, on obtient une expression analogue 4 cell &= F 7 = 8y,ne = sin’¢
de Saha: L . ‘
NN, 2-(2xmkT)* 1 k=tggg K= )1—k
2. = = :
( 7) NO h3 ‘ 7 W(F) e{}En:ch @ , . . @ ’
Inz z=3¢el,= 2cos ' —2singsin--K
nx 0 : 2 2
re 21 4
oll la somme au dénominateur du second membre est 1'équiva = 2 cos§(K—E)

de Vhabituelle somme d’états et se rameéne & celle-ci lorsque
densité tendant vers zéro, le champ F devient extrémement faib

iips*lequel K et E sont les fonctions elliptiques complétes de
et sans influence sur les niveaux.

remidre et seconde espéce de module k et K', E' les mémes de
. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XXV, 7.
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T est une fonction lentement variable de n alors que le dé-
ominateur contenant n* croit trés rapidement.

Lorsque k tend vers 1, k' tend vers zéro, z 22 V2

2¥2 Eietona
3x

module k’. y, représente la fraction rouge du réseau de raids
Stark détruite par le champ F.

I
Les fonctions z = 3¢el; et y = log =t

s ont été tabulées paﬁ:
PannEkoEK (28). Comme nous supposons la différence Enx_“En f
petite devant E,, nous pouvons définir la disparition des état
dans le champ F par la condition y, = 1/,.

La relation 4 = & qui peut s’écrire:

4 n® = [7,86) logé%,

e qui entraine de trés grandes valeurs de n (n de 1'ordre de 300).

(3.4) 16’01_2.0’4343i_y+10g% = loge . 4 Il.estv nécessaire maintenant de préciser la fonction de

3e n Istribution W (F) dF. Cette fonction est évidemment donnée —
ou \ z 4n 1 principe — par une méthode de champ self-consistent. Chaque
(3.5) 16,01 —loga—y-+logr—log4n—logn® = 3454 7 roton. ‘est entouré d’électrons libres qui font plus ou ‘moins

cran . i sa charge. En d’auires termes, la théorie de HoLTs-

nous détermine complétement 7,. On en déduit ensuite: ARK (18) qui ne considére que des ions ct des électrons ponctuels

. ’est sans doute pas correcte et celte conclusion a déja été tirée
(3.6) v = 4ng%Fn3, ar VERwWET (51) de ses résultats relatifs aux contours. de raies.
don: _ I"'semble bien que pour la théorie de l'ionisation, la théorie de

7, o Tn oltsmark ne convienne absolument pas et par contre que la
(3.7 = m: 2,14-10 P ¢orie de RusseLL et STEwARrT (33) donne simplement des

ultats conformes & la théorie des volumes exclus et d’ailleurs
agon plus simple.

‘Laloi de probabilité W (F) dF — que nous écrivons ici W() df

Le résultat est donné dans le tableau I.

Tableau I ‘utilisant le champ normal
y F, | Destruction | ‘.50 F, = 2,61 e N{*
n log 7, log F,, log Nlla Fn des états pour
0 log Ny 2’ notation.
= F
1 1,356 5,686 14,588 21,873 Fy
2 1,583 4,709 13,611 20,417 21,000 o foneti
= ; o n n
3 1695 4117 13,019 19.529 19,678 une fonection transcendante nouvelle de B
4 1,764 3,636 712,588 18,883 18,742 ‘ . A
5 1,810 3,344 12,246 18,370 18,014 5 ( %(ﬂ)
6 1,842 3,059 11,961 17,943 17,421 W{(p) = =\ vsinve dv,
7 1,866 2,815 11,717 17,577 16,919 g .
8 1,883 2,601 11,503 17,254 16,483 :
9 1,899 2,411 11,313 16,972 16,103 . pour les faibles valeurs de 8, admet un développement dont
10 1,911 2,241 11,143 16,715 1§,757. cemier. térme nous suffit:
i1 1,920 2,085 10,987 16,480 15,447, S . 4
12 1,927 1,941 10,843 16,268 15,164 W(B) = ——pe.
13 1,935 1,810 10,712 16,069 -3z

3*
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Si nous supposons la densité d’'ions N; trés élevée (par exempl
102?%), le champ normal F, est trés intense et la destruction dé
états a lieu méme pour de trés faibles valeurs de . Si de plu
et uniquement pour la commodité de notre argumentation, nou

xprimant que dans la sphére de rayon x, x -+ dx se trouve un
on positif, et que cet ion, le plus proche de l'atome considéré,
st aussi le seul & agir, obtiennent la fonction de distribution:

supposons la température assez élevée pour que les exponen 10) . W(g)df — 1,60 e_ﬂ—% dp
tielles £ % :
(4.5) & Fne

ui, est identique 4 la fonction de Holtsmark pour les grandes
alears de §(f > 50 par exemple) mais qui en différe trés con-
idérablement (en puissances de 10) quand f est trés petit. Si
ous supposons comme précédemment que la densité N, est
levée, et la température aussi, nous avons 2 utiliser I'intégrale

se réduisent A 'unité, la somme 2 devient:

(4.6) Z=Zz Pre gﬁ"% g2dp

ou, en tenant compte des équations (3.7) (4.2) (4.4):

N 1 75
4.7 5 = g — Sy
( — 270(4,68-10 TF,)? nl®

Cette somme est évidemment convergente et méme trés rapid e 6
ment, mais nous remarquerons en raison de la valeur (4.1) du L (1.12) Z=ZQ n? exp—(4,68-10_7 F, 3
champ normal qu'elle est inversement proportionnelle a N '
N, nombre d’ions positifs. On conclut de la relation (2.7) av
N, = N, que:

(a3

7T : ~ o
) 5 3 4.13) exp —[23,151] N,
T 2m(4,68-1077-2,61¢) 2(2wmkT)} |

(4.8) N,

o] =

‘terme qui figure ici en exponentielle est tout & fait analogue
uterme élémentaire que 1’on obtient par la méthode des volumes
xclus sous la forme donnée par Fermr (15). Une différence treés
mportante est que le coefficient numérique est beaucoup plus
grand. Pour donmer un ordre de grandeur, I'exposant vaut 1
ur n = 2 lorsque N; = [20,43], alors que la méthode des
lumes exclus introduit pour le méme résultat une valeur
N; = [23,1]. Autrement dit 1’effet Stark linéaire détruit les
¢tats stationnaires bien avant que se produisent des collisions au
ns classique du terme. On trouvera dans le tableau I les densités
ur lesquelles se produit la destruction des états quantiques
olonne 5). Ces valeurs correspondent aux densités pour les-
lles le champ normal (équation 4.1) est égal au champ F,
olonne 4). On les comparera aux densités déduites de la for-

c. A. d. que, & température constante, N, serait constant pour
grandes densités. Ce résultat n’aurait en soi rien d’absurde, m
le calcul numérique de Ny nous donne:

[28,566)

(4.9) Ny = T}

La valeur exagérément élevée de N, ainsi obtenue est en co
tradiction absolue avec toutes les indications de la théorie dé
volumes exclus qui indique une décroissance extrémement rap
du nombre d’atomes neutres avec les densité croissantes.

Il a paru que ce résultat provenait de I'emploi de la théo

de Holtsmark, de préférence a une autre. Nous avons dd
essayé la théorie de RuUSSELL et STEwaRrT (33). Russell et Stew,
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mule d’Inglis et Teller (équation 12.1) pour lesquelles se produ
le recouvrement des raies (colonne 6). E
C’est cet accord entre le résultat de la théorie des volume
exclus et l'emploi de la théorie statistique de Russell Stewa
qui nous fait conclure i une impossibilité tres réelle d’obteni
des résultats complétement corrects par la théorie de Holtsmark.}
Il serait en particulier intéressant de voir comment 1'emploi de
la fonetion (4.10) meodifierait les résultats de VERWET (51
particuliérement dans la partie centrale de ses profils de raie

5. On pourrait chercher & améliorer la théorie de Holtsmar
mais les difficultés qui se présentent sont trés grandes. Dans
but de montrer de quelle nature sont ces difficultés, nous allo

"tout d’abord rappeler de quelle nature est la méthode de Holt
mark.

Etant donnée a l'origine des coordonnées une particule,.
veut mesurer le champ dans lequel elle est placée. Si I'on appe

) ) g ivec les valeurs suivantes de o, f, p, d, &, y:
1,2, - les différentes particules agissantes, chacune pr '
. V. s 1 N
duisant un champ de composantes X;Y; Z;, le champ & l'origi ¢ = —dX, s ZZXn‘“Xo
a pour composantes 2 T
X, = XX, 1 N
} B :EdYo e=>Y —Y,
(5.1 Yo=2Y;
1 . N .
Zo=22Z;. y =§dZ0 lezZn,—Zo.
Si 'on appelle dx1i - -+ da,i la probabilité d’avoir une particule
au point de coordonnées wx1; - - - xyi, la probabilité d’avoir i
champ compris entre X,, X, + dX,, Yy, Y, + dY,, Z,, Z, + d%;
est donnée par
—e<d<a —f<e<<f  —y<yp<y.

ondxy - de, N,

(5.2)  W(X,Y,Zy) = ViS .

N

Vintégrale multiple portant sur le volume ou les conditions

X, <X <X, + dX,
(5.3)

sont satisfaites et V5 étant obtenu par mteglatlon sur le volu
total :

vy =

H(X) =

H(X) =%
HY) =1
H(Z) ==

(o

:ﬁ'n d’étendre l'intégrale (5.2) & tout I'espace, Holtsmark intro-
luit des facteurs de Dirichlet:

dXO
S

'O'Ndx]_l' v 'd.’I:,,N.

e+
sin «f 0t gk
st
:Sln /977 eiE?] d’l7
n
-+
sin 72 it gy

— 0

I(Z'Xn~X0) dé&;

—co

° T8

1
L dX,dY,dZ, SSS & dyde i EXYot 2)

ei(§2Xn+772Yn+CEZn) dmn
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Nous introduirons ici une hypothése différente de celle de Holt
mark: nous supposerons que les particules 1,2, --- N ne so

1dent1ques qu'en moyenne, et nous conserverons jusqu’a nouv -
ordre 'indice i.

, : I (o wy)? S g () 3
Nous avons en tout cas, comme Holtsmark: : (5.18) J? = iR SS sin BdOdq; 3 ) du

5.10 V —_ VN, .
( ) N ; ec o« = QRuéz i
ce qui implique Pidentité et l'indépendance des probabili 3
o1 -+ - oy. Nous avons i calculer I'intégrale type: n-a donc:

e .. N : (519) Ji =) 43 SS Sln@d@ d(p 5 S iug; (u) *’g' du.
(5.11) J, = T’S - gelkéinJrr/YergZi) o da,,- - -de,,. : , - .

v ‘ a deuxiéme intégrale peut s’intégrer par parties:
Si 'on suppose que la force X; Y; Z; agit suivant le ray'

vecteur r;, on peut écrire, en prenant pour £ ¢ les composan ’ S RACS du _ 2 Ll ei'x!li(a)_i_é feE RLEACY (g.('a)+ocg'- () -
d'un vecteur § faisant un angle 6 avec le rayon vecteur r; P "3 3 ! '
4 1
1 i(5. 7 = 3 !ug[()
(5.12) Ji:T/S..,Sel(s fl)aidxli... dx,, . +3Su (2lql+zugl—(gl+ug)z)
e e
v

Nous avons évidemment omme o est trés petit (R grand) on peut développer les exponen-

(5.13) 6ydy g - - dy; = r2dry sin Gidﬁidtpg elles et on obtient:
, s R sy i 5 . 9 % . _1 A

et 1qn a en limitant 'intégration a4 une sphére de rayon R: S LN 2(2 gi+§_agi)+§sou 1”91(‘0(219[4_ Ulgl "— (g, +ug, )2)

1 R 7T 271 l(‘s)‘—f)‘)
(5.14) J, = Sz‘?driSdGiquoie 2, |
fgl_n R o % n-obtient alors pour Ji:
e : ‘
Posons f; = 29 (r) avec §; = 1 quand r— 0. J, = Zl_gdgl:1+ia(3gi+2ag;)+
7T
On a: l O :
(5.15) - Z = f‘ pcosf; + 9 0t Sou*%‘ RS (2 ig; + iug] — (g;+ ug'i)2)} du
osons o
P ) _ =141 La(Sg +2ag) +
9i 9i 4n t
. (5.16) egcosBI—.z- =ewy g
i i 1 a ©_y .
+—-S2 5'd.QSu 2 ptugi () (g ; i tug! — (g, + ug)?) du,
et prenons comme nouvelle variable 4z)"” (219 i~ (9 90’)

0
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r . . - s ~ r )
g; étant une fonction paire par sa définition méme, «g; est aus

une fonction paire et la premiére intégrale disparait. La deuxitm

Q‘

intégrale nous fournit une fonction compliquée de p:
q 4
B e (cos 6)E sm 6do

A

(2 ig;+ iugli’ —(g;+ Ugi)2)

~1+——2

i

g — 5 mg (u)
(5.23)

4
En raison du fait que gnRsn = N, nombre de particules activ

dans le volume considéré, on a pour le produit zJ;:

(5.24) =nJ, = exp 8~732

1
la somme NZ a la signification d’une moyenne étendue a tou
< B

les fonctions possibles g; (r).

Holtsmark suppose toutes ces fonctions g; identiques & 1:

obtient ainsi le champ di aux ions:

(5.25) JY = exp [—4,21 np? ¢f]

et par conséquent la fonction W:

w1

(5.26) =

2
sin (o Fy)

S zdge—4 2111()7e4 =
0

(=}

ou F, est I'intensité du champ de composantes X, Y, Z,.

6. Nous voyons donc par l'expression (5.24) que si u
moyenne peut se définir, elle ne s’obtient pas sans calculs d'uj
exiréme complication, comportant 4 intégrales successives po

tant respectivement sur u, 6, (i), et enfin g. Il semble donc indis}

pensable de faire une premiére simplification en supposant tout
les fonctions g; identiques. On a alors:

(6.1) WdX,dY,dZ, = dX,dY, dZ“SSS in 0 d6 dgido e T2

N
3 1 T ®_1 iug, :
e’ Q% N § § (cos 9)% sin 6df g TP H., (i
Vi d Yo o

43
S

2 sin p Fy ex

oF, P (K ()],

T

H(u) = 2ig' + fug” — (g + ug’)?

AN Wy
g = g(] T)
n voit, par la nature des fonctions écrites que méme les fonc-
ons g les plus simples conduisent tout de méme — en général
4 des fonctions K(g) d’une extréme complication. En par-
culier, nous voyons qu’il serait possible, au moins en principe,
e Tésoudre le systéme de deux équations intégrales successives
62) et (6.3) et d'obtenir la fonction g(r) donnant Ia loi de
babilité de RUSSELL STEWART.
Les équations (5.24) et (6.2) en particulier nous montrent
quelle nature sont les. difficultés d’une méthode statistique de
mp self-consistent pour des atomes distribués au hasard.
1L serait possible d’adjoindre aux conditions (5.1) une con-
ion exprimant que l'intégration se fait le long d’une surface
nergie constante. Mais alors la séparation (5.11) des différen-
ariables est impossible, ce qui rend le calcul impraticable.
Vous voyons done de quelle nature sont les difficultés d’amélio-
ion de la théorie de Holtsmark. Il parait ainsi plus sage de
tenir & une théorie au sens physique évident, analytiquement
le et donnant des résultats, pour les faibles densités con-
es & la théorie de Holtsmark et pour les grandes densités
ormes &4 la théorie des volumes exclus,
rie' de Russell et Stewart.

1.7,
d
- 50@ 0

3
2

(cos 8) sinf do

w1

\ aE M H{(u) du,
i

2

aufrement dit, la

L,’l‘:ables d’ionisatidn. Calculons tout d’abord la contribu-

‘4 la somme X des termes pour n grand. On a a calculer:
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car, en raison de la valeur élevée de n, le terme e?¥ peut &
pris égal a l'unité.

On a:
(7.2) B = 2,14-10° % —

| table suivante nous montre la contribution o, pour n = 13
n fonction de la densité. On voit que pour des densités méme
¢lativement faibles, la contribution a la somme X des termes
our-n > 13 devient tout & fait négligeable.

. : .Tableau II.
et en vertu de (3.7) et (3.8) nous supposerons 7 sensiblemenl 1_
constant. On a alors Log N: gt G
s (2,14-10°7T\%F 1 -
(7.3) n° = ——‘F Vf_f 15 0,0857 4217,1
0 6 0,857 181,59
et nous remplacerons la somme (7.1) par une intégrale: 17 8,57 0,0085

(7.4) I = gnzd“e_ﬁZE .
AN 8. Méthode de caleul. Pour calculer les intégrales
On a: ‘ S ‘ .
1 ﬂll [
(7.5) rdn = 3 d(n) 3.1) |, e w () dp
(7.6) » — _(2’141'?105 7)2 }Zﬁ‘”i dp. 0 procéde de la facon suivante. On a:
2 .

. W, = E, — Ep,
La somme (7,1) devient alors:

9 14-10°\E 1 (P _: s o étant I'énergie d’ionisation en I'absence de champ de I'état n,
(7.7) g, = (’—F—‘~> ZS g dpeF * Er étant I'énergie d’ionisation en I'absence de champ de l'état
0 ¢ d"étruit’ par le champ F. On a donc & calculer:
’ 214-1091%1_4811 EETRNPeS
o [

8n .
2 § nge’g-E“S W(B) dpe PEr
L 0

W@ ap — aler?)

terme du développement asymptotique. On a alors:

3

2,14-1087\i1 ¢ 7 ° Ton construit la courbe ¢~*EF en fonction de ¢ 5% On a

(7.9 on = ( > 3 ulement 3 déterminer I'aire de cette courbe. On trouvera sur
: igure 3, p. 46, les formes de cette courbe pour différentes
thsités et pour § = 0,2. On obtient ainsi pour chaque valeur
' 5040

T

F, 32p %

et, en vertu de (7.3), on obtient:

la densité N, et de la temf)érature 6 =
me. En fait, on calcule

_3a
3 _ﬂnz
(7.10) - g, = =&

n® la valeur de la
"oe gt
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Tableau IV.
(8.5) Zvolts™ (potentiel moyen d’ionisation)
- » 7 . I 7 . < ) e 0g N]‘
qui est I'équivalent de la somme d’états. On en déduit, a l'aidg 15 18 17 18 19 21 21 29 93
oV -
1,326 | 5,113 | 8,432 | 10,996 | 11,423 | 10,442 8,017 | 2,077 | 0,000
0,449 { 0,625 1 1,481 | 3,237 | 6,223 | 8,137 | 7,355 | 1,511 { 0,000
0,239 | 0,267 | 0,578 | 1,402 | 3,336 | 5,449 | 6,673 | 1,209 | 0,000
0,192 § 0,196 } 0,383 | 0,892 | 1,838 | 3,809 | 6,143 | 1,025 | 0,000
0,182 | 0,181 | 0,343 0,744 | 1,579 | 3,343 | 5,931 | 0,956 | 0,000

) :On remarquera que ¥ décroit quand la densité décroit. Cela est dil 4 la possibilité
‘peuplement des niveaux excités aux faibles densités.

9. Compressibilité adiaba(tique. Le calcul de la couche con-
ective est important, comme nous l'avons vu & propos de
ila théorie du triage. Il est nécessaire, pour en établir les limites,
calculer le coefficient de compressibilité adiabatique. On peut
marquer que l'influence de lionisation sur le coefficient
og T/d log P) est la méme, que I'ionisation ait pour origine
ne-€lévation de température ou une augmentation de pression.
En effet, si on se trouve dans une région de demi-ionisation
'températUre, une compression adiabatique éléve la tempé-
ure, donc le nombre d’atomes présents et I'élévation de tem-
ature est moindre que celle qui se produit en 'absence d’ioni-
on. I’effet est le méme si on se trouve dans une région d’ioni-
on de pression. Il faut donc s’attendre a trouver une vaste
ion de températures et de densités ol (dlog T/dlog P) est
érieur 4 0,4, valeur maximum pour un gaz monoatomique.
ne transformation adiabatique est définie par

o

e“ﬁ-% 7

Fig. 3. Courbes pour l’intégration numeérique de la formule (I 8,1).

de (2.7) N, en fonction de Nj et de 8, et ensuite N = N, +
donc o = NH en fonction de N; et 6, ainsi que l'ionisation
Ny

en fonction de N, et 6. A I'aide de la table (V,, §) on peut fin
ment construire une table x (o, ) (Des tables complétes sont ¢
cours de préparation. Les tableaux III et IV en sont extra

Tableau III.

x (degré d’ionisation)

log N, ’ dE - PdV = 0.
15 | 16 | 17 18 19 20 21 22 .
8 pression P est: »
0,2 0,999 | 0,999 | 0,993 | 0,953 | 0,754 | 0,387 | 0,226 | 0,393 | 1,0( PV=NA4+x) kT
0,1 1,000 | 1,000 | 0,099 | 0,997 | 0,987 | 0,946 | 0,848 | 0,828 | 1,01
0,05 | 1,000 | 1,000 | 1,000 0,999 | 0,998 | 0,991 | 0,974 | 0,954
0,02 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 0,999 | 0,998 | 0,996 | 0,990 3
0,01 | 1,000 {1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 0,999 | 0,999 | 0,997 E=gNA+a)kT— 3ny,
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n; étant le nombre de particules d’énergie — y;. Si Ep, est 1’énerg g ‘ _ S
de 1I'état de nombre quantique p;, Ex 1’ energle du niveau dé 10) 1= 5
dans le champ F, on a: ' :
s , Bi 3
E (9.1 T— S (E.— 3 ph) oE—Ep
Nyg, W (B) dpe’n 1) D> {nm—rpalpeer).
(9.4) dn; = 5 | -
i ,’9 R .
X 7 Z( B ‘Bi 3 Ry
Z Sog’ W) dpe o (9.12) G = E ' Sgid(5~%e—ﬁ ’2) e‘}(Ei_EF),
; : : ]
et ’équation (9.3) devient « n- obtient:
s , 913) , 10€ L de 138 14X
§ Sng(ﬁ)dﬁe 71 (B, — By " Cox 1—x Sox Zda
(9.5) E:~N(1+9c)1<T N(l—x) - noa: .
g, W(B) dp e’ . N A N a
BEL 9.14) === 0 o=
i Ox x ov. v
Nous poserons de facon abrégée: o ( ,
_ g15 YZ__©® 9xr 6 Vir e
. ' dx x vV vV oV X
> Nou(E—Ep) W (g ap s |
(9.6) 7 = i n -obtient donc
> g W@ dpen 9.16 0¢ _ _Nz+8e.T
A 16) gz T NETL\ZT )
et de méme: n a de méme: )
Ny w@ apes o1y 26 _C(T 6 156 _1—a7 (T 0
(9.7) = : : eV Vs 2)- Pav‘1+xﬁ(§_i>i
> (oW @apen
—i : n a enfin
- i . 16y 1Ly, 1
Afin de pouvoir effectuer les dérivations par rapport 4 x, V 9.18) . == _ﬁ2i+sz 1
dans ¥, nous explicitons la fonction W(f) en mettant en éviden ‘ x . x
comme variable le champ électrique F. On écrit alors: -
19) Ql —_ i (X —2)
8 kT® x

g ~F o010 N
Zggi(E EF) ~(2,61- )‘3 F § pe—T @610
)

(9.8) 7=— 7 — —
Sgii(,‘z)ﬁl )T gt e BB
2 iy v }

L

tient ainsi le systéeme d’équations différentielles:

dE = N(l—l—) I\T——{—N 1ch —@d.~(—9§dV 0% i

Nous posons:
dx oV oT

(9.9) E=yN({1—a). :
b _ dr +ﬂ_d_V
P 1+x %

Kgl_. Danske Vidensk, Selskab, Mat.-fys. Medd. XXV, 7. 4

En posant également:
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il faut adjoindre (9.1) qui permet d’éliminer dE. O

obtient alors le systéme:
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