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Thus for a> dh + e we find for the whole m u ' group consistin g

of qm components the estimation

)ET KGL. DANSKE VIDENSKABERNES SELSKA B
tATEMATISK-FYSISKE MEDDELELSER, BIND XXV, Nri . 7

< q . (2 m-h-

	

m s + h

	

q
h
m pm

-a (1+h)-s

which, on account of qm < 2 pm, is again

G2m+1I s

	

.ls

	

at
ll+h)-all+h)-e

	

m -~ . .~-h--l ~p n

	

= 2IsI . . .Is-f-h-1l' 2 pm `

Now, as 2m p E is convergent, we conclude, just as in § 1 ,

that f2, (s) and hence also f(s) = fi (s) + f2 (s), is regular an d

00'1 1 ') in a> oh + E, and thus we have proved that SQ _ - o

Finally we shall prove that the p-function, defined for al !

a, is given by

That µ (d) = 0 for a > a follows immediately from o =

Since, according to the L .-S. theorem in the formulation oY

pag . 7, we have _'certainly

p, (a) ?
Ma (a)

	

a -1
for cr < a

we need only show that

µ(a)<Ma (v) for oa ,

and as p(a) is convex, and p (a) = 0, it suffices to show th. ' '

p (ah) Ç Ma (ah) = h for h = 1 ,

This, however, is an immediate consequence of the relatio n

f(s) = O(Itt h) for a>ûh +e ,

which shows that µ (d) < h for a> ah and hence also for o
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Printed in Denmar k
Bianco Linos Bogtrykkeri

interprétation du spectre des naines blanches est profondé-

ment liée à la compréhension de leur structure interne . Le
Iriage des éléments dans un champ de pesanteur, phénomèn e
particulièrement important dans les naines blanches, détermin e

resque totalement à lui seul leur structure et l'aspect de leur
pectre . On étudie donc pour commencer le triage des éléments
chapitre I) . On montre comment se distribuent les éléments

dans un champ de pesanteur . L'évaluation de la hauteur d e

mélange dans des cas variés montre que cette grandeur est pe u
sensible à l ' état de dégénérescence du gaz d'électrons . La hauteur
le mélange est toujours très petite dans les naines blanches . O n
voit aussi que les éléments lourds doivent avoir en général dan s
les régions extérieures des naines blanches une concentratio n

é_xtraordinairement faible, ce qui explique l'absence de raie s

métalliques dans le spectre .
Les densités relativement élevées qui règnent dans l'atmo-

sphère des naines blanches exigent une étude de l'ionisation d e

pression dans l'hydrogène (chapitre II) . On montre en particulier

que l'effet Stark moléculaire semble mieux décrit aux fortes

di usités par les formules de RUSSELL et STEWART que par celles
1-1OLTSMARK .

On a calculé un modèle d'atmosphère pour deux étoile s
eespondant approximativement à 40 Eridani ß et Van Maane n

Chapitre III) . On a supposé une atmosphère faite d'hydrogène

I, ir, ainsi que l'étude du chapitre I l'a suggéré . Le calcul de

l' 'largissement des raies par effet Stark moléculaire montre une

importante déformation du contour du fond continu sous l'in -

Iluenee de la pression .

Les résultats précédents permettent d 'étudier la relation entr e

température, de couleur et la température effective dans les
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naines blanches (chapitre IV) . On trouve que pour une mênl

température de couleur, la température effective est beaucou p

plus élevée dans les naines blanches que dans les étoiles de 1

série principale . Ce fait joint aux résultats de la théorie du défi e

d'énergie aux grandes densités, indique pour les naines blancb

des rayons plus petits et entraîne de très faibles teneurs en

hydrogène .
Ce résultat est confirmé par la théorie élémentaire du déli t

d'énergie (Chapitre V). On peut montrer que la réaction proto n

proton dans l'enveloppe d'hydrogène explique le débit d'énerg i

des naines blanches . Cette réaction pouvant être permise sai ,

catastrophe astrophysique, on réconcilie ainsi les données. ( L

l'astrophysique avec la théorie des réactions nucléaires . L k

réactions du cycle de Bethe semblent, en général, ne jouer qu'i r

rôle secondaire (un pour cent du débit d'énergie total da g,

40 Eridani B) .

La question de l'évolution des naines blanches reste r u

question ouverte que les calculs précédents ne résolvent pl i

De même, la structure de Van 11Mlaanen 2, seule naine blanc ]

présentant avec certitude des raies métalliques, présente d.

difficultés, car elle doit être compatible à la fois avec la théo ri ë

du débit d'énergie et la théorie du triage des éléments .

Je tiens à adresser mes remerciements les plus sincère s

Monsieur le Professeur Strømgren pour son accueil si chaleure( n

à Copenhague, et pour les nombreuses discussions que j'ai pu avor-

avec lui . Je remercie également M . Rudkjobing pour les couve r

sations que j'ai eues avec lui .

1 . Le triage des éléments.

1 . Aspect général du problème . Le problème de l'équilibi e

statistique dans un champ. de gravitation d'un mélange ,.C

particules d'espèces différentes est un problème déjà ancie n

auquel des contributions très nombreuses ont été apportées .

Mentionnons tout d'abord les problèmes relatifs aux mélangé;

isothermes, nous réservant d'aborder plus loin la question (i d

gaz non uniformes et des cas de dégénérescence .

Pour des éléments soumis au seul champ de pesanteua

Nr . 7
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'exclusion de tout autre champ de force (électrique ou magné -
ique), on a simplement, en appliquant la loi de distribution de
Boltzmann :

P = Po
e-mw-vo)/k T

lui est la loi de distribution des densités connue sous le no m
le loi de Dalton .

Dans le cas d'un équilibre de dissociation produisant ou no n
les particules chargées, l 'équilibre thermodynamique n'est pa s
modifié par la présence ou l'absence d'un champ . Ceci a été
démontré dans le cas d ' un champ de pesanteur par GIBBS (17) ,

lans le cas d'un champ de forces électrostatiques par MILNE (24) .

Les conséquences de la présence d'un champ de gravitation su r
a séparation des charges électriques (les électrons étant plus
légers que les protons) "ont été données pour la première fois
par PANNEKOEK (27), qui a évalué la charge d'origine thermiqu e
le la matière. On savait déjà par ce résultat que la charge élec-
rique de la matière était très faible et que le champ électriqu e
présent était assez fort pour empêcher toute séparation de s
charges . L ' analyse de ROS ELAND (29) montre que la séparation
(les charges dans une atmosphère isotherme ne commence qu e
lorsque le terme

g

	

!!I~i

4 aca2 p e
a zm
e

es( petit comparé à l'unité . Dans le cas du soleil, le produit
d r e21m 2 g2 vaut 4,85 . 10 27 . Dans le cas des naines blanche s
connues, g peut être 10 6 fois plus fort, et 4,85 . 10" peut être
considéré comme une limite inférieure . pe doit donc être inférieur

10-u dynes/cm2 ou, pour une température moyenne de
104 degrés de l ' atmosphère des naines blanches, le nombr e

l'i-dectrons par centimètre cube doit être inférieur à
1n

-
' 4, c-à-d. bien inférieur à la densité de l'espace interstellaire .

Hir une autre voie que celle de Pannekoek, Rosseland a don c
~uontré la justesse de l 'hypothèse de neutralité électrique de l a
n;atière stellaire .

Dans le cas des champs de pesanteur intenses, la séparatio n
es éléments peut être assez considérable pour qu'on puisse
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définir une hauteur de mélange de deux éléments . Ceci a é
fait par l'auteur (34) dans le cas où le gaz d'électrons e> !
dégénéré et étendu (35) au cas où le gaz d 'électrons étant pa ;
fait, l'ionisation est partielle . La charge électrique lorsque le ga ;
d'électrons est dégénéré a été calculée également (37) . Le pro-
blème du gaz isotherme peut être abordé d'une toute aut r
manière à partir de l'étude des gaz non-uniformes (12) . Le
phénomène de diffusion de pression, dû à l ' existence d'un gra
dient de pression partielle d'un gaz mêlé à un autre est com a
depuis longtemps . Le langage de la théorie des gaz non-uniform e
nous amène au cas des gaz non-isothermes, qui est le cas re,
des étoiles . Un bref aperçu est donné par Eddington dans I .C .
qui renvoie pour la diffusion thermique à un travail de CHAP -
MAN (10) . La diffusion thermique qui est de très faible impor-
tance devant d'autres phénomènes est traitée par Chapmar
dans cet article déjà ancien sans tenir compte des phénomènes
d'ionisation . EDDINGTON (1 . C .) évalue qualitativement l'influent ,
du modèle atomique utilisé, et conclut, en accord avec une co -
firmation personnelle de Chapman, que la diffusion thermigt
joue sans doute dans le même sens que la diffusion de pressio n
BIERMANN (3) étudie le problème de la diffusion et de l'équilib r

statistique en donnant une bibliographie du sujet .
Tous ces travaux sur les gaz non-uniformes sont faits en sup

posant que les atomes ne transportent avec eux aucune énergi e

autre que cinétique de translation ou de rotation (11) et p
conséquent ne tiennent pas compte de l 'énergie d'ionisatio
L'hypothèse de l'équilibre thermodynamique local pern,, i

d'adapter les équations valables pour une atmosphère isother n

à une atmosphère à température non-uniforme, et, par coi, -
paraison avec les formules de diffusion, de montrer l 'exister a
d ' une diffusion thermique due à l' ionisation .

D'autre part, suivant que le gaz de noyaux se trouve ploii )

dans un gaz d'électrons dégénéré ou parfait, le triage est défi . '
miné, dans le premier cas par la quantit é

A i

Z i

dans le second par la quantité :

7

A i -me

Zi + 1

orsque le gaz d'électrons est dégénéré, tous les éléments s e

amputent de la même façon devant l'hydrogène (Ai/Zi ti 2) ,

lors que dans le second cas, tous les éléments subissent en plu s

es uns par rapport aux autres un triage important .

Lorsque les phénomènes de dégénérescence apparaissent

. salement au sein du gaz de noyaux, particulièrement avec le s

légénérescences de Bose-Einstein, differents phénomènes asse z

urieux apparaissent . Tous ces résultats ont reçu un commen-

cinent d'application à la théorie des naines blanches (34).

A. Les gaz non-dégénérés .

2 . Méthode statistique . Rappelons brièvement comment o n

raite le problème de l'équilibre de dissociation d'un mélang e

le particules d'espèces différentes . Cette méthode est inspirée de

elle employée par CHANDR-ASEKHAR (6) à la suite de MILNE (25) .

Etant donnés j éléments de charge Z i et possédant différents de -

grés d'ionisation, on peut représenter les réactions d'équilibre par :

1)

	

Al +ne-fx= <A° ,
n

clans lequel A est l'atome' d'espèce i ionisé n fois . xn est l'énergi e

pour ioniser le n e électron et ~'xn est l'énergie nécessaire pour

(miser n fois l'atome .

Nous appelons prit., le nombre d'atomes d'espèce i, n fois

ionisés, d'énergie Er +f x2 et .xs le nombre d'états possibles
n

I energie Er + Sxn. rs, Es , xs représentent des quantités ana -

I sues pour les électrons. Pour trouver l 'état le plus probable,

us astreignons les quantités ps et rs aux conditions suivantes :

Pis - P i

n
Pis

ns

S(Z i- n) -}- rs = r
ns

Esn +~ xi + Esr s = E
n
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conditions relatives au nombre de particules et à l'énergie . li
associant ces conditions au nombre de complexions (qu'il e f

inutile d 'écrire) et en employant la méthode des multiplicateu
de Lagrange en multipliant les équations de condition par ai ß

on obtient :

xi3
n e- a (zi-"M-,`i(Esa+ 27 } n )1

r s = xse-a-,tE s ,

Par intégration dans l'espace des moments, et en se rappelan t

que Er confient l'énergie cinétique et l ' énergie potentielle :

P 2
El" =

2 m .
+99m i- ney ,

1

on obtient :

n

	

n (2acmikT -a i-
P i = gi

	

h
3

	

e

(2 .5) -

r

	

2
(2vzm ë kt)= ~ ~- ø.(mm+e~)

11 3

On retrouve ici le résultat déjà obtenu par GIBBS et MILNE c-à-d .

l'indépendance de l'équation d'équilibre par rapport aux champ s

électriques et de pesanteur :

Pi	 r

	

2gn (2 me kT) l -9X n
Pn

-'_

	

gl-1

	

h~

Comme nous sommes dans le cas d'un gaz isotherme, les ai

ß sont des constantes, et l'équation d'équilibre hydrostatique :

dP__ F
edz

est une conséquence des équations écrites ci-dessus .

3 . Le triage des éléments . La détermination du potenti, l

électrique y pourrait se faire en utilisant la relation de Poisso

On obtient alors les résultats bien connus relatifs à la qua:

cutralité électrique du milieu . Il est donc plus simple de parti r
e cette relation pour définir p :

n =

in

u, après élimination de V ,

~ a i-(z~ n- 1 )(i-8[7~(mi - me)- (n +1)e 1
•~-' 2 ~

mmin
ein

V = e,'l e t/

	

-

étant la masse de l'atome non ionisé .
Il est aisé de démontrer, comme nous l'avons déjà fait (34 ,

iaragraphe 14), que les maxima de concentration des différents

'léments et de leurs ions se succèdent de bas en haut d'un réci-
ient vertical dans l ' ordre des A; /(n + 1) décroissants, les atomes
es plus ionisés ou les plus légers se trouvant en haut . Remar-

Tiion.s toutefois que la démonstration concerne une concentration

rirticulière :

Pi
c in

lui est le nombre d ' atomes ii ionisés n fois au nombre total de
barges positives (ou négatives) libres, et non pas la masse d e

particules pn à la masse totale. Le résultat subsiste cependan t
avec cette définition de la concentration .

Dans le . cas d'un mélange de deux éléments, il est possibl e

pousser les conclusions beaucoup plus loin . Nous allons

,I,,rner ici une première définition de la hauteur de mélange ,
ntique à celle déjà utilisée (34) . Nous appelons hauteu r

mélange l'intervalle dans lequel les éléments 1 et 2 étant

n langés, le produit des concentration en poids et . e 2 reste supérieur

(2 .3)

(2 .4)

i -n)/1- `J /Tmi-nety +
n
~xi)\\

(2 .6 )

(2 .7)

filiation de la forme :

3 . .3 )

aver

u = e-*(P
ri

in

in uÅ~ ' Un +1

n
HAi = mi -(n -{-1)me
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à une quantité donnée . On est assuré de définir ainsi une régio n

où l'on trouve simultanément les concentrations les plus élevée s

des deux éléments . Si l'on suppose que pour une densité et un e

température données, l'élément 1 est essentiellement ionisé n ,

fois et l'élément 2, n 2 fois, l'équation de neutralité électrique

réduit approximativement à :

(3.6)

	

n 1 Pi + n 2 P2 = ' .

La concentration en poids est alors approximativement :

cl

	

mlPi + In2P2 '

	 m 2p2 '	
n

n2 t pi +m2Pz2
.

Le produit c i c 2 est maximum pour
m2

	

= 1 et prend i L

moitié de la valeur au maximum pour 'n2 P2' =
m i Pi

système des équations (2 .5) nous permet d'éliminer la variatio n

de potentiel électrique

symétrique :

y,

	

et on obtient ainsi sous une fora

1

	

+ 1 lo~ (17

	

F 12 l/2) . I
n 1 +1 n 2 +1 ~

/

	

1 1

	

` ntV
3- -+ y8-I- n

+ 1

	

2)log
\n 1 +1 n 2 ~- 1/ `41 V3 - j/ 8 --

A2 1/
-

(3 .8)

	

h =

S11 T1 a l n 2

g 2 A l

	

A 2_

nt +1

	

n 2 +1 .

On voit ici que la grandeur caractéristique pour le phénomèn e

de triage est la quantité Al /n l + 1, et que, si l'on trouvait deüz

éléments portant la même masse par particule libre, il s

seraient soumis à aucun triage .

Lorsque l'élément i est l'hydrogène et l'élément 2 un ml 1

et que l'on se trouve dans une région de forte ionisation ,

obtient approximativement, en négligeant 1 /n 2 + 1 devant 1I

ml Pil

(3.7)

C2 =

NT 1_

g 2

1

nrsque l'ionisation est presque totale, tous les éléments se com-
ortent de la même façon devant l 'hydrogène .

Nous préciserons plus' loin (§ 9) ces résultats .

2 n2, + 1

ous avons supposé l ' ionisation presque totale, donc A 2/n 2, = 2 et

6,4 .10' T .g

4 . L'atmospèhre non isotherme. Dans le cas où l'atmosphèr e
'est pas isotherme, l ' énergie m i - n i e p a une valeur pure -

lent locale, si bien qu'il faut remplacer l'expression mil - n i es

ar

4 .1)
midg,-nedzp

	

J

In i Q7' - ney'

kT

	

kT

	

dz .

kT

)e plus, les grandeurs åi et ß, qui étaient des constantes dans
cas de l'atmosphère isotherme, ne le sont plus maintenant .
Le dénombrement des équations et des constantes nou s

ermet de choisir une forme pour a i et ß ; nous. avons les équa-
ons . :

.1' n iPi = r

Nous avons supposé ici que la température est une fonction
oiinue de la cote, ce qui revient au même que de se donner un e
ïqüation de transfert . On a donc j + 2 relations pour déterminer

les j -!- 2 quantités ai, ß,
y' d

T

z .
La première est une relation

) l eebrique, la deuxième une équation différentielle et les j autre s
relations numériques . Nous voyons que nous pouvons déter-
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(4 .4)

miner au plus par ce système j + 1 constantes, et 2 fonction :, .
condition que les quantités a i /3 dépendent d'une fonction d
pendant d'une constante . Nous prendrons, puisque cette fonct
est arbitraire :

(4 .3)

	

e 'i =Ai u

	

e -13 =Bu .

Déterminons dans ces conditions la fonction u. L'équatu
d'équilibre hydrostatique, compte tenu de l'expression (2 .5) à
pi et de r, donne :

T'	 	 57, kT

	

kTi (r+»l)]+kT u 1-r+ Y(Ztn)P~]+kT u

Cette expression est importante, car, lorsque l'on suppu '
z7= 0, c-à-d. la matière totalement ionisée, cette équation
simplifie et donne :

ll _5 T '

u

	

2 T

n

u '

	

T'L'P
'	 kTi +l pn + r)

u

	

T

	

p;' (Zi - n + 1) -{- r

Pour déterminer la fonction y, il est nécéssaire d'intégrer I
système de deux équations (4 .7) et (3 .1), cette dernière éla n

l'équation de neutralité électrique . Evidemment, dans le e a

e l m' ri ..
général où (3 .1) est une expression polynôme en u et exp

k i
l'intégration de ce système ne pourra pas se faire sans difficulll

5 . La diffusion d'ionisation. Considérons l'équation :

dPi

dz -

i exprime l 'équilibre des pressions partielles et qui est la seule.
uation à satisfaire dans le cas de l'ionisation totale .

Lorsque l' ionisation n'est pas totale, il faut ajouter un term e
pplémentaire qui tienne compte de l 'existence de collisions ave c
combinaison et ionisation . On a immédiatement, d'après (2 .5) ,

dPi

	

r5 T'

	

u

	

q3 mi- ne y~

	

1 T '
d z - Pi[2

T +(Z
'
. -n+ 1)

u

	

kT- ---+ kT T ~xi ] '

ous avons donc un terme supplémentaire

/,Pi	
xi

+

	

pi5	 kT Z ~~
n
+ r)

2 + kT (Z i -n F 1)

	

n '%.-n + r)+ r

ui bien entendu se réduit à zéro quand n = Zi, xn
= O. Nous

Buvons l'évaluer numériquement de la façon approximativ e
uvante : si l'on prend ni = Zi , ce qui revient à considérer l e
ste atomique, on a : .

n_	

-P7+1]

	 p7xi

i Mons arrivons donc

	

l ' équation :

a Pi f

	

1 ôT
=

ôz -/loi-åi T az

	

0

I- ) lus l ' équation de diffusion (M.T . 14 .1 .1) ce coefficient figurerai t
~~ .~~ le coefficient 1/P :

(4 .5)

et l'on obtient grâce à (2 .5) pour tous les p i et pour r une loi r

miq) ' -zel»'

pi

	

T1e

	

k T- 	 d <

(p '

	

e ,

r ti T le

	

kl '- 	 dz

c-à-d. un résultat parfaitement identique à celui que donre n

les équations de la diffusion lorsque l'on néglige la diffusio i
thermique .

Dans le ca s

on a :

(4.6)

plus général où l'ionisation joue encore un

(4 .7)
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1 lôT n l

PT 8z P`

	

-

(5.8)
5

u ' T'P1k+2 (Po +P1 + r)

u T

	

2 po+P1 + r

Comparons le terme

	

_L1i f n	 p ~ Vi 1

	

Vi

	

JIP

	

p~n -{- r

au coefficient kT (M.T. 14.1 .1) . Si l'on suppose un élément, e i

équilibre avec ses produits de dissociation, l'expression (5 .9

pour l'un des produits de dissociation s'écrit :

V

	 l V 	

P L Pl   +Ps + P 3

P1 V	 Ps+P3

P Pi+P2+P3

qui est de l'ordre de grandeur de p 1 V/P. Si l'on prend P é

à la pression atmosphérique, p l kT = g-P, le terme (5.9) est ii

' intérieur de la région d'hydrogène, x/kT est très petit, p o es t
s petit, et par conséquent :

u = etc (Tl

il les nombres des différentes particules :

Po = A 0 T e , 4W'm`dz

Pl = Al T-' e
,(T' mHetL ' ) dz

-.k

r = BT 1 e `(W 'm t -- e O d z

condition de neutralité électrique nous détermine lp ' :

A e
`(Ti ' m ` -e1p' ) dz =

B
»(q 'm e -I ed/)dz

1

(5 .9 )

l'ordre de grandeur 'de

(5 .12)
1 V
3 kT' , B e

'4tP'(mi-me)dz

	

2
H29. e~' d z

Pour un corps dissocié à moitié, ce terme est de l 'ordre de quelqu e

unités, et par conséquent considérablement plus grand que l

coefficient de diffusion thermique kT . A l'équilibre, o n

évidemment un équilibre thermodynamique local, et la mesu r

de la concentration d'un point à un autre ne serait qu ' u s

mesure de l'énergie de réaction . Cette diffusion ne se manifest

que durant le passage à l ' équilibre .

6 . Hydrogène presque pur . L'hypothèse que les naines Mar i

ches ont une atmosphère d'hydrogène presque pur, entrai n

la nécessité de traiter le cas de l'hydrogène, et de déterminer i

potentiel y et la fonction u, afin de pouvoir les reporter dan s

expressions p' du nombre des autres éléments, suppos é

comparé à l'hydrogène . On a alors :

par dérivation logarithmique :

cp ' (mi -me)=2e v
'

mi --me

2 e

en déduit la concentration d'un élément quelconqu e
hart e Z, ionisé n fois :

mn .

	

-;(Z-n--1)

	

-x/kT
e •

	

e

97
'ml

2

	

T = -	 z1 7

4
k

pn=Ai T

de
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Ni'

en prenant la surface de l'étoile pour origine, ou :

mi 1 _17 1_

2kT

	

4ep ' z

L'intégrale en exponentielle vaut :

`

	

(6 .12)

	

(n1i

nm l
-	 2I tp dz - - (9"1 " n	m

i

	

)
1 7
4log z

et puisque T est proportionnel à z :

(Z-n+1)+1=(2Ai-n )

	

(6 .13)

	

p7 ,., T

	

e

Nous avons donc un terme exponentiel qui contient l 'énerg i

d'ionisation et un terme en Ta. Si nous supposons pour commene

que T est assez élevé pour que l'on puisse négliger les vari a

fions de é%1 k7' , nous n'avons à tenir compte que du term

en Ta . On a :
7

	

5

	

17 A i

a=--1-n- Z
4

	

2
~

2

Ici, A l = 1 (hydrogène). On a donc :

7

	

5

	

1 7
a

	

1- 4n-2 Z-+-
2

-A i

Nous donnons dans le tableau I les valeurs de a pour quelge

éléments .
Tableau I .

n

Élément A i
0 2

	

4 6

Hélium	 4 28 24, 5

Carbone	 12 86 82,5 79 .75, 5

Azote	 14 100,5 97 93,5 9 0

Oxygène	 16 115 111,5 108 104, 5

Sodium	 23 167 163,5 160 156, 5

Magnésium	 24 173 169,5 166 162, 5

Silicium	 28 202 198,5 195 191, 5

Potassium	 39 283 279,5 276 272, 5

Calcium	 40 289 285,5 282 278, 5

Fer	 56 376 372,5

	

369 365,5

1 7

On ne peut manquer d'être frappé par les très grandes valeur s
cet exposant, et l'on conclut immédiatement que si aucu n

itre phénomène n'intervient, la concentration e n
rments lourds à la surface des naines blanches doit
re imperceptible .

En fait, nous savons qu'il existe dans le soleil une couch e
nvective près de la surface . Son existence a été démontré e
r UNSÖLD (49) . Elle a été étudiée en particulier par BIER-

aNN. (4), RUDKJØBING (30, 32) . Il est possible que cette couch e

teigne des profondeurs relativement grandes . Si une tell e

uche existe dans les naines blanches, elle peut être susceptibl e

aller chercher les éléments lourds à une grande profondeur
iur les ramener à la surface •de l'étoile où ils peuvent appa-

itre dans le spectre . Cela semble être le cas de Van Maa -

' n 2, comme une étude à paraître prochainement le montrera .

7. Couche de mélange . Nous avions introduit pour les couches
-ofondes un élément moyen (34) . Au voisinage de la couche

e mélange, il est nécessaire d'introduire une autre approxi-

iation .
Supposant toujours _que les variations dues aux termes ex-

ouentiels exp (- x/k T) sont faibles en raison de la haute tem-

érature de la couche de mélange, nous posons : .

H).9. gr ' Hdz
u = e

t l 'équation de neutralité électrique prend la forme :

b7t u

A i-Ae UZ i -I-1 -

is déterminons les constantes a i , b par un choix convenable
i1 : l'origine des coordonnées . A l'origine, nous avons u = U = 1 .

Si l'on suppose que l'hydrogène et les autres éléments pri s
i r l emble ont une concentration respectivement égale à 1/2 en ce
I , ,ilit on a à un facteur près, le même pour a i et b :

D . Kgl. Danske Vidensle . Selskab, Mat .-fys. Medd . XX V, 7 .

	

2

(6 .11)

kT

U = e
)9- e dz
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(7 .4)

1 c i
a i =

2 m i

1 1
an = 2 m

(hydrogène) n

7 .9)

n a de plus :

7'10)

	

- Ç z[0g?' Hdz = log e u

xri = u-i t1J7'

	

t Z iIZ L

ti 1 t1/Z t

et on en déduit b :

1 ZII

	

1

	

Z i c ib

	

+2 mn 2

	

m
i

c i

	

A Z .+1

	

1 AZ. u L u

	

+

	

LI
n pz"'

A i

	

A

Zi Zn
c +tA i A n

Nous allons supposer maintenant que pour les éléments lourd

A i

	

A .

Z i + 1 Zt + 1

est si petit que nous pouvons le négliger . En prenant com m

nouvelle variable uA' v7= = t on obtient ainsi, avec Zi/Ai = 1

et en confondant Z i et Zi + 1

t
~

	

Zi17! + u
(t l/7` û

2)~ = 3
2

On en déduit

2 2

paramétriquement en fonction de t par (7, 8) et

fui donne la variation de u avec la cote .

La solution ainsi trouvée se raccorde aisément du côté d e
hydrogène à la solution (6 .13) et du côté des éléments lourd s
la solution approchée de non triage.

Nous avons calculé une table des variations de xH avec la
auteur en admettant pour les éléments lourds un mélange d e

hissell simplifié, dont la composition est donnée dans le tableau I L

Tableau II .

Élément

	

I Concentratio n

0	

Mg	

Si	

Ga	 :	

Fe	

On obtient ainsi les résultats donnés dans le tableau III .
f .es hauteurs ont été calculées pour un gaz isotherme à T = 10 '
',grés et dans un champ de pesanteur g = 10 9 c . g . s . On re -
'arquera combien ces hauteurs sont faibles dans un si gran d
lump de pesanteur .

On remarquera que nous n 'avons pas introduit d'hélium. La
r ; ison essentielle est que pour l'hélium, l'hypothèse A i /Zi + 1 = Cte
r est plus valable, ou n'est plus en tout cas qu'une grossièr e
[pproxiniation . L 'introduction d'hélium compliquerait considé-
,blernent la solution, sauf si toutefois on supposait l'étoil e

o mposée d'hydrogène et d'hélium presque exclusivement .
On trouvera fig . 1, p. 20, la courbe représentative de XH en

Inaction de log u . Ce résultat peut être utilisé pour le calcul de
i distribution de la température et du débit d'énergie, car l a

[onction s (t) ainsi obtenue est indépendante de la température
2 *

(7 .5)

L'équation de neutralité électrique s'écrit alors :

(7 .6)
n

ou :

3u =

tZ t1
Z=

+ u-a t 2(L t = 3
2 '

3

	

1
~c tZ zI Z

0, 5

0,2 5

0,062 5

0,062 5

0,125

äl!



•

1 Z 7• Z
zkm x o x bfg x 5i x Fé

f
!

	

~
2'cit

-,l
~- lo glo u xEr

(T=10' O .

g =10 9 cgs)

1 -xH 1 -x H 1 -xH

0 0 + °o

	

I 1 +
~

. .

0,4 0,013 0,323 0,984 6,2 0,98 0,07 9

0,5 0,035 0,258 0,963 . . 0,90 0,11 2

.0,6 0,078 0,202 0,925 3,7 0,83 0,150 0,02 1

0,7 . 0,157 0,154 0,864 0,764 0,187 0,033 0,0'-

0,8 0,297 0,108 0,776 2,1 0,688 0,221 0,04 4

0,9 0,545 0,060 0,655 0,603 0,224 0,055 0,05'. '

1,0 1,000 0,000 0,500 0 0,500 0,250 0,0625

1,02 1,133 - 0,017 0,465 0,478 0,248 0,0634 0,1-1, '

1,04 1,287 - 0,034 0,431 - 0,6 0,454 0,246 0,064 2 0;1+

	

'

1,10 1,888 -0,112 0,315 -2,1 0,387 0,234 0,064, 0,2- -

1,15 2,628 - 0,297 0,188 - 5,7 0,333 0,218 0,063, 0,2!' i

3 - ø 0 -co . .

-0,3

	

-0,2

	

-0,7

	

O

	

0,7

	

0,2

	

03

	

-log u

é .2 : Variations des concentrations [O] [Fe] [Mg] [Si] au sein du mélange d'élé-
ents lourds . On remarquera que la concentration en oxygène croit considérable-
entà l'extérieur de la couche de mélange, c'est-à-dire là où la concentration en

hydrogène est déjà grande .

et de la densité . Pour obtenir x (z) il faut en plus tenir com r

de l'équation de transfert d'énergie. Les courbes de la figure

P .
21, représentatives de la variation de composition du méla n

des éléments lourds avec la cote, montrent qu 'il n'est l
légitime de remplacer le mélange des éléments lourds par u n

élément moyen . Nous pouvons remarquer de plus que, dès e

O

	

0,7

	

0,2

	

0, 3
7

-0,3

	

-0,2

	

-0,1

	

0

	

0,7

	

0,2
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loo

Fig . 1 . Variation de la concentration xn en hydrogène en fonction de l'ail i

dans la couche de mélange .

log u> 0,2 par exemple, seul l'oxygène est pratiquement présent ,
Somme élément lourd . Dans le calcul du coefficient d'ab-
orbtion et de la température il pourra être considér é
omme légitime de supposer avoir affaire à un mélang e

d ' hydrogène et d'oxygène seulement .

Ces conclusions seront appliquées plus tard à l'étude de
('e tains modèles de naines blanches .

B. Phénomènes dûs aux dégénérescences .

Phénomènes dûs à la dégénérescence du gaz d'électrons .
is allons étudier le mélange de deux espèces atomiques au

oi , inage de la couche de mélange, lorsque le gaz d ' électron s
t plus ou moins dégénéré . L'hypothèse supplémentaire d'u n
unlp de pesanteur intense, et par conséquent d'une faibl e
odeur de mélange permet alors l'emploi d'un développemen t
Hait au premier terme pour décrire l'état du gaz d 'électrons .

Nous supposerons le mélange isotherme .
En posant

-0,3

	

-0,2

	

-0, 7

0, 8

0, 6

0, 4

o, z

o,o
U"

(A) _

	

1

	

`° U" du

I(v l 1)

	

~e« + 1
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le nombre r d'électrons est donné par :

2
r =

h3
(2 n m e kTU~ (A) .(8 .2)

U g (A o)
U2 (Ao )

Nous prenons comme origine des ordonnées le point où les co n

centrations en poids des 2 espèces de particules sont égales .

l'on désigne par po la densité totale de noyaux en ce point, o n

	 P o
(nl)0

	

2 A, H

i pour nous sera une grandeur caractérisant l'état de dé-
nérescence (gaz D . = 0, gaz N. D. = 1), on peut écrire

UZ (A)

U~ (A°)

l'équation (8 .7) peut s'écrire :

(8.3)

A -~
= u , v .

(8.4)

avec

(8.5)

(n2)0 = 21 A2

O°

H

1-1 A i =m„

L1 uA'-Ae~UZ,+F + Z2 uAa-.9eÉVZ:~ ~

f-- + Z2-
A 1l

	

2

Al

	

A 2
= 1 .

m i masse d'un noyau d'espèce i . Dans ces conditions

'
I0 2 H A

l+ A
2

2

1

	

)

et l'on a, pour le quotient rira, en utilisant les notations (7,1 1

(7,2) pour u et v qui valent 1 pour z = 0 :

Zl iLA,
UZ, +

Z2 A . U Z,

A° est défini par (8,2) et (8,6) et on a :

(8 .8)

	

A = A° uA` v l .

En supposant que A ne varie pas de façon considéràble, on à

(8 .9 )
Ui

(A)log = log
(Ao) +

~
U_ ; (Ao) 8d U~(A )

(Ao) U~ (Ao) A

	

Ul (Ac )

(8.10)
M.

lo

	

(A) N
U_~ (Ao) (Ae _ 1 1

g

	

l .2 (Ao)

	

UZ (A)

	

v

9 . Hauteur de mélange . Nous allons donner une définition
us logique et plus précise de la hauteur de mélange de la faço n
ivante . Dans un mélange, le nombre de particules d ' espèce 1
d ' espèce 2 est :

	 e o

	

A, z ,
nl=2AiHu

v

1	 Po iZAa U Zn

	

a
2 2 A 2 H

ois avons à utiliser pour le calcul du débit d'énergie dans une
,_non isotherme l' expression :

nln 2 dz

Rous appelons hauteur de mélange h la quantité

)

	

h =	 S	 Ill n 2 dZ =
SuA12vzdz .

	 eå	
4 AIA2 H 2

Nous allons transformer cette expression afin de
1 aide de (8,13), (7,1) et (7,2) .

la calculer

(8 .6 )

(8.7)-
r

	

Ul (11)

	

A l 	 A 2
r° Ul (Ao)

	

Zl Z2

A I -l A 2



u
t

	

Z2
A 2 t

(

	

e (A 1 ~--Z 1A e )
2

2Z2 Ae ~ )
-I-o B 1 ~ 2

(Z t -~ s) A (Z1 +0 AZ1 Z2
A 1 A 2

a = 1-a = 2 ~ (A l } Z1 Ae ) 2 Z 2 A e s~ 1
Zl

	

Z2

A 1 + A„
I

	

{ 1~B ~2
(Z1+~)

A

	

,
(Zt+

A1 .Z1Z2

A 1

T

A 2

Zi Z.
Az-Ae-t(A-Aeç~)

	

1-t A 1 +A 2
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En vertu de (7,1) nous avons

du = -
P'H,gdz

u

(9M)

(9 .5)

et par conséquent :

h =	 1	 uA,+A, U Z,+Z, du
'OHg S

	

u

Nous posons, dans (8 .13) :

En posant

(9 .8)

on a :

Zl

Z 1 + Z2

A 1 A .,

Z2 +__

Zl+~ ,

zx+z,
9 .14)

	

uAx+Az~ (A,-A e ~)	 (~)

	

( 1
	 t+

f)
dt .

En portant l'expression

Ax Az

- (9.9)

(

p

Ax-=

our

ie

u

)

(

z

t)

+~

dans

Z

(9 . 1

+Z

4), on obtient :

+z x
1

	

.L
x a

9 .15)
Å

(1	 a-t	 1A

	

(
t) z,+s (	 1	 }~ dt .

t' 1 -ce,

	

a

	

1-t t f
o

1n vertu de (8 .13) et de (9 .7), t est compris entre 0 et 1 . On a

donc une intégrale Eulérienne de première espèce . Le coefficient

2“A.,+Z,AQ)

	

2ZzA e s

(9:10
Å

(1 - a )
-1-

(z -F- )A
a

-1+

L ' intégrale que nous avons à calculer s'écrit alors, en rai ,

de (9 .7) :

(9 .11)

En posant encore :

(9 .12)

	

A = As - A e ~ ~ (A 1 AeO,

on tire de (9 .9) :

(9.13)

r (m)r(n)B(m , n) r(m+n)

t en négligeant A e /A, ce qui n'est incorrect que lorsque A est
d même ordre de grandeur que A e , l'expression (9 .18) se

implifie beaucoup et devient :

1

2
“1,1 1 -f-Z1A.é)

	

+ 2 ~
(At--Z1Ae)

2 r	
(Z,+~) A

	

\

	

(Zl + $) A

z+zs

uAx+A (L' u_A, +A r E) z=+ 4 du

a

	

u '

du

	

1

	

~
A_ -

Ti

	

1--t t
dt .
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On obtient alors pour la hauteur de mélange :

2[i(A,+ZIA,, )
_ kT 1 1+

(z +0_	
h Hg 1-a

	

A 1 1

	

1
a2

A+
(A 1+ Z 1 Ae )

Z t +

1	

f

2(A1+Z1Ae)`

(Zl -I-0A ~

Dans le cas où = 0 (gaz D.), (9.20) se réduit à

kT 1 1 1

	

+ 1
(9 .21)

	

h_

Hg1-aa2A2 -~A1

qui est à une petite différence numérique près l 'expression dé j
trouvée (34) . La différence provient d'une meilleure évalùatio ,
de la hauteur de mélange. Pour donner une idée de l ' influence
de la dégénérescence sur la hauteur de mélange, nous allorns
calculer pour A 2 = 24, Al = 1, Z2 = 12, Z1 = 1 les variation ,
de h avec . Dans ce cas, on a :

2 7

On voit que la dégénérescence ne modifie pas considérable -

ont la valeur de la hauteur de mélange et que cette hauteu r

t plus faible dans le cas de non dégénérescence .

10. Dégénérescence dans le gaz de noyaux.

a) Statistique de Bose. Si l'on se place au zéro absolu ,

)us les atomes se répartissent dans un état d'énergie minimum ,

one d'énergie potentielle nulle . Ceci implique pour chaqu e

spèce

10 .1)

	

n7icp-Zi ey1

	

0 .

otte condition ne peut être satisfaite simultanément pour toute s

»s espèces atomiques à spin entier. Il y a donc séparation com-

lète des éléments obéissant à la statistique de Bose et ces 616-

-ranis sont superposés dans l'ordre mifZi décroissant .

b) Statistique de Bose et statistique de Fermi. L a

-olidition (10 .1) détermine le potentiel électrique . Les particule s

béissant à la statistique de Fermi sont alors en nombre :

(9.20)

(9 .22)
2

a

	

3
11 -a = -
3

A = 24 -

8n 2

	

W )nl =
3 h3(Po -- 2 m1 i

ne '3h3 (p
é
-2 m e We)

On obtient le tableau IV donnant h fhD en fonction de et le s

valeurs correspondantes de kT/e o (s e , énergie maximum au zér o
absolu) et de e/,u pour T = 10' degrés . Les tables de F . C . STO-
NER (46) des fonctions U ,1z , th1 et U 1, ont servi à dresser I l
tableau .

Tableau IV .

hfhp kThFo
log p ifs

(T=10' degrés )

1 0,406 - ø

0,8 0,466 1,06 2,24 6
0,6 0,522 0,55 2,6 7
0,4 0,617 0,294 3,08

0,2 0,745 0,151 3,51
o 1 0 co

= mi 92 Z1 e1Y

We (me+) .
Zi

e nombre n i des particules obéissant à la statistique de Bose

st donné par la condition de neutralité électrique (une seul e

spèceà la fois) :
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N

8 n~

	

m i )
ZL n i TZi3h3`p-2n2 1 m i -Z

1Z t

8 n ~

	

m i

3 h31Pe
2 m e (me -{-

Zi

)

a~

(10 .5)
Pô -2 rni „\mi -Zi Zi)~ - (8 n

riz'

Zi
y

Pô- O

Les constantes po et p e sont déterminées par les conditio n

relatives au nombre total de particules i et 1 en présence . L
nombre de particules d'espèce 1 subit une discontinuité chag n
fois que l'on passe d 'une espèce i à une autre, en raison dl

changement de potentiel électrique . Il peut enfin y avoir u n

région de pur hydrogène et dans ce cas la relation entre I .

potentiels est donnée par :

(10 .6) Z
i3

87r

	

3

h3 (Pa-2m1(micp-Ziey~e° = 3h3 (pe-2m e (m e q' -{= `e',

A travers chaque surface de discontinuité de la densité on doit axe ]
continuité de la pression . Cette condition peut être satisfait e
supposant que les potentiels qp et if) subissent une discontinuil

Si l'on a p éléments obéissant à la statistique de Bose ,

l'hydrogène et des électrons, on a p équations de continuité pol i

la pression, p + 1 conditions pour le nombre de particules d, '

terminant les p + 1 constantes présentes dans les potentiel s
les positions des p surfaces de discontinuité .

Traitons pLus simplement le cas d'un seul élément . L'épi
tion (10.5) est la seule à être satisfaite, tant que n i � 0. Lorsqu. ,

s'annule, seule l'équation (10 .6) est satisfaite . Nous supposer 0

que pé étant très grand devant m e We , le nombre d'électr&n r
est sensiblement constant :

87c/

	

/mi

	

In .
(10 .7)

	

Zi n i + Zl3h 1 `ô-2 m 1

	

-Z1 t)
q~)>=

r .

Calculons sur quelle hauteur Z i n i varie de 0 à r/Z i . L'équat i

8n
(m i2

(10 .8)

	

Z13

	

ln i

h 3 ~
Po-2mi-Zi

Z J

\ i

~ = r-Z i n iz

prenant pour origine (p = 0 quand po = 0 (pas de protons) .
1 a ainsi :

numériq

11)

	

uement :

0

	

h = [9 .814]	

(A
i

	 S	

- )
g

	

Z .

nus avons déjà donné (44) l'expression de la hauteur de mélang e

)ur un gaz dégénéré de protons et un gaz parfait de noyaux .

i avait trouvé :

0 .12)

	

h . [9.923 ]

n voit, que lorsque l'un des gaz de noyaux est un gaz de Fermi ,

hauteur de mélange est déterminée par lui, en raison de la

aride énergie d'agitation des noyaux du gaz de Fermi .

ll . L'ionisation de l'hydrogène.

I . Introduction .

1 . L'étude de l'état de l'hydrogène aux densités relativement

lé\ OOes est absolument essentielle pour les naines blanches .

'abord parce que l'atmosphère des naines blanches est constitué e
HIC drogène pur . Ensuite parce que l'on atteint très rapidement ,

!,,, r de faibles profondeurs optiques, des densités considérables .
Mors que d'ordinaire, à des températures de 30 .000 degrés ,

i seulement des densités de 10 Y4 ou 10 15 ions positifs hydrogène

(A i
- 1`

g Zi
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Nr . 3 1

par unité de volume, dans le cas des naines blanches ce s e

facilement des densités de 10 18 ou 10 20. Il n'est pas possil l

alors de tenir compte d'une manière arbitrairement simple I
l'ionisation de pression, par exemple en coupant la son-u s

d'états en un point convenable. D'autre part, la méthode d
volumes exclus (15) (16) ne donne que des résultats extrên ,

ment grossiers, et a le tort de ne donner aucune indication s i
l ' état des atomes neutres .

Une méthode parfaitement correcte, tant du point de vu e
l ' ionisation que du calcul du coefficient d'absorption et de 1
conductibilité serait la suivante : placer les protons en des poin t
déterminés distribués au hasard dans une enceinte close, d
terminer tous les niveaux d'énergie possibles pour les électro n
distribuer ces électrons parmi les niveaux d'énergie en act e
avec la température du gaz, à l'aide des fonctions d'onde o l

tenues, calculer l'énergie potentielle des protons en fonction I t

leurs coordonnées et l'utiliser pour trouver à l'aide de l'équatie
de Schrödinger leur mouvement . Cette méthode est en fait ce t
qui est utilisée dans les théories du corps solide, mais ell e
essentiellement simplifiée par le fait que les atomes ne sont p :
distribués parfaitement au hasard, mais au voisinage des men l
d'un réseau. Il est donc nécessaire d'employer ici une thé o
statistique pour arriver à un résultat .

Le principe de la théorie statistique est le suivant : étant don
un atome supposé à l'état neutre, il est soumis à un certain chan
électrique, et l'on a à déterminer la probabilité 117(F) dF q ~
ce champ soit compris entre les valeurs F et F + dF. Sous l '
fluente de ce champ, les niveaux sont perturbés, et pour
grandes valeurs du nombre quantique principal n, cette p r

turbation peut être assez forte pour empêcher les états d'exis V
On a donc un nombre moyen NV 17 (F) dF d'atomes soumis
champ F et dont l ' énergie d'ionisation est plus faible que 01 1

des atomes en l 'absence de champ. Il est alors _possible de I r

nombrer les états d'énergie E des électrons, en prenant po
origine des énergies celle des électrons libres de vitesse nnl l

En conséquence, les électrons libres ont des énergies positive
les électrons liés des énergies négatives .

Cette théorie est linéaire, car elle ne tient compte que d e

valeur du champ électrique F au point considéré, et non i

s valeurs grad F, grad grad F etc . . . . En d'autres termes, les
nensions de l'atome sont supposées négligeables devant 1'hétéro -
léité du champ. Mise à part l'extrême complication qu'im-
iue l'introduction de ces grandeurs, nous serons amenés, pou r

gager les faits essentiels, à d'autres simplifications plus impor-

t-tes que celle du champ uniforme .
Cette théorie a un caractère de première approximation, ca r

ois supposerons que le champ F ne modifie que d'une quantit é
lgligeable les niveaux d'énergie et les probabilités de transition ,

en que nous tenions compte de la destruction des états par le s
amps intenses. Tl serait évidemment plus correct de tenir

iupte individuellement des états séparés par le champ, mais
ne semble pas que l'introduction de cette complication soit

stiflée .

MVIROWKA (26) a essaye de traiter le problème de l'élargisse -
'ent des raies spectrales par la mécanique ondulatoire . Mais sa

corie suppose que seule l'action des atomes neutres est à con-

dérer et que la température est assez basse pour que tous le s

ornes d'hydrogène soient dans l'état fondamental . Il s'agit donc
un cas _ extrêmement différent de celui que nous nous pro -
)snns . d 'étudier .

II. État de l'hydrogène.

2 . Dénombrement des états . Ionisation . Nous supposerons un

ntume où se trouvent Ni ions positifs Ne électrons et N0 atomes
e titres par cm3 .

Un atome neutre, de nombre quantique principal n, plac é

ans un champ F est susceptible d'avoir 2n-1 niveaux d'énergie .

oit x . le nombre quantique «électrique», nous avons 2n-1

iy d'énergie -Enx (F) avec - (n-1) <x <n-1 . Le poids
al .i.slique de chacun de ces états est gnx.Soit W(F) la. pro-

labilité pour que le champ soit compris entre F et F + dF.
?our les fortes valeurs de F les niveaux sont détruits, alor s

0 Comme nous avons fait choix pour origine des énergie s

lis électrons de vitesse nulle, nous dénombrons les états de l a

,i) suivante .

tl y a Ni. protons et Ni gnx W (F) dF états possibles d'énergi e

e nombre d'électrons liés dans ces niveaux est :
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1
(2.1)

	

da l = NI gnx W (F) dF 1 + e-,} Enx- a

où 6 = 1/kT et a est une constante déterminée de la faço r

suivante .
Le nombre total d'électrons est :

Le nombre total d ' électrons libres est donné par la seconde

intégrale et le nombre total d'électrons liés par la première :

-~ '~ gnxW (F) dF
2 .3)

	

No = Ni~(

	

~

	

n, x

	

1+
e-$Enz- a

•- Q

8 np 2 dp

	

1
(2 .4)

	

Ne =

	

h3

	

2 m1+ e

Lorsqu'on est loin des conditions de dégénérescence, on a pl u

simplement :

(2 7GØ e kT)`
N - 2e

	

1i 3

W (F) e :} EnxdF • e" ;

par élimination de e", on obtient une expression analogue à cri b

de Saha :

NQ NI

	

2-(2acmkT
(2.7)

	

No

	

h3

nx

où la somme au dénominateur du second membre est l'équival L

de l'habituelle somme d'états et se ramène à celle-ci lorsque i ä

densité tendant vers zéro, le champ F devient extrêmement fai t

et sans influence sur les niveaux .

3 . En réalité, pour un niveau nx donné, l'intégrale n'est pas
)rise jusqu'à l'infini, mais seulement jusqu'à la valeur du champ
F qui_ détruit l'état nx. On doit donc écrire pour la somme E :

7 Fn x

gnx W (F) dFe'9'Enx
o

a détermination de Fnx est donc essentielle à la poursuite d u
'alcul . Nous suivrons pour cela une méthode très analogue à
'elle de PANNEKOEIi (28) . Cette méthode est la suivante . Dans
e champ F, l'atome d'hydrogène subit une destruction spon-

allée analogue à la radioactivité a, l'électron franchissant
a barrière de potentiel à l'intérieur de laquelle il se trouve

enfermé. Cette destruction s 'opère avec une durée de vie
tonnée par LANCZOS (23)

	

zc e'e 2 7,

	

e-212
3 .2)

	

= ha 2I =2,066 . 10 1 6
0

	

1

	

2
1

1

nù Il et 72 sont reliés aux intégrales elliptiques complètes de
première et deuxième espèce . Lorsque cette durée de vie å es t
plus courte qu'un temps a lié à la durée de vie de l ' atome
effectuant des transitions spontanées (de l' ordre de 10-8

sec.) ,
nous dirons avec Pannekoek que l'état a cessé d'exister . La
valeur de a peut être choisie arbitrairement sans changer

considérablement les résultats en raison de la présence dans ô
d'une exponentielle variant très rapidement . Nous avons pris

a = 10-8 sec .

Le système de Lanczos, reproduit par Pannekeok est l e
Avant :

2

s = 2 ao Fn s

	

r = 8 yens = sine 9e

k= tg
2

T .

	

k' = V1- kL

z = 38I z, = 2cos 2 . E' -2sin¢9 sin 92' . K'

I = 2cos2(K-E)

glans lequel K et E sont les fonctions elliptiques complètes de
I,renlière et seconde espèce de module k et K' , E' les mêmes de

D . Kgl . Danske Vidensk . Selskab, Mat .-fys . Medd . XXV, 7 .

	

3

1 (2.2)

	

Ne -1- No = ~ dno -i--
8

h3
dp 	

p,

0

	

1+e2 mkT

(2 .6)

	

No =

nx
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module k' . y 2 représente la fraction rouge du réseau de rai e

Stark détruite par le champ F.

Les fonctions z = 3 EI2 et y = loge 21 ont été tabulées pu r
n

PANNEKOEK (28) . Comme nous supposons la différence Enx -F ,

petite devant En , nous pouvons définir la disparition des état

dans le champ F par la condition y 2 = 1 /2 .

La relation 8 = a qui peut s'écrire :

(3 .4)

	

16,01 - 2 . 0,4343 3s - y + log n2 = log a

ou

(3 .5) 16,01 -log a -y-+-logz-log4n -logn2 =	 z	
4

n
3,454

nous détermine complètement zn . On en déduit ensuite :

(3 .6)

	

-ci, = 4 n
e

2 a0 Fn3 ,

d'où :

(3 .7)

	

F =

	

'u n
= 2,14 . 10'% .

4,68 10-7 n4

	

n

Le résultat est donné dans le tableau I .

Tableau I.

z est une fonction lentement variable de n alors que le dé-
nominateur contenant n 4 croit très rapidement .

Lorsque k tend vers 1, k ' tend vers zéro, z N 53 k' et on a

4 n 3 N [7,86] log~
4

,

cc qui entraîne de très grandes valeurs de n (n de l'ordre de 300) .

4 . Il est nécessaire maintenant de préciser la fonction d e
distribution W (F) dF. Cette fonction est évidemment donnée -
en principe - par une méthode de champ self-consistent . Chaque
proton est entouré d 'électrons libres qui font plus ou moins
écran à sa charge . En d' autres termes, la théorie de HoLTS-
M4 RK (18) qui ne considère que des ions et des électrons ponctuels

n'est sans doute pas correcte et cette conclusion a déjà été tirée
par VERVE. (51) de ses résultats relatifs aux contours de raies .
Ti semble bien que pour la théorie de l'ionisation, la théorie de

Holtsmark ne convienne absolument pas et par contre que la
théorie de RussELL et STEWART (33) donne simplement de s
résultats conformes à la théorie des volumes exclus et d 'ailleurs
de façon plus simple .

La loi de probabilité W(F) dF - que nous écrivons ici W(/3) dß

n utilisant le champ normal

n log Tu log F R log Ni'
F n Destructio n

des états pour

Recouvre

	

(:1 . 1 )
ment des ra

Fo log N
i

pour
log Ni

	

rt l å

'~

	

t . .~

1 1,356 5,686 14,588 21,873 23,25 ~

2 1,583 4,709 13,611 20,417 21,000
l

3 1,695 4,117 13,019 19,529 19,67 8

4 1,764 3,686 ' 12,588 18,883 18,742

5 1,810 3,344 12,246 18,370 18,01 4

6 1,842 3,059 11,961 17,943 17,42'1

	

1 1 . : 3

7 1,866 2,815 11,717 17,577 16,91 9

8 1,883 2,601 11,503 17,254 16,48 3

9 1,899 2,411 11,313 16,972 16,103

	

,

	

"

	

11 1
10 1,911 2,241 11,143 16,715 15 757

	

P
11 1,920 2,085 10,987 16,480 15,44^

12 1,927 1,941 10,843 16,268 15 164

	

( 1 ~

13 1,935 1,810 10,712 16,069 14,904

Fo = 2,61 e

notation
F

0

one fonction transcendante nouvelle de ß

'!a

2 *c0

	

U

W (ß)

	

v sin ve

	

du ,

0

pour les faibles valeurs de ß, admet un développement don t

rcmier . terme nous suffit :

W (ß) = 3 ß 2

3 *
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Nr .

Si nous supposons la densité d'ions NI très élevée (par exemp ]

10 22), le champ normal F° est très intense et la destruction dl -

états a lieu même pour de très faibles valeurs de P. Si de plu

et uniquement pour la commodité de notre argumentation, no m

supposons la température assez élevée pour que les exponen-

tielles
,`} En s

e

se réduisent à l'unité, la somme L' devient :

(4 .6)

	

2n2

	

3or ß2dß
n

	

r0

ou, en tenant compte des équations (3 .7) (4 .2) (4 .4) :

1	 in

2 rr (4,68 . 10-7 F°)3 n l °
n

Cette somme est évidemment convergente et même très rapid e

ment, mais nous remarquerons en raison de la valeur (4 .1) d u

champ normal qu'elle est inversement proportionnelle à N1 ,

NI nombre d'ions positifs . On conclut de la relation (2 .7) avec.

Ne = Ni que :

G	

7
~I l

1

	

, ni°

	

h 3

Nr

	

2x (4,68 . 10-7 . 2,61 e) 3 2(2nmkT)

c. à . d . que, à température constante, N° serait constant pour l e

grandes densités . Ce résultat n'aurait en soi rien d'absurde, mai s

le calcul numérique de N° nous donne :

[28,566 ]
N° = Ti .

La valeur exagérément élevée de No ainsi obtenue est en con-

tradiction absolue avec toutes les indications de la théorie de i

volumes exclus qui indique une décroissance extrêmement rapid e

du nombre d'atomes neutres avec les densité croissantes .

Il a paru que ce résultat provenait de l'emploi de la théori e

de Holtsmark, de préférence à une autre . Nous avons donc

essayé la théorie de RussELL et STEWART (33) . Russell et Stew.u'[

primant que dans la sphère de rayon x, x + dx se trouve un .
(a positif, et que cet ion, le plus proche de l'atome considéré ,
t aussi le seul à agir, obtiennent la fonction de distribution :

0= 1,5 ° e- 13-1

°

	

\

ß

di est identique à la fonction de Holtsmark pour les grande s
aleurs de ß (ß > 50 par exemple) mais qui en diffère très con-
idérablement (en puissances de 10) quand ß est très petit . Si
cous supposons comme précédemment que la densité NI est

levée, et la température aussi, nous avons à utiliser l'intégral e

Ĥ
l3 r,

W (ß) dß° é Ign-
2

l.le contient ainsi des exponentielles dont la valeur numériqu e
st :

n 6
esp-[23,151] Ni

aun

terme qui figure ici en exponentielle est tout à fait analogu e
u terme élémentaire que l'on obtient par la méthode des volume s
\clus sous la forme donnée par FExnsr (15) . Une différence trè s

importante est que le coefficient numérique est beaucoup plus
_rand. Pour donner un ordre de grandeur, l'exposant vaut 1

our n = 2 lorsque Ni = [20,43], alors que la méthode des
glumes exclus introduit pour le même résultat une valeur

= [23,1] . Autrement dit l'effet Stark linéaire détruit le s
[ats stationnaires bien avant que se produisent des collisions a u
éus classique du terme . On trouvera dans le tableau I les densité s
pour lesquelles se produit la destruction des états quantiques
(colonne 5) . Ces valeurs correspondent aux densités pour les -

(pe11es le champ normal (équation 4 .1) est égal au champ Fn

colonne 4) . On les comparera aux densités déduites de la for-

(4 .5 )

(4 .7 )

(4 .8)

(4 .9)
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Nr . '

mule d'Inglis et Teller (équation 12 .1) pour lesquelles se produi t

le recouvrement des raies (colonne 6) .

C'est cet accord entre le résultat de la théorie des volum e

exclus et l'emploi de la théorie statistique de Russell Stewa i

qui nous fait conclure à une impossibilité très réelle d'obten u

des résultats complètement corrects par la théorie de Holtsmark

Il serait en particulier intéressant de voir comment l'emploi d

la fonction (4 .10) modifierait les résultats de VERWEJ (51) ,

particulièrement dans la partie centrale de ses profils de raies .

5 . On pourrait chercher à améliorer la théorie de Holtsmark,

mais les difficultés qui se présentent sont très grandes . Dans l e

but de montrer de quelle nature sont ces difficultés, nous affin

tout d'abord rappeler de quelle nature est la méthode de Holt ,

mark.
Etant donnée à l'origine des coordonnées une particule, . on

veut mesurer le champ dans lequel elle est placée . Si l ' on appell

1, 2, • • • n • • • les différentes particules agissantes, chacune pr ,

duisant un champ de composantes Xi Yi Zi , le champ à l'origin

a pour composantes

Xo=ZXi

Yo = 27 Yi

Zo = E' Zi .

Si l 'on appelle dx 1 i • • dxyi la probabilité d'avoir une particul e

au point de coordonnées xii .

	

1a probabilité d'avoir incn

champ compris entre 'Co, Xo + dXo, Yo, Yo + dYo, Zo, Zo + d/,

est donnée par

(5.2)

	

W (Xo Yo Zo) =
VN S

. . . ~ tri . . . a•N dx11 . . . dx„ N ,

l'intégrale multiple portant sur le. volume où les conditions

Xo < X < Xo + dX0

(5 .3)

	

. . .

sont satisfaites et VN étant obtenu par intégration sur le, volum .

total :

VN = . . . G1 . . .6N dx 11 . . . dx,,N .

in d 'étendre l'intégrale (5.2) à tout l ' espace, Holtsmark intro-

iit des facteurs de Dirichlet :

, +

H(X) =
1 sin a e i

_CC

.+ ~

H(Y) _
1 sinß~ ei" d~

7r

	

'17

+ .0

H (Z)

	

1 sin e iX Z d ~
7r

dea, ß, y, b,&, x :

N
8

	

Xn Xo

= 2 dYo

y = 2-dZ o

es intégrales (5 .5) valent 1 ou 0

antes sont satisfaites ou non :

- ß<e<ß - y <x<. y .

omme a, ß, y sont des infiniments petits, Holtsmark écrit :

H(X) = dXo
S

(EXn-Xo)

J

2'0

	

+ ø
(XàYo dXo dYo dZo

= 8 at
dXodYo

	

55dd17dZodéi(iXo+nY,+'zo)

1
. . .

	

.

	

i (~EXn+i]EYn+EZn) d
Vn s

	

5 . .
o1~Ne

	

x11 . .

~r.-•
Wn

_ GO

suivantes

a =2dXo

suivant que les inégalités sui -
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Nr .

Nous introduirons ici une hypothèse différente de celle de Hài l

mark : nous supposerons que les particules 1, 2, • N ne si n

identiques qu'en moyenne, et nous conserverons jusqu ' à nou

ordre l'indice i.

Nous avons en tout cas, comme Holtsmark :

41

r2

(5 .10) -•N = VN ,

ce qui implique l'identité et l ' indépendance des probabilit é
a1

	

aN . Nous avons à calculer l ' intégrale type :

(5 .11)

	

J . = V` . . . Ç

	

dx 11 . dxh, .

v

Si l'on suppose que la force Xi Yi Zi agit suivant le raye
vecteur ri , on peut écrire, en prenant pour 1 les composan t
d'un vecteur s faisant un angle 8 avec le rayon vecteur ri :

(5 .12)

	

J . = v

	

ei (-.',- .1-. )

,--••	
V

Nous avons évidemmen t

(5 .13)

	

a'idxli . . clac, i = ridr i sin8 i d8 i d (pi

et l'on a en limitant l'intégration à une sphère de rayo n

1

	

i (1- . 7i)
(5 .14)

	

J. = 4

	

.2dr. d8 i `dcp i e
3nRa '0

	

0

	

0

,(5 .16)

	

eecos0g2 = e uz 2~2
ri

	

r i

et prenons comme nouvelle variable

5 .19)

	

J .
= n

	

2S J sin dB d T

	

S''iu g
i (u ) u2 du .

f

iagi() I
u du =

	

F

	

igi (~) + a g(a))
5iuoz( u )

+
3 Sau-2 eiügi(u) (2 ig: + iug:' - (gi + ugi) 2 ) du

+

omme a est très petit (R grand) on peut développer les exponen-

tielles et on obtient :

s

	

i

	

4

	

4 c -- iug (u )3a- 2 ~- i a-2 (2g i + 3 ag .-Su e ` (2ig~-+ -

	

- (gi+ug~)2)du .

1
cc

Ji
=

	

1-F-ia(3g i + 2ag~)-I-

~

	

1
+ 2 a s:u ei(u) (2 ig-}- iug - (g'i + ug)2) I du

1 -îS476 a(3gi +2ag 'i) +

+ 4n

	

oS 2 a dS2 u e fugi( u ) (2 ig ; + iug'i - (g i + ug) 2 ) du,

e
r2 gi (r) avec g i = 1 quand r-->- O .

-).-

	

eg i
s

	

-	 P cos B ;ft

	

r2
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Nr . 7

gi étant une fonction paire par sa définition même, a .g ; est au ,
une fonction paire et la première intégrale disparaît . La deuxièe

intégrale nous fournit une fonction compliquée de e :

43

qui donne :
1

	

°°
2)

	

W ()CO Yo Zo ) =	 2

s
e2 do

2sin F
~ o exp [K (C)] ,

4n o

	

OFo

3

	

J 7C

	

J . = 1-}-
4n

2
R3

e' (B) sin 8 dØ
S

	

e iug i (u
)

Ĥ cos

	

o

	

' o

(2 ig i -{- iugi -(9'i?- ug:) 2) du .

En raison du fait que
3

nR3n = N, nombre de particules activ ,

dans le volume considéré, on a pour le produit nJ i :

et par conséquent la fonction W:

(5 .26)

	

W

	

47E2
S P2dPe-4,zlnp l el o	

F
	 si" (e Fo)

2

o

	

~ o

où Fo est l'intensité du champ de composantes Xo Yo Zo .

6. Nous voyons donc par l'expression (5 .24) que si iule

moyenne peut se définir, elle ne s'obtient pas sans calculs d'une

extrême complication, comportant 4 intégrales successives i ,

tant respectivement sur u, B, (i), et enfin e . Il semble donc in;.à i

pensable de faire une première simplification en supposant tout ,

les fonctions gi identiques . On a alors :

(6.1) W dXo dYo dZo = dXo dYo dZo
SSS

sin Ø d8 dTO2 do é p~ose
exp

ec pour K (p) :

3) K (Q) =
8

3
n

e~ P'
s

(cos B) Z sin 6 de

	

ezüg(u)
H (u) du,

o

	

' o

g(u)
=

g
(V

Pw2) .
u

n voit, par la nature des fonctions écrites que même les fonc-
ns g les plus simples conduisent tout de même - en généra l

à des fonctions K6) d'une extrême complication. En par-

-alier, nous voyons qu'il serait possible, au moins en principe ,
résoudre le système de deux équations intégrales successive s

.2) et (6 .3) et d'obtenir la fonction g(r) donnant la loi de

obabilité de RUSSELL STEWART .
Les équations (5.24) et (6 .2) en particulier nous montrent

quelle nature sont les . difficultés d'une méthode statistique d e

amp self-consistent pour des atomes distribués au hasard .

Il, serait possible d ' adjoindre aux conditions (5 .1) une con -
lion exprimant que l ' intégration se fait le long d'une surfac e

énergie constante . Mais alors la séparation (5.11) des différen-

variables est impossible, ce qui rend le calcul impraticable .

Nous voyons donc de quelle nature sont les difficultés d ' amélio-
hon de la théorie de Holtsmark. Il paraît ainsi plus sage de

n tenir à une théorie au sens physique évident, analytiquemen t
u iple et donnant des résultats, pour les faibles densités con-

rnies à la théorie de Holtsmark et pour les grandes densité s
,niormes à la théorie des volumes exclus, autrement dit, l a
crie de Russell et Stewart .

Tables d'ionisation. Calculons tout d'abord la contribu-
it la somme Z des termes pour n grand. On a à calculer :

2
an

	

e

(5 .23)

(5 .24) n Ji = exp 18
3
" ye

N
m

`(cos Ø) sin BdØ ~ u e
iagi (n )

t'o

	

' o

identiques à 1

1
la somme Nom' a la signification d'une moyenne étendue àtout

les fonctions possibles g i (r) .

Holtsmark suppose toutes ces fonction s

obtient ainsi le champ dû aux ions :
g i

(5 .25)

	

JN = exp
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car, en raison de la valeur élevée de n, le terme esE peut êti

pris égal à l'unité .

On a :

(7 .2)

	

/3 = 2,14 .106 n
r

4 F
0

et en vertu de (3 .7) et (3 .8) nous supposerons r sensibleme n

constant . On a alors

n2

	

•10 6 1
(7 .3)

	

_
(2,14	

Fo

	

) V~ß

et nous remplacerons la somme (7 .1) par une intégrale :

(7 .4)

	

o-n = n2dne
i3

"

On a :
1

(7 .5)

	

n2 dn
= 3

d(n3 )

(214 . 10 6 r)
(7 .6)

	

=

	

ß dß4

La somme (7,1) devient alors :

(2l4 .iOßr) l S ßn
)3-.- dßet A

4

_

	

z 4 1 4~ d (ß °) e ~(2 .14-10'

Fo

	

) 4 o

Pour ß petit, on peut réduire l'intégrale dans (7 .8) au preiui ,

terme du développement asymptotique . On a alors :

(7 .9)

	

2,14 10 6 r41 e
dn =

	

Fo

	

32 ß-
l

et, en vertu de (7 .3), on obtient :

(7 .10)

t table suivante nous montre la contribution an pour n = 1 3
i fonction de la densité . On voit que pour des densités même
lativement faibles, la contribution à la somme 2' des terme s
nir n > 13 devient tout à fait négligeable .

Tableau II .

Log N,

4217, 1

181,5 9

0,008 5

8 . Méthode de calcul-. Pour calculer les intégrales

Wn - En - EF,

E étant l'énergie d'ionisation en l'absence de champ de l'état n,
étant l'énergie d'ionisation en l'absence de champ de l'éta t

létruit par le champ F. On a donc à calculer :

	

8 .3)

	

2 / n2 e4En S Pit,V(0) dß
e ,9E F

!lIJJJ

	

0
n

)n a :

	

8 .1)

	

W (ß) dß = d (e_ß 2 )

i'on construit la courbe e--"F en fonction de e-13- . On a
[Liement à déterminer l'aire de cette courbe . On trouvera sur

11 ligure 3, p . 46, les formes de cette courbe pour différente s
J, usités et pour 0 = 0,2 . On obtient ainsi pour chaque valeu r

,[ i la densité N1 et de la température 0 =
5T0 la valeur de l a

„mine. En fait, on calcule

(7 .7 )

(7 .8)

ß 4

0,085 7

0,85 7

8,5 7

1 5

1 6
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log N,
15 16 17 18 19 21 21 22 23

\~~.2 1,326 5,113 8,432 10 ;996 11,423 10,442 8,017 2,077 0,00 0
u;L 0,449 0,625 1,481 3,237 6,223 8,137 7,355 1,511 0,00 0

!~,05 0,239 0,267 0,578 1,402 3,336 5,449 6,673 1,209 0,00 0
0 ;02 , 0,192 0,196 0,383 0,892 1,838 3,809 6,143 1,025 0,000
0 .01 0,182 0,181 0,343 0;744 1,579 3,343 5,931 0,956 0,000

qui est l'équivalent de la somme d'états . On en déduit, à l'ai

il) On remarquera que jdécroît quand la densité décroît . Cela est dû à.la possibilité
peuplement des niveaux excités aux faibles densités.

9. Compressibilité adiabatique . Le calcul de la couche con -
clive est important, comme nous l'avons vu à propos d e

I ' théorie du triage . Il est nécessaire, pour en établir les limites ,
Iii calculer le coefficient de compressibilité adiabatique . On peut
['marquer que l'influence de l ' ionisation sur le coefficien t

log T/d log P) est la même, que l ' ionisation ait pour origine
une élévation de température ou une augmentation de pression .

En effet, si on se trouve dans une région de demi-ionisatio n
température, une compression adiabatique élève la tempé-

ititre, donc le nombre d ' atomes présents et l 'élévation de tem-
l!trature est moindre que celle qui se produit en l 'absence d ' ioni-

itibt . L ' effet est le même si on se trouve dans une région d'ioni-

liait de pression . Il faut donc s 'attendre à trouver une vaste
)filon de températures et de densités où (d log T/d log P) est
inférieur à 0,4, valeur maximum pour un gaz monoatomique .

Une transformation adiabatique est définie par

Fig. 3 . Courbes pour l'intégration numérique de la formule (II 8,1) .

de (2 .7) No en fonction de N1 et de 0, et ensuite N = N1 +
donc e = NH en fonction de Nl et 0, ainsi que l'ionisation

N1
x No + N

1

en fonction de N 1 et O . A l'aide de la table (N1 , 0) on peut fina l

ment construire une table x (o, 0) (Des tables complètes sont

cours de préparation . Les tableaux III et IV en sont extrait, i ,

46 4 7

-9(Eo -En) SßW(ß) dße
9EF

o
(8 .5)

Tableau IV.

xvolts(l) (potentiel moyen d'ionisation)

log Ni
15 16 17 18 19 20 21 22

.1 .1 )

a press i

0,2 0,999 0,999 0,993 0,953 0,754 0,387 0,226 0,393 1, 0

0,1 1,000 1,000 0,999 0,997 0,987 0,946 0,848 0,828 1; u

0,05 1,000 1,000 1,000 0,999 , 0,998 0,991 0,974 0,954 1,!

	

I on er g

0,02 1,000 1,000 1,000 1,000 0,999 0,998 0,996 0,990 1,G ~

0,01 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,999 0,999 0,997 1,C

dE-{- P dV =O.

ôn P est :

PV = N (1 -f- x) k T

ie est :

8-N(1+x)kT-Zn i x i



48

ni étant le nombre de particules d'énergie -xi. Si Epi est l'éner g

de l'état de nombre quantique p i , EF l'énergie du niveau détr i

dans le champ F, on a :

(9 .4 )

et l'équation (9 .3) devient

(9 .5) E - 2 N(1 -{-x)kT- N(1 -x)

Nous poserons de façon abrégée :

(9 .6)

et de même :

(9 .7)

	

x2 =

~

	

r
c

~ J9iW (ß) dß e~xi

Afin de pouvoir effectuer les dérivations par rapport à x, V c i

dans x, nous explicitons la fonction W(ß) en mettant en évidl i [

comme variable le champ électrique F. On écrit alors :

S 9i (Ei -
EF)2

W (ß) dß e'9x i

~

Nous posons :

i g i (Ei - EF) 2(2,61•e)~ÿx F dFér~(2,61 .e)~y~

J e p

(9 .8) z = r

F2
S F

	

(2,61 • e)

V
x dFe~ ( EZ-EF)

g i
0

(9.9) E = xN(1 -x) .

En posant également :

f ifférentions (9.5), (9.2) et l'équation d'équilibre (2 .7). On
,!tient ainsi le système d'équations différentielles :



dV 2dx dx

	

3 dT 1 aE

	

1 âE

	

1 â E(9.22) - V
+ x +

	

=
1-x 2 T Eax

dx-
EaT

dT-
EaV dV

auquel il faut adjoindre (9 .1) qui permet d'éliminer dE. O
obtient alors le système :

(9 .23) (_P)dv=(2
3

PT a
6

	

3	 PV (9
T) dT + Ç2 1-{- x a x) dx

(9 .24) dP

	

dx dTdV

P 1-+-x + T V

( V + E
lez

aV)dV { dxl
x

+ 1 1 x + ~8x~

	

T
dT 3

(2 EâT)

On tire dV de l'équation (9 .24) et on obtient :

(9 .25)

oV
-P

)
V	 p = dT(xP~V-' T T(aV

-P
}) +

{

	

3 PV_a(	 Va E
dx (2 1 -} x ax~l+xaV-P) 1

(9 .26)

( V ,1+
1	

P

	

T (2 EaTV( V
1

-dx(x
2

+ 1
	 1

x + E-

	

l
a
aE

x+V- V
( 1

+
laE\

1
	 1

~âV)-{- x

On élimine maintenant dx entre ces deux équations. Groupon s
auparavant les termes identique s

(9 .27)

(9 .28)

	

aV
P) V P

	

T \
2 PT aT TaV)

,dP

(9.29)
/

	

2

	

1 aE

	

V 1 5E\ '
\x(1 -x') + Eax + 1-I-xl'aV) '

- dx

~5	 PV a	 	 V	 a" )
-1-dx 2 1+x ax 1 I xa V

1 1 aE dP _ dT 5 VO L
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