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En‘pskj@nt det szrlig var eksistensen.av de atomfysiske: sy-
stemers stasjonzre tilstander og utforskningen av disse, som
ledet il kvanteteoriens niverende stadium, har ogsi de ikke-
stasjonzere fenomener, som man f. eks. har & gjore med ved spred-
ning av partikier eller belger, like fra forste stund statt i for-
gl‘unnen for interessen.

Man behgver bare & tenke pi BoHRs bremsningsformel alle-
rede fra 1913, fra kvantefysikkens »Mykenske tid«, som stadig
finner en si utstrakt anvendelse, med eller uten de i alminde-
lighet smi korreksjoner som hglgemekanikken og relativilels-
teorien forlanger.

Andre store fremskritt pi dette omride, som umiddelbart
faller i taukene, er MOLLERS relativistiske stotformel og BoHRs
tydning av Ramsauereflekten, som fikk sitt matematiske belegg
i teorien for eleklronbelgenes diflraksjon i alomfelter ved Faxén
og HoLTsuark.

Nar man bortser fra de ennd uleste problemer som knytler
seg til energirike statprosesser i den kosmiske striling, danner
kvantemekarikkens spredningsteori et sewerlig vakkert avsluttet
hele; hensikten i det felgende er & anvende den pa et skjema-
tisk lite eksempel, som pa atler en ny mate turde belyse det
paradoksale 1 en samtidig anvendelse av to anskuelige billeder
som gjensidig uteluklker hverandre, eller reltere: stir i det eien-
dommelige reciprocitetsforhold som er karakteristisk for kvante-
teorien, og som nd er alminnelig kjent under begrepet komple-
mentaritet. ‘

For & gjere det matematiske s enkelt som mulig vil vi be-
trakte spredningen av en homogen partikkelstrile pd en stiv
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kule. Regningen kan da gjennomfares explicit og leder til for-
holdsvis enkle uttrykk.
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Fig. 1. Spredning pd en stiv kule, a) belgemekanisk, b) punktmckanisk.

Etter belgemekanikken kan den primeere partikelstrem frem-
stilles ved en plan monokromatisk De Broglie-bolge,

v, = RELTS
hvis belgelengde 4 er gitt p4 kjent mite av partiklenes masse

og hastighet.

Den matematiske oppgave som skal lgses er & bestemme en
sekundaer bolge W sﬁledgs at hele feltet, ¢ = ¢p+'¢/}s, tilfreds-
stiller SCHRODINGERS bplgeligning og randbetingelsene:
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v =93 +2n7) ;n=1,2,3, ... 1)

¥y =0 ; r=R @)
eZnir/i

Y —*f(é*)T ;P> 00, 3)

Det vil si:

1) Feltet skal vere en éntydig funksjon av polarvinkelen &
(fig. 1a).

2) Amplituden skal til enhver tid vare 0 pi kulens overflate.
Det svarer til at overflaten fremstilles ved en uendelig hey
potensialbarriére, hvilket kan oppfattes som en definisjon pa
absolutt stivhet.

3) Den tredje betingelse som angar belgefeltets forlep i stor av-
sland fra spredningscentret, utelukker innlepende sekundeer-
baglger. Sidanne kan nemlig ikke tillates fordi en fysisk
meningsfull lesning av problemet ikke kan fremstille noen
innstraling fra uendeligheten utover den som er inneholdt
i primeerbelgen.

Den asymptotiske lasning for store r har formen:

ikr o
Yo=Y, t ot D) a,P,(cos#); P, = Legendre polynom,  (4)
P kr =0
k=2x/1,

hvorav intensitets-fordelingen i tilstrekkelig store avstander kan
beregnes nir koeffisientene aller kjent. Disse mia egentlig be-
stemmes av den eksakte losning ved hjelp av randbetingelsen
(2) etter en metode som gér tilbake pi Lord RAYLEIGH og som
bestidr i 4 utvikle primarbelgen i en tilsvarende rekke etter
kulefunksjonene P,.

I det foreliggende tilfelle hvor spredningen er elastisk, kan
imidlertid en viktig egenskap ved sekundwzrbelgens utviklings-
koeffisienter a, avledes allerede av materialbalansen.

ES
Danner man nemlig massestrommen S ved & sette inn (4)
i den velkjente belgemekaniske formel,

N . B .
S = e (ypgrad y* —* grad y), (5)
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og integrerer over en lukket flate som omslutter den spredende
kule, si md resultatet veere lik 0, ettersom partikler hverken
oppstar eller forsvinner innenfor det betraktede volum.

Det gir ligningen:

Statretoo) o

Da koeffisientene @, er funksjoner av belgelengden 7 og kulens
radins R, ma dennc ligning vere oppfylt identisk. Hvis man
altsd skriver de komplekse koeffisienter a, pa formen |q,|exp (i7),
mé vi for alle indices 7 ha:

| la,| = (214 1)sing,. N

Den fysiske betydning av sterrelsene 7, er faseforskjellen
mellom ut- og innlepende kulebslger i uendeligheten. Disse
»laser« er de fundamentale storrelser i ethvert spredningsproblem;
er de gitt, si er ogsid beyningsfiguren entydig beslemt.

Ved hjelp av (7) kan altsd det asymplotiske uttrykk for
sekund=erbelgen skrives pa formen:
o i

Vs = Ter z:Zo (21+1) sing, et P, (cos ). (8)

Denne del av feltet kallés i alminnelighet den spredte belge,
men det mi bemerkes at en slik avspaltning av sekunderbelgen
fra det fullstendige felt er en rent malematisk operasjon, som
i visse sitnasjoner virker kunstig, siledes for eksempel ved geo-
metrisk skygge.

Det synes ganske unaturlig 4 si at kulen spreder noe inn
i skyggen, men i virkeligheten har jo »den spredte balge« i
ovennevnte matematiske betydning en stor amplitude just i dette
omride — nemlig like stor som primaerbelgen — og motsait
fase, sdledes at de tilsammen opphever hverandre.
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For 4 skille primzer- og sekundeerbelge er det videre naed-
vendig 4 innfere en skjerm, men pa grunn av beyning pi kan-
tene formdr ingen skjerm & separere ut primearbelgen for alle
vinkler.

Det er bare i retninger tilstrekkelig langt fra den primzere
baolgenormal at den spredte belge har en enkel eksperimentell
betydning. I nzrheten av primearretningen er det bare mulig &
mile intensiteten av det totale interferensfelt.

La oss imidlertid opprettholde definisjonen ovenfor og be-
regne sirpmiettheten av sekundarbelgen alene, ved innsetning
av (8) i (b). Integrasjon over alle vinkler og divisjon med pri-
merintensiteten gir den velkjente formel for det totale elastiske
spredningstverrsnitt:

4 7
2

0= k Z(QlJrl)sinzi]l. 9)

Beregningen av spredningstverrsnittet som funksjon av helge-
lengden efter (9) er i alminnelighet meget besvaerlig pa grunn
av rekkens konvergensforhold.

I omrédet 0 <I<kR antar fasene alle mulige verdier, men
for I>> kR er de sma av sterrelsesorden (IcR/I)A For 4 f4 en god
tilneermelse er det derfor nedvendig 4 ta med ca. kR ledd i
rekken. ‘

Men i to grensetilfeller: a) for meget lange belgelengder og
b) for meget korte belgelengder -— det vil si lange.eller korte
i forhold til kulens dimensjoner — kan man unten ngyere kjenn-
skap til fasene slulte seg til spredningsfunksjonens alminnelige
forlap.

Det er det siste grensetilfelle som vesentlig interesserer i
denne sammenheng. Som en brukbar tilnsermelse kan vi her
sette alle faser 5, = 0 for I> kR, og skrive

4 KR -
Q= e IZO(Z/I—F 1) sin®y,
=0 /

(10)

9x (KR [kR] \
= {Z(2I—|—l)——2(21—!—1)0052471]».

=0 =0
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Fordi fasene oscillerer pi en uregelmessig mate vil den siste
sum i klammeren veere av mindre sterrelsesorden enn den forste,
i grensen kan vi anta at den vokser langsommere enn kvadra-
tisk med kR, sdledes at vi far Q ~ 27 R® eller det dobbelte av
kulens tverrsnitt, Q, = 7 R%

Resonnementet kan begrunnes neyere ved 4 ansla de
ledd som er kastet bort. Det viser seg at den vikligste korrek-
sjon er av storrelsesorden (kR)™. Det elastiske spredningstverr-
snitt nermer seg altsd kvotientasymptotisk til 2 ganger det geo-
metriske tverrsnitt:

lj = 2.
h l_rPOQ/ Q (11)

Denne grenseverdi 2 som visstnok forst blev bemerket av
MasseEy og MoHR¥, synes ganske forbleffende, for grenseproses-
sen, 4—0, er jo matemalisk likeverdig med h—>0, eller over-
gang til punktmekanikken. Ved uendelig korte boelgelengder har
man geometrisk strileutbredelse, og man kunde tenke at spred-
ningen skulde vere neyaktig lik den flux som kulens skygge
skjerer ut av den primere partikkelstrom; det vil si en relativ
spredning Q/Q, = 1, og forevrig — etter den enkle refleksjons-
lov — med konstant infensitet i alle retninger.

Paradoxet henger sammen med den konvensjonelle definisjon
av spredt straling. Hvis vi tenker oss en lukket flaie lagt om
spredningscentret, si nar at den faller innenfor omréidet med
geometrisk skygge, s& har vi nd regnet som om en strale med
primzrbalgens fulle intensitet passerte gjennom kulens skygge-
billede pa flaten.

Men urimelighetene kan omgaes ved en mere kritisk anven-
delse av den geometriske strilekonstruksjon. I virkeligheten blev
det fremholdt allerede av RayrLeicu (1871) 1 forbindelse med
hans optiske underseokelser, at retningen av en begrenset strile
er prinsipielt nbestemt pi grunn av den uundgielige diffraksjon
i de begrensende blender.

I kvanteteorien er jo dette forhold velkjent. Stralekonslruk-
sjonen og belgebegrepene kan ikke anvendes samtidig ulover
visse grenser som er gitt ved en uskarphetsrelasjon.

* Proc. Roy. Soc. A 141, 434, 1933.
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Det kritiske omréade er i vart tilfelle en kegle,

1 .
g < __—
9 (12)

hvis dpningsvinkel ganske visst stadig avtar med belgelengden,
men som allikevel alltid vil gjere begrepet geometrisk skygge
ugyldig i tilstrekkelig stor avstand fra det spredende objekt.

Né& kan man vise at dette snevre omride omkring primeer-
retningen omfatter en tett strilebundt som beerer just halvparten
av den spredte energi. Hvis alisi den kritiske kegle blev utelatt
ved integrasjonen (9), vilde den resterende spredning anta den
verdi som er forenlig med rettlinjet straleutbredelse.

For & se det er det fordelakiig 4 spaite opp sekundserbgl-
gen (8) i to deler:

eikr {kR] (I 1 ) p eikl‘ Lkﬂ] (I 1 ) 2in p
- ot - 4)— * ' - =ty 19' .
s = iy 2y ) Bileos ) — o0 2\ 5)e (o8 D)oy
W, Wy

Vi vil forst studere den ved sméa vinkler, 4 ~ 1/kR. Faktorene
P,(cos#) vil da meget ner vere konstante lik 1, og ved et re-
sonnement analogt til (10) (11) sidene 7 og 8 kan man slutte
at den forste sum ws' er dominant, idet leddene i den annen
sum . i stor utstrekning opphever hverandre.

Ved hjelp av kulefunksjonenes egenskaper kan summasjonen
utfores, og man fir som tilnsermelsesformel for sma vinkler,

! 2 . ~4
W, ® (kR) 2 kR sin %/2

3 ./ ikr
Jy (216R51n19/2)} e (14)

ikr

hvor J = Besselfunksjon av 1. art.

Faktoren i hakeparentesen har et skarpt maksimum for
©+ = 0, dens alminnelige forlop fremgar av fig. 2. Det tilsva-
rende stremutirykk gir ved integrasjon over den lille kegle
9 < 1/kR, en flux = wR*- A/A, eller tilnermet like meget som ku-
lens tverrsnitt skjserer ut av primarstralen.

Subtraksjon av dette bidrag vilde folgelig redusere sprednin-
gen til en halvpart, som uevnt ovenfor. Men den &pningsvinkel
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J ~ 1/kR som skal utelukkes er selvsagt bare gitt med hensyn
til sterrelsesorden.

J,akRsinT12)
" 2&Rsim 97z

28R Y,

Fig. 2.

Idet vi vender tilbake til ultrykket (13) for sekundzerbelgen,
mA vi huske at det er bare for meget sma vinkler at den siste
sum ¥, kan neglisjeres. Nar variasjonen av funksjonene, P;(cos-%),
og fasene, 7, tas neyere i betraktning, viser det seg at de for-
skjellige kulefunksjonskomponenter summerer seg opp lil en
he‘lge med tilnzrmelsesvis konstan! amplitude,

" R
i = 57 (15)
for alle vinkler.

Hertil svarer en kulesymmetrisk spredning med en total in-
tensitet lik den primerflux som treffer kulen, altsd nettopp hvad
man vil vente etter det klassiske billede av en partikkelstrem
som spredes ved elastiske stot mot en kule,

Derimot har den forste sum i (13), ¥/, ingen partikkelstrom
som punktmekanisk molstykke; som vi né skal se, fremstiller
denne del av sekunderbgplgen i det vesentlige skyggen:

Ved benyttelse av de eksakte bglgefunksjoners egenskaper
finner man elter forskjellige omformninger at forholdet mellom
primsrbolgens og sekundeerbplgens amplitude, ved smé vinkler,
tilneerinet kan skrives®:

17
2sin® 2 \de . (16)
T

2 kr sin® 92

[N o [J1(2kRsin-9/2)
v, ~ B == R sin 972

* Formelen gjelder ikke i kulens umiddelbare nzerhet.
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Hakeparentesen er den intensitetsfunksjon vi allerede har
statt pd i (14). Den har en bemerkelsesverdig optisk analogi,
nemlig i det Fraunhoferske bgyningsbillede av en cirkuler blende.

Den siste faklor med integralet spiller en lignende roile som
Cornuspiralen ved Fresnelske diffraksjonsfenomener, man over-
ser den best ved 4 skrive:

weir
—dr=x+1y (17)
Tr
og velge x, y som reltvinklede koordinater. Den kurve som er
gitt ved parameter{remstillingen:

x(r) = "°:Tdr, (o) = \22% do, (18)
T T

er en spiral som antydet i fig. 3. Man vil legge merke til at
kurvens vinkelkoelfisient, dy/dx, 1 ethverl punkt simpelthen er
lik parameterverdien z.

Uten 4 gi neyere ina pa den numeriske diskusjon av formelen
(16) kan vi nd i grove trekk fiksere skyggegrensen. Skyggevirk-
ning har vi dpenbart 1 de omrader hvor 'foxjholdet ws/wp er ne-
gativt reelt og i absolutt verdi & 1, idet primer- og sekundeer-
belge da tilnsrmet opphever hverandre.

For at der skal vere en merkbar utslukning av primerbel-
gen, ma to betingelser veere oppfyll:

For det forste m4 . intensitetsfaktoren i hakeparentesen (16)
vere stor, det vil si dens argument ma ligge vel innenfor det
forste sekundermaksimum.

Dérnest ma faktoren a - iy ha en relativt liten imagineer del.
Parameteren = mé altsd ikke vezere sd stor at man nér inn i
spiralens vindinger som svarer til de sméi intensitetsvariasjoner
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utenfor skyggen. Som en grense for dette omriade kan man velge
v & 7/2, den kan naturligvis ikke fastlegges skarpt. (Ved z & 7/2
har man i virkeligheten allerede igjen |en liten forsterkning av
primarbalgen, da x jo her er negativ.)

Etter disse to belingelser kan man definere skyggegrensen ved

2kRsin9/2 & n ]
. (19)
2 krsin® $/2 @ 7/2 I
eller
R

sin 9/2 = 5
hvilket etter forutsetningen, smé vinkler, stemmer med den geo-
metriske skyggekonstruksjon.
Da intensiteten av sekundserbelgen avtar (omtrent som (Icr)_g),
vil skyggen naturligvis intet sted veere absolutt men gradvis ut-
viskes med voksende avstand fra- kulen, hvor kort enn belge-
lengden matte veere.

Summary.

The scattering of particles by a rigid sphere is discussed with
particular reference to a curious result enunciated by Massey
and MoHR:

With increasing velocity the scattering cross section does not,
as mighl be conjectured, tend to the projected area of the sphere;
but to fwice this value. ‘

The interpretation of the paradox lies in the essential inde-
terminateness of the primary direction. It can be shown that the
scattered intensity consists of two parts, both carrying the same
current. One parl represents a spherical wave of uniform in-
tensity in all directions, the other is confined to a narrow re-.
gion around the primary direction. The lalter part is intimately
connected with the shadow.

Indleveret til Selskahet den 1, August 1945,
Feerdig fra Trykkeriet den 21. September 1945.





