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I n dieser fünften Mitteilung kehren wir zunächst zu den i n

der dritten Mitteilung vorgeführten Fragen über Nachbar -

punkte und Nachbargeraden zurück . Die schwachen Transporte

(die singulären Bewegungen) der Ebene in sich werden- nähe r

erörtert, und für die Schmiegbüschel (d . h. Büschel von Geraden ,

welche durch zwei vorgegebene Nachbarpunkte, und somit

durch deren zugehörige Erweiterung hindurchgehen) werden di e

Beziehungen zwischen dem Scheitelelemente und den Schnitt-

elementen, welche von verschiedenen Transversalen aus de m

Büschel ausgeschnitten werden, dargelegt . Auch werden Nach -

bargeraden ohne gemeinsame Punkte genauer untersucht un d

die Beziehungen der beiden Dimensionen eines Rechtecks aus-

einandergesetzt .

Schliesslich wird nachgewiesen (in § 8), dass die singulär e

Geometrie (d . h. die Geometrie wo Rechtecke beliebiger Dimen-
sionen existieren) mit Hilfe einer Erweiterung der Hilbertsche n

Streckenrechnung erledigt werden kann. Es geht hieraus hervor,

dass die Hauptsätze der Euklidischen Geometrie tat-

sächlich von dem Eindeutigkeitsaxiom unabhängi g

bestehen .

§ 1 . Schwache Transporte in der Ebene .

1 . Unter einem schwachen Transport soll ein Transport

verstanden werden, welcher jeden Punkt entweder in eine n

Nachbarpunkt überführt oder in Ruhe lässt . Im besonderen

spricht man von einer schwachen Drehung um einen Punk t

oder einer schwachen Schiebung längs einer Geraden . Jeder

schwache Transport ist ein direkter Transport . Zwei Figuren,
1*
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welche durch einen schwachen Transport in einander übergehe n

können, sollen als Nachbarfiguren bezeichnet werden .

Einen Transport, welcher durch Zusammensetzung eine s

schwachen Transportes und einer Achsenspiegelung entsteht ,
bezeichnen wir als Nachbarspiegelung . Dieselbe lässt sich dar -
stellen entweder als Produkt Aa einer Punktspiegelung A un d
einer Achenspiegelung a derart, dass der Punkt A Nachbar -
punkt der Geraden a ist, oder als Produkt einer Achsenspiege-
lung x und einer schwachen Schiebung längs der Geraden x .

Zwei schwache Transporte oder zwei Nachbarspiegelungen
lassen sich zu einem schwachen Transport zusammensetzen .

Ein direkter Transport, welcher zwei Fernpunkte A, B i n
zwei zu diesen benachbarte Punkte A 1 , B1 überführt, ist ei n
schwacher Transport . Er lässt sich nämlich aus zwei schwache n

Transporten, nämlich einer schwachen Schiebung A-4- A i un d
einer schwachen Drehung um A1 , zusammensetzen .

2. Ein schwacher Transport mit einem Fixpunkt A besitz t
unendlich viele Fixpunkte . Der Transport lässt sich nämlic h
als Produkt ab zweier Achsenspiegelungen darstellen, dere n
Achsen a, b Schmieggeraden sind, welche beide durch den Punkt

A gehen, wobei die eine von diesen sonst beliebig gewählt wer -
den kann . Die beiden Geraden a, b haben unendlich viele Punkte

mil einander gemein, und jeder von diesen Punkten ist ei n

Fixpunkt des vorgegebenen Transportes .
Hat ein schwacher Transport eine Fixgerade a, so besitz t

er unendlich viele Fixgeraden . Der Transport lässt sich nämlic h
darstellen -als Produkt AB zweier Punktspiegelungen, dere n
Zentren A, B Nachbarpunkte auf der Geraden a sind, von wel-

chen der eine sonst beliebig gewählt werden kann . Die beiden

Punkte haben unendlich viele Verbindungsgeraden, und jede vo n
diesen ist eine Fixgerade des vorgelegten Transportes .

Wenn ein schwacher Transport weder Fixpunkte noch Fix -

geraden besitzt, so lässt er sich darstellen als Produkt ab zweie r

Achsenspiegelungen, deren Achsen a, b Nachbargeraden sind ,

ohne gemeinsame Punkte oder gemeinsame Normalen . Die beiden

Geraden können so bestimmt werden, dass eine beliebige vo n

ihnen durch einen vorgegebenen Punkt hind urchgeht .
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§ 2 . Striche und Flecke .

3. Alle Geraden, welche durch zwei vorgegebene Nachbar -

punkte A, B hindurchgelegt werden können, bilden ein Schmieg-

büschet S (A, 13) . Sie haben eine ganze Menge von Punkte n
S (A, B) mit einander gemein, welche wir früher (Eint . III, 55 )
als Erweiterung der ,Strecke AB (oder als lineares Element ,

Schnittelement, Scheitelelement des Schmiegbüschels) bezeichne t

haben . Aus diesem Elemente haben wir wiederum ein entsprech-

endes ebenes Element durch Drehung um einen beliebigen Punk t
von S (A, B) abgeleitet . Wir gehen nun daran, diese Element e
näher zu untersuchen . Der Bequemlichkeit halber wollen wi r
das lineare Element S (A, B) mit dem kurzen Namen »Strich« ,

und das entsprechende ebene Element mit dem Namen »Fleck «

bezeichnen . Die Strecke AB soll Grundstrecke der beiden
Elemente heissen .

4. Für jeden direkten Transport r, welcher die beiden Nach-

barpunkte A und B stehen lässt, sind alle Punkte von S (A, B)

Fixpunkte. Der Transport lässt sich nämlich als Produkt ab
zweier, Spiegelungen darstellen, deren Achsen durch die Punkt e
A, B gehen, wobei a eine beliebig zu wählende Gerade durch

diese Punkte bezeichnet . Die Geraden a, b enthalten sonach all e

Punkte von S (A, B), und infolgedessen lasst der Transpor t

r = ab alle Punkte von S (A, B) in Ruhe . Umgekehrt gilt, das s

jeder Punkt C einer vorgegebenen Geraden a durch A und B ,
welcher Fixpunkt eines jeden Transportes ist, welcher die Punkt e
A, B stehen lässt, dem Strich S (A, B) angehören muss . Jeder der

in Rede stehenden Transporte lässt sich nämlich durch ein e

Spiegelungsfolge ab ersetzen derart, dass die Gerade b durch . A

und sonach auch durch B und C hindurchläuft, woraus folgt ,

dass C dem Strich S (A, B) angehört .

5. Jeder direkte Transport mit den Fixpunkten A, B besitz t

aber unendlich viele Fixpunkte, welche dem Strich S (A, B) nicht
angehören. Beispielsweise schneiden sich wie früher gezeig t

(Eint . I, S. 31 ff'.) zwei Geraden durch A bezw. B, welche nich t

Nachbargeraden sind, in einem neuen Fixpunkt .

In der ganzen Ebene soll nun die Menge aller Fixpunkte ,
welche jedem Transport mit den beiden Fixpunkten A, B ange-

hören, mit F (A, B) bezeichnet werden . Sie ist wie früher ange-
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deutet mit der ebenen Erweiterung von A, B (oder von S (A, B))
identisch . Dies soll nun hier näher nachgewiesen werden .

Es sei p eine beliebige Gerade durch A . Wir können dann
eine ihr entsprechende gerade Linie q durch A derart bestimmen ,
dass pq = ab (wobei a, :b dieselbe Bedeutung haben wie oben )
den in Rede stehenden Transport mit den Fixpunkten A, B dar -
stellt . Das. Geradenpaar p, q wird aus a, b durch eine Drehun g
um A abgeleitet, wobei a in p übergeht . Es folgt hieraus, das s
die Gerade p den Fleck F (A, B) in einem Strich schneidet ,
welcher aus S (A, B) durch Drehung um A entsteht . Also j e d e
Gerade, welche durch A oder einen anderen Punkt vo n
F (A, B) gelegt wird, schneidet F (A, B) in einem Strich ,
welcher dem Strich S (A,B) kongruent Mit anderen
Worten : Der Fleck F (A,B) wird aus dem Strich S (A,B)
durch Drehung um einen beliebigen Punkt in diese m
erz engt .

6. Ist nun g eine beliebige Gerade, welche durch die beide n
Punkte A, B und infolgedessen durch alle Punkte von S (A,B) ,
hindurchgeht, und ist C ein Punkt von F (A, B) ausserhalb q ,
ist ferner h eine Gerade, welche durch C geht und die Gerad e
g eindeutig in D schneidet, und ist 9' 1 eine neue Gerade durch
A, B, dann lüssl sich eine Gerade h l durch C so bestimmen ,
dass ggl = hhl .

Hieraus folgt aber hggl = hl , d . h. die drei Geraden g, h, g l
sind in Involution, und weil die beiden ersten Geraden g, h sich
eindeutig in D schneiden, muss die dritte Gerade, g i , durch D
gehen, d . h . D gehört dem Strich S (A, B) an . Es gilt also :

Istg eine beliebige Gerade durchdie beiden Nach-
barpunkte A, B, und C ein Punkt von F (A, B) ausser -
halb g, dann wird jeder Punkt, in welchem g vo n
einer Geraden h durch C eindeutig geschnitte n
wird, dem Strich S (A,B) angehören .

Im besonderen wird also der Fusspunkt der Senkrechte n
von C auf g dem Streich S (A, B) angehören . Das Spiegelbild

von C bezüglich g gehört sonach dem Fleck F (A, B) an .
Es folgt dann, dass, in der inneren Geometrie de s

Flecks F (A, B) alle ursprünglich aufgestellten Axiom e

der ebenen Geometrie gültig sind, wenn wir unter
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»Gerade« den Durchschnitt des Flecks mit einer ur-

sprünglichen Geraden verstehen .

7. Drei Geraden a, b, c von welchen die beide n

ersten, a,b, Schmieggeraden sind mit dem Schnitt -

element S (a, b), bestimmen dann und nur dann eine n

involutorischen Transport abc, wenn die dritte Gerad e

c den durch S(a,b) erzeugten Fleck durchschneidet .

Beweis . Es sei O ein Punkt des Schnittelements S (a, b) und

P sein Spiegelbild in bezug auf c . Dann muss P bei dem Trans-

port cbac fest bleiben . Ist nun cba = abc, also chac = ab, folg t

hieraus, dass P bei dem Transport ab stehen bleibt und dem

von S (a, b) erzeugten Fleck angehören muss. Dies gilt aber

dann auch von dem Mittelpunkt M der Strecke OP, und da M auf e

gelegen ist, ist hiermit bewiesen, das c den Fleck durchschneidet .

Umgekehrt : Wenn c in den Fleck hineindrängt, muss das Spiegel -

bild P von O bezüglich c, und somit auch der Mittelpunkt M vo n

OP, dem Fleck angehören . Infolgedessen muss M bei dem Trans-

port abc fest liegen, d . h . dieser Transport ist eine Spiegelung .

8. Zwei Paare von Nachbarpunkten, A, B und C, D sollen

ebenbürtig heissen, in Zeichen AB N CD, wenn die entspre-

chenden Striche S (A, B) und S (C, D) einander kongruent sind .

Gehen zwei Geraden h, i, welche einander in einem Punkt

C eindeutig schneiden, durch zwei Nachbarpunkte A bezw . B,

dann muss mindestens eine von diesen Geraden jede Gerade g

durch A und B eindeutig schneiden (Eint III, 12) . Ist z . B. der

Schnittpunkt A von h und g eindeutig bestimmt, so folgt hieraus ,

dass A dein Flecke F (B, C) und C dem Flecke F (A, B) ange-

hört, und infolgedessen sind die beiden Flecke identisch, d . h . die

Striche S (A, B) und S (B, C) sind einander kongruent . Kurz kann

dies so ausgedrückt werden :

Wenn in einem Dreieck mit singulären Seiten zwe i

ordinäre Winkel vorhanden sind, dann müssen di e

ihnen gegenüberliegenden Seiten einander eben-

bürtig sein .
Sind alle drei Winkel ordinär, so müssen alle drei Seite n

einander ebenbürtig sein .

9. Ein Nachbarpunktepaar A, B soll einem anderen Nach-

barpunktepaar C, D unterlegen genannt werden, in Zeichen :
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AB CD, wenn S (A, B) durch einen Transport in einen echte n

Teil von S (C, D) übergeführt werden kann . Dieselbe Eigenschaft

wird dadurch ausgedrückt, dass das Paar C, I) dem Paar A, B

überiegen genannt wird, in Zeichen CD AB.
Dieselbe Beziehung wird dadurch ausgedrückt, dass wi r

S (A, B) und F(A, B) kleiner (oder schwächer) als S (C, D) bezw.

F(C, D) nennen .

Lemma I . Ist AB).- BC, so folgt AC CND AB . Die Dreiecksun-

gleichheit besagt nämlich, das s

AB-BC<AC<ABH-BC ,

und hieraus folgt, wegen BC < ,'AB ,

AAB<AC<AB .

Lemma II . Es seien a, b, c drei Nachbargeraden, welch e

durch denselben Punkt gehen . Die Schnittelemente der dre i

Geradenpaare seien mit S (b, c), S (e, a), S (a, b) bezeichnet .
Ist dann S (a, b) S (b, c), so gilt S (b, c)	 S (c, a) .

§ 3 . Reziprozitätssatz .

10 . Als Reziprozitätssatz bezeichnen wir den schon in Einl .
III, S.45-46 aufgestellten Satz über die reziproke Beziehun g

des Schnittelements und des Ordinatenelements zweier Schmieg -

geraden . Der Satz soll hier in verallgemeinerter Form bewiese n
werden .

Die beiden Schmieggeraden a, b haben den gemeinsamen

Punkt A (Fig . 1) ; ihre Lote in A sind n, n 1 . Die Strecke A Q

auf b ist ordinär ; die Normale c auf b in Q schneidet a in P.
Die Normale von a in P ist a l .

Es sei nun c' eine beliebige von c verschiedene Verbindungs-

gerade von P, Q und cr die ihr in der Weise zugeordnete Gerad e

durch P, dass c'c = ac i , also cl = cc'a . Es folgt dann

abci = abcc'a .

Der letztere Transport ist aber involutorisch, weil die Gerade n

b, c, c' durch denselben Punkt hindurchgehen . Der obigen Gleich-
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ung zufolge ist dann die Bewegung abc1 , also auch die gleich-

wertige nn lc l , involutorisch. Da nun c l , wegen c'c = ac 1 , Nach-

bargerade von a ist, so schneidet sie die Normale n von a ein-

deutig in einem Punkt C ; durch diesen Punkt muss dann auc h

n 1 hindurchgehen .
Ist umgekehrt C ein beliebiger gemeinsamer von A ver-

schiedener Punkt der beiden Geraden n, n 1 , und cl die Verbin-

dungsgerade der Punkte C, P, und ist ferner c' diejenige Gerad e

n

c' c

A B

Fig . 1

durch P, welche durch die Gleichung ac1 = c'c bestimmt wird ,
so folgt wiederum, dass der Transport

nn l cl = aber = abcc'a ,

also auch bcc' involutorisch ist, d . h. die Gerade c' geht durch de n

eindeutig bestimmten Schnittpunkt Q der Geraden b, c .

Es stellt sich also heraus, dass das Geradenhüschel (c') ,

welches das Punktepaar PQ enthält, demjenigen Strahlenbüsche l

P(C) kongruent ist, welches das gemeinsame Element der Gera -

den n, n i vorn Punkt P aus projiziert . Dieses Element ist abe r

dem gemeinsamen Element der Geraden a, b kongruent .

Diejenige Spiegelungsachse der Geraden a, b welche da s

Schnittelement der beiden Geraden enthält, sei nun mit x be -

zeichnet . Die Normale von P auf x schneidet dann b in eine m

Punkt R dergestalt, dass AP = AR und QR -(QP. Wenn nun

eine der Punktreihe AQR kongruente Reihe PQ1 R1 auf c abge-

tragen wird, so müssen die Ordinaten des Winkels (c, c') in

Q1 und R 1 , wegen Q 1 R 1 -< QP, kongruent ausfallen . Die Ordinate
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in R 1 ist aber, wegen c'c = ac 1 und PR1 = RA = PA, der Ordi-
nate AC des Winkels (a, c l) kongruent, und die Ordinate in Qt
ist demnach ebenfalls der Strecke AC kongruent .

Durch eine Schiebung P->- Q längs c geht Ql in einen Punkt
U über, derart, dass QU = AQ, und die Ordinate des Winkel s
(c, c') in U ist dann wiederum der Strecke AC, oder der ent -
sprechenden Strecke AB des Schnittelements der beiden Gerade n
a, b, kongruent . Es gilt also der Satz :

Dreht man das Schnittelement der Geraden 11,111

einen rechten Winkel um Q herum, so erhält ma n
ein

	

Ordinatenelement

	

des

	

Geradenhüschel s
durch P, Q .

(c,c)

Da nun die Schnittelemente der beiden Geradenpaare a, b und
n, nt einander kongruent sind, ergibt sich ferner die folgend e
Tatsache :

Das Schnittelement a und das Ordinatenelemen t
w zweier Schmieggeraden sind der Grösse nach in de r
Weise reziprok verbunden, dass ein anderes Paa r
von Schmieggeraden, dessen Schnittelement de m
Element w kongruent ist, ein Ordinatenelement be -
sitzt, welches dem Element a kongruent ist .

11. Was die gegenseitige Lage der Striche a und w anbetrifft ,
haben wir hei unserer obigen Untersuchung vorausgesetzt, das s
die Abstände AQ und QU ordinär und einander kongruent sind .
Auf die Frage nach der Entbehrlichkeit dieser Voraussetzun g
kehren wir später zurück . Bis auf weiteres soll die Reziprozitä t
im obigen Sinne aufgefasst werden, und die Striche a und w

sollen dann als reziprok bezüglich der Punkte A, Q, oder bezüg-

lich des Abstandes AQ, bezeichnet werden .
Die entsprechenden Flecke und S?, welche durch Drehun g

von cr und w um A und Q entstehen, sollen ebenfalls als rezi-
prok bezüglich A, Q, oder bezüglich des Abstandes AQ,,bezeichne t
werden . Alle Geraden durch A, welche SQ durchschneiden, bilde n
ein Schmiegbüschel mit dem Schnittelement a, und alle Gerade n
durch Q, welche ' durchschneiden, bilden ein Büschel mit de m
Schnittelement w .

12. Ein Fleck, welcher seinem reziproken Fleck überlegen



(unterlegen) ist, soll Oberfleck (Unterfleck) genannt werden .

Ist ein Fleck seinem reziproken Fleck kongruent, so bezeichnen

wir ihn als Parifleck .

Wenn zwei Abstände bezw . in zwei einander rezi-

proken Flecken enthalten sind, so gibt es immer ei n

Rechteck, dessen Seiten diesen Abständen kongruen t

sind (I, S . 18, IV, S . 10-11) .

Fig . 2

Fassen wir nun eine beliebige Gerade ni ins Auge, welche

die Gerade b eindeutig in Q schneidet (Fig . 1) . Sie schneidet a ,

ebenfalls eindeutig, in einem Punkt M. Das Dreieck QPM hat

dann ordinäre Winkel bei P und M, und infolgedessen sind di e

Strecken QP und QM ebenbürtig (8) . Es gilt also :

Alle Geraden, welche eine Gerade eines Schmieg-

büschels in ein und demselben Punkt eindeuti g

schneiden, schneiden aus dem Schmiegbüschel kon-

gruente Striche aus .

13. Wir wollen jetzt die Striche untersuchen, welche ent -

stehen, wenn ein Schmiegbüschel mit zwei beliebigen Transver-

salen geschnitten wird . Wegen des vorigen Satzes können wi r

uns auf denjenigen Fall beschränken, wo die Transversalen au f

einer Geraden des Büschels senkrecht stehen .

Es sei nun das vorgegebene Büschel durch zwei seiner Ge -

raden a, a 1 mit dem gemeinsamen Punkt A bestimmt (Fig . 2) . Auf
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a errichten wir in zwei Fernpunkten B, C zu A die Senkrechte n

b, c, welche at in B 1 , C 1 schneiden. Um dann die Strecken BB 1
und CC 1 vergleichen zu können, drehen wir BB C einen rechten
Winkel um A herum, wobei sie in die neue Lage DD 1 überge-

führt wird . Wir ziehen die Geraden AD (I AB), AD 1 (I ABI) ,

CD und C 1Dt , welche alle eindeutig bestimmt sind . Die Winke l
a, im Dreieck ACD sind ordinär, weil die ihnen gegenüber-

liegenden Seiten, AD = AB und AC, ordinär sind .

Es soll nun gezeigt werden, dass die Projektionen CC 2 und

DD2 der Strecken CC 1 und DD 1 auf die Gerade CD einander
kongruent sind . Zu dem Zwecke betrachten wir die symmetri-

schen Punkte C'1, D '1 zu C1 , D 1 bezüglich C,D . Die Drehun g
a 1 a fuhrt C 1 in C't und dieselbe Drehung, ai a' = at a, führt
Dl in Dl über. Die Punktepaare C'D' und C1 D 1 bestimmen
sonach zwei kongruente Punktreihen mit der Mittellinie tn = CD ,
und infolgedessen können sie zur Deckung gebracht werde n

durch die Aufeinanderfolge einer Spiegelung an rn und eine r
Schiebung längs w, welche sowohl durch die Spiegelungsfolg e

CC2 als durch DD2 dargestellt werden kann . Hieraus geht dan n

hervor, dass die Punktepaare CC 2 und DD2 einander kongruent
sind .

Auf Grund dieser Tatsache gelingt es jetzt zu erweisen, das s

die beiden Strecken DD 1 und CC 1 , und somit auch BB 1 und

Gei , ebenbürtig sind . Da die beiden Winkel cc, ordinär sind ,

geht nämlich aus den rechtwinkligen Dreiecken CC 1 C2 , DD 1D 2
hervor, dass CC 1 s-sD CC2 , und DD 1 c DD 2 , und da die Strecken

CC 2 , DD 2 einander kongruent sind, folgt sofort CC t N DD 1 ,

oder 8131 N CC 1 .

Es ist hiermit erwiesen worden, dass das vorgegebene Schmieg -

büschel (a, at) von den beiden Transversalen b, c in einande r

kongruenten Strichen geschnitten wird . Dein vorigen Satz zu -
folge haben wir dann schliesslich das folgende Resultat :

Jedes Schmiegbüschel wird von allen Transver -

salen in ordinärem Abstand vom Scheitelelement i n

kongruenten Strichen geschnitten .
Diese Striche sollen Querstriche des Büschels heissen .

Es folgt nun ferner :

Wenn zwei Elemente (Striche, Flecke) rezipro k

sind bezüglich irgend eines ordinären Abstandes, so
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sind sie reziprok bezüglich aller ordinären Abständ e
(Vergl . 11) .

Wird ein Nachbarpunkt P einer Geraden g mit verschie-
denen auf der Geraden- gelegenen Fernpunkten zu ihm verbun-

den, so werden die Verbindungsgeraden kongruente Striche au f

q ausschneiden . Die Striche sind nämlich alle reziprok zu ei n
und demselben Strich S (P, Q), welcher durch das von P auf q
gefällte Lot PQ bestimmt ist .

14 . Dass man auch von Reziprozität bezüglich singuläre r
Abstände reden kann, ist leicht verständlich . Man erkennt un -
mittelbar, wie die vorstehenden Entwicklungen auf den so er-
weiterten Begriff Verwendung finden . Z . B . lässt sich der oben-
stehende Satz in folgender Weise erweitern :

Wenn zwei Elemente (Striche, Flecke) reziprok sin d
bezüglich irgendeines Abstandes, so sind sie rezipro k
bezüglich aller mit ihm ebenbürtigen Abstände .

Was nicht ebenbürtige Abstände anbetrifft, sei nur hervor-
gehoben, dass wenn in der Fig . 2 AB -< AC ist, so folgt, dass
der Winkel

	

singulär ist, und hieraus ergibt sich :

CC, }- CC_, = DD2 N DD L = 13 B i ,

CC 1 >-BB 1 .

15. Bei einer schwachen Drehung um einen funkt O werde n
die Punkte A, B, C, • • • deren Abstände von O einander eben-
bürtig sind, in Nachbarpunkte A', B', C', übergeführt derart ,
dass die Abstände AA', BB', CC', • - • einander ebenbürtig sind .
Ist OA OB, so wird AA' -4 BB'.

Wenn wir im folgenden von »reziproken Elementen« reden ,
meinen wir stets »reziprok bezüglich ordinärer Abstände« .

§ 4 . Punktfremde Nachbargeraden .

16. Unter einer ordinären Transversale zweier punktfremde n
Nachbargeraden p, p t verstehen wir eine Gerade, welche p, und so -
mit Pt' eindeutig schneidet . Die beid en Geraden werd en vo n
allen ordinären Transversalen in ebenbürtigen Punkte -
paaren geschnitten . Uni das zu beweisen wird es genügen, zwe i

also
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Transversalen zu betrachten, welche auf p in den beiden Punkte n
A, B senkrecht stehen . Diese Transversalen seien von PI in den
Punkten A 1 , B 1 geschnitten (Fig . 3), und es soll dann gezeigt wer-
den, dass die Punktepaare AA 1 und BB 1 ebenbürtig sind .

Wir nehmen eine Gerade r zu Hilfe, welche mit p, Pl in
Involution ist und durch einen Fernpunkt zu p hindurchgeht .

Alle Punkte von r sind dann Fernpunkte zu p (und p l) . Es
seien p ' , pi die Spiegelbilder von p bezw . pl bezüglich r . Es
folgt dann

p ' = P ` ,

	

PŸ ,

und weil p , p i , r in Involution sind :

PIP = (PPI) I' ,
also

PIP = 141 .

Der Transport rp ' führt AA 1 in A ' A ',, und das Spiegelbil d
A 2 von A I bezüglich p in Ai über, wobei A2 das Spiegelbil d
von Ai bezüglich p' bedeutet . Das Spiegelbild von B l bezüg-
lich p sei B 2 .

Man zieht nun die Geraden A~B 2 , A'B, A2Bl , welche alle
eindeutig bestimmt sind . Da nun

B2 = By `r

	

A '

	

A' r Y,1 ,

	

1 =
( 2)

	

~



Nr.13

	

1 5

wo die Exponenten pip und p'pi, wie oben gezeigt, gleich -
wertig sind, so ersieht man, dass die Punktepaare A2B i und
A 'IB2 einander kongruent sind . Da ferner die hierdurch bestimm -
ten kongruenten Punktreihen die Mittellinie A'B besitzen, so
können sie zur Deckung gebracht werden durch einen Trans-
port, welcher aus einer Spiegelung an A'B und einer Schiebun g
längs derselben zusammengesetzt ist . Diese Schiebung lässt sich
aber durch jede der beiden Spiegelungsfolgen PA' und QB dar -
stellen, wobei P, Q die Projektionen von A2, Bi auf die Mittel -
linie bezeichnen . Es folgt also hieraus, dass die beiden Punkte -
paare AT und BQ einander kongruent sind. Da nun die Ge -
rade A'B ordinäre Winkel mit p und p.' bildet, so . ergibt sich
aus den Dreiecken A'PA2 und BQB1 , dass die Seiten A ' A '2 un d
BBi ebenbürtig sind, und hieraus folgt dann sofort, dass AAi
und BBv ebenfalls ebenbürtig sind, w . z . b . w .

17. Bei jedem schwachen Transport, welcher durch die Auf-

einanderfolge von zwei Spiegelungen an zwei Nachbargerade n
ohne gemeinsame Punkte bestimmt ist, sind alle Abstände vo n
den verschiedenen Punkten nach ihren entsprechenden Punkte n
einander ebenbürtig . Im besonderen gilt dies für jede schwach e
Schiebung. Die schwache Drehung ist im vorgehenden besproche n
worden (15) .

18. Zwei punktfremde Nachbargeraden p,pi werde n
von jeder Nachbargeraden, welche zwei Punkte A, B
der beiden Geraden verbindet, in kongruenten Stri-
chen geschnitten .

Zum Beweis betrachten wir die beiden Punktepaare AA, un d
BBI , in welchen die beiden Geraden von zwei ordinäre n
Transversalen, welche durch A bezw . B gehen, geschnitten werden .
Der Schnittelement bei A ist zum Strich S (B, Bi) reziprok be-
züglich des Abstandes AB, und der Schnittelement hei B
ist in gleicher Weise zum Strich S (A, A i ) reziprok . Wege n
S (A, Ai) S (B, Bi) sind dann die beiden Schnittelemente ein-
ander kongruent .

19. Die beiden Nachbargeraden p,pi werden von einer ordi-
nären Transversale in einem Punltepaare A, Ai geschnitten . Der
entsprechende Strich S(A,A 1) soll ein Querstrich der Gerade n
heissen . Alle Querstriche der Geraden sind kongruent . Der von
ihnen erfüllte ebene Bereich soll ein Streif a(p,pi) heissen. Der
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Streif enthält unendlich viele Geraden, die Streifgeraden, z . B . jede
Gerade, welche zwei Fernpunkte der Geraden verbindet . Die
Geraden, welche eine Streifgerade rechtwinklig schneiden, solle n
als Normalen des Streifs bezeichnet werden . Die Querstriche
der Geraden p, pl sind auch Querstriche zweier beliebigen Streif-
geraden und sollen daher schlechthin als Querstriche des Streifs
bezeichnet werden.

Die Streifgeraden, welche durch einen Punkt des Streif s
gehen, bilden ein Schmiegbüschel, dessen Scheitelelement de n
Querstrichen reziprok ist .

Der Streif geht durch folgende Transporte in sich selbst
über : Spiegelungen an Streifgeraden ; Spiegelungen an Normalen ;
Spiegelungen an beliebigen Punkten des Streifs .

20. In Einl . III, 31-32 haben wir gesehen, dass in zwe i
Nachbargeraden sich unendlich viele Rechtecke derart einschrei-

ben lassen, dass zwei Gegenseiten des Rechtecks auf den beide n
Geraden liegen . Ferner haben wir gezeigt, dass man ein Elemen t
angeben kann (das Schiebelement der beiden Geraden), welche s
alle diejenigen Streckenlängen enthält, die hei Seitenpaare n
eingeschriebener Rechtecke vorkommen können .

Hier wollen wir nun besonders den Fall betrachten, wo die
beiden Geraden g, h eine gemeinsame Normale n besitzen . Die
Schnittpunkte von n mit g, h seien mit G, H bezeichnet (vgl .
Fig . 4, S . 18) . Wenn dann GHH 1 G 1 ein in g, h eingeschriebenes
Rechteck ist, so gilt die Transformationsgleichun g

GG 1 = HHi .

Es seien ferner g 1 , h i die Normalen zu g, h in den Punkte n
Gi , Hi , dann gilt :

GG 1 =ngi , HHl = nh 1 ,

ng i = nh 1 , oder gi =h 1 ,

d . h . die beiden Geraden g, h haben ein und dieselbe Normale
in den Punkten

	

H1 . Also :

Haben zwei Nachbargeraden eine gemeinsam e
Normale, so haben sie unendlich viele gemeinsam e
Normalen . Diese schneiden auf den beiden Gerade n
zusammengehörige Schiebelemente aus .

also
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21. Wie früher erwähnt (Eint 111, 33) kann das .Schiebelemen t

die ganze Gerade umfassen . Das bedeutet, dass jede Normale

der einen Gerade auch Normale der anderen ist . In diesem Fall e

ist (wie a.a .O. gezeigt wurde) die Winkelsumme eines jeden

Dreiecks höchstens um einen singulären Winkel von zwei Rech -
ten verschieden . Ist die Winkelsumme genau zwei Rechte, sol l
unsere Geometrie als singulär bezeichnet werden. Ist die Win-
kelsumme von zwei Rechten verschieden, aber nur um einen
singulären Winkel, so soll die Geometrie schwach singulä r

heissen . In der singulären Geometrie haben zwei beliebige Gera-

den mit einer gemeinsamen Normalen überhaupt dieselben Nor -

malen . In der schwach singulären Geometrie gibt es zu jede r
Geraden g ein System von Nachbargeraden, welche dieselbe n
Normalen wie g besitzen. Diese Geraden erfüllen einen Streif ,

den Singularitätsstreif um g. Jede Grundstrecke des ent -

sprechenden Querstrichs soll als Singularitätsmass bezeich-

net werden .

Wenn es keine zwei Geraden gibt, welche dieselben Nor -
malen besitzen, soll die Geometrie ordinär heissen .

§ 5 . Das Rechteck.

22. Im folgenden soll nun untersucht werden, welchen Be-
dingungen die Seiten eines Rechtecks der Grösse nach in den

verschiedenen Fallen unterworfen sind .

Zuerst betrachten wir den ordinären Fall .

Es sei wie früher GHHI G I ein in g, h eingeschriebenes Recht -

eck, welches durch die gemeinsamen Normalen n, Il i der beiden
Geraden g, h ausgeschnitten wird (Fig . 4, S . 18) . Es sei ferner auf

der Geraden g ein Fernpunkt P zu G gewählt . Wenn wir dan n

auf g einen solchen Punkt PI bestimmen, das s

so folgt

PP I = GG I = HH I ,

PHH1 = PI ,

und hieraus schliessen wir, dass H1 und P1 auf der eindeutig

bestimmten geraden Linie HP liegen müssen . Aus der Figur

ergibt sich sodann, dass die Strecke PPi, und somit auch di e
D . Kgl . Danske Vidensle . Selskab, Mat. - rys. Medd . XXII, 13.

	

2
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Strecke GGl , dem reziproken Elemente zu S (G, H) angehören

muss. Es gilt also der Satz :

In der ordinären Geometrie existiert dann un d

nur dann ein Rechteck mit vorgegebenen Seiten -

längen, wenn die eine von diesen dem reziproke n

Elemente der anderen angehört .

Aus diesem Satze schliessen wir sofort die folgenden Tat-
sachen :

In der ordinären Geometrie gilt, dass die Geome-

trie eines Unter- oder Pariflecks immer singulär ist ,

während die Geometrie eines Oberflecks schwach

singulär ausfällt .

G G.

	

P

H Hf !f

nj
Fig . 4 .

23. In der singulären Geometrie können alle Grössen de r

Seiten dags Rechtecks angenommen werden . Wir haben deshalb

nur noch die schwach singuläre Geometrie zu betrachten .

Zu dem Zwecke kehren wir zur Figur 4 zurück. Es sei dan n

GHH2 G 2 ein in g, h eingeschriebenes Rechteck . Wir setzen

PP2 = G G 2 = HH2 ,

woraus
PHH2 = P2 .

In dem vorliegenden Falle, wo die Geometrie schwach sin-

gulär ist, lässt sich aber nicht mehr schliessen, dass H, auf der

Geraden PH liegt, sondern nur, dass der Abstand von H2 nach

PH dem Singularitätsmass unterlegen oder ebenbürtig ist . Hieraus

ergibt sich aber sofort für die schwach singuläre Geometrie da s

folgende Resultat :

Urn auf der Seite HH2 ein Rechteck zu konstruieren ,

errichtet man das Singularitätsmass H2 H' senkrecht
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auf h in H 2 . Eine Gerade durch H und H' bestimmt dan n

mit Ir zusammen ein Schmiegb lschel, dessen Quer -

strich alle in Betracht kommenden Seitengrössen G H

enthält .

24. Zwei Elemente (Striche, Flecke) sollen komplementä r

heissen, wenn ihre Grundstrecken zwei anstossenden Seiten eine s

Rechtecks kongruent sind . Die Grundstrecken selbst sollen dan n

ebenfalls komplementär genannt werden . In der ordinären Geo-

metrie gilt, dass zwei reziproke Elemente stets komplementä r

sind, und umgekehrt. In der schwach singulären Geometri e

hingegen kommt dem vorhergehenden Satz zufolge ein Unter -

schied zwischen den beiden Begriffen zum Vorschein : reziproke

Elemente sind komplementär, aber komplementäre Element e

nicht notwendig reziprok . In der singulären Geometrie schliesslic h

sind alle Elemente komplementär, und diese Geometrie soll dahe r

in der Folge ausser Betracht gelassen werden .
Aus der in 23 angegebenen Konstruktion soll jetzt eine wich -

tige allgemeine Beziehung komplementärer Elemente abgeleite t

werden . Es seien a, b zwei vorgegebene Schmieggeraden durch

den Punkt O. In zwei Punkten P, Q von a seien Lote p, q auf

a errichtet, welche b in PI, Q1 schneiden. Es gilt dann :

Wenn PPI zu OQ komplementär ist, so wird QQ 1 z u

OP komplementär .

In dem Spezialfalle einer schwach singulären Geometrie, w o

OQ ordinär, PPt Singularitätsstrich, ist der Satz in 23 enthalten ,

und der allgemeine Satz lässt sich auf diesen Spezialfall zurück -

führen. Man braucht nämlich nur die Figur in der Geometri e

eines Flecks mit der Grundstrecke OQ zu deuten .

Der Satz gibt uns die Mittel 'in die Hand, aus zwei vorge-

gebenen komplementären Strecken rn, die komplementäre Strecke

Iul zu einer vorgegebenen Strecke m 1 zu konstruieren . Man trägt

OQ = m, OP = m 1 ab, errichtet in P das Lot PP1 = i, und

zieht eine Gerade OP1 , wodurch die gesuchte Strecke QQ, 1 = I",I
abgeschnitten wird .

In der ordinären Geometrie lassen sich auf diese Weise all e

Paare reziproker Grundstrecken aus den Grundstrecken eine s

Maximal- und eines Minimalflecks ableiten .
9*
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§ 6 . Der Kreis .

25. Es seien a, b zwei Schmieggeraden (Fig. 5) mit dem ge-
meinsamen Punkt O und dem Schnittelement S (a, b) . Im Punkte
A von a ausserhalb S (a, b) errichten wir das Lot p auf a. Sein
Schnittpunkt mit b sei B. Die schwache Drehung ab wird dan n
die Gerade p in eine andere Gerade q überführen, welche durch
B hindurchgeht . Auf p wählen wir einen Punkt P derart, dass

Fig . 5 .

AP c= OA . Dieser Punkt geht bei der Drehung ab in einen solchen
Punkt Q auf q über, dass

QP
ab=pa ,b,

=Pb` ,

wobei al die Gerade OP bezeichnet und b, dadurch bestimmt
ist, dass a,b, = ab .

Es folgt nun hieraus, dass die beiden Büschel (p, q) und
(a,, b i) den gemeinsamen Querstrich S (P, Q) bezüglich der beiden
einander ebenbürtigen Abstände AP und OP haben . Wegen a 1b, = ab
hat das Büschel (a, b) gerade denselben Querstrich. Es folgt dan n
schliesslich, dass die Büschel (p, q) und (a, b) einander kongruent e
Schnittelemente haben . Auf diese Weise gelangen wir zu folgende n
Tatsachen :

Eine schwache Drehung führt jede Gerade in ein e
entsprechende Schmieggerade über . Alle Schnitt-
elemente einander entsprechender Geraden sin d
einander kongruent .
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26. Urn die Elemente eines Kreises untersuchen zu können ,

erinnern wir zunächst an den folgenden Satz (Einl . III, 40,1°) :

In einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit einem singulären

Winkel A, dessen Scheitelelement grössér als die gegenüberliegend e

Kathete BC ist, ist die Hypotenuse AB gleich der anderen Kathet e

AC . Es folgt hieraus unmittelbar :

Die Tangente in einem Punkte P eines Kreises mi t

Zentrum 0 enthält auf dem Kreis alle Nachbarpunkt e

Q von P, welche der Bedingung genügen, dass das Ele -

ment PQ dem gemeinsamen Element der beiden Radie n

OP und OQ unterlegen oder ebenbürtig ist .

Das gemeinsame Element des Kreises und seiner Tangente

soll Tangentenelement des Kreises heissen . Es folgt :

Das Tangentenelement eines Kreises mit ordi-

närem Radius ist ein Parielement oder jedenfall s

allen linearen Unterelementen fiberlegen.

Aus dein Satze in 25 folgern wir :

Die Tangenten in zwei Nachbarpunkten P, Q eine s

Kreises sind Scbmieggeraden . Ihr Schnittelemen t

ist dem Schnittelement der beiden Radien OP, O Q

kongruent .

Mit Hilfe des obigen Satzes von dem Tangentenelemen t

ergibt sich dann :

Das Schnittelement der Tangenten in zwei Nachbar -

punkten P, Q eines Kreises ist zum Element S (P, Q)

bezüglich dem Radius reziprok .

27. Indem wir noch an den Satz 40,2° in Einl . III erinnern ,

formulieren wir schliesslich den folgenden Satz :

In einem Dreieck mit ordinären Seiten, wo ein e

Höhe einem Unter- oder Parielement angehört, is t

die grösste Seite gleich der Summe der beiden ande-

ren Seiten .

Aus 26 folgt unmittelbar :
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Zwei Kreise mit ausschliessender Berührung un d

ordinären Radien haben ein lineares Element ge-
mein, welches alle Unterelemente umfassen .

Für zwei Kreise mit einschliessender Berührung und ordi-

nären Radien gilt dasselbe . In diesem Falle muss man abe r

beachten, dass wenn die Zentrale die Grundstrecke eines Unter -
elements ist, die Kreise dann ein grösseres (nicht lineares )

Fig . 6 .

Element gemein haben, welches von demjenigen Schmieg-

büschel ausgeschnitten wird, dessen Scheitelelement jenes Unter -
element ist .

28. Als weiteres Hilfsmittel gehen wir nun daran, einige
Sätze über die gegenseitige Lage der von einem Punkt gefällte n

Lote auf zwei vorgegebene Nachbargeraden aufzustellen .

Es seien zunächst p, q zwei Schmieggeraden mit dem gemein -
samen Punkt A (Fig 6) . Dùrch den Punkt B auf p ziehen wir di e

Normalen b, b i zu p, q . Es lässt sich dann beweisen, dass die bei -

den Winkel (b, b i ) und (p, q) einander ebenbürtig sind, d . h. ihre

Scheitelelemente sind kongruent. Bei der schwachen Drehun g

qp wird nämlich b i in das Spiegelbild b' Von b i bezüglich b
übergeführt, und einem vorhergehenden Satz zufolge gilt dan n

(b ' , bi) N
(p, q) ,

und da ferner
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(b' , b1) N (b , b 1 )
so folgt

(b , bi) N (p , 9), w. z . b . w .

29. Es sei nun C ein beliebiger Punkt auf b, zunächst ei n

Fernpunkt von B . Die Senkrechten b 1 und c 1 von B und C au f

q haben die Fusspunkte B 2 , C2 , und die Senkrechten von B au f

e 1 , von C auf b l , die Fusspunkte B , C 1 . Es gilt dann BB i CC I ,

und hieraus folgt

Fig . 7 .

(b , cl) c" (b , h i )

(b , c l) N (p, q) .

In ähnlicher Weise können wir nun den Punkt C mit eine m

auf b gelegenen Nachbarpunkt D von B vergleichen, und e s

gilt also :

Die von einem beliebigen Punkt der Ebene ge-

fällten Normalen zu zwei vorgegeben Schmieggera -

den p, q besitzen immer ein Schnittelement, welche s

dem Schnittelement von p,q kongruent ist .

30. Aus 26 geht hervor, dass jedes Element, welches au s

einem Kreis z mit Zentrum O, Radius OP, von einem Unter-
oder Paritleck der Ebene um P ausgeschnitten wird, ein lineare s

Element ist, und mit dem Tangentenelement in P zusammen -

Wir wollen jetzt die Kreiselemente untersuchen, welch e
von Oberflecken um P aus dem Kreis ausgeschnitten werden . Zu

dem Zwecke wählen wir daher (Fig . 7) auf p ein Unterelemen t

also
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E um 0 als Scheitelelement eines Büschels (p, q) . Die Gerade q
schneidet den Kreis in dem zu P benachbarten Punkt Q un d

die Tangente a in dem Punkte T. Der zu e reziproke Oberflec k

um P schneidet aus z ein Kreiselement (P, Q) und aus der Tan -

gente a ein lineares Element (P, T) heraus . Der Kreisbogen PQ

wird durch die »Tangentenstrecke« PT und durch die »Quer -

strecke« TQ bestimmt, und TQ ist zum Scheitelelement de s

Büschels (ci, b) bezüglich PT reziprok (wobei b die Verbindungs -

gerade von P, Q bedeutet) . Ist nun r die Spiegelungsachse der

beiden Radien OP und OQ, so folgt nach dem vorhergehende n

Satz : (a, b) N (p, r), und da (p, r) N (p, q) ,

(a , b) N (p, q) .

Es lassen sich diese Tatsachen in folgenden Sätzen zusammen -

fassen :

Das von einem Oberfleck ausgeschnittene Ele-

ment eines Kreises wird aus jedem seiner Punkt e
sowie aus dem Zentrum des Kreises durch kon-

gruente Schmiegbüschel projiziert .

Hat ein rechtwinkliges Dreieck OPT einen singu-
lären Winkel bei 0, dessen Scheitelelement a der gegen -
überliegenden Kathete PT unterlegen ist, so ist di e

Hypotenuse OT grösser als die andere Kathete OP .
Trägt man die Differenz OT - OP als Kathete TS eine s

rechtwinkligen Dreiecks PTS ab, so wird das Scheitel -
element des singulären Winkels TPS dem Scheitel -

element a kongruent .

§ 7 . Schwache Transporte ohne Fixpunkte .

31 . Ein schwacher Transport ohne Fixpunkte lässt sich im -
mer darstellen als Produkt pq zweier Achsenspiegelungen, deren

Achsen p, q ohne gemeinsame Punkte sind. Es gibt dann zwei

Hauptfälle je nachdem die beiden Geraden p, q eine gemeinsam e
Normale haben oder keine solche Normale vorhanden ist . Di e

beiden Fälle sollen jetzt nacheinander betrachtet werden .

Im ersten Falle, wo p, q eine gemeinsame Normale n besitzen ,

ist der Transport pq eine Schiebung längs n . Diese Schiebung
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lässt sich auch darstellen als Produkt AB zweier Punktspiegelun-

gen, deren Zentren A, B in den Schnittpunkten von p, q mit n

liegen. Wir wissen schon (20), dass die Geraden p, q ausser n

unendlich viele gemeinsame Normalen haben . Jede solche Nor -

male ni ist eine Fixgerade des Transportes pq, und jede Verbind-

ungsgerade der Schnittpunkte A 1 , Bi von n1 mit p, q ist ebenfall s

eine Fixgerade. Hiermit ist aber die Menge der Fixgeraden völli g

erschöpft . Jede Fixgerade g soll nämlich dasselbe Spiegelbild gi
bezüglich p und q haben, d . h . g und g l müssen p, q in ein und

demselben Punktepaar schneiden, welches von einer gemein

samen

	

Normalen

	

zu p, q aus-

	

P

	

q

geschnitten wird .

	

i I

	

r

Die ganze Menge der Fix-

	

P D
geraden wird durch jede belie-

	

A .91

	

Q.

	

P

bige Schiebung längs n in die -

selbe Menge übergeführt.

	

n1

Indem wir nun

	

fortan den

Fall

	

ausschliessen, wo die Ge-

	

B

	

C

	

4

raden p, q dasselbe System von
Fig . B .

Normalen besitzen, wählen wi r

auf q einen solchen Punkt C, dass der Abstand BC ordinär ist .

Die durch ihn gehenden Normalen qi zu p, q sind dan n

von einander verschieden . Sie werden von p in P und D geschnit-

ten. Durch A fällen wir die Gerade AQ senkrecht auf q1 . Diese

Gerade und p sind einander benachbart . Einer ihrer von A

verschiedenen gemeinsamen Punkte sei A 1 , und die Normale

zu p in diesem Punkt sei n i (Fig . 8). Die Bewegung AA 1 g 1 is t

dann involutorisch und wegen AA 1 = nn 1 ist die Bewegung nn ig i
ebenfalls involutorisch, woraus folgt, dass ni q. Ist umgekehrt

ni eine zu n benachbarte gemeinsame Normale zu p, q, und A l

ihr Schnittpunkt mit p, so folgt, dass nn 1 g 1 = AA1 g 1 eine in-

volutorische Bewegung darstellt, und hieraus ersieht man, das s

eine Gerade senkrecht zu qi durch A, A l gelegt werden kann .

Das Schnittelement S (p, AQ) ist demnach mit dein Schiebele-

ment a (p, q) von p und q identisch . Da ferner die Schnittele-

mente S (p, AQ) und S (p i , q 1) kongruent sind (28), haben wi r

hierdurch dargelegt, dass das Schnittelement S (pi , q 1) dem Schieb -

element a (p, q) ebenbürtig ist .
Die Untersuchung lässt sich hiernach ähnlich wie früher s o

n
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erweitern, dass man auch Punkte C ausserhalb q in Betrach t
nehmen kann . Wir können daher den folgenden Satz aufstellen :

Es seien p, q zwei vorgegebene Nachbargeraden mi t
einer gemeinsamen Normalen n . Es seien ferner pl, q 1
zwei verschiedene Normalen zu p, q, welche eine n
Punkt in ordinärem Abstand von n gemein haben .
Dann ist das Schnittelement S (pi , q t ) dem Schiebele-
ment a(p,q) kongruent .

32. Der Ort der Spiegelbilder von C bezüglich aller Norma -
len von n ist eine sogenannte Abstandskurve mit der Grund -
linie n. Die Tangente dieser Kurve in C ist q 1 , und wenn
AB-{ a(p,q) vorausgesetzt wird, enthält die Tangente ein Ele-
ment der Kurve, welches dem Schiebelement a (p, q) kongruent
ist . Hiernach ersieht man sofort, dass für die Abstandskurv e
ganz ähnliche Sätze wie für den Kreis gelten . Nur der ein-
fachste soll hier formuliert werden :

Jeder Unterfleck um einen Punkt einer ordinäre n
Abstandskurve schneidet aus dieser Kurve ein line -
ares Element heraus, welches allen Tangenten de s
Kurvenelements angehören .

Wir fügen noch hinzu, dass diese Tangenten ein noc h
grösseres Element gemein haben, welches reziprok zum oben -
genannten ist, aber dieses Element ragt über die Kurve hinaus .

33. Wir haben noch den zweiten Fall zu behandeln, wo die

beiden Geraden p, q keine gemeinsamen Punkte und keine ge-
meinsamen Normalen aufweisen . Der Transport pq hat in die-
sem Falle weder Fixpunkte noch Fixgeraden . Eine Hauptauf-
gabe wird es dann, das Schnittelement S (pi, qi) von zwei durc h
einen vorgegebenen Punkt C gehenden Normalen pi I p, q 1 I q,
zu untersuchen .

Durch einen Punkt A der Geraden p legen wir zwei Gerade n
n I q, 1. n . Der Schnittpunkt von n, q sei B . Durch einen
Punkt C auf q, dessen Abstand von B ordinär ist, ziehen wi r
drei Geraden : pi 1 p, qi I q, r 1 r•, und wir fassen sodann
die drei Schnittelemente S (pi , q 1), S (p i , r1), S (q 1 , r i) in s
Auge . Von den beiden letzten bemerken wir sofort, das s
S (pi , ri) = S (p, r) (29), und S (q1 , r 1 ) = dem Schiebelemen t
a(q, r) der Geraden q, r (31) . Wir prüfen zunächst die beiden
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Möglichkeiten S (pi , r i ) S (q i , Ist S (p i , r i) S (q 1 , ri ), s o
ergibt sich dem Lemma II, S. 8 zufolge, dass S (pi , q i ) = S (q i , r i ) ,

also gilt :
Wenn auf der Geraden p ein Punkt A existiert, wo

S (p, r)}o (q, r), so wird für jeden Punkt C auf q, desse n
Abstand von A ordinär ist : S (pi , q i ) = a (q, r) . Alle de n

verschiedenen Punkten C entsprechenden S (p i , (I i ) sin d

einander kongruent .

Die andere Möglichkeit S (p i , r iHS (q i ,

	

oder S (p, r)
ca (q, r), zeigt sich bei näherer Untersuchung überhaupt nich t

in Betracht zu kommen . Das Schnittelement S (AC, r) ist näm-

lich dem Schiebelement 6(q, r) kongruent (13, Schluss), und wen n

dann S (p, r) a (q, r) wäre, würde das zur Folge haben, das s

die Gerade p in das Dreieck ABC ()der in das zu ihm bezüg-

lich n symmetrische Dreieck hineindringen müsste, d . h . p un d
q müssten einander schneiden, was unserer Voraussetzun g

widerstreitet .

Es bleibt uns nur noch übrig, den Fall zu untersuchen, w o
kein solcher Punkt A auf p vorhanden ist, dass S (p, r) un d

a (q, r) von einander verschieden sind, d . h . für jeden Punkt A

auf p sind die beiden Elemente S (p, r) und a (q, r) einande r

kongruent .

Es sei nun D der Schnittpunkt von p,

	

und p2 das Lot

auf p in D, r2 das Lot von qi in D. Dann gilt :

S (pi,
. g i) = S ( p2, q i) = S ( p, r2) -

Hieraus folgt, dass S (pi , q i) dem Schiebelement a (q, r 2 )
kongruent und infolgedessen zum Strich S (C, D) reziprok ist .

Da ferner S (C, D) mit dem Querstrich des Geradenpaares p, q

gleichbedeutend ist, so folgt, dass alle S (p, , q i) zum Quer -

strich reziprok sind .

34. Bisher haben wir stets vorausgesetzt, dass der Punkt C ,
von welchem die beiden Normalen qi ausgehen, auf de r

Geraden q gelegen ist. Nachher 1iisst sich aber ganz wie frühe r

(29) zeigen, dass diese Voraussetzung ohne Belang ist . Unsere

Resultate bleiben dann für jeden Punkt C gültig, im erste n

Falle mit Ausnahme der Punkte eines Streifs um n .mit dem

Querstrich ir (q, r) .
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35. Der Transport qp führt die Gerade q1 in eine Gerade q i

über, welche das Spiegelbild von q 1 bezüglich p2 ist . Infolge -

dessen gilt :

S (fit, qt) = S (gl, P2) = S (P1, q1) .

Versteht man unter einem offenen Kreis den Ort der Spiegel -
bilder eines festen Punktes bezüglich der Geraden eines Ideal-

büschels, so lassen sich nunmehr leicht ähnliche Sätze für

offene Kreise wie früher für gewöhnliche Kreise aufstellen .
Für den Spezialfall einer Abstandskurve ist dies schon erledig t

worden (32) .

§ B . Die singuläre Geometrie .

36. Wenn in unserer Ebene ein Viereck mit ordinären Seite n
und lauter rechten Winkeln existiert, so ist die Geometrie sin-

gulär . Die Winkelsumme des Dreiecks beträgt stets zwei Rechte .

Zwei Geraden, welche eine gemeinsame Normale und somit
überhaupt dasselbe System von Normalen besitzen, sollen paral-

lel heissen. Parallele Geraden werden von jeder gemeinsamen

Transversalen unter kongruenten gleichliegenden Winkeln ge-
schnitten .

Es seien a, b zwei parallele Ferngeraden und s eine Gerade ,

welche a in einem Punkt A unter einem ordinären spitzen, dein

rechten Winkel ebenbürtigen Winkel a (d . h . a> R , wo n eine
2

ganze Zahl bedeutet) schneidet, dann muss s auch b schneiden ,
ünd zwar unter dem gleichen Winkel a . Dies folgt aus eine r

sehr bekannten Schlussweise bei Legendre : Wir fällen das Lot

AB auf b, tragen die Strecke AB 1 = AB auf b ah, sodann die
Strecke B1 B 2 = AB 1 in der Verlängerung von ABI , ferner

8 2 83 = AB 2 in der Verlängerung von AB 2 , u . s . w. und gelangen
auf diese Weise schliesslich an der Geraden s vorbei, weil de r

spitze Winkel zwischen AB i und a = R , also schliesslich < a
wird .

	

2

37. Im folgenden soll nunmehr gezeigt werden, wie sich di e
von Hilbert in der Euklidischen Geometrie definierte Strecken-

rechnung für unsere Zwecke verallgemeinern lässt.
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Zunächst wählen wir eine beliebige ordinäre Strecke e als

Einheitsstrecke, und als vorläufiges Arbeitsgebiet betrachten wi r

den entsprechenden Eudoxischen Bereich E (e) . Dieser Bereic h

ist entweder als echter Teil in der vorgegebenen Ebene enthalten ,

oder er ist mit dieser identisch, und wenn wir unter »Gerade« i n

E (e) den Durchschnitt des Bereichs mit einer ursprünglichen

Geraden verstehen, so sind alle ursprünglich aufgestellten Axiom e

der ebenen Geometrie in E (e) gültig .

Die Summe zweier Strecken wird in gewöhnlicher Weis e

definiert . Um das Produkt einer Strecke a in eine Strecke b zu

definieren, bedienen wir uns folgender Konstruktion (Fig . 9) :

Auf dem einen Schenkel x des rechten Winkels xy tragen wir

vom Scheitel O aus die Strecken Oe = e, Ob = b ab ; sodann

tragen wir auf dem anderen Schenkel y die Strecke Oa' = a ab .

Wir verbinden die Punkte e und a' durch eine Gerade und

ziehen zu dieser Geraden durch den Punkt b eine Parallele .

Die hierdurch auf i~ abgeschnittene Strecke Oc = c soll als Pro-

dukt ab bezeichnet werden . Die hei der Konstruktion benutzten

Operationen sind alle eindeutig, und das Produkt ist infolge -

dessen eindeutig definiert .

Der besondere Fall, wo die Strecke 0 wird, d . h. auf einen

Punkt reduziert wird, soll auch in Betracht gezogen werden .

Es ist stets a . 0 = O . a = 0 . Es kann aber vorkommen, dass

a • b = 0, a� 0, b � 0, nämlich in dem Falle, wo c nach 0 fällt .

Das wird bedeuten, dass die beiden Geraden x und ea' Schmieg-

geraden sind, und dass ihr Schnittelement eine Strecke gleich

b enthält, also dass die Strecken a, b in reziproken Striche n

enthalten sind . Also :
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Der Fall at, = 0, a � 0, b ~ 0, tri fft ein dann un d
nur dann, wenn a, b in reziproken Elementen ent -
halten sind .

38. Um das Produkt ba im allgemeinen Falle zu bestimmen ,
tragen wir Oa = a auf x, Ob' = b auf y ab, verbinden di e
Punkte e und b' durch eine Gerade und ziehen zu dieser Gerade n
durch den Punkt a eine Parallele, welche dann die gesucht e
Strecke c' auf q abschneidet .

Es soil nun bewiesen werden, dass c' = c, oder ba = ab ist .
Zu dem Zwecke ziehen wir durch 0 die Normalen p, q der
Geraden ea', eh', sowie die Spiegelungsachse r der Halbgerade n
x, y . Sodann betrachten wir die Halbdrehung (xp) um 0, welch e
x in p überführt, und die inverse Halbdrehung (py), welche p
in y überführt ; ferner die Halbdrehung (yr) und die invers e
Halbdrehung (rx), die Halbdrehung xq und die inverse Halb-
drehung (y) . Werden nun diese 6 Transformationen in de r
genannten Reihenfolge nach einander ausgeführt, entsteht ein e
Transformation

(I) (æP) (py) (gr) (rx) (xq) ( qy) ,

welche den Punkt e in den Punkt c ' überfiihrt .

F ig . 10 .

In ähnlicher Weise ergibt sich, dass die Transformatio n

(II) (xq) (qy) (yr) (rx) (xp) (py)

den Punkt e in den Punkt c überfiihrt .

Nun sind aber die beiden Transformationen (I) und (II) nach
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Einl . I, 55	 56 gleichbedeutend, und hieraus folgt dann c' _ c ,

oder ba = db, womit wir das kommutative Gesetz für die
oben definierte Multiplikation bewiesen haben .

39. Das assoziative Gesetz wird ebenso leicht nachge-

wiesen . Man braucht nur die Konstruktionen der Produkte ab
und cb auszuführen (Fig . 10), um durch eine ähnliche Schluss -

weise wie oben einzusehen, dass c (ab) = a (cb) ist, und darau s
folgt mit Zuhilfenahme des kommutativen Gesetzes :

(ab) c = a (be) .

40. Endlich gilt auch das distributive Geset z

a(b+c) = ab-I-ac ,

was unmittelbar aus der nebenstehenden Hilbert'schen Figu r
(Fig. 11) hervorgeht .

41. Die Division a : b = b ist immer möglich und eindeutig,

wenn der Divisor b ordinär ist . Ist a ordinär und b singulär, is t
die Division unmöglich. Sind beide Strecken a, b singulär, ist di e
Division nur dann möglich, wenn ab ; der Quotient wird in
diesem Falle unbestimmt . Ist nämlich a = cb, so ist auch
a = clb, wenn

(cl - c) b = 0,
d . h. wenn

e 1 = c+ b*,

wo

	

dem zu b reziproken Strich angehört .
42. Zwei Dreiecke sollen ähnlich heissen, wenn entsprechend e

Winkel in ihnen kongruent sind .
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Es seien Oab und Oa 1 b 1 zwei ähnliche rechtwinklige Dreieck e

(Fig . 12), welche durch zwei Parallelen aus dem rechten Win -

kel sy ausgeschnitten sind . Die Buchstaben a, b, a 1 , b 1 sollen sowoh l
die Ecken wie auch die anstossenden Katheten bezeichnen . Wir

setzen voraus, dass die Winkel bei a und a1 ordinär sind . Auf

x tragen wir die Einheitsstrecke Oe = e ab, und durch den
Punkt e ziehen wir zu g, gt eine Parallele, welche auf y ein e
Strecke Oc = c abschneidet . Es folgt dann

a = cb, a 1 = cb t ,
also

ab, = a lb .

Indem wir diese Produkte als Kreuzprodukte bezeichnen ,

können wir den folgenden Satz aussprechen :

In zwei ähnlichen rechtwinkligen Dreiecken sin d
die beiden Kreuzprodukte der Katheten einande r

gleich .

Aus diesem Satze leiten wir sofort den Höhensatz ab :

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat de r
Höhe gleich dem Produkt der beiden Hypotenusen -
abschnitte.

43. Hierdurch sind wir nunmehr imstande, den allgemeinen
pythagoreischen Lehrsatz zu beweisen :

Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit den Kathete n
a, b und der Hypotenuse c (Fig . 13) . Mit Hilfe eines Halbkreise s
DBE, mit dem Zentrum A und Radius c, lässt sich immer ei n
rechtwinkliges Dreieck DBE bestimmen, in welchem die Höh e
BC = a, und die Hypotenusenabschnitte DC = c- b, CE = c+ b
sind, und dem vorigen Satz zufolge gilt dann
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a 2 = c 2 - b 2 ,
oder

a2 +
b 2 = c2

44. Zu unserem bisherigen System von Strecken fügen wir
jetzt in bekannter Weise ein entsprechendes System von nega-
tiven Strecken hinzu . Das so erweiterte System der positive n

und negativen Strecken sowie der Strecke 0 gestattet dann un -
beschränkt die Grund-Operationen : Addition, Subtraktion und

Fig .13 .

Multiplikation unter Erhaltung aller Ringpostulaten, d . h . das
ganze System bildet einen Ring . In diesem Ringe sind all e
singuläre Strecken Nullteiler . Zwei zu einander reziproke Strecken
haben das Produkt 0 .

Was die Ordnungsbeziehungen anbetrifft gilt die folgend e
Grundregel : aus a> 0, b> 0 folgt ab> O .

Es Liegt nun auf der Hand, wie man ein rechtwinkliges Koor-
dinatensystem einrichten kann, in welchem jeder Punkt durc h
zwei Strecken x, y als Koordinaten bestimmt wird, jede Gerad e
durch eine lineare Gleichun g

ax -;- by -I- c = 0,

in den laufenden Koordinaten x, y, wobei nicht beide Strecke n
a, b Nullteiler sind, und jeder Kreis durch eine Gleichung fol -
gender Form :

(x - a) 2 + (y - b ) 2 = r 2 ~ 0 ,

dargestellt wird .

45. Zu unserer so definierten Koordinatenebene können wir
schliesslich Vektoren einführen :

Jedem Vektor a = (al , a 2 ) mit den Koordinaten a 1 , a2 ent -
D . Kgl . Danske Vidensle . Selskab, Mat .-fys . Medd . XXII,13 .

	

3
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spricht der Quervektor a = (-a 2 , al ) . Das Produkt ab zweier

Vektoren a = (a1 , a 2), b = (b 1 , b 2) wird so definiert :

ab =

	

+ a2 b2 .

Das Quadrat aa

	

a 2 des Vektors a ist demnach

a 2 = aÅ ;- a~ ,

mit anderen Worten, dem pythagoreischen Lehrsatz zufolge :

Das Quadrat des Vektors ist gleich dem Quadrat der ent -

sprechenden Strecke .

Der Vektor soll ordinär oder singulär heissen, je nachdem

die entsprechende Strecke ordinär oder singulär ist . Die Gerade n

werden durch Einheitsvektoren orientiert . Seien zwei Geraden

durch die Einheitsvektoren a, b orientiert, so sollen cos und sin

ihres Winkels (a, b) so definiert werden :

cos (a, b) = ab, sin (a, b) = a b .

Auf Grund dieser Definitionen sind für jedes ordinäre Dreiec k

(d . h . ein Dreieck mit ordinären Seiten und Winkeln) die au s

der traditionellen ebenen Trigonometrie bekannten Formeln ohn e

Schwierigkeit ableitbar .

Auch erkennen wir, dass jeder Schnittpunktsatz, der in de r

gewöhnlichen projektiven Geometrie gilt, ebenfalls in der hie r

vorgetragenen Geometrie Gültigkeit hat, unter dem Vorbehalt ,

dass alle in Rede stehenden Verbindungsgeraden und alle Schnitt -

punkte eindeutig bestimmt sind .

46. Um die Tragweite unserer Untersuchung einen Schrit t

weiter zu führen, betrachten wir noch den Fall, wo keine ordi-

nären Strecken vorhanden sind, wobei stets die Voraussetzun g

gemacht werden soll, dass Rechtecke mit beliebig grossen Sei -

ten existieren .

In diesem Falle wählen wir eine beliebig grosse Strecke a

heraus und beschränken unsere Untersuchung auf den durch a
definierten Eudoxischen Bereich E (a) . Die Geometrie dieses

Bereichs gestaltet sich nun genau wie im vorhergehenden Falle ,

indem wir unter Geraden in E (a) die Durchschnitte der ur-

sprünglichen Geraden mit E (a) verstehen .
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In ganz ähnlicher Weise lässt sich die Geometrie eines be-

liebigen Flecks der singulären Ebene und die Geometrie eine s
Unter- oder Parillecks der schwach singulären oder der ordi-

nären Ebene behandeln .

47. Schliesslich erwähnen wir noch die räumliche singuläre

Geometrie . Das Produkt ab zweier Vektoren a = (a,, (1 2, , a 3 ) ,
b = (b, , b2 , h 3) ist

ab = al b, -{- a
2 b 2, -

a 3 b 3 .

Das Quadrat aa = a 2 des Vektors a is t

a 2 = ai -I-- a2 -I- a3 ,

also wiederum, dem pythagoreischen Lehrsatz . zufolge :

Das Quadrat des Vektors ist gleich dem Quadrat der ent -
sprechenden Strecke.

Sind die beiden Vektoren a, b senkrecht zueinander, so gilt ,
wegen des pythagoreischen Lehrsatzes :

a 2 -I- b2 = (a b) 2 ,

ab =0,

und für den Fall, wo a und h ordinär sind, gilt umgekehrt ,

dass ab = 0 eine hinreichende Bedingung dafür ist, dass a

	

b .
Wie in der Ebene werden die Geraden durch Einheitsvek-

toren orientiert .

Der Quervektor ab (das vektorielle Produkt) zweier Vek-

toren a, b wird so definiert :

ab = (a 2 b 3 -- a 3 b 2 , a 3 b

wonach

d. h.

- a L b 3 , a,b 2 - a 2, b,) .

/-\
ab . c=

al a 2 a 3

b,b 2 b 3 = abc .
c,c2 c 3

Durch einfache Rechnung bestätigt man die folgende Identität :

(ab) 2 = a2b2 - (ab) 2 .
3*



36

	

Nr . 1 3

Sind a, b zwei zueinander senkrechte Einheitsvektoren, s o

folgt hieraus, dass ab = c auch ein Einheitsvektor ist senkrecht
zu den beiden anderen . Ein zweiter Einheitsvektor senkrecht
zu a und b ist c' = -c. Fiir c und . c' gelten die Gleichunge n

abc = 1, abc' _ -1 .

Für die drei Grundvektoren i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0a0,1 )
erhalten wir :

./N

i.l = k, jk = i, Ici = j, ijlc = 1 .

Ein Transport um den Nullpunkt (0,0,0) als Fixpunkt wir d
dadurch bestimmt, dass die Grundvektoren i, j, k in vorgegeben e
aufeinander senkrechte Einheitsvektoren a, b, c, übergehen. Der
Punkt x geht dabei in den durch die folgende Formel bestimm-
ten Punkt x' über :

x ' = xla -~ x 2 b + x3c .

Der Transport ist direkt oder indirekt, je nachdem abc = ±1 ist .
Fiir zwei beliebige Punkte x,y und deren entsprechende Punkt e

x', y' gilt :

x'y' = xy, (x' y') 2 = (x- ,y) 2, x' ,y' = (xy)' .

Fiir zwei Einheitsvektoren a, b definieren wir im Raume i n
unmittelbarem Anschluss au unsere Definitionen in der Ebene :

a b
cos (a, b) = ab, sin (a, b)

ef

wobei e, f zwei auf einander senkrechte Einheitsvektoren de r
Ebene ab bedeuten . Die Normale dieser Ebene soll durch de n

Einheitsvektor ef orientiert werden . Dem Winkel (a, ,B) von
einer so orientierten Ebene a zu einer anderen orientierten Eben e
,3, wobei auch eine Orientierung für die Schnittlinie der beide n
Ebenen vorgegeben sein soll, entsprechen dann den obigen For -
meln gemäss eindeutig bestimmte Werte des cosinus und sinus .

48. Betrachten wir jetzt eine dreiseitige Ecke, deren Kante n
durch die Einheitsvektoren A, B, C orientiert sind, und dere n
Seitenebenen BC, CA, AB ebenfalls wie oben angegeben orientiert
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sind . Folgende Bezeichnungen für Seiten und Raumwinkel wer -

den eingeführt :

(B, C) = a, (C, A) = b, (A, B) = c ,

(CA, AB) = A, (AB, BC) = B, (BC, CA) = C .

Um die allgemeinen Beziehungen dieser 6 Winkel zu finden ,
benutzen wir die folgenden Identitäten :

CA • AB =
CA CB

A 2 AB 1

ZN
CAA B =

A B

CAA CA B

Aus der ersteren folgt direkt :

(I) cos a = cos b cos c -sin b sin c cos A ,

und aus der anderen ergibt sic h

(II) sin b sin c sin A = ABC,

und hiermit haben wir für ordinäre sphärische Dreiecke di e
Gültigkeit der gewöhnlichen Grundformeln nachgewiesen .

Indleveret til Selskabet den 16 . August 1945.
F erdig fra 'Trykkeriet den 7 . Januar 1946 .






