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In dieser finften Mitteilung kehren wir zunéchst zu den in
der dritten Mitteilung vorgefithrten Fragen iiber Nachbar-
punkte und Nachbargeraden zuriick. Die schwachen Transporte
(die singuliren Bewegungen) der Ebene in sich‘ werden niher
erdrtert, und fir die Schmiegbiischel (d. h. Biischel von Geraden,
welche durch zwei vorgegebene Nachbarpunkte, und somit
durch deren zugehorige Erweiterung hindurchgehen) werden die
Beziehungen zwischen dem Scheitelelemente und den Schnitt-
elementen, welche von verschiedenen Transversalen aus dem
Bischel ausgeschnitten werden, dargelegt. Auch werden Nach-
bargeraden ohne gemeinsame Punkte genauer untersucht und
die Beziehungen der beiden Dimensionen eines Rechtecks aus-
einandergesetzt,

Schliesslich wird nachgewiesen (in §8), dass die singulére
Geometrie (d.h. die Geometrie wo Rechtecke beliebiger Dimen-
sionen existieren) mit Hilfe einer Erweiterung der Hilbhertschen
Streckenrechnung erledigt werden kann. Es geht hieraus hervor,
dass die Hauptsitze der Euklidischen Geometrie tat-
sdchlich von dem Eindeutigkeitsaxiom unabhéingig
bestehen.

§&1. Schwache Transporte in der Ebene.

1. Unter einem schwachen Transport soll ein Transport
verstanden werden, welcher jeden Punkt entweder in einen
Nachbarpunkt iiberfithrt oder in Ruhe ladsst. Im besonderen
spricht man von einer schwachen Drehung um einen Punkt
oder einer schwachen Schiebung lings einer Geraden. Jeder
schwache Transport ist ein direkter Transport. Zwei Figuren,
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welche durch einen schwachen Transport in einander iibergehen
kénnen, sollen als Nachbarfiguren bezeichnet werden.

Einen Transport, welcher durch Zusammensetzung eines
schwachen Transportes und einer Achsenspiegelung entsteht,
bezeichnen wir als Nachbarspiegelung. Dieselbe ldsst sich dar-
stellen entweder als Produkt Aa einer Punktspiegelung A und
einer Achenspiegelung a derart, dass der Punkt 4 Nachbar-
punkt der Geraden a ist, oder als Produlkt einer Achsenspiege-
lung x und einer schwachen Schiebung ldngs der Geraden =x.

Zwei schwache Transporte oder zwei Nachbarspiegelungen
lassen sich zu einem schwachen Transport zusammensetzen.

Ein direkler Transport, welcher zwei Fernpunkte 4, B in
zwei zu diesen benachbarte Punkte 4,,B, Utberfiihrt, ist ein
schwacher Transport. Er ldsst sich nédmlich aus zwei schwachen
Transporten, namlich einer schwachen Schiebung A—4; und
einer schwachen Drehung um 4, zusammenselzen.

2. Ein schwacher Transport mit einem Fixpunkt A besitzt
unendlich viele Fixpunkte. Der Transport lésst sich némlich
als Produkt ab zweier Achsenspiegelungen darstellen, deren
Achsen a, b Schmieggeraden sind, welche beide durch den Punkt
4 gehen, wobei die eine von diesen sonst beliebig gewihlt wer-
den kann. Die heiden Geraden a, b haben unendlich viele Punkte
mil - einander  gemein, und jeder von diesen Punkten ist ein
Fixpunkt des vorgegebenen Transportes.

Hat ein schwacher Transport eine Fixgerade a, so besitzt
er unendlich viele Fixgeraden. Der Transport lasst sich némlich
darstellen “als Produkt AR zweier Punktspiegelungen, deren
Zeniren A, B Nachbarpunkte auf der Geraden a sind, von wel-
chen der eine sonst Dbeliebig gewiihlt werden kanu. Die beiden
Punkte haben unendlich viele Verbindungsgeraden, und jede von
diesen ist eine Fixgerade des vorgelegten Transportes.

Wenn ein schwacher Transport weder Fixpunkte noch Fix-
geraden besitzt, so lasst er sich darstellen als Produkt ab zweier
Achsenspiegelungen, deren Achsen a,b Nachbargeraden sind,
ohne gemeinsame Punkte oder gemeinsame Normalen. Die beiden
Geraden koénnen so bestimmt werden, dass eine beliebige von
ihnen durch einen vorgegebenen Punkt hindurchgeht.
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§ 2. Striche und Flecke.

3. Alle Geraden, welche durch zwei vorgegebene Nachbar-
punkte A, B hindurchgelegt werden kénnen, bilden ein Schmieg-
biischel § (4, B). Sie haben eine ganze Menge von Punkten
S (4, B) mit einander gemein, welche wir frither (Einl. II1, 55)
als Erweiterung der Strecke AB (oder als lineares Element,
Schnittelement, Scheitelelement des Schmieghiischels) bezeichnet
haben. Aus diesem Elemente haben wir wiederum ein entsprech-
endes ebenes Element durch Drehung um einen beliebigen Punkt
von S (4, B) abgeleitet. Wir gehen nun daran, diese Elemente
niher zu untersuchen. Der Bequemlichkeit halber wollen wir
das lineare Element S (4, B) mit dem kurzen Namen »Striche,
und das entsprechende ebene Element mit dem Namen »Fleck«
bezeichnen. Die Strecke AB soll Grundstrecke der beiden
Elemente heissen.

4. Far jeden direkten Transport z, welcher die beiden Nach-
barpunkte A und B stehen lisst, sind alle Punkte von S (4, B)
Fixpunkte. Der Transport lasst sich némlich als Produkt abd
zweier, Spiegelungen darstellen, deren Achsen durch die Punkte
A, B gehen, wobei a eine beliebig zu willende Gerade durch
diese Punkte bezeichnet. Die Geraden «, b enthalien sonach alle
Punkte von S (4,B), und infolgedessen léisst der Transport
7 = ab alle Punkte von § (4, B) in Ruhe. Umgekehrt gill, dass
jeder Punkt C einer vorgegebenen Geraden « durch A und B,
welcher Fixpunkt eines jeden Transportes ist, welcher die Punkte
A, B stehen lasst, dem Strich S (4, B) angehdéren muss. Jeder der
in Rede stehenden Transporte lasst sich namlich durch eine
Spiegelungsfolge ab ersetzen derar!, dass die Gerade b durch A4
und sonach auch durch B und € hindurchlauft, woraus folgt,
dass C dem Strich S (4, B) angehért.

5. Jeder direkle Transport mit den Fixpunklen A, B besitzt
aber unendlich viele Fixpunkte, welche dem Strich S (4, B) nicht
angeho6ren. Beispielsweise schneiden sich wie frither gezeigt
(Einl. I, S. 311f) zwei Geraden durch A bezw. B, welche nicht
Nachbargeraden sind, in einem neuen Fixpunkt.

In der ganzen Ebene soll nun die Menge aller Fixpunkte,
welche jedem Transport mit den beiden Fixpunkten A, B ange-
horen, mit F (4, B) bezeichnet werden. Sie ist wie frither ange-
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deutel mit der ebenen Erweiterung von A, B (oder von § (A, B))
identisch. Dies soll nun hier niher nachgewiesen werden.

Es sel p eine beliebige Gerade durch A. Wir kénnen dann
eine ihr entsprechende gerade Linie g durch A derart bestimmen,
dass pg = ab (wobei a,b dieselbe Bedeutung haben wie oben)
den in Rede stehenden Transport mit den Fixpunkten A, B dar-
stellt. Das Geradenpaar p,q wird aus a,b durch eine Drehung
um 4 abgeleitet, wobei a in p tbergeht. Es folgt hieraus, dass
die Gerade p den Fleck F (4,B) in einem Strich schneidel,
welcher aus S (4, B) durch Drehung um A entsteht. Also jede
Gerade, welche durch 4 oder einen anderen Punkt von
F (A,B) gelegt wird, schneidet F(A,B) in einem Strich,
welcher dem Strich S (4,B) kongruent ist. Mit anderen
Worten: Der Fleck F (A,B) wird aus dem Strich S (4, B)
durch Drehung um einen beliebigen Punkt in dicsem
erzeugt. '

6. Ist nun g eine beliebige Gerade, welche durch die beiden
Punkte 4, B und infolgedessen durch alle Punkte von S (4,B),
hindurchgeht, und ist C ein Punkt von F (4, B) ausserhalb g,
ist ferner h eine Gerade, welche durch C geht und die Gerade
g eindeulig in D schneidet, und ist g, eine neue Gerade durch
A, B, dann liasst sich eine Gerade h;, durch € so beslimmen,
dass gg, = hh,.

Hieraus folgt aber hgg, = h,, d.h. die drei Geraden g, A, g,
sind in Involution, und weil die beiden ersten Geraden g, i sich
eindeutig in D schneiden, muss die dritte Gerade, g,, durch D
gehen, d.h. D gehort dem Strich S (4, B) an. Es gilt also:

Istgeine beliehige Gerade durchdie beiden Nach-
barpunkte 4,8, und C ein Punkt von F (4,B) ausser-
halb ¢, dann wird jeder Punkt, in welchem g von
einer Geraden h durch C eindeutig geschnitten
~wird, dem Strich § (4, B) angehédren.

Im besonderen wird also der Fusspunk! der Senkrechten
von € auf g dem Streich S (4, B) angehodren. Das Spiegelbild
von C beziiglich g gehért sonach dem Fleck F (A, B) an.

Es folgt dann, dass, in der inneren Geometrie des
Flecks F (4,B) alle urspriinglich aufgestelliten Axiome
der ebenen Geometrie giltig sind, wenn wir unier
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»Gerade« den Durchschnitt des Flecks mit einer ur-
spriinglichen Geraden verstehen.

7. Drei Geraden a,b,¢c von welchen die beiden
ersten, a,b, Schmieggeraden sind mit dem Schnitt-
element S (a,b), bestimmen dann und nur dann einen
i'nvolutorischen Transport abe, wenn die dritte Gerade
¢ den durch S(a,b) erzeugten Fleck durchschneidet.

Beweis. Es sei O ein Punkt des Schnittelements S (a, b) und
P sein Spiegelbild in bezug auf c. Dann muss P bei dem Trans-
port chbac fest bleiben. Ist nun cba = abe, also cbac = ab, folgt
hieraus, dass P bei dem Transport ab stehen bleibt und dem
von S (a,b) erzeugten Fleck angehdren muss. Dies gilt aber
dann auch von dem Mittelpunkt M der Strecke OP, und da M aufc
gelegen isf, ist hiermit bewiesen, das ¢ den Fleck durchschneidet.
Umgekehrt: Wenn ¢ in den Fleck hineindréngt, muss das Spiegel-
bild P von O beziiglich ¢, und somit auch der Mittelpunkt M von
OP, dem Fleck angehoren. Infolgedessen muss M bei dem Trans-
port abe fest liegen, d.h. dieser Transport ist eine Spiegelung.

8. Zwei Paare von Nachbarpunkten, A,B und C,D sollen
ebenbiirtig heissen, in Zeichen AB o> CD, wenn die entspre-
chenden Striche S (4, B) und § (C, D) einander kongruent sind.

Gehen zwei Geraden h,i, welche einander in einem Punlt
C eindeutig schneiden, durch zwei Nachbarpunkte A bezw. B,
dann muss mindestens eine von diesen Geraden jede Gerade g
durch A und B eindeuntig schneiden (Einl. III, 12). Ist z. B. der
Schnittpunkt A von It und g eindeutig bestimmt, so folgt hieraus,
dass A dem Flecke F (B,C) und ¢ dem TFlecke F (4, B) ange-
hort, und infolgedessen sind die beiden Flecke identisch, d. h. die
Striche S (4, B) und S (B, €) sind einander kongruent. Kurz kann
dies so ausgedriickt werden:

Wennineinem Dreieck mit singuldren Seiten zwei
ordindre Winkel vorhanden sind, dann missen die
ihnen gegentberliegenden Seiten einander eben-
bartig sein.

Sind alle drei Winkel ordinir, so mtssen alle drei Seiten
einander ebenbiirtig sein.

9. Ein Nachbarpunktepaar 4,B soll einem anderen Nach-
barpunktepaar C,D unterlegen genannt werden, in Zeichen:
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AB<CD, wenn S(A, B) durch einen Transport in einen echten
Teil von S(C, D) iibergefithrt werden kann. Dieselbe Eigenschaft
wird dadurch ausgedriickt, dass das Paar C,D dem Paar A, B
ttberlegen genannt wird, in Zeichen CD*AB.

Dieselbe Beziehung wird dadurch ausgedriackt, dass wir
S(4,B) und F(A, B) kleiner {oder schwicher) als S(C, D) bezw.
F(C, D) nennen.

Lemma I. Ist AB» BC, so folgt AC o> AB. Die Dreiecksun-
gleichheit besagt namlich, dass

AB— BC<AC<AB+ BC,
und hieraus folgt, wegen BC << JAB,
YAB<AC <3AB.

Lemma II. Es seien q,b,¢ drei Nachbargeraden, welche
durch denselben Punkt gehen. Die Schnittelemente der drei
Geradenpaare seien mit S(b,¢c), S(c,a), S(a,b) bezeichnet.
Ist dann S (a, b) =S (b,c), so gilt S(b,c) =S (¢, a).

§ 3. Reziprozititssatz,

10. Als Reziprozititssatz bezeichnen wir den schon in Einl.
ITI, S.45—46 aufgestellten Satz tuber die reziproke Beziehung
des Schnittelements und des Ordinatenelements zweier Schmieg-
geraden. Der Satz soll hier in verallgemeinerter Form bewiesen
werden. ’

Die beiden Schmieggeraden a,b haben den gemeinsamen
Punkt A (Fig.1); ihre Lote in A sind n,n,. Die Strecke AQ
auf b ist ordinar; die Normale ¢ auf b in Q schneidet a in P.
Die Normale von a in P ist q.

Es sei nun ¢’ eine beliebige von ¢ verschiedene Verbindungs-
gerade von P, () und c¢; die ihr in der Weise zugeordnete Gerade
durch P, dass ¢’c = acy, also ¢; = cc’a. Es folgt dann

abe;, = abec’a.

Der letztere Transport ist aber involutorisch, weil die Geraden
b, ¢, ¢’ durch denselben Punkt hindurchgehen. Der obigen Gleich-
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ung zufolge ist dann die Bewegung abc;, also auch die gleich-
wertige nn,e;, involutorisch. Da nun c¢;, wegen c¢’c = ac;, Nach-
bargerade von a ist, so schneidet sie die Normale n von a ein-
deutig in einem Punkt C; durch diesen Punkt muss dann auch
n; hindurchgehen.

Ist umgekehrt  ein beliebiger gemeinsamer von A ver-
schiedener Punkt der beiden Geraden n,n;, und c¢; die Verbin-
dungsgerade der Punkte C, P, und ist ferner ¢’ diejenige Gerade

c ¢
|7
”
C - PM a
AB Q [

Fig. 1

durch P, welche durch die Gleichung ac, = ¢’'c¢ bestimmt wird,
so folgt wiederum, dass der Transport

nnye, = abe, = abec’a,

also auch bec’ involutorisch ist, d. h. die Gerade ¢” geht durch den
eindeutig bestimmten Schnittpunkt @ der Geraden b,c.

Es stellt sich also heraus, dass das Geradenbiischel (¢,
welches das Punktepaar PQ enthilt, demjenigen Strahlenbiischel
P (C) kongruent ist, welches das gemeinsame Element der Gera-
den n,n; vom Punkt P aus projiziert. Dieses Element ist aber
dem gemeinsamen Element der Geraden a,b kongruent.

Diejenige Spiegelungsachse der Geraden a,b welche das
Schnittelement der beiden Geraden enthialt, sei nun mit x be-
zeichnet. Die Normale von P auf x schneidet dann & in einem
Punkt R dergestalt, dass AP = AR und QR<QP. Wenn nun
eine der Punktreihe AQR kongruente Reihe PQ,R; auf c abge-
tragen wird, so miissen die Ordinaten des Winkels (c,¢) in
Q, und R, wegen Q;R; < QP, kongruent ausfallen. Die Ordinate
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in R, ist aber, wegen ¢’c = ac; und PR, = RA = PA, der Ordi-
nate AC des Winkels (a,c;) kongruent, und die Ordinate in Q,
ist demnach ebenfalls der Strecke AC kongruent,

Durch eine Schiebung P— (@ lidngs ¢ geht @ in einen Punkt
U iber, derart, dass QU = AQ, und die Ordinate des Winkels
(¢,¢’) in U ist dann wiederum der Stirecke AC, oder der ent-
sprechenden Strecke AB des Schnittelements der heiden Geraden
a, b, kongruent. Es gilt also der Satz:

Dreh! man das Schnittelement der Geraden n,n
einen rechten Winkel um Q herum, so erhélt man
ein Ordinatenelement des Geradenbiischels (c.c)
durch P, Q.

Da nun die Schnittelemente der beiden Geradenpaare a, b und
n,ny einander kongruent sind, ergibt sich ferner die folgende
Tatsache: ‘

Das Schnittelement o und das Ordinatenelement
w zweler Schmieggeraden sind der Grésse nach in der
Weise reziprok verbunden, dass ein anderes Paar
von Schmieggeraden, desscn Schnittelement dem
Element @ kongruent ist, ein Ordinatenelement be-
sitzt, welches dem Element ¢ kongruent ist.

11. Was die gegenseitige Lage der Striche ¢ und w anbetrifft,
haben wir bei unserer obigen Unlersuchung vorausgesetzt, dass
die Abstinde AQ und QU ordinir und einander kongruent sind.
Auf die Frage nmach der Enlbehrlichkeit dieser Voraussetzung
kehren wir spéter zurtick. Bis auf weiteres soll die Reziprozilat
im obigen Sinne aufgefasst werden, und die Striche ¢ und w
sollen dann als reziprok beziiglich der Punkte A, Q, oder beziig-
lich des Abstandes A(), bezeichnet werden.

Die entsprechenden Flecke X und 2, welche durch Drehung
von ¢ und @ um A und Q entsiehen, sollen ebenfalls als rezi-
prok beziiglich A, Q, oder beziiglich des Abstandes AQ), bezeichnet
werden. Alle Geraden durch A, welche £ durchschneiden, bilden
ein Schmiegbiischel mit dem Schnittelement ¢, und alle Geraden
durch (3, welche = durchschneiden, bilden ein Biischel mit dem
Schnittelement .

12. Ein Fleck, welcher seinem reziproken Fleck tiberlegen
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(unterlegen) ist, soll Oberfleck (Unterfleck) genannt werden.
Ist ein Fleck seinem reziproken Fleck kongruent, so bezeichnen
wir ihn als Parifleck.

Wenn zwei Abstéinde bezw. in zwel einander rezi-
proken Flecken enthalten sind, so gibt es immer ein
Rechteck, dessen Seiten diesen Abstinden kongluent
sind (I, S.18, IV, S.10—11).

Fig. 2

Fassen wir nun eine beliebige Gerade m ins Auge, welche
die Gerade b eindeulig in Q schneidet (Fig.1). Sie schneidet a,
ebenfalls cindeutig, in einem Punkt M. Das Dreieck QPM hat
dann ordinire Winkel bei P und M, und infolgedessen sind die
Strecken QP und QM ebenbiirtig (3). Es gilt also:

Alle Geraden, welche eine Gerade cines Schmieg-
bischels in ein und demselben Punkt eindeutig
schneiden, schneiden aus dem Schmiegbiischel kon-
gruente Striche aus.

13. Wir wollen jetzt die Striche untersuchen, welche ent-
stehen, wenn ein Schmiegbiischel mit zwei beliebigen Transver-
salen geschnitten wird. Wegen des vorigen Satzes konnen wir
uns auf denjenigen Fall beschriinken, wo die Transversalen auf
einer Geraden des Biischels senkrecht stehen.

Es sei nun das vorgegebene Biischel durch zwei seiner Ge-
raden @, a, mit dem gemeinsamen Punkt 4 bestimmt (Fig. 2). Auf
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a errichten wir in zwei Fernpunkten B, C zu A die Senkrechten
b,c, welche a; in By, C, schneiden. Um dann die Strecken BB,
und CC, vergleichen zu koénnen, drehen wir BB, einen rechten
Winkel um 4 herum, wobei sie in die neue Lage DD, iiberge-
fihrt wird. Wir ziehen die Geraden AD (L 4AB), AD; (L AB)),
CD und C,Dy, welche alle eindeutig bestimmt sind. Die Winkel
a,8 im Dreieck ACD sind ordinar, weil die ihnen gegeniiber-
liegenden Seiten, AD = AB und AC, ordinir sind.

Es soll nun gezeigt werden, dass die Projektionen CC, und
DD, der Strecken CC; und DD, auf die Gerade CD einander
kongruent sind. Zu dem Zwecke betrachten wir die symmetri-
schen Punkte C), D| zu C;, D, beziiglich C,D. Die Drehung
a,a fihrt €y in €] und dieselbe Drehung, a)a = a,a, fiihrt
D, in D) iiber. Die Punktepaare C|D| und C,D, bestimmen
sonach zwei kongruente Punktreihen mit der Mittellinie m = CD,
und infolgedessen konnen sie zur Deckung gebracht werden
durch die Aufeinanderfolge einer Spiegelung an m und einer
Schiebung langs m, welche sowohl durch die Spiegelungsfolge
CCy als durch DD, dargestellt werden kann. Hieraus geht dann
hervor, dass die Punktepaare CC, und DD, einander kongruent
sind.

Aul Grund dieser Tatsache gelingt es jetzt zu erweisen, dass
die beiden Strecken DD; und CC,, und somit auch BB, und
CC,, ebenbirtig sind. Da die beiden Winkel &, 8 ordinér sind,
geht namlich aus den rechtwinkligen Dreiecken CC,C,, DD.D,
hervor, dass CC, o> CC,, und DD, o DI),, und da die Strecken
CC,, DD, einander kongruent. sind, folgt sofort CC,c> DD,
oder BB, o> CC, .-

Es ist hiermit erwiesen worden, dass das vorgegebene Schmieg-
biischel (a,a,;) von den beiden Transversalen b,c¢ in einander
kongruenten Strichen geschnitten wird. Dem vorigen Satz zu-
folge haben wir dann schliesslich das folgende Resullat:

Jedes Schmiegbiischel wird von allen Transver-
salen in ordinédrem Abstand vom Scheitelelement in
kongruenten Strichen geschnitten.

Diese Striche sollen Querstriche des Biischels heissen.

Es folgt nun ferner:

Wenn zwei Elemente (Striche, Flecke) reziprok
sind beziiglich irgend eines ordinaren Abstandes, so
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sind sie reziprok bezuglich aller ordiniiren Abstédnde
(Vergl. 11).

Wird ein Nachbarpunkt P einer Geraden ¢ mit verschie-
denen auf der Geraden- gelegenen Fernpunkten zu ibm verbun-
den, so werden die Verbindungsgeraden kongruente Siriche auf
g ausschneiden. Die Striche sind némlich alle reziprok zu ein
und demselben Strich S (P, Q), welcher durch das von P auf ¢
gefillte Lot PQ bestimmt ist,

14. Dass man auch von Reziprozitdt beziglich singulirer
Abstinde reden kann, ist leicht verstindlich. Man erkennt un-
mittelbar, wie die vorstehenden Entwicklungen auf den so er-
weilerten Begriff Verwendung finden. Z. B. lisst sich der oben-
stehende Satz in folgender Weise erweitern:

Wenn zwei Elemente (Striche, Flecke) reziprok sind
beziglich irgendeines Abstandes, so sind sie reziprok
beziiglich aller mit ihm ebenbiirtigen Abstéande.

Was nicht ehenbiirtige Abstinde anbetriftt, sei nur hervor-
gehoben, dass wenn in der Fig.2 AB<AC ist, so folgt, dass
der Winkel « singulir ist, und hieraus ergibt sich:

CC =CCy = DDy DD, = BB,
also
CC,» BB,.

15. Bei einer schwachen Drehung um einen Punkt O werden
die Punkte 4,B,C, - deren Abstinde von O einander eben-
birlig sind, in Nachbarpunkte 47, B, C’, --- {ibergefithrt derart,
dass die Abstinde AdA’, BB, CC’, --+ einander ebenbiirtig sind.
Ist OA=< OB, so wird AA"< BB ’

Wenn wir im folgenden von »reziproken Elementen« reden,
meinen wir stets »reziprok beziglich ordinfirer Abstinde«.

§ 4. Punktiremde Nachbargeraden.

16. Unter einer ordiniren Transversale zweier punktfremden
Nachbargeraden p, p; verstehen wir eine Gerade, welche p, und so-
mit p,, eindeutig schneidet. Die beiden Geraden werden von
allen ordinédren Transversalen in ebenbirtigen Punkte-
paaren geschuitten. Um das zu beweisen wird es geniigen, zwei
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Transversalen zu betrachten, welche auf p in den beiden Punkten
A, B senkrecht stehen. Diese Transversalen seien von p; in den
Punkten Ay, B, geschnitten (Fig.3), und es soll dann gezeigt wer-
den, dass die Punktepaare AA, und BB, ebenbiirlig sind. ‘

Wir nehmen eine Gerade r zu Hilfe, welche mit p,p, in
Involution ist und dorch einen Fernpunkt zu p hindurchgeht.

Fig. 3

Alle Punkte von r sind dann Fernpunkte zu p (und p,). Es
seien p’,p| die Spiegelbilder von p bezw. p; beziiglich r. Es
folgt dann

pr=pt pi=r,

und weil p, p;,r in Involution sind:

pip = (ppy)",
also

pip = p'pi.

Der Transport rp' filhrt A4, in A’ A, und das Spiegelbild
A, von A, beziiglich p in A} iber, wobei A, das Spiegelbild
von A beziiglich p’ bedeutet. Das Spiegelbild von B, beziig-
lich p sei B,.

Man zieht nun die Geraden A|B,, A'B, A,B,, welche alle
eindeutig bestimmt sind. Da nun

B2 = Bflp9 All = (A;)p Pl;
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wo die Exponenten p;p und p'p), wie oben gezeigt, gleich-
wertig sind, so ersieht man, dass die Punktepaare A,B, und
AB, einander kongruent sind. Da ferner die hierdurch bestimm-
ten kongruenten Punktreihen die Mitlellinie A’B besitzen, so
konnen sie zur Deckung gebracht werden durch einen Trans-
port, welcher aus einer Spiegelung an A’B und einer Schichung
lings derselben zusammengesetzt ist. Diese Schiebung léisst sich
aber durch jede der beiden Spiegelungsfolgen PA’ und QB dar-
stellen, wobei P, () die Projektionen von Aj, B, auf die Mittel-
linie bezeichnen. Es folgt also hieraus, dass die beiden Punkte-
paare A’P und B einander kongruent sind. Da nun die Ge-
rade A’B ordindre Winkel mit p und p’ bildel, so ergibt sich
aus den Dreiecken A’PA, und BQB,, dass die Seiten A'A, und
BB, ebenbiirtig sind, und hieraus folgt dann sofort, dass A4,
und BB, ebenfalls ebenbiirlig sind, w.z. b.w.

17. Bei jedem schwachen Transport, welcher durch die Auf-
einanderfolge von zwei Spiegelungen an zwei Nachbargeraden
ohne gemeinsame Punkte bestimmt ist, sind alle Abstande von
den verschiedenen Punkten nach ihren entsprechenden Punkten
einander ebenbiirtig. Im besonderen gilt dies fiir jede schwache
Schiebung. Die schwache Drehung ist im vorgehenden besprochen
worden (15).

18. Zwei punktifremde Nachbargeraden p,p; werden
von jeder Nachbargeraden, welche zwei Punkte 4,B
der beiden Geraden verbindet, in kongruenten Stri-
chen geschnitten.

Zum Beweis betrachten wir die beiden Punktepaare A4, und
BB, in welchen die beiden Geraden p,p; von zwei ordindren
Transversalen, welche durch 4 bezw. B gehen, geschnitten werden.
Der Schnittelement bei A ist zum Strich S(B, B,) reziprok be-
zliglich des Abstandes AB, und der Schnittelement bei B
ist in gleicher Weise zum Strich S(A4,4,) reziprok. Wegen
S(4,A) > S(B,B,)) sind dann die beiden Schniilelemente ein-
ander kongruent.

19. Die beiden Nachbargeraden p, p, werden von einer ordi-
niren Transversale in einem Punklepaare A4, A, geschnilten. Der
entsprechende Strich S(4,4,) soll ein Querstrich der Geraden
heissen. Alle Querstriche der Geraden sind kongruent. Der von
ihnen erfullte ebene Bereich soll ein Streif ¢(p, p;) heissen. Der



16 Nr.13

Streif enthall unendlich viele Geraden, die Streifgeraden, z. B. jede
Gerade, welche zwei Fernpunkte der Geraden p, p, verbindet. Die
Geraden, welche eine Streifgerade rechtwinklig schneiden, sollen
als Normalen des Streifs bezeichnet werden. Die Querstriche
der Geraden p, p, sind auch Querstriche zweier heliebigen Streif-
geraden und sollen daher schlechthin als Querstriche des Streifs
bezeichnet werden.

Die Streifgeraden, welche durch einen Punkt des Sireifs
gehen, bilden ein Schmieghiischel, dessen Scheitelelement den
Querstrichen reziprok ist.

Der Streif geht durch folgende Transporte in sich selbst
iber: Spiegelungen an Streifgeraden; Spiegelungen an Normalen;
Spiegelungen an beliebigen Punkten des Streifs.

20. In Einl IIT, 3132 haben wir gesehen, dass in zwei
Nachbargeraden sich unendlich viele Rechtecke derart einschrei-
ben lassen, dass zwei Gegenseiten des Rechtecks auf den beiden
Geraden liegen. Ferner haben wir gezeigl, dass man ein Element
angeben kann (das Schiebelement der beiden Geraden), welches
alle diejenigen Streckenlingen enthilt, die hei Seitenpaaren
eingeschriebener Rechtecke vorkommen kénnen.

Hier wollen wir nun besonders den Fall betrachten, wo die
beiden Geraden g, h eine gemeinsame Normale n besitzen. Die
Schnittpunkte von n mit g, h seien mit G, H bezeichnet (vgl.
Fig. 4, S.18). Wenn dann GHH,G, ein in g, h eingeschriebenes
Rechteck ist, so gilt die Transformationsgleichung

GGl - HH].'

Es seien ferner g,, h; die Normalen zu g¢,h in den Punklen
G, H, dann gilt:
GG, = ng,, HH, = nh,,
also
ng, = nh, oder g, = h,

d.h. die beiden Geraden g, h haben ein und dieselbe Normale
in den Punkten G, H,. Also:

Haben zwei Nachbargeraden eine gemeinsame
Normale, so haben sie unendlich viele gemeinsame
Normalen. Diesc schneiden auf den beiden Geraden
zusammengehodrige Schiebelemente aus.
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21. Wie frither erwithnt (Einl. I11,.33) kann das.Schiebelement
die ganze Gerade umfassen. Das bedeutet, dass jede Normale
der einen Gerade auch Normale der anderen ist. In diesem Falle
ist (wie a.a.0. gezeigt wurde) die Winkelsumme eines jeden
Dreiecks hochstens um einen singuléren Winkel von zwei Rech-
ten verschieden. Ist die Winkelsumme genan zwei Rechte, soll
unsere Geometrie als sing‘ulﬁr bezeichnet werden. Ist die Win-
kelsumme von zwei Rechten verschieden, aber nur um einen
singuléiren Winkel, so soll die Geometrie schwach singulér
heissen. In der singuliiren Geomeirie haben zwei beliebige Gera-
den mit einer gemeinsamen Normalen iberhaupt dieselben Nor-
malen. In der schwach singuldren Geometrie gibt es zu jeder
Geraden ¢ ein System von Nachbargeraden, welche dieselben
Normalen wie g besitzen. Diese Geraden erfiillen einen Streif,
den Singularititsstreif um g. Jede Grundstrecke des ent-
sprechenden Querstrichs soll als Singularitdtsmass bezeich-
net werden.

Wenn es keine zwel Geraden gibt, welche dieselben Nor-
malen besitzen, soll die Geometrie ordin#r heissen.

& 5. Das Rechteck.

22. Im folgenden soll nun untersucht werden, welchen Be-
dingungen die Seciten eincs Rechtecks der Grésse nach in den
verschiedenen Fillen unterworfen sind.

Zuerst betrachten wir den ordinfiren Fall.

Es sel wie frither GHH, G| ein in g, h eingeschriebenes Recht-
eck, welches durch die gemeinsamen Normalen n,n; der beiden
Geraden g, h ausgeschnitten wird (Fig. 4, S.18). Es sei ferner auf
der Geraden ¢ ein Fernpunkt P zu G gewih]t. Wenn wir dann
auf g einen solchen Punkt P, bestimmen, dass

PP, = GG, = HH,,
so folgt _
PHH, = P,

und hieraus schliessen wir, dass H, und P, auf der eindeutig

bestimmten geraden Linie HP liegen miissen. Aus der Figur

ergibt sich sodann, dass die Strecke PP;, und somit auch die
D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XXII, 13. 2
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Strecke GG,, dem reziproken Elemente zu S(G, H) angehdren
muss. Es gilt also der Satz:

v In der ordindren Geometrie existiert dann und
nur dann ein Rechteck mit vorgegebenen Seiten-
lingen, wenn die eine von diesen dem reziproken
Elemente der anderen angehért.

Aus diesem Satze schliessen wir sofort die folgenden Tat-
sachen:

In der ordinfdren Geometrie gilt, dass die Geome-
trie eines Unter- oder Pariflecks immer singulér ist,
wihrend die Geometrie eines Oberflecks schwach
singulér ausfalit.

g G G, 569 P B B
h q T, 4
72 nj :
Fig. 4.

23. In der singuliren Geometrie kénnen alle Grossen der
Seiten des Rechtecks angenommen werden. Wir haben deshalb
nur noch die schwach singulire Geometrie zu betrachten.
Zu dem Zwecke kehren wir zur Figur4 zarick. Es sei dann
GHH,G, ein in g, h eillgescllriebénes Rechteck. Wir setzen

PP, = GG, = HH,,
woraus ‘
PHH, = P,.

In dem vorliegenden Falle, wo die Geometrie schwach sin-
gular ist, lasst sich aber nicht mehr schliessen, dass H, aufl der
Geraden PH liegt, sondern nur, dass der Abstand von H, nach
PH dem Singularititsmass unterlegen oder ebenbiirtig ist. Hieraus
ergibt sich aber sofort fiir die schwach singuldre Geometrie das
folgende Resultat:

Um auf der Seite HH, ein Rechteck zu konstruieren,
errichtet man das Singularitidtsmass H,H  senkrecht
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auf hin H,. Eine Gerade durch H und H' bestimmt dann
mit h zusammen ein Schmiegbiischel, dessen Quer-
strich alle in Betracht kommenden Seitengrdssen GH
enthalt.

24. Zwei Elemente (Striche, Flecke) sollen komplementér
heissen, wenn ihre Grundstrecken zwei anstossenden Seiten eines
Rechtecks kongruent sind. Die Grundstrecken selbst sollen dann
ebenfalls komplementir genannt werden. In der ordiniren Geo-
metrie gilt, dass zwei reziproke Llemente stets komplementir
sind, und umgekehrt. In der schwach singuliren Geometrie
hingegen kommt dem vorhergehenden Satz zufolge ein Unter-
schied zwischen den beiden Begriffen zum Vorschein: reziproke
Elemente sind komplementér, aber komplementire Elemente
nicht notwendig reziprok. In der singuliren Geometrie schliesslich
sind alle Elemente komplementér, und diese Geometrie soll daher
in der Folge ausser Betracht gelassen werden.

Aus der in 23 angegebenen Konstruktion soll jetzt eine wich-
tige allgemeine Beziehung komplementirer Elemente- abgeleitet
werden. Es seien a, b zwei vorgegebene Schmieggeraden durch
den Punkt O. In zwei Punkten P,Q von a seien Lote p,q anf
a errichtet, welche b in P;, Q; schneiden. Es gilt dann:

Wenn PP, zu OQ komplementér ist, so wird QQ, zu
OP komplementéar.

In dem Spezialfalle einer schwach singuliren Geometrie, wo
OQ ordinir, PP, Singularitatsstrich, ist der Satz in 23 enthalten,
und der allgemeine Satz lisst sich auf diesen Spezialfall zurtick-
fiihren. Man braucht némlich nur die Figur in der Geometrie
eines Flecks mit der Grundstrecke OQ zu deuten.

Der Satz gibt uns die Mittel in die Hand, aus zwei vorge-
gebenen komplementiren Strecken m, u die komplementire Strecke
@y zu einer vorgegebenen Strecke m; zu konstruieren, Man trigt
0@ = m, OP = m, ab, errichtet in P das Lot PP, = p, und
zieht eine Gerade OP;, wodurch die gesuchte Strecke QQ, = p,
abgeschnitten wird. :

In der ordinfiren Geometrie lassen sich auf diese Weise alle
Paare reziproker Grundstrecken aus den Grundsirecken eines
Maximal- und eines Minimalflecks ableiten.

9%
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§ 6. Der Kreis.

25. Es seien a,b zwei Schmieggeraden (Fig.5) mit dem ge-
meinsamen Punkt O und dem Schnittelement S (a, b). Im Punkte
A von a ausserhalb S(q, b) errichten wir das Lot p auf a. Sein
Schnittpunkt mit b sei B. Die schwache Drehung ab wird dann
die Gerade p in eine andere Gerade g tiberfithren, welche durch
B hindurchgeht. Auf p wahlen wir einen Punkt P derart, dass

7

RN

0 A ¢
Fig. 5.

AP o> OA. Dieser Punkt geht bei der Drehung ab in einen solchen
Punkt Q auf g tber, dass

ab

Q = p _ Pﬂ,b, — Pb[’

wobei a,; die Gerade OP bezeichnet und b, dadurch bestimmt
ist, dass a,;b, = ab.

Es folgt nun hieraus, dass die beiden Bischel (p,q) und
(a;, by) den gemeinsamen Querstrich S (P, Q) beziiglich der beiden
einander ebenbiirtigen Abstinde APund OP haben. Wegen a,b, = ab
hat das Biischel (a, b) gerade denselben Querstrich. Es folgt dann
schliesslich, dass die Biischel (p, ¢) und (a, b) einander kongruente
Schnittelemente haben. Auf diese Weise gelangen wir zu folgenden
Tatsachen:

Eine schwache Drehung fiithrt jede Gerade in eine
entsprechende Schmieggerade i{iber. Alle Schnitt-
elemente einander entsprechender Geraden sind
einander kongruent.



Nr.13 21

26. Um die Elemente eines Kreises untersuchen zu konnen,
erinnern wir zunichst an den folgenden Satz (Einl. III, 40,1°):

In einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit einem singuléren
Winkel 4, dessen Scheilelelement grossér als die gegeniiberliegende
Kathete BC ist, ist die Hypotenuse AB gleich der anderen Kathete
AC. Es folgt ‘hieraus unmittelbar:

Die Tangente in einem Punkte P eines Kreises mit
Zentrum O enthilt auf dem Kreis alle Nachbarpunkte
Q von P, welche der Bedingung geniigen, dass das Ele-
ment PQ dem gemeinsamen Element der beiden Radien
OP and OQ unterlegen oder ebenbiirtig ist.

Das gemeinsame Element des Kreises und seiner Tangente
soll Tangentenelement des Kreises heissen. Es folgt:

Das Tangentenelement eines Kreises mit ordi-
narem Radius ist ein Parielement oder jedenfalls
allen linearen Unterelementen tberlegen.

Aus dem Satze in 25 folgern wir:

Die Tangenten in zwel Nachbarpunkten P,Q eines
Kreises sind Schmieggeraden. Ihr Schnittelement
ist dem Schnittelement der beiden Radien OP, 0Q
kongruent.-

Mit Hilfe des obigen Satzes von dem Tangentenelement
ergibt sich dann:

Das Schuittelement der Tangenten in zwei Nachbar-
punkten P,(Q eines Kreises ist zum Element S(P, Q)
beztiglich dem Radius reziprok.

27. Indem wir noch an den Satz 40,2° in Einl. I1I erinnern,
formulieren wir schliesslich den folgenden Satz:

In einem Dreieck mit ordindren Seiten, wo eine
Hoéhe einem Unter- oder Parielement angehort, ist
die grosste Seite gleich der Summe der beiden ande-
ren Seiten.

Aus 26 folgt unmittelbar:
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Zwei Kreise mit ausschliessender Berithrung und
ordiniren Radien haben ein lineares Element ge-
mein, welches alle Unterelemente umfassen.

Fiir zwei Kreise mit einschliessender Beridhrung und ordi-
naren Radien gilt dasselbe. In diesem Falle muss man aber
beachten, dass wenn die Zentrale die Grundstrecke eines Unter-
elements ist, die Kreise dann ein grosseres (nicht lineares)

[) '
6
G
/’ q
G\ B/
A Bl I
7
G
Fig. 6.

Element gemein haben, welches von demjenigen Schmieg-
biischel ausgeschnitten wird, dessen Scheitelelement jenes Unter-
element ist.

28. Als weiteres Hilfsmittel gehen wir nun daran, einige
Sétze tiber die gegenseitige Lage der von einem Punkt gefallten
Lote aul zwei vorgegebene Nachbargeraden aufzustellen.

Es seien zuniéchst p, ¢ zwei Schmieggeraden mit dem gemein-
samen Punkt A (Fig 6). Durch den Punkt B auf p ziehen wir die
Normalen b, b; zu p, g. Es lisst sich dann beweisen, dass die bei-
den Winkel (b, b;) und (p, q) einander ebenbiirtig sind, d.h. ihre
Scheitelelemente sind kongruent. Bei der schwachen Drehung
gp wird nimlich b, in das Spiegelbild b’ von b, beziiglich b

tibergefiihrt, und einem vorhergehenden Satz zulolge gilt dann

(b” b]_) oo (ps (]),

und da ferner
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(b7, by) oo (b, by)
so [folgt
(b,b)) oo (p, q), W.z.h.w.

29. Es sei nun € ein beliebiger Pankt auf b, zuniichst ein
Fernpunkt von B. Die Senkrechten b, und ¢, von B und € auf
q haben die Fusspunkte B,, (,, und die Senkrechten von B aul
¢,, von C auf by, die Fusspunkte B, C,. Es gilt dann BB, oo CC,,
und hieraus folgt

[24
4 g
7
)
/?‘
¢ P P
Fig. 7.

(b,c)) o (b, b))
also
(b, ) =~ (p, q).

In ahnlicher Weise kénnen wir nun den Punkt € mit einem
auf b gelegenen Nachbarpunkt D von B vergleichen, und es
‘gilt also:

Die von einem beliebigen Punkl der Ebene ge-
fallten Normalen zu zwei vorgegeben Schmieggera-
den p, g besitzen immer ein Schnittelement, welches
dem Schnittelement von p,q kongruent ist.

30. Aus 26 geht hervor, dass jedes Element, welches aus
einem Kreis z mit Zentrum O, Radius OPFP, von einem Unter-
oder Parifleck der Ebene um P ausgeschnitten wird, ein lineares
Element ist, und mit dem Tangentenelement in P zusammen-
fallt. Wir wollen jetzt die Kreiselemente untersuchen, welche
von Oberflecken um P aus dem Kreis ausgeschnitten werden. Zu
dem Zwecke wihlen wir daher (Iig. 7) auf p ein Unterelement
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¢ um O als Scheitelelement eines Biischels (p, ¢). Die Gerade q
schneidet den Kreis in dem zu P benachbarten Punkt ( und
die Tangente a in dem Punkte 7. Der zu ¢ reziproke Oberfleck
um P schneidet aus » ein Kreiselement (P, ) und aus der Tan-
gente a ein lineares Element (P, T) heraus. Der Kreishogen PQ
wird durch die »Tangentenstrecke« PT und durch die »Quer-
strecke« T'Q bhestimmt, und TQ ist zum Scheitelelement des
Biischels (a, b) beziiglich PT reziprok (wobei b die Verbindungs-
gerade von P, bedeutet). Isl nun r die Spiegelungsachse der
beiden Radien OFP und 0Q, so folgt nach dem vorhergehenden
Satz: (a,b) o> (p,r), und da (p,r) o (p, q), .

(a,b) =~ (p, q).

Es lassen sich diese Tatsachen in folgenden Sétzen zusammen-
fassen:

Das von einem Oberfleck ausgeschnittene Ele-
ment eines Kreises wird aus jedem seiner Punkte
sowie aus dem Zentrum des Kreises durch kon-
gruente Schmiegbtischel projiziert.

Hat ein rechtwinkliges Dreieck OPT einen singu-
liren Winkel bei O, dessen Scheitelelement o der gegen-
itherliegenden Kathete P7T unterlegen ist, so ist die
Hypotenuse OT grosser als die andere Kathete OP.
Tréagt man die Differenz OT — OP als Kathete TS eines
rTechtwinkligen Dreiecks PTS ab, so wird das Scheitel-
element des singulidren Winkels TPS dem Scheitel-
element ¢ kongruent.

§ 7. Schwache Transporte ohne Fixpunkte.

31. Ein schwacher Transport ohne Fixpunkte lisst sich im-
mer darstellen als Produki pq zweier Achsenspiegelungen, deren
Achsen p, g ohne gemeinsame Punkte sind. Es gibt dann zwei
Hauptfalle je nachdem die beiden Geraden p, g eine gemeinsame
Normale haben oder keine solche Normale vorhanden ist. Die
beiden Fille sollen jetzt nacheinander betrachiet werden.

Im ersten Falle, wo p,q eine gemecinsame Normale n besitzen,
ist der Transport pg eine Schiebung lings n. Diese Schiebung
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lasst sich auch darstellen als Produkt AB zweier Punktspiegelun-
gen, deren Zentren 4, B in den Schnittpunkten von p, ¢ mit n
liegen. Wir wissen schon (20), dass die Geraden p, g ausser n
unendlich viele gemeinsame Normalen haben. Jede solche Nor-
male n, ist eine Fixgerade des Transportes pg, und jede Verbind-
ungsgerade der Schnittpunkte 4,, B, von n; mit p, ¢ ist ebenfalls
eine Fixgerade. Hiermit ist aber die Menge der Fixgeraden vollig
erschopft. Jede Fixgerade ¢ soll nimlich dasselbe Spiegelbild g,
beztiglich p und ¢ haben, d.h. g und g, miissen p, ¢ in ein und
demselben Punktepaar schneiden, welches von . einer gemein

samen Normalen zu p,q aus- P19
geschnitten wird. ' 11 !

Die ganze Menge der Fix- : AD
geraden wird durch jede belie- Al 4, Q °
bige Schiebung lings n in die-
selbe Menge tibergefithrt. n,

Indem wir nun forlan den
Fall ausschliessen, wo die Ge- By c q

n

raden p, g dasselbe System von
Normalen besitzen, wihlen wir
auf ¢ einen solchen Punkt C, dass der Abstand BC ordinar ist.
Die durch ihn gehenden Normalen py, q; zu p, ¢ sind dann
von einander verschieden. Sie werden von p in P und D geschnit-
ten. Durch A fillen wir die Gerade AQ senkrecht auf g,. Diese
Gerade und p sind einander benachbart. Einer ihrer von A4
verschiedenen gemeinsamen Punkte sei 4;, und die Normale
zu p in diesem Punkt sei n, (Fig.8). Die Bewegung AA,q; ist
dann involutorisch und wegen 44, = nn, ist die Bewegung nn;q,
ebenfalls involutorisch, woraus folgt, dass n, L ¢. Ist umgekehrt
n; eine zu n benachbarte gemeinsame Normale zu p, g, und 4,
ihr Schnittpunkt mit p, so folgt, dass nnyq; = AA;q; eine in-
volutorische Bewegung darstelll, und hieraus ersieht man, dass
eine Gerade senkrecht zu q, durch 4, A, gelegt werden kann.
Das Schniltelement S(p, AQ) ist demnach mit dem Schiebele-
ment ¢ (p, g) von p und ¢ identisch. Da ferner die Schnittele-
mente S(p, AQ) und S(p,, q,) kongruent sind (28), haben wir
hierdurch dargelegt, dass das Schnittelement S (p;, ;) dem Schieb-
element ¢ (p, q) ebenbirtig ist.

Die Untersuchung lésst sich hiernach #hnlich wie frither so

Fig. 8.
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erweitern, dass man auch Punkte € ausserhalb g in Betracht
nehmen kann. Wir kénnen daher den folgenden Satz aufstellen:

Es seien p,q zwei vorgegebene Nachbargeraden mit
einer gemeinsamen Normalen n. Es seien ferner p,, ¢,
zwel verschiedene Normalen zu p, ¢, welche einen
Punkt in ordinfdrem Abstand von n gemein haben.
Dann ist das Schnittelement S(p,, ¢;) dem Schiebele-
ment o(p,q) kongruent,

32. Der Ort der Spiegelbilder von C beziiglich aller Norma-
len von n ist eine sogenannte Abstandskurve mit der Grund-
linie n. Die Tangente dieser Kurve in C ist ¢;, und wenn
AB< o (p,q) vorausgesetzt wird, enthalt die Tangente ein Ele-
ment der Kurve, welches dem Schiebelement ¢ (p, g) kongruent
ist. Hiernach ersieht man sofort, dass fiir die Abstandskurve
ganz Ahnliche Sétze wie fir den Kreis gelten. Nur der ein-
fachste soll hier formuliert werden:

Jeder Unterfleck um einen Punkt einer ordindren
Abstandskurve schneidet aus dieser Kurve ein line-
ares Element heraus, welches allen Tangenten des
Kurvenelements angehéren.

Wir fiigen noch hinzu, dass diese Tangenten ein noch
grosseres Element gemein haben, welches reziprok zum oben-
genannten ist, aber dieses Element ragt iiber die Kurve hinaus.

33. Wir haben noch den zweiten Fall zu behandein, wo die
beiden Geraden p, g keine gemeinsamen Punkte und keine ge-
meinsamen Normalen aufweisen. Der Transporl pg hat in die-
sem Falle weder Fixpunkte noch Fixgeraden. Eine Hauplauf-
gabe wird es dann, das Schnitlelement S (p,, g,) von zwei durch
einen vorgegebenen Punkt C gehenden Normalen p, L p, ¢, 1 ¢,
zu unlersuchen.

Durch einen Punkt 4 der Geraden p legen wir zwei Geraden
nlgqg, rLn Der Schnittpunkt von n, ¢ sei B. Durch einen
Punkt € auf ¢, dessen Abstand von B ordinar isl, ziehen wir
drei Géraden: prLp, g Lg, r, Lr, und wir fassen sodann
die drei Schnittelemente S (p,, ¢,), S (py. r), S(q..ry) ins
Auge. Von den heiden letzlen hemerken wir sofori, dass
S(p,r) =58, r (29), und S(q, r;) = dem Schiebelement
a(g, r) der Geraden g, r (31). Wir prifen zuniichst die beiden
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Moglichikeiten S (py, 1) ™S (g,, r)- Ist S (py, r) ¥ S (g., ), so
ergibt sich dem Lemma II, S.8 zufolge, dass S(p;, q;) = S (g, r)),
also gilt:

Wenn auf der Geraden p ein Punkt A existiert, wo
S(p,r)=o(q.r), so wird fir jeden Punkt C auf ¢, dessen
Abstand von A ordinér ist: S(p, q.) = ¢ (g, r). Alle den
verschiedenen Punkten C entsprechenden S (p, ¢q,) sind
einander kongruent.

Die andere Méglichkeit S (p,, r|)<S (q,, ry), oder S (p, r)
< (g, r), zeigt sich bei niherer Untersuchung tiberhaunpt nicht
in Betracht zu kommen. Das Schnittelement § (AC, r) ist nam-
lich dem Schiebelement ¢ (g, r) kongruent (13, Schluss), und wenn
dann S (p, r)< e (¢, r) wire, wiirde das zur Folge haben, dass
die Gerade p in das Dreieck ABC oder in das zu thm bezig-
lich n symmetrische Dreieck hineindringen misste, d. h. p und
g miissten einander schneiden, was unserer Voraussetzung
widerstreitet.

Es bleibt uns nur noch iibrig, den Fall zu untersuchen, wo
kein solcher Punkt A4 auf p vorhanden ist, dass S (p, r) und
a(q, r) von einander verschieden sind, d.h. fiir jeden Punkt A4
auf p sind die beiden Elemente S (p, r) und o (g, r) einander
kongruent.

Es sei nun I der Schnittpunkt von p, ¢;, und p, das Lot
auf p in D, r, das Lot von ¢, in D. Dann gilt:

S(piyq) = S (ps, q) = S (p, o).

Hieraus folgt, dass S (p., ¢,) dem Schiebelement o(q, ry)
kongruent und infolgedessen zum Strich S (C, D) reziprok ist.
Da ferner S (C, D) mit dem Querstrich des Geradenpaares p, g
gleichbedeutend ist, so folgt, dass alle S (p,, ¢,) zum Quer-
strich reziprok sind.

34. Bisher haben wir stets vorausgesetzt, dass der Punkt C,
von welchem die beiden Normalen p;, ¢, ausgehen, auf der
Geraden g gelegen ist. Nachher lasst sich aber ganz wie frither
(29) zeigen, dass diese Voraussetzung ohne Belang ist. Unsere
Resultate bleiben dann fiir jeden Punkt C gtllig, im ersfen
Falle mit Ausnahme der Punkte eines Streifs um n mit dem
Querstrich ¢ (q, r).
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35. Der Transport gp fihrt die Gerade ¢, in eine Gerade q)
uber, welche das Spiegelbild von ¢, beziglich p, ist. Infolge-
dessen gilt:

S (g1, 1) = S (g1, p2) = S (1, q1)-

Versteht man unter einem offenen Kreis den Oxt der Spiegel-
bilder eines festen Punktes beziiglich der Geraden eines Ideal-
biischels, so lassen sich nunmehr leicht dhnliche Satze fir
offene Kreise wie frither fir gewdhnliche Kreise aufstellen.
Firr den Spezialfall einer Abstandskurve ist dies schon erledigt
worden (32).

§ 8. Die singuldre Geometrie.

36. Wenn in unserer Ebene ein Viereck mit ordindren Seiten
" und lauter rechten Winkeln existiert, so ist die Geometrie sin-
gulir. Die Winkelsumme des Dreiecks betriigt stets zwei Rechte.
Zwei Geraden, welche eine gemeinsame Normale und somit
tiberhaupt dasselbe System von Normalen besitzen, sollen paral-
lel heissen. Parallele Geraden werden von jeder gemeinsamen
Transversalen unter kongruenten gleichliegenden Winkeln ge-
schnitten.

Es seien a, b zwei parallele Ferngeraden und s eine Gerade,
welche a in einem Punkt A unter einem ordinfren spitzen, dem

. . . R .
rechten Winkel ebenbtrtigen Winkel e (d. h. « >27’ wo n eine

ganze Zahl bedeutet) schneidet, dann muss s auch b schneiden,
und zwar unter dem gleichen Winkel «. Dies folgt aus einer
sehr bekannten Schlussweise bei Legendre: Wir fallen das Lot
AB aul b, tragen die Strecke AB, = AB auf b ab, sodann die
Strecke B B, == AB, in der Verlingerung von AB,, ferner
B;B; = AB, in der Verldngerung von AB,, u.s. w. und gelangen
auf diese Weise schliesslich an der Geraden s vorbel, weil der

spitze Winkel zwischen AB; und a = Ei, also schliesslich <<«
wird. 2

37. Im folgenden soll nunmehr gezeigl werden, wie sich die
von Hilbert in der Euklidischen Geometrie definierte Strecken-
rechnung far unsere Zwecke verallgemeinern lésst.
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Zunichst wihlen wir eine beliebige ordinére Strecke e als
Einheitsstrecke, und als vorlidufiges Arbeitsgebiet betrachten wir
den entsprechenden Eudoxischen Bereich E (e). Dieser Bereich
ist entweder als echter Teil in der vorgegebenen Ebene enthalten,
oder er ist mit dieser identisch, und wenn wir unter »Gerade« in
E (e) den Durchschnitt des Bereichs mit einer urspriinglichen
Geraden verstehen, so sind alle urspriinglich aufgestellten Axiome
der ebenen Geometrie in F (¢) gillig.

v 4 oq
& '

Fig. 9.

Die Summe zweier Strecken wird in gewdhnlicher Weise
definiert. Um das Produkt einer Strecke a in eine Strecke b zu
definieren, bedienen wir uns folgender Konstruktion (Fig. 9):
Auf dem einen Schenkel x des rechten Winkels xy tragen wir
vom Scheitel O aus die Strecken Oe = e, Ob = b ab; sodann
tragen wir auf dem anderen Schenkel y die Strecke Oa’ = a ab.
Wir verbinden die Punkte ¢ und a’ durch eine Gerade und
ziehen zu dieser Geraden durch den Punkt b eine Parallele.
Die hierdurch auf y abgeschnittene Strecke Oc = c¢ soll als Pro-
dukt ab bezeichnet werden. Die bei der Konstruktion benutzten
Operationen sind alle eindeutig, und das Produkt ist infolge-
dessen eindeutig definiert.

Der besondere Fall, wo die Strecke 0 wird, d.h. auf einen
Punkt reduziert wird, soll auch in Betracht gezogen werden.
Es ist stets ¢ 0 = 0-a = 0. Es kann aber vorkommen, dass
a b =0, a0, b0, nimlich in dem Falle, wo ¢ nach O fallt.
Das wird bedeulen, dass die beiden Geraden x und ea’ Schmieg-
geraden sind, und dass ihr Schniltelement eine Strecke gleich
b enthilt, also dass die Strecken a,b in reziproken Strichen
enthalten sind. Also:
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Der Fall ab =0, a=0, b =0, {rifll ein dann und
nur dann, wenn & b in reziproken Elementen ent-
halten sind.

38. Um das Produkt ba im allgemeinen Falle zu bestimmen,
tragen wir Oa = a auf «, Ob’ = b aul y ab, verbinden die
Punkte e und b" durch eine Gerade und ziehen zu dieser Geraden
durch den Punkt « eine Parallele, welche dann die gesuchte
Strecke ¢’ auf y abschneidet.

Es soll nun bewiesen werden, dass ¢’ = ¢, oder ba = ab ist.
Zu dem Zwecke ziehen wir durch O die Normalen p, ¢ der
Geraden ea’, eb’, sowie die Spiegelungsachse r der Halbgeraden
x, y. Sodann betrachien wir die Halbdrehung (xp) um O, welche
x in p dberfihrt, und die inverse Halbdrehung (py), welche p
in y tberfithrl; ferner die Halbdrehung (yr) und die inverse
Halbdrehung (rx), die Halbdrehung x¢ und die inverse Halb-
drehung (gy). Werden nun diese 6 Transformationen in der
genannten Reihenfolge nach einander ausgefiihrt, entsteht eine
Transformation

M) (xp) (py) (yr) (rz) (xq) (g1,

welche den Punkt ¢ in den Punk!t ¢ aberfiihrt.

Fig. 10.

In Adhnlicher Weise ergibt sich, dass die Transformation

(D) (xq) (gy) (yr) () (xp) (py)

den Punkt ¢ in den Punkt ¢ tiberfithrl.
Nun sind aber die beiden Transformationen (I) und (II) nach
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Einl. I, 55—56 gleichbedeutend, und hieraus folgt dann ¢ = ¢,
oder ba = db, womit wir das kommutative Gesetz fir die
oben definierte Multiplikation bewiesen haben.

39. Das assoziative Gesetz wird ebenso leicht nachge-
wiesen. Man braucht nur die Konstruktionen der Produkte abd
und cb auszufiithren (Fig. 10), um durch eine fhnliche Schluss-

a

alb+w)

ac

ab)

0 & c bec e
Fig. 11.

weise wie oben einzusehen, dass c¢(ab) = a(ch) ist, und daraus
folgt mit Zuhilfenahme des kommultativen Gesetzes:

(ab) ¢ = a(be).
40. Endlich gilt auch das distributive Gesetz
a(b+c¢c) = ab-+ ac,

was unmittelbar aus der nebenstehenden Hilbert'schen Figur
(Fig. 11) hervorgeht.

41. Die Division a:b = % ist immer mdglich und eindeulig,

wenn der Divisor b ordinéar ist. Ist ¢ ordindr und b singulér, ist
die Division unmdéglich. Sind beide Strecken a, b singulir, ist die
Division nur dann mdglich, wenn a3 b; der Quotient wird in
diesem Falle unbestimmi. Ist nfimlich a = ¢b, so ist auch
a = ¢;b, wenn

(c;—e)b =0,
d. h. wenn -

¢ = ¢+ b¥,

wo b* dem zu b reziproken Strich angehért.
42. Zwei Dreiecke sollen 4hnlich heissen, wenn entsprechende
Winkel in ihnen kongruent sind.
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Es seien Oab und Oa;b, zwei dhnliche rechtwinklige Dreiecke
(Fig. 12), welche durch zwei Parallelen ¢, g; aus dem rechten Win-
kel xy ausgeschnitten sind. Die Buchstaben a, b, a,, b, sollen sowohl
die Ecken wie auch die anstossenden Katheten bezeichnen. Wir
setzen voraus, dass die Winkel bei ¢ und a, ordinir sind. Auf
x tragen wir die Einheitsstrecke Q¢ = ¢ ab, und durch den
Punkt e ziehen wir zu g, g, eine Parallele, welche auf y eine
Strecke Oc = ¢ abschneidet. Es folgt dann

C

%
a

(4] b bf e
Fig. 12.

a = cb, a, = cby,
also
ab, = a¢b.

Indem wir diese Produkte als Kreunzprodukte bezeichnen,
kénnen wir den folgenden Satz aussprechen:

In zweil ahnlichen rechtwinkligen Dreiecken sind
die beiden Kreuzprodukte der Katheten einander
gleich.

Aus diesem Satze leiten wir sofort den Hohensatz ab:

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der
Hohe gleich dem Produkt der beiden Hypotenusen-
abschnitte.

43. Hierdurch sind wir nunmehr imstande, den allgemeinen
pythagoreischen Lehrsatz zu beweisen:

Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten
a,b und der Hypotenuse ¢ (Fig. 13). Mit Hilfe eines Halbkreises
DBE, mit dem Zentrum A und Radius ¢, lasst sich immer ein
rechtwinkliges Dreieck DBE bestimmen, in welchem dic Héhe
BC = a, und die Hypotenusenabschnitte DC = ¢—b, CE = ¢+ b
sind, und dem vorigen Satz zufolge gilt dann
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oder
a?+ b = ¢?

44. Zu unserem bisherigen System von Strecken fiigen wir
jelzt in bekannter Weise ein entsprechendes System von nega-
tiven Strecken hinzu. Das so erweiterte System der positiven
und negativen Strecken sowie der Sirecke 0 gestattet dann un-
beschrinkt die Grund-Operationen: Addition, Subtraktion und-

B

D C b A £
Fig. 13.

Multiplikation unter Erhaltung aller Ringpostulaten, d.h. das
ganze System bildet einen Ring. In diesem Ringe sind alle
singuldre Strecken Nullteiler. Zwei zu einander reziproke Strecken
haben das Produkt 0.

Was die Ordnungsbeziehungen anbetrifft gilt die folgende
Grundregel: aus a> 0, b>0 folgt ab> 0.

Es liegt nun anf der Hand, wie man ein rechtwinkliges Koor-
dinatensystem einrichten kann, in welchem jeder Punkt durch
zwei Strecken x,y als Koordinaten bestimmt wird, jede Gerade
durch eine lineare Gleichung

ax+by+c =0,

in den laufenden Koordinaten x,y, wobei nicht beide Strecken
a, b Nullteiler sind, und jeder Kreis durch eine Gleichung fol-
gender Form:

(x—a)*+(y—Db)? = r* =0,

dargestellt wird.
45. Zu unserer so definierten Koordinatenebene kénnen wir
schliesslich Vektoren einfithren: '
Jedem Vektor a = (a;, a;,) mit den Koordinaten a;, a, ent-

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys, Medd, XXII,13. 3
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spricht der Quervektor a = (—ay, @;). Das Produkt-ab zweier
Vektoren a = (ay, a,), b = (by, by) wird so definiert:

ab = a;b; + a,b,.
Das Quadrat aa = a® des Vektors a ist demnach
a* = al +ai,

mit anderen Worten, dem pythagoreischen Lehrsatz zufolge:

Das Quadrat des Vektors ist gleich dem Quadrat der ent-
sprechenden Strecke.

Der Vektor soll ordinir oder singuldr heissen, je nachdem
die entsprechende Strecke ordinér oder singuléir ist. Die Geraden
werden durch Einheitsvekloren orientiert. Seien zwei Geraden
durch die Einheitsvektoren a,b orientiert, so sollen cos und sin
ihres Winkels (a, b) so definiert werden:

cos (a,b) = ab, sin(a,b) = ab.

Auf Grund dieser Definitionen sind fiir jedes ordinire Dreieck
(d.h. ein Dreieck mit ordindren Seilen und Winkeln) die aus
der tradilionellen ebenen Trigonometrie bekannten Formeln ohne
Schwierigkeit ableitbar.

Auch erkennen wir, dass jeder Schnittpunktsatz, der in der
gewOhnlichen projektiven Geometrie gilt, ebenfalls in der hier
vorgetragenen Geometrie Giiltigkeit hat, unter dem Vorbehalt,
dass alle in Rede stehenden Verbindungsgeraden und alle Schnitt-
punkte eindeutig bestimmt sind.

46. Um die Tragweite unserer Untersuchung einen Schritt
weiter zu fithren, betrachten wir noch den Fall, wo keine ordi-
néiren Strecken vorhanden sind, wobei stets die Voraussetzung
gemacht werden soll, dass Rechtecke mit beliebig grossen Sei-
ten existieren.

In diesem Falle wihlen wir eine beliebig grosse Strecke a
heraus und beschrinken unsere Untersuchung auf den durch a
definierten Eudoxischen Bereich E (a). Die Geometrie dieses
Bereichs gestaltet sich nun genau wie im vorhergehenden Falle,
indem wir unter Geraden in E (a) die Durchschnitte der ur-
spriinglichen Geraden mit E (a) verstehen.
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In ganz dhnlicher Weise ldsst sich- die Geometrie eines bhe-
liebigen Flecks der singuliren Ebene und die Geometrie eines
Unter- oder Pariflecks der schwach singuliren oder der ordi-
niren Ebene behandeln.

47. Schliesslich erwéhnen wir noch die réumliche singulére
Geometrie. Das Produkt ab zweler Vektoren a = (a;, a5, ay),
b = (b, by, by) ist

ab = a;b; + aby -+ a;b;.
Das Quadrat aa = a® des Vektors a ist

a® = a®+ a3+ a2,

also wiederum, dem pythagoreischen Lehrsatz zulolge:

Das Quadrat des Vektors ist gleich dem Quadrat der ent-
sprechenden Strecke.

Sind die beiden Vektoren a, b senkrecht zueinander, so gilt,
wegen des pythagoreischen Lehrsatzes:

a®+ b2 = (a—b)?,
d.h.
ab = 0,

und fiir den Fall, wo a und & ordinir sind, gilt umgekehrl,
dass ab = 0 eine hinreichende Bedingung dafiir ist, dass a L b.
Wie in der Ebene werden die Geraden durch Einheitsvek-
toren orientiert.
Der Quervektor a/;) (das vektorielle Produkt) zweier Vek-
toren a, b wird so definiert:

s
ab = (ayb; — azby, azb; — a;bg, a;by — aghy).

wonach
N ala2a3 —~
ab-c = | bbby | = abe.

Durch einfache Rechnung bestétigt man die folgende Identitat:

N o
(ab)? = a®b®*— (ab)™.
3#
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Sind a,b zwei zueinander senkrechte Einheitsvektoren, so
™

folgt hieraus, dass ab = ¢ auch ein Einheitsveklor ist senkrecht
zu den beiden anderen. Ein zweiter Einheitsveklor senkrecht

zu a und b st ¢ = —¢. Fir ¢ und ¢ gelten die Gleichungen
c/zij\c = 1, abe’ = —1.

Fir die drei Grundvektoren i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1)
erhalten wir:
AN

iy =k Jjk =1

ki =j, ik = 1.

Ein Transport um den Nullpunkt (0,0,0) als Fixpunkt wird
dadurch bestimmt, dass die Grundvektoren i,j, k in vorgegebene
aufeinAand.er senkrechte Einheitsvektoren a, b, ¢, iibergehen. Der

Punkt x geht dabei in den durch die folgende Formel bestimm-
ten Punkt x’ iiber:

2 = xat+ a.b +age.

Der Transporlist direkt oder indirekt, je nachdem abe = 41 ist.
Fiir zwei beliebige Punkte x,;7 und deren entsprechende Punkte
af, g gilt: ‘

v 2 A Y
Yy =ay, (@—y) = (x—y)? zy = (xy).

Fiir zwei LEinheitsvektoren a, b definieren wir im Raume in
unmittelbarem Anschluss an unsere Definitionen in der Ebene:
' o
. ab
cos (a,b) = ab, sin{a,b) = -,

ef

wobel e, f zwei auf einander senkrechte Einleitsvektoren der
Ebene ab bedeuten. Die Normale dieser Ebene soll durch den
PN

Einheitsvektor ef orientiert werden. Dem Winkel («, 8) von
einer so orientierten Ebene « zu einer anderen orientierten Ebene
B, wobei auch eine Orientierung fiir die Schnittlinie der beiden
Ebenen vorgegeben sein soll, entsprechen dann den obigen For-
meln gemiss eindentig bestimmte Werte des cosinus und sinus.

48. Betrachten wir jetzt eine dreiseitige Ecke, deren Kanten
durch die Einheitsvektoren A, B, C orientiert sind, und deren
Seitenebenen BC, CA, AB ebenfalls wie oben angegeben orientiert
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sind. Folgende Bezeichnungen fiir Seiten und Raumwinkel wer-
den eingefiihrt:
(B’ C) = da, (C9 A) = b’ (A’B) = C,
(CA,AB) = A, (AB,BC) =B, (BC,CA)=C.

Um die allgemeinen Bezichungen dieser 6 Winkel zu finden,
benutzen wir die folgenden Identitédten:

~ ~ |cacs
CA‘AB* A2 ABls
(> A BI
CAAB =Gy caRl

Aus der ersteren folgt direkt:

(I) cosa = cosb cosc—sinb sinc cos 4,

und aus der anderen ergibt sich

(11) sinb sinc sinA = ABC,

und hiermit haben wir far ordinére sphérische Dreiecke die
Gilligkeit der gewdhnlichen Grundformeln nachgewiesen.

Indieveret til Selskabel den 16. August 1945.
Fierdig fra TrykKeviet den 7. Januar 1946,








