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EINLEITUNG

Eine frithere Abhandlung® enthielt die Beschreibung der Aus-
sirahlung von einem akustischen Widerstand bestehend aus
einem Rohr von variabler Linge, das von einem Widerstand,
z.B. einer Platte mit rundem Loch, abgeschlossen war. An Hand
einer elektrischen Analogie wurde gezeigt, dass ein solches vor
einem Telephon angebrachtes System, das als akustischer Trans-
formator wirkf, die Berechnung der von der Rohrleifung aus-
geslrahlten Energie als Funktion der Impedanz des Rohres und
der Endfliche erméglicht, und dass umgekehrt die Messung der
Energieaussirahlung eine Berechnung der Rohrimpedanz gestat-
tet, und zwar fiir die Ausgangsimpedanz des Rohres wie auch
fiir den Verlustwiderstand im Innern des Rohres. Dadurch er-
hielt man Methoden 1. zur Messung akustischer Impe-
danzen, 2. zur Messung der Diadmpfung rauvher Stoffe,
3. zur Konstruktion eines kiinstlichen Ohres.

Im folgenden soll die theoretische Grundlage der angewand-
ten Methoden dargelegt werden, wobei eine mathematische Ana-
lyse der benutzten akustischen Rohrleitungen” durchgefithrt wird. .
Dadurch wird die Richtigkeit des benutzten Verfahrens in allen
Einzelheiten bewiesen und die auf den reibungslosen Fall (mit
Reflexions- und Phasenkreisen) gewdhnlich angewandte Betrach-
tungsweise dahin erweilerl, dass sie auch Rohre mit Reibungs-
verlusten umfasst.

1. Die Telegraphengleichung und ihr akustisches Analogon.

Als Grundlage der theoretischen Behandlung wird die »Tele-
graphengleichung« der Elektrotechnik benutzt, deren Ldsung fol-
gende ist:

! V. TuorsEN: D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XX, 9.
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Hier ist W, die Eingangsimpedanz, U, I, bzw. U, und I,
sind die Eingangs- und Ausgangsspannungen bzw. Stromstéirken,
R, G, L., C ohmscher Widerstand bzw. Ableitung, Selbstinduktion
und Kapazitit, alles pro Léngeneinheit.

Werden die Abkiirzungen

'R+iwl

2=V 6¥iwc

(die charakteristische Impedanz) (2)

eingefiihrt und die Eingangs- und Ausgangsimpedanzen Z, bzw.
Z, benannt, so kann man (1) auch schreiben:

Z
72— (7 +e7) 4 (7 —e 1Y)

Z,=2Z 7 (3)
(7 417 —'r7e (el —e—17)

oder

:75 cosh 1y +-sinh Iy
Z =7z - , (1)
cosh I;/+7esinh 1y

- wo ferner

y = V(@R +ioL) (G+ieC) = B tia. (5)

8 gibt an, wie sich die Amplitude mit der Linge (I) verin-
dert, «, wie die Phase gleichzeitig variiert.

Fir den Ubergang von elektrischen zu akustischen Grossen
gilt folgendes Umsatzschema:

Elektrisch Akustisch Dimension
Spannung ....... U Volt | Druck ......... p ML T
Stromstirke . . .. .. I Amp. | Volumengeschw. ua L3711

Widerstand procm R Ohm | Reibung/cm® ... r/A ML7°T~!
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Elektrisch Akustisch

Ableitung ... ... (G Siemens | 1:Stréomungs-

geschw. A-s M LT
Selbstinduktion . L Henry akust. Masse ... ¢/4 ML™°®
Kapazitét ... ... C Farad Nachgibigkeit .. A/px M 'L3T*
Impedanz. ... .. W Ohm akust. Impedanz p/u ML *T '

Dimension

Mit Hilfe dieses Schemas kann die Telegraphengleichung da-
hin erweitert werden, dass sie fir die akustische Rohrleitung gilt,
und in gewissen Fillen wird es mittels einer mathematischen
Behandlung méglich sein, (4) eine solche Form zu geben, dass
man eine einfache physikalische Deutung der Ergebnisse erhlt.

Der Ausdruck (2) fiir Z wie auch () fiir y ist komplex und
der Ausdruck (4) fiir Z, daher sehr schwer zuginglich. Wenn
R und G indessen kleine Grossen sind, kan man Z und y mit
Hilfe von Taylors Formel reihenentwickeln. Man hat

hof kof hocf

[l th, y+0) = f@ 9+ 5, 7115y T 21 5

hk 0% | k3%

+22! dxdy ' 210y®

worauas
_ x of  yof
[, ) =[O, 0+ 5.1 !ay+ :
In diesem Falle ist
B _1/R+ieL
Z=[®, & =)/ Griec

also

o 0z gfon
Z = f(R, G) = f(0, O)+R<0R>R=G:O+G<0G>R=G=O+

Nun ist

JR

0z 11/G+iswC 1 o 1 C
_2I Riiel Glioc (r GMR*O)'*ziwcl/Z

0z  11/(GFieC\™? 1 e 1 /L
G 2‘/<R+imL> "R+ ioL (f“‘"G_R_O)%_“ziwCI/E'

G

L
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Eingesetzt ergibt dies

YLy R gfe 6T
Z_l/6+2iwc1/L 2iwC] c ®

Auf die gleiche Weise erhélt man fir y = J/(R+ioL) (G-+in(),
wenn R und G nahezu Null sind,

. = Ry /C GY/L
y*—leLC"]'QI/ZTEl c (D)

2. Die reibungsireie akustische Rohrleitung.

Benutzt man als akustische Rohrleitung ein Messingrohr, so
sind seine Winde so steif, dass man mit Sicherheit G = 0 hat.

Ist das Rohr nicht zu eng, so dass die innere Reibung gleich
Null zu betrachten ist, dann ist ausserdem R = 0.

Mit Hilfe von (6) und (7) und dem Umsatzschema erhilt man
Z:‘/% und y = lwl/m
oder, in akustischer Form,

Z = :

9cC o /Q . .
=1 und ;f—lml/—-——lz— ik,

b |1

A
P=
da o = k-c und gc® = pe.

Wird dies in (4) eingesetzt, so erhilt man

Z, . )
— cosh ikl sinh ikl
Z = chc

Ze . . '
cosh ikl -+ — sinh ikl

oc

Bedenkt man, dass
cosh (ix) = cos x und

sinh (ix) = i-sin x,

so geht die letzte Gleichung tiber in
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ZE
—cos kI +1 sin ki
oc

Z, = pc ®)

Z, ’
cos kl—+i—sin kil
oc

Dies ist somit die Eingangsimpedanz fir ein Rohr von der Linge [,
das von der Ausgangsimpedanz Z, abgeschlossen ist.

Die Gleichung (8) kann auf verschiedene Weise behandelt
werden. Fithrt man den Amplituden-Reflexionskoeffizien-
ten r fiir Z, ein und die Phasenfinderung bei demselben 9, so
erhalt man

Ze
1
0 yARSA
ré? == = (fc . (9
Z, V7 Z,
—+1
. ec
Hieraus ergibt sich .
Z 1+4re?

_¢
= .
ec  1—re?

Wird dies in (8) eingesetzt, so erhidlt man, wenn man cos kl
Ky ikl oKl ikl
und sin k! gleichzeitig durch — 5 bzw. 5 ersetzt,

Z (14 ret®) (M e ™) 4 (1 —rel®) (e — ¢ ™)

oe (—rd®) (M h e ™) (1 4 ret?) (M ¢ )

woraus durch Reduktion

z, QK9 |,

; = A CH—F)
Wird im Zihler und Nenner mit (e“i(zm*"’)—r) multipliziert,

und werden cos und sin wieder eingefithrt, so erhilt man

1—=r*—i2rsin(2ki—9) (10)
1+rP—2rcos(2klI— %)’

Z,=oc
Diese Gleichung ist zur Untersuchung der Phase gut geeignet.
Man sieht, dass Z, reell ist, wenn

sin(2kl—9) =0,
Qkl—9 = 2pn
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also

l:k7+p- (103)

Die Rohrliange [, die den ersten reellen Wert von Z, ergibt, be-
stimmt also den Phasensprung bei Z,. ’

Fiar 2kl—9 =0, 27, 47¢ - - - erhdlt man cos (Qki— %) = +1
und fir 2kl —-% =7, 37, 57 - - - erhdlt man cos (2k1—4) = —1
so dass Z , das also fiir diese Werte reell ist,

>

Z, 1+r q zZ  1—r b
&;lﬁr un &‘1_!_1' (10b)

wird.
Far 2kl—9 = 0 ist Z, Maximum, fir 2kl—9 = 7 Minimum.
Man sieht ferner, dass

N
[N

[N

=1.
¢

o
o
~

Die Gleichung gestaltet indessen auch, r zu bestimmen. Aus
(8) folgt, dass man fiar I = 0

hat.
Setzt man also I = 0 in (10) ein, so erhélt man

1—r*+i2rsing
1+r2—2rcosd

Ze= w+ig = gc

oder, wenn man

w9 :
QC+1QC wy +1g,

setzt,

o — 1—r? and _ 2 rsin &
® 1 +r2—2rcosY D= TP "9 rcos
woraus
1 W2y 1— .2 . 1— 2
cos J = wy(119) = —r) und sin & = M (11)
2 rw, 2 ruy

Werden die beiden letzten Gleichungen quadriert und addiert,
so erhilt man
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[w, (1 + ) — 1=+ q2(1—r*? = 4r'w;

492 wh+qp+1 (wy— 1) +q3

(wy + 1P+ g5 " (wo+1)*+qg

e wi+qgi+1 4 //[w‘czﬁ'qg"‘l]z*[(wo"'1)2““13] [(luo—l)2+qg]
T (w17 gl l/ [y +1)* +g5]? '

r =0

Der Zihler unter dem Wurzelzeichen wird 4ng, also

9 _ (w0_1)2+Q3

= . 12
T T wy t )T gl 12
Aus (11) erhdlt man demnach
9
tg 9 = —— 10 (13)

wh+ g5 —17

r? ist der Energie-Reflexionskoeffizient. Wird er mit R be-
zeichnet, so hat man also

=R und a=1—r!=1—R,

wo a der Energie-Absorptionskoeffizient ist.
Die Gleichung (8) kann indessen auch auf andere Weise be-
handelt werden.
Setzt man
Ze .
oc W +1qo,

so erhdlt man durch Einsetzen in (8)

a

. 1, .
VA (w0+lq0) COSR’I*}’iSin Il lU0+l<q0 COSle'—g[lUO—*“qg—‘lJ Slll?.kl)
oc  cos kIt i (w, I igy) sinkl - (cos kI — g, sin kD)* + w} sin 2kl

Z ist reell, wenn

qo COS 2]clﬁ%(w%+q3—l) sin2kl = 0

oder

C 2q,
tg2kl = wi+q5—1"
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A
Der reelle Wert von T‘; ist also
4

G
oC/reet  (cos kl— g, sin ki)®

S

Wy

%(1~cos2kl) (wh + 9 —q, si112kl+%(1—l—c052kl)

Aber
wi + g2 —1
V(wi+qi—1)2+ 4¢3

cos2kl = +

und

. 24,
sin 2k = + — )
V(s + i — 1+ 4¢3

7t

yA A
die, eingesetzt, die reellen Werte Q—Z und 4; ergeben.
@

Zo _wi+ @@+ 14+)Yit ¢l —1)°F4q
oc 2w,
und y .
Zo _ witqi+1—Y Wi+ i — 17+ 4q3
oc 2w,
oder :
ﬁ B wi+ g2 +1 —}—l/[(w0+1)2+q(‘ﬂ [(w,—1)* + 9]
ec a 2w,
und
Zy  wit g+ 1) [(w, -1 + ¢ [(w,—1)* + ¢2]
oc 2 w, )

Diese beiden Werte sind Schnittpunkte eines Kreises

2 2
Mittelpunkt: (w , O>

2w,

l/[(wo +1)? + Q(z)] [(wo —1)*+ ‘]g]

2w,

Radius:

mit der w-Achse, also mit der Gleichung

(14)

(1)
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(x_lv%+q%+1)2+yz _ [+ 1+ 8] [y — 1+ 5]

2 w, 4 w?

M hat
van ha 2= leo“1)2+q3’
(wo_l‘l) + 9

woraus

11 = 1—|/[Cwo + 1D* + 3] [(wy— ¥ + g3

und

tr = 1ok TG T 1P a] oo D 1 g3,

woraus wiederum

1+r _ Vo, 12+ g5 +V (we— 1) + g
1=r  Y(wy+ D> +q5—V(we— 1"+ g5
wd + ¢+ 1+ |/ [(wy +1)* + 7] [, — D® + 3]

2w,

>

und auf die gleiche Weise

1—r  wi+qd+1— [+ 1)+ g5 [(wo—1)* + g3
1+r 2 w, .

Die Schnittpunkte des Kreises mit der w-Achse sind also

1+4r bzw 1—r
1—r 141

Aus (12) und (13) erhelit, dass Iso-Reflexionskurven und Iso-
Phasenkurven Kreise sind. Bei einfacher Berechnung erhélt man
aus (12)

wz-{—q?‘—Qw-%ll—:—{—l =0
oder
IR, AR

d.h. die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt in (ﬂ, O)
- 1—R

2VR

TR

und dem Radius = R
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Aus (13) findet man auf dieselbe Weise

1

w? —cot9)2 = 5,
+(q ) sin 29

(17)

d.h. die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt in (0, cot )
L

n-9’ :

Die Kreise (16) und (17) schneiden sich in zwei Punkien,
deren Koordinalen w, und g, die Komponenten von Z, (und so-
mit von Z,) sind. Sind w, und ¢, bekannt, so kénnen r und %
bestimmt werden, und umgekehrt, wenn r und & bekannt sind,
kénnen w, und ¢, eindeutig bestimmt werden. Z  durchléuft den
Reflexionskreis, wenn [ variiert; seine Phase fiir jeden Wert von
I ergibt sich aus (10a), seine Widerstands- und Blind-Kompo-
nente w, und ¢, aus dem Schnittpunkt des entsprechenden Pha-

und dem Radius = —

. . . G
senkreises mit der Geraden der Gleichung ¢ = cotE.

3. Berechnung des Absorptionskoeifizienten.

Wenn das Rohr mit der Eingangsimpedanz Z, und der Aus-
gangsimpedanz Z, vor einem Telephon angebracht wird, so wird
der Absorptionskoeffizient von Z, fiir die aus-
gestrahlte Energie bestimmend. Wenn [ va-
riiert, wird Z einen Iso-Reflexionskreis durch-
laufen und far 2kl —-% = 0 Maximum und
fiir 2 kIl —-% = n Minimum sein. Dies ist un-

Fig. 1. mittelbar aus (10) zu entnehmen. Maximum

von Z_ besagt Minimum ausgestrahlter Ener-

gie, und Minimum von Z, — Maximum der Ausstrahlung. Die Aus-
strahlungskurve erhilt somit die in Fig.1 wiedergegebene Form.

Wird das Verhiltnis zwischen den Maximum- und Minimum-
werten der Ausstrahlungskurve F benannt, so hat man (10b)
gemaiss

N

L Eﬁ_ 14 VRV
F = 7 _<*1—V1‘?>' (18)

o
o
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Hieraus ergibt sich

VR = VF—1

CYF+1
Aber R=1—a, also
AVF
VF+ 17 )

Ein Vergleich von (18) mit (10b) ergibt ferner unmittelbar,
dass die reelle Komponente von Z, (der Strahlungswiderstand)
gleich J/F ist.

Hiermit ist véllige Ubereinstimmung mit der in der fritheren
Abhandlung' angegebenen Formel zur Berechnung der Ausstrah-
lung geschaffen, und da diese Berechnung aunf einer elektrischen
Analogie fusst, ist die Zulissigkeit der Anwendung dieser Ana-
logie erwiesen.

4, Die akustische Rohrleitung mit Reibung.

Fir eine Rohrleitung, die so eng und so lang ist, dass man
von der Reibung nicht absehen kann, wird die Losung von (4)
erheblich schwieriger. Man hat jetzt nur G = 0 und findet aus (6)

7 =

/L R 1/C
E+2iw(}1' L

Mit Hilfe des Umsatzschemas erhilt man

e L.H_.£:%< ﬁ-_"_px>:ec< i L)
2= a2 g AN T S gme) T A\ T i) GO

2

Ferner aus (7)
. Ry/C
y = 1w [/LC +§ l/z,

was an Hand des Umsatzschemas

S r A A . r
ylk+2A/ﬁ'E—lL+2—(); 210
ergibt.

! loc. cit. S. 3.
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Bei direkter Rechnung erhilt man
. /1 L 1eC le
Z—l/ +iol A (r+1()m)px
iwC / . ' Al
lw - —_—
M

was nach passender Umschreibung tibergeht in

r ..
wenn — klein ist.
0w

Ferner
s N o~ r . 0 . A
y=V@R+iwl) ieC = —tiw=) i —,
A A
was umgeformt werden kann in

. LT r N _ .
y—zkl/l 1gm—zk<1_12£)w>—11\—l—206,

»
wenn 0w klein ist.

Werden die Werte fiir Z und y in (4) eingesetzt, so ergibt sich

N

Nr. 10

r Ze
cosh {ikl{1—i—|+i{—sinh |kI|1—1i
2 0m) oc

[1-ig,
_l2gco

Z, ro r r
— cosh i:ikl(lhi ﬂ +(1—i7—) sinh [ikl(l——i‘) ﬂ
. Qc-e—'c 2o 200/ 2 ow

a ==

ol
2 ow

Dieser Ausdruck, der von ziemlich tibersichtlicher Form ist,
kann durch passende Behandlung umgewandelt werden in'

! Fiir die Durchrechnung dieses Ausdrucks méchte ich Herrn stud. mag.

B. BucumanN-OLSEN danken,

(22)
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i r? r
2Z,+rl 2427, n ( 2rlZ,
el + ——sin k141 e
50 +(29c)3 cosll—{—2 CSIH]&IJFI 1 @0
1,3 2
2-—1Z, 2- ’l
ok G k— s Kl
7 — gc. (200" (200)* (23)
- - X ’ F1
2z-lzej =z, 27, + 1l
1—:-(2 Qc)z cos ki (290)2 sin kl-+1 o sin k .
2
2.217,
— kl
-+ (296)3 cos

worin nur gewohnliche trigonometrische Funktionen auftreten.

) v . . r
Dieser Ausdruck lisst sich noch vereinfachen; denn da — als
ow
0

eine kleine Grosse vorausgesetzt wurde, kann man von allen

Gliedern absehen, die —01— in hoheren Potenzen als 1 enthalten.
(7]
Dadurch erhalt man

r
kl——e ——
co0s oc 2w

sin kl+ isin ki

2 l)(l)

)coskH—

=

/L‘
+——~I sin &l
¢ 2gc

¢

1

sml\l—,—z(

Dieser Ausdruck enthiilt einerseits ein »universelles« Reibungs-

glied , das von Z herrithrt, andererseits ein Reibungsglied
r
9

Z

9
~Qm
-1, das mit der Lange der Rohrleitung wichst.

Bevor diese Gleichung (24) allgemein behandelt werden kann,
wollen wir die (12) und (13) entsprechenden Ausdriicke fiir den
Reflexionskoeffizienten r? = R und den Phasensprung % bei Z,
zu bilden versuchen.

Man hat
L —Z
LS e
VR-&7 = =7

WO

(24) -
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7o . -g. r == « _4.
Z=gc <1 120() ec-(1—iy).

wgo’%‘i%—(l“iﬁ) _ lvg+qg_1+”l’2 . 2(QO+U)077)

/Re'? = : = .
Vie w, +iq,+ (1—iz) (wo+1)2+(‘]0—77)2+l(wo+])2‘*‘(‘]0—77)2

Hieraus erhalt man zunichst

‘ 2 (go+ wen)
# N ——- 1 0 25
und ferner
_ [w%—%qg*l +772]2+4 [QO+10077]2
[(w + 1)* + (go— ?)? '
was nach einiger Umformung zu
(wy—1)% + (go +3)°
P=R=" 0 26
(0, T1P+ (0 — )" 26
fiihrt.
In (25) und auch in (26) ist die Ahnlichkeit mit (12) und (13)
auffallend.

Es ist nicht tunlich, (24) in eine (10) entsprechende Form
zu bringen. Der reelle Teil des Zéhlers allein wird so viele Glie-
‘der (mehr als 20) enthalten, dass man den Uberblick géinzlich
verliert und daher keine durchgreifende Reduktion vornehmen
kann; dazu kommt dann noch der imagindre Teil von Zihler
und Nenner. Dagegen hat sich das auf S. 9 1. benutzte Verfahren
als brauchbar erwiesen. Der Einfathheit halber wird die Unter-
suchung jedoch in 2 Teile geteilt: zuniichst wird (24) unter der

Voraussetzung betrachtet, dass das Glied QLZ-I (im folgenden
0c

mit -1 bezeichnet) nicht existiert. Sodann wird das Glied &1
wieder in das Endergebnis eingefithrt, was sich als ziemlich leicht
erweist, wenn die einfachere Form erst geldst ist.

In (24), ohne das Glied £-1, setzen wir also

Z, )
a = wy +iqq

und erhalten nun
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(w, + iqy) cos kI + 7 sin kI + i sin ki
¢ coskl—n(wy+igy) sin ki 41 (w, + 1g,) sin kI’

| N

i~

Durch Multiplikation in Z#hler und Nenner mit der konjugiert
komplexen Grosse erhilt man

Zy  wy—7(wi—qi-—1)cos klsin kI—w,y® sin *kl

oc  (cos kl—w,ysinkl— q,sinkD*+ (wy — qon)* sin *kl

(cos *l —sin 2kl) — (w2 + q2 —1) cos kI sin kl — 2 (w5 — qo7%) sin *kl
(cos kl— wy gy sin kI — qq sin k1)® + (wy — go7)® sin 2kl )

V4

+IQO

V4
Die Bedingung dafiir, dass Q—Z reell ist, ist demnach
qo (cos 2l — sin 2k) — (wk + g5 — 1) cos kl sin kI — 2 (wyq — q,7°) sin *kI = 0.
Aus dieser Gleichung findet man

2 (gy + wo7)

te 2kl = ,
8 Wi+ q)—1

(27)

da die Anndherung gemacht wird, dass Glieder mit »* weg-
gelassen werden konnen, was als zuldissig zu betrachten ist, da
7 eine kleine Grosse ist. Dadurch erhélt man

o | 2
cos 2kl = = Wy g1
V(w? + g2 —1)2+4 (g, + wen)?
und
2 (g0 +won)

sin 2kl = +

V(wd + 2 — 1P+ 4 (go + wyn)?

Mit Hilfe dieser Ausdriicke kann der reelle Teil des Zahlers nach
einigem Rechnen folgendermassen geschrieben werden:

wo_g‘@ g0+ wo"]),

wihrend der Nenner

1 \ : :
5 @i+ gi+ 1D LV (wi+ g5 — 1"+ 4 (g0 + wyn)®

wird.
D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XX, 10. ]
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Macht man ferner den Nenner rational, so lassen sich die beiden

Z Z
reellen Werte der Impedanz —z und ﬁ folgendermassen “schrei-
ben: ¢

Zy _wl+ i1+ (witqi— D+ 4(q+ wen)’
oc 2 (wo—qoy)
und ) (28)
Zy _wi+ @1 —V(wi4 gt — D+ 4 (g + wy)®
¢ec¢ 2("’0*%77) )

Fiir die Grosse unter dem Wurzelzeichen in (28) hat man nun

(w% + qg — 1)+ 4 (gy + wyn)*
Ly + 102+ (go— )] [y —1)*+ (g0 +)*] -+ 247 (i + g5 — 1D +9*.

Unter Auslassung hoherer Polenzen von 5 kann (28) daher ge-
schrieben werden:

wi+ qp + 14+ [(we + 1P+ (go— )] [(wo — 1)*+ (go +2)?]
2 (wy—qon)
und (29)
_ Wit gs 1= [0+ 1D+ (qo— )] [(wo—1)°+ (g0 +9)°]
2 (wy—qo7)

Unter Benutzung des fiir den reibungsfreien Fall (S.11) an-
gewandten Verfahrens bildet man nun mit Hilfe von (26) die
Grossen

. 1+4r 1—r

R

worauf man nach einigem Rechnen (ebenso wie S.11) zeigen
kann, dass

Z, 1+r 4 Z 1—r 99
ec 1=r un oc T 1EF (29 a)
Diese beiden Werte sind Schnittpunkte der Linie ¢ = —g-w

mit einem Kreise mit

5 (wo— o) 1 2(wo—a07) (30)

Mittelpunkt: (wg tagtl . wi + g3 _'_i)
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und Radius:

l//[(wo +1)*+(go— ”i)ﬂ [(“’o —1)*+ (g + ”7)2]

V1442
2 (wy—qo7) Vit

Die Iso-Reflexionskurven werden aus (26) ermittelt. Man
erhalt

1+R 1+ R 1—R
1v+q—2w i + q1+R 77+1+R+n—0
oder
1+32 1+ RV 4R

Diese Kreisschar (nimlich, wenn R variiert) enthilt natiirlich
auch den Kreis (30), den Kreis, dessen R w, und g, entspricht.
Die Iso-Phasenkurven sind auch Kreise. Man erhilt nimlich
aus (25) ‘
w+q*—2wycotd—2qcotP—1—g% =0
oder
1+ 7]2

sin 29~

(w—ycot9)?+ (g—cot $)? = (32)

Reflexions- und Phasenkreise verlaufen
somit wie Fig.2 zeigt. Die Mittelpunkte
liegen nicht, wie im reibungsfreien Falle,
aul der w- bzw. g¢-Achse, sondern auf
zwel winkelrecht zueinander befindlichen
Linien, die mit den Achsen einen (klei-
nen) Winkel bilden, dessen Tangente
—q ist. Der Punkt (1,0) war in dem
Fig. 2. reibungsfreien Falle ein R = 0 entspre-
chender, singuléirer Punkt, durch den alle

Phasenkreise gingen. Hier ist der entsprechende Punkt (1, —g#).
Dies entspricht also R = 0 (a = 1) und alle Phasenkreise gehen
auch hier durch. Diese letzteren schneiden ausserdem die Linie

1 .
g =+ — w in den Punkten
ki

9%
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(77 COtE, COt;) und (*ﬂtga, —tg;)_

Die Reflexionskreise schneiden die Linie g = —g-w an zwei
Punkten, deren Koordinaten das Produkt 1 haben und welche
Maximum- und Minimumwerte der Eingangsimpedanz Z des
Rohres sind. Man ersieht hieraus, dass die Maximum- und Mi-
nimumwerte von Z, nicht ganz reell sind, sondern eine kleine
Blindkomponente der Grdsse 4 - w haben; sie haben aber, wie in
1—r
1-+r’
Die Ausstrahlungskurve muss also genau den gleichen Verlanf
nehmen wie im reibungsfreien Falle, der unter 3 in den Formeln
(18) und (19) behandelt wurde. Dies ist indessen nur von sekun-
diarem Interesse, da wir bei der Behandlung von (24) das Glied
& -1 ausgelassen haben. Dasselbe muss nun wieder eingefiigt wer-
den. Es zeigt sich indessen, dass &-1 in der Weise in die Formel
eingeht, dass man w unmittelbar durch w—+§-1I ersetzen kann.
Aus (29) erhilt man

(29) und (29a) gezeigt wurde, die exakten Werte iilr und

Z, (T ED*+qi+1
oc  2(wyt El—qop)
+V[(wo+ EL+ 1)+ (go—n?] [(wo+ E1—1)% + (g5 —7)?]

2(“’0‘}‘51“—5]07/)*
und ‘ (33)
Z, (wy+ED*+q3+1
oc 2wy +El—qun)
J [y + 5L+ 1) 4+ (qo — )] [(wo + E1—1)* + (g + 9)?]

2 (wy 4 §1—qom)

Wird indessen in (33) ¢, = —qw, eingesetzl, so erhalt man
% -1 d Zy 1 34
@— Ll’o_'_é- un ;“ Z,UO+§'I’ (- )

wobei von Gliedern mit héheren Potenzen von 7 als 1 abge-
sehen wird.
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5. Ausstrahlung von einem akustischen Widerstand
mit Reibung.

Fragen wir nach der ausgestrahlten akustischen Energie, so
ist das Verfahren im wesentlichen dasselbe wie das unter 3
bei der Berechnung des Absorptionskoeffizienten benutzle. Das

Z, . . .
Maximum von —= ist das Minimum ausgestrahlter Energie und
c
umgekehrt, Wird das Verhéltuis von Maximum zu Minimum der

Ausstrahlungskurve in Energiemassen fiir I’ ausgedrickt, so er-
hilt man mit Hilfe von (34)

Z,
9c 1

F=-—7 =" P 5
{a (wy+&- D?
oc

woraus
1

lvo+§'1:—_, (35)

VF

und diese Formel steht mit der in der fritheren Abhandlung'
ermittelten in Einklang.

Eine etwas bessere Annédherung erlang! man an Hand der fol-
genden Betrachtungen. Der Effekt, der sich im akustischen Wi-
derstand absetzt, besteht ans zwei Komponenten, némlich der
sich im Rohr absetzenden (in &-7) und der von der Offnung
ausgestrahlten (sich in w, absetzenden) Komponente. Bei der
letzteren hat man fiir den Maximumwert

w )

w, f
=2 -F
(g + §l1)2

Eff = - E?

max (2;1)2
QC

und fiir den Minimumwert

Wy 9 w 0

Eff = 2 B =_——0"FE",
mio <Z) (wy + £1)°
oc

! Joc. cit. S. 8
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wo w, und w, den »grossen« bzw. den »kleinen« Wert von

;

—Z darstellen. Dieselben werden aus (29) gefunden, indem man

q = —n - w einsetzt. Danach erhdlt man
Eff w, (w,+E&L)?
F=_""max— 0.2 0~ 2 3
Effmin Wo (IUD + Ell)z ( 6)

Hier sind f; und /, die beiden Rohrlingen, die dem Maximum
bzw. Minimum entsprechen. Man sieht, dass, wenn w, gegen-
" fiber &l, gross ist, (36) in (35) tbergeht, da man ja ausserdem
wy - wy = 1 hat,

Diese Formel (386) stimmt auch mit der in der fritheren Ab-
handlung gefundenen genau {iberein, und damit ist die Richtig-
keit samtlicher Formeln {iir den Zusammenhang zwischen den
akustischen Komponenten der verschiedenen Teile und der Aus-
strahlung erwiesen. Zugleich hat man an Hand der in Fig. 2
ausgedriickten Betrachtungen ein bequemes Verfahren gewon-
nen, Probleme betreffend Absorption und Phasenspriinge auch
in denjenigen Féllen zu behandeln, wo Reibung vorhanden ist.
Dieses Verfahren hat bisher nur dann benutzt werden kénnen,
wenn kein Verlustwiderstand vorhanden war.

Indleveret il Selskubet den 24. September 1942,
Fewerdig fra Trykkeriet den 26. Juli 1943,





