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1 . Einleitung .

U
m die LAGRANGESChen Dreieckslibrationspunkte im all -

gemeinen Dreikörperproblem gibt es infinitesimal e

periodische Librationen, wenn die Bewegung auf ein rotie-

rendes Koordinatensystem bezogen wird, das den Anfangs -

punkt im gemeinsamen Schwerpunkt der drei Massen hat ,

und das mit einer Winkelgeschwindigkeit rotiert, die die -

selbe ist wie die Winkelgeschwindigkeit der Massen in de r

absoluten Bewegung . Von solchen Librationen gibt es zwei

Sorten. Die eine Sorte kann als LAGRANGESChe Libratione n

bezeichnet werden, weil sie beim Übergang von dem rotie-

renden Koordinatensystem auf das feste mit den von LA-

GRANGE gefundenen Lösungen identisch werden, in Über-

einstimmung damit, dass die Umlaufszeit der Libratione n

dieselbe ist wie die Umlaufszeit des Systems in der abso-

luten Bewegung. Bei der zweiten Sorte Librationen stimm t

die Umlaufszeit nicht mit der Umlaufszeit in der absoluten

Bewegung überein ; diese Librationen geben deshalb in de r

absoluten Bewegung keine periodischen Bahnen . Die Libra-

tionen dieser zweiten Sorte wollen wir als nicht-LAGRANGE -

sche Librationen bezeichnen .

In einer früheren Abhandlung' habe ich die erwähnte n

Librationen behandelt . Es wurde vorausgesetzt, dass di e

Abstände der Massen von den Librationspunkten unend -

i Die Erweiterung der LAGRANGESeheil Dreieckslösungen im allgemei -
nen Dreikörperproblem [Astr . Nachrichten 5043 und Publikation de r
Kopenhagener Sternwarte Nr . 35 (1920)] .
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lich klein 1 . Ordnung waren . In den Reihenentwicklungen

wurden keine Glieder mitgenommen, die höher als 1 . Ord-

nung waren. Es ging aus der Untersuchung hervor, dass -

während die LAGRANGESChen Librationen für alle Wert e

der Massenverhältnisse existieren - die nich t-LAGRANGE -

schen Librationen nur dann existieren, wenn die Massen-

verhältnisse die Gleichung

1
µ1µ2+P2 P3+111 P3
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(1 )

befriedigen, wo p 1 , p 2 und N3 die Grösse der drei Massen

angeben, in der Einheit der Gesamtmasse ausgedrückt .

Diese Bedingung sagt aus, dass der gemeinsame Schwer-

punkt der drei Massen ausserhalb eines Kreises oder au f

demselben liegen muss, dessen Zentrum im Zentrum de s

gleichseitigen Dreiecks (des Librationsdreiecks) liegt un d

einen Radius besitzt, der nur wenig kleiner ist als der

Radius des dem Dreieck umschriebenen Kreises . Die Gebiet e

ausserhalb des Kreises, wo der Schwerpunkt liegen kann ,

wenn die Gleichung (1) befriedigt werden soll, ist deshalb

auf drei ganz kleine Eck-Gebiete beschränkt (Abb . 1). Die

nicht-LAGRANGESChen Librationen existieren deshalb nur ,

wenn eine der drei Massen dominierend ist . Wenn eine de r

drei Massen gleich Null ist, geht die Bedingung (1) au f

die im problème restreint bekannte Bedingun g

über .

Die in der oben zitierten Abhandlung mitgeteilte Unter-

suchung umfasste nur die Berechung der Umlaufszeit i n

den infinitesimalen periodischen Bahnen, wogegen kein e

Untersuchung der Form der Librationsellipsen und ihre r

Orientierung ausgeführt wurde . Veranlasst durch eine An-

1
µ1P.2

	

27
( 2 )



Die Librationsellipsen um die Dreieckslibrationspunkte .

	

5

frage seitens Professor E. STRÖMGREN in Bezug auf di e

Orientierung der Achsen habe ich jetzt die Untersuchun g

wieder aufgenommen . Im folgenden werde ich die erhal-

tenen Resultate über die Verhältnisse der Achsen und ihr e

Orientierung mitteilen. Der Vollständigkeit wegen sind di e

Abb . 1 .

LAGRANGESChen Librationsellipsen auch behandelt worden .

Als Grundlage der Untersuchung dienen die in der oben

zitierten Abhandlung gefundenen Differentialgleichungen .

2 . Die Differentialgleichungen der Bewegung .

Wir lassen die drei Massen ml , m2 und m 3 zur Zei t

t = 0 sich in den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreieck s

mit der Seite p befinden und geben den Anfangsgeschwin-

digkeiten solche Werte, dass die drei Massen für immer

in den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks mit der

Seite p verbleiben. Wir wählen ein Koordinatensystem, da s

den Anfangspunkt im gemeinsamen Schwerpunkt der drei
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Massen hat, und das mit einer Winkelgeschwindigkeit n

rotiert, die in Richtung und Grösse mit der Winkelgeschwin-

digkeit übereinstimmt, womit das gleichseitige Dreieck rotiert .

In einem solchen Koordinatensystem werden die drei Masse n

feste Stellungen einnehmen. Wenn die drei Massen aber au s

den Dreieckspunkten in andere Punkte in der unmittelbare n

Umgebung der Dreieckspunkte verschoben werden, werde n

sie kleine Akzelerationen erfahren . Wenn die Koordinaten

der Dreieckspunkte in dem mit der Winkelgeschwindigkei t

n rotierenden Koordinatensystem x, y mit (p1, q1), (p2, q 2) ,

(p3, q 3) bezeichnet werden und die Koordinaten der ver-

schobenen Massen mil (x1, y1), (x2, y2), (x3, 0, so haben

wir die Gleichungen

m1x1+1n2x2+m 3 x 3 = 0 ,

ln1 y 1 + m2 y 2 + m 3 y 3 = 0,

	

(3 )
M-n2 p 3 = 0 ,

wo
1W = In t -}-In 2 -{-in 3 .

Wir haben speziell :

m1P1+ m2p2+ m3P3 = 0 ,
m1 g1+ 1n 2 g2+ m 3 g 3 = 0 . J

Wenn die Koordinaten der drei Massen im Verhältnis

zu den Dreieckspunkten mit (~1 , Th),

	

112), (Ç3, T13 )

bezeichnet werden, haben wir :

y1 - q 1 +T11,

	

y2 = g2 + T12,

	

y3 = g3 + T13 •

Wegen (3) und (5) erhalten wir dann :

m1Ç1+m22+m33
- 0,

m 1 T11+ m 2 T12+ m 3 T13 = O .

(4)

(5)

xl = Pl +

	

x 2 = P2 + S2,

	

x3 - P3 +

	

(6 )

(7)
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Wenn die Entfernungen der Massen von den Dreiecks -

punkten als unendlich kleine Grössen 1 . Ordnung betrach-

tet werden, und wenn wir in den Reihenentwicklunge n

nur Glieder bis zur 1 . Ordnung inkl . mitnehmen und di e

~

»3 ~/"3,g3)

Abb. 2 .

Ordinatenachse des Koordinatensystems einer Dreiecksseit e

parallel legen (Abb . 2), erhalten wir die folgenden Differen-

tialgleichungen für die Bewegung der Massen m l und m2 :

-2n
,
-

9
-4 n2 - 4V3(1 - 2 1.12)n2r11-2 V1/1p2-n" =

3

	

3
1ll+2nï;1

	

112x1-4V(1-2112)n2Ç1
2- V 3p2 n2 ~2 -

2 -2n R - 4"1 712 2+41~1 n22 ~1+2 V3 u1 T12r12 - 4Y 3 PI n2 i =

~12+ 2 <- (3 4 µ)
9

	

3
2
-

4
1a1 n2 rl1 + ~ V i µ1 n2

Ç
2

3
V31117121 =
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3 . Lösung der Differentialgleichungen .

Wir suchen jetzt Lösungen der Differentialgleichungen

(8) von der Form :

	

= A l e?`t,

	

2 = A2 eTt ,

	

Tl1
= B1 eAt ,

	

r

	

(9 )

Indem T = nz gesetzt wird, erhalten wir aus (8) un d

(9) die folgenden vier Bedingungsgleichungen :

-[2z+ 4V3(1 -2 µ2)1 Bi

	

-2V3µ2B2 =

+ [z2- 4 p1] A2, -4

V3µ1B1-[2z-4ffµi1B2 =

Wenn es in diesem System linearer, homogener Glei-

chungen Wurzeln geben soll, die von Null verschieden sind ,

muss die Determinante des Systems gleich Null sein .

Wenn die Determinante berechnet und gleich Null ge-

setzt wird, erhalten wir :

z$-I-2zs-I- [l -{ 4 (1+µ2-µit~2-u9)1 z 4

2 7

+ 4 (14 i -I- p2 -gi-ut -µz)z2 = 0

eine Gleichung, die zur Bestimmung von z dienen kann .

Der Kürze wegen schreiben wir :

27

	

2

	

2 7s = 4(~A1 + p 2 - - P2- µ2) _ 4- (P1 µ2 + µ 2 F1s + µ1 µs), (12 )

wonach Gleichung (11) folgender Weise geschrieben werde n

kann :

	

z2 (z2 + 0 (z4 + z
2 + s) _

0

	

(13)

rl2 = BS eÄt .

-4 J/3 (1 - 2 µ2), A.1-
2

V3 µ2 A2 + [z 2 -41 B 1

	

=

-4V3 µ1 Al

	

-I- [ 2 z
+4

V3 µ1, A 2

	

-4µ 1 B1 -+-[z2 -3-+-4t1 1 ] B 2 =

(10)



eine Gleichung, die in die folgenden drei Gleichunge n

gespalten werden kann :

	

z 2 = 0,

	

(14)

	

z 2 +1 = 0,

	

(15)

	

' 4 + z2 -1-- s = 0 .

	

(16)
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Die erste dieser Gleichungen gibt die Doppelwurzel

z = 0, was einer periodischen Lösung mit unendlich lange r

Periode entspricht . Diese Lösung bedeutet, dass das Massen -

dreieck sich um den Schwerpunkt mit unendlich kleine r

Winkelgeschwindigkeit dreht .

Die zweite Gleichung gibt das rein imaginäre Wurzel -

paar z = ± i, d . h. T = ± in, also eine periodische Lösun g

mit derselben Umlaufszeit wie der Umlaufszeit des Libra-

tionsdreiecks in der absoluten Bewegung . Diese Lösung

stellt die in der Einleitung besprochenen LAGRANGESChe n

Librationen dar .

Aus der dritten Gleichung erhalten wir :

z2-14 -s.

	

(17)

Die Bedingung dafür, dass diese Gleichung rein ima-

ginäre Wurzeln geben soll, ist deshal b

s< 4

	

(18)

oder

(19)

'Wenn diese Bedingung erfüllt ist, werden die zwei Wert e

von z2 beide negativ . Jeder dieser zwei Werte von z2 ent-

spricht einer periodischen Lösung, für das Plus-Zeichen i n

der Quadratwurzel in (17) eine Klasse langperiodischer ,

für das Minus-Zeichen eine Klasse kurzperiodischer Lö-

sungen. Diese zwei Klassen periodischer Lösungen stelle n

1
I-1 11-12+1-12 µ3+1-1

"
Ç27 .
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die in der Einleitung besprochenen nicht-LAGRANGESChen

Librationen dar .

Wir bezeichnen mit o- eine positive Zahl, so das s

z =

	

ia

	

(20)

ein Wurzelpaar der Gleichung (13) bedeutet. Wir bezeich-

nen ferner mit A l , A 2 , B 1 , B2 die zu z = io- gehörende n

Integrationskonstanten, und mit A_1 , A_2, B_1 , B_2 die zu

z = -ia gehörenden . Periodische Lösungen der Gleichun-

gen (8) können dann in der folgenden Form geschriebe n

werden :

Sl =

	

~ 1 eionf } A

	

2

	

i6nf ,
-1

Tli = Bi e` ~ Rt ~ B

	

éiont
-1

2 =
A2ei o-ni + A_2 ~ f ant

(21 )

(22)
=~12

	

B 2 e~ ßnt
+B_2 e-ion i

Die

	

Gleichungen

	

(21)

	

und

	

(22)

	

können

	

umgeformt

werden :
= a l cos ant -I- a_1 sin ant,

~ (23)
rl i = N. cos ant + b_1 sin ant, 1

ç2 = a 2 cos ant-}-a_2 sinant,
(24)

112 = b 2 cos o- nt +b

	

sin ant ,
wo

ai = A 1 +

	

a_i = iA l -

bi = B i -i-

	

b_1 =

}

(25)
a2 = A 2 + A_2 ,

	

a_2 = zA 2 - IA_2 ,

b2 = B2 + 13_ 2 ,

	

b_2 = IB2

Wir kehren jetzt zu den Gleichungen (10) zurück . Aus

den drei ersten Gleichungen eliminieren wir A 2 und B2 .
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Wir erhalten dann eine Gleichung zwischen Al und B 1 :

~V3 [(1--2µ,)z2 -2~/3 (1 -µi) zi Ai

-
[z4 + 4

-4 µ1)z2 +
2 V3 ( 1 - µl - 2 110 z

In die Gleichung (26) wird zuerst z i6, dann z = io-

eingesetzt, indem im zweiten Fall A l und B I durch A_1

und B_1 ersetzt werden . Wir erhalten dann :

41/3[-(1 - - 2 1_1 2)62 - i2V3 (1 - µl) 6] A 1

[o-4 --~-

9
µ

~

l/ 62 ~ i~Î~3 (1 - -2 µz)~ Bl = 0,

(27)

3

4
-Vi [- (1- - 2µz)o2+ t21/3 (1 -µl)6]A_1

(28)13

	

9 3
-[64-(71- - 4 µ1 I6 2 -i V3( 1 -- 2 112 ) 6] B_1 = 0 .

Aus den Gleichungen (27) und (28) und den vier erste n

der Gleichungen (25) ergeben sich zwei reelle Gleichungen:

3

	

2

	

9
T V3 (1 - µi - 2 1.1 2 ) Œ a1 +2 (1- µl) 6 a_1

(29)
.~-ro4- \~ -~ µl a2b

1+9V3 (1- µ1-- 2 µ2) 6b_ 1 = 0 ,

4 V3(1-µ1-2µ2)Œ2a-1- 2 (1-11)Œa 1

_' `a4-
`

4

-~µl) 62)b-~ V3 (1-µ1 -2µ2)6b1 = O .

Die Gleichungen (29) und (30) dienen zur Bestimmun g

von b 1 und b_1 als Funktionen von a1 und a_1 , die als

arbiträre Konstanten betrachtet werden können .

Aus der ersten und der drilten Gleichung (10) erhalte n

wir ferner :
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r
4 V 3 112 A 2 = 2z-

4
V3(1-2µ2 )l A 1 +Iz2 -4]B 1 ,

2V3 µ2 B2 = [z2-4`A1-[2zß 41%3(1-2µ2)]B1 .

In diese Gleichungen setzen wir zuerst z = ia und dann

z = -ia ein . Im zweiten Falle werden A l , B 1 , A2, B2

durch B_2 ersetzt . Es ergeben sich dann

die vier Gleichungen :

2 V3 µ2 A 2 = [i2Œ_-V(1 - 2 µ 2) A1- [a2 +4, B 1 ,

2V314 2A_2 = [_i2Œ_v1-2A 1_ [Œ 2 +jB_ i
,

Z V3 µ 2 B2 = -[a 2 +-IA-[î2a I-4V3(1---2µ2)]B1 ,

2V3µ2 B = -[a2 +4 A_i-[-i2a+4~(1-2µ2)]3_i

Aus den zwei ersten Gleichungen (32) und den sech s

ersten Gleichungen (25) erhalten wir :

2V3µ2 a2 = 2aa_-4V3(1-2µ2)ai - /a2
+ 4)b ,f

2 V3 µ 2 a_ 2 =-2a a 1-4V3 ( 1 - 2µ2)(a2 -~~) b

die zur Bestimmung von a 2 und a_2 dienen können . I n

entsprechender Weise ergeben sich :

2,3 µ,b2 = - (0-2 +4) a l -2ab_1 -4 /3 (1 - 2 µ2) b1 ,

2 V3 µ 2 b_2 -(a2 +4) a_i + 2 a b 1 -4 V3 (1- 21.12) b-1'

woraus b2 und b_2 bestimmt werden können .

(31 )

(33)

(34)

(32)
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Nachdem die Koordinaten von m 1 und m 2, bestimmt

sind, können die Koordinaten von m 3 mit Hilfe der Schwer-

punktsintegrale (7) bestimmt werden .

Wir setzen :

3 = a3 cos Ent + a_3 sin Ent,
i

	

(35 )
Tl'3 = b3cosoni-l-b_3 sinEnt ,

und erhalten für die Bestimmung der Koeffizienten a 3 , a_3 ,

b 3 , b_ 3 die folgenden Gleichungen :

µ 1 a l + µ 2 a 2 +µ 3 a 3 = 0 ,

a_1 + 112 a_2 + µ3 a_3 = 0 ,

	

(30)

µ1 b1+µ2 b2+µ3 b 3 = 0 ,

+1.1, b_2 -I- µ3 b-3 = 0 .

In der weiteren Untersuchung wird es notwendig sein ,

die LAGRANGESChell und die nicht-LAGRANGEschen Lösun-

gen getrennt zu behandeln .

4. Die Lagrangeschen Librationsellipsen .

Das Wurzelpaar z = ± i befriedigt die Bedingungsglei-

chung (13) für alle Werte der Massen . Es werden deshal b

entsprechende Librationsellipsen für alle Massenwerte exi-

stieren . Um diese Librationsellipsen zu bestimmen, müsse n

wir in die oben abgeleiteten Formeln a = 1 einführen .

Die Gleichungen (29) und (30) werden dadurch in di e

folgenden zwei übergeführt :

I /-3(1-_2µ2)a1+2(1-µ1)a_-4(1-µ1)b 1
3 (37)

+ 2 V 3 (1 -

	

- 2 µ3) b_1 = 0 ,

3 9
4V (1-µ 1 -2112) a-1 -- 2(1-µ1) a1 -4 (1- µ1) b-1

(38)
--V3 (1--.2µ2)b1 = 0 .



14 Nr . 7 . PEDER PEDERSEN :

Wir wollen diese zwei Gleichungen zur Bestimmun g

von b 1 und b 1 benutzen, indem wir für a1 und a_1

bestimmte Werte annehmen . Man könnte hier a1 = E,

a_1 = 0 setzen, wo E eine unendlich kleine Grösse 1 . Ord-

nung bedeutet . Die Berechnung der Ausdrücke für b 1 und

b_1 zeigt indessen, dass diese am einfachsten werden, wen n

man
a1 -(7 µ2 + 7 µ3 2 1121-0 E ,

a_1 = 0 ,
setzt .

Mil' diesen Werten für a 1 und a_ 1 geben die Gleichun-

gen (37) und (38) :
2b 1 = 3 V3 (µ2 - µ3) E ,

b_1 = - 8 (11 2 +1 1 3 + 1 1 21.1 3) E .

	

(40)

Wenn wir dann in die Gleichungen (33) 6 = 1 und di e

Ausdrücke in (39) und (40) einsetzen, erhalten wir :

a2 = (7 02+ 7 µ3 -2 02- 702-F-µ3)£,
(41 )

a_2 = 4 V3 1.1 3E .

Entsprechend geben die Gleichungen (34) :

b 2 = V 3 (3 [4- 3 - 3 112+ 5 1 13 )6 ,14

	

l

	

(42)
b_2 = -4(2µ2+ 203+ 2µzµ 3 -21.1 2 -10 E . J

Endlich erhalten wir mit Hilfe der Gleichungen (36) :

a3 - ( 7 µ2+ 7 µ3 - 2 1 12 1.13+11 2 -7 µ3) E ,

a_3=-4V3µ2£ ,

b 3 = V3 ( 3 02 - 3 µå - 5 µ2 + 3 µ3) E ,

b_3 = -4 (2E.t2+ 2 µ-I- 2 112µ3-µ 2 -211 3)E .

Hiermit sind die LAGRANGESChen Librationsellipsen voll -

ständig bestimmt .

(39)

(43)

(44)



Die Librationsellipsen um die Dreieckslibrationspunkte .

	

1 5

5. Die Nicht-Lagrangeschen Librationsellipsen .

Wir betrachten jetzt z = ± ia als ein Wurzelpaar in de n

für die nicht-LAGRANGnschen Lösungen gültigen Bedin-

gungsgleichung z 4 + z 2 + s = 0. Die positive Zahl a sol l

also die Bedingungsgleichun g

a4 -a2 -}-S = 0

	

(45)

befriedigen .

Wir gehen wieder von den zwei Gleichungen (29) un d

(30) aus und wollen mit ihrer Hilfe b 1 und b_1 als Funk-

tionen von a1 und a_1 bestimmen. Nach Umstellung der

Glieder können diese Gleichungen so geschrieben werden :

(a4 - a2 - 4

9

	

3 -
( 1 - ui) a 2') b1- 2 1/3 (P2 - PO 0- b_1

= /3 ((.i2-//µ3)a2 a 1 -2 (1 -µi) aa_ 1 ,

2 V3 (µ2 - é1 3) 6b i +l ao- a2- 4( 1 -lA i) a2) b-L

= -(1 µ\\1) a a 1 + 4 1/ 3 (P2- µ3) 6ÿ a_1 .

Die Gleichungen können noch weiter vereinfacht werden ,

wenn wir
a = 1 -µ 1 = ~2 + 11 3 ,

- P2 - Ps

einführen und ausserdem die Gleichung (45) benutzen . Wir

erhalten dann :

j

	

l

	

b 1 -} - ~ I/ (3a b_i = - V (~a a1 + 9as a_1 ,

~ V3 pub]. - /~ aa2 -{- s
J

b_1 =
9

aa a1 -I-
4

V3 (3s-2

Die Determinante des Systems (49) kann durch a und

a allein ausgedrückt werden . Die Rechnung ergibt :

(47)

(48)

(49)
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9

	

8/r

	

\

	

~
D = a8 ~-12- a a-s!, ,a2+~ a -3/64~-\27a-41 a2 ) a~2 . (50)

Der Ausdruck für D kann aber in der folgenden Weis e

in Faktoren aufgelöst werden :

D = H4_(1 4- a) + 9a
J

• [ 6 2 -I-3 -9a a2 . (51 )

Diese Auflösung in Faktoren bewirkt, dass die Aus-

drücke für die gesuchten Koeffizienten ausserordentlich ein -

fach werden. Um die Ausdrücke für die übrigen Koeffiziente n

so einfach wie möglich zu gestalten, wollen wir für a l und

a_1 die folgenden Werte wählen :

al = (a' -I- + 4 i 111 2 P3 s ,
a_t = 0 .

Aus den Gleichungen (49) finden wir dann :

3 , /T
b1 = 4 V 3 (!12 - ~a) !12 !~3 £,

	

(53)

17_
l = - 2au p..8 E ,

ferner aus (33) und (34) :

	

1a 2 = -~
(

0- 2 ±3-9µ2 J µ t la 3 E ,

a-2 =- I,/3 api
é13 E ,

b2 = 1 V3 (0-2+ -32 + 3

	

3 ) I µ3 E ,
2

	

2

b_2 = 6µl µ3 e,

//

und endlich mit Hilfe der Gleichungen (36) :

a3 = -~ ("Y2R - 3- 2 µ3) 11,1-12E ,

a-3 = V3 aµ l p2 E,

(52)

(54)

(55)

(56)
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1

	

i 2 3 3
b 3 °

2 V
3 6

+2+2
- (µ1-1a2)~ 1a 11-12 E ,

	

(57)

b_3 = 61a11a2 E .

Damit sind auch die nicht-LAGRANGESChen Librations -

ellipsen vollständig bestimmt .

6. Die Umlaufsrichtung in den Librationsellipsen .

Wenn eine elliptische Bewegung des Punktes (F,rl) durc h

die Gleichungen

Ĥ = a 1 cosWt+a_1sinwt,

	

(58)
rl = b 1 cos w t + b_1 sin cot, J

dargestellt wird, wo co als positiv vorausgesetzt wird, wir d

die Umlaufsrichtung vom Vorzeichen der Determinant e

a l a-1

bl b_1 = a 1 b,_1 -a_1 b1

	

(59)Dl =-
abhängen .

Wenn D 1 positiv ist, wird die Bewegung in positiver

Richtung vorsichgehen, während ein negativer Wert von D1

bedeutet, dass die Bewegung retrograd ist .

Wir wollen jetzt die Determinanten berechnen, die den

drei LAGRANGESChen Librationsellipsen entsprechen . Aus

(39), (40), (41), (42), (43) und (44) erhalten wir :

2

	

2

	

2D l = - 8(/112+ 7 11 3 -2 la2 p3)(p2+11 3+iag113 )E ,

	

D 2 = - 8 (7 11 2 + 7 113 2 µ2 µ3) 111 72 + lag + 11 1 113) E 2 ,

	

(60)

D3 = -8 (7112 H - 74 -2 11 2113)(iat+µ2+lal(12) e2 .

Da die drei Determinanten negative Werte haben, wir d

die Bewegung in den LAGRANGESChen Librationsellipse n

retrograd sein .
D . r{gI . Danske Vidensk . Selskab, Math .-fys . Medd . XIX, 7 .
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In ähnlicher Weise berechnen wir die Determinanten, di e

den drei nicht-LAGRANGESChen Librationsellipsen entspre-

chen. Aus (52), (53), (54), (55), (56),und (57) erhalten wir :

3 9

	

2~2
+4 ±4µi)E-121-" 3 5

\02~

4 41 1~ i 1~ 2 e 2

D 6 = - 2a (o-z+ 4+4µ J µila 2 - 2

Auch hier haben die drei Determinanten negative Werte ,

und die Bewegung in den nicht-LAGRANGESCheu Librations -

ellipsen muss retrograd sein .

7. Das Verhältnis zwischen der grossen und der kleinen
Achse in den Librationsellipsen .

Wenn eine elliptische Bewegung durch die Gleichun g

(58) dargestellt wird, wird das Verhältnis zwischen de r

grossen und der kleinen Achse denselben Wert haben wi e

die grösste Wurzel der Gleichung

wo

Wenn wir jetzt die für die LAGRANGESChen Librations -

ellipsen gültigen (39), (40), (41), (42), (43) und (44) in

(63) einsetzen, findet man in allen drei Fällen :

D 4 =

D 5 = -26 (61)

f2 -gf+ 1 = 0,

	

(62)

a i -i- a21+ M +b2 1 (63)g =
D1 I

5
g

	

2 '
(64)

wonach (62) das Resultat gibt, dass das Verhältni s

zwischen der grossen und der kleinen Achse
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in den LAGRANGESChen Librationsellipsen gleic h

2 :1 ist .

Wenn wir in ähnlicher Weise die für die nich t-LAGRANGE -

sehen Librationsellipsen geltenden Werte (52), (53), (54) ,

(55), (56) und (57) einsetzen, erhalten wir in allen dre i

Fällen :
26-2 + 3

9 ` 2 o-

und daraus wieder das Verhältnis zwischen de r

grossen und der kleinen Achse in den nicht -
LAGRANGESChen Librationsellipsen :

_ 1
f

	

4 6
2 6 2 -- 3-}- l/4 6 4 - 4 o"2 + 9

Da das Verhältnis für alle drei Ellipsen dässelbe ist ,

müssen die nicht-LAGRANGESChen Librationsellip -

sen gleichförmig sein .

In der oben zitierten Abhandlung wurde bewiesen, das s

s nur von der Entfernung zwischen dem Zentrum des Libra -

tionsdreiecks und dem gemeinsamen Schwerpunkt der Mas -

sen abhängt . Da o- nur von s abhängt und f nur von o- ,

erhalten wir den folgenden Satz :

Das Achsenverhältnis der nicht-LAGRANGESChe n

Librationsellipsen hängt nur von der Entfernun g

vom Zentrum des Librationsdreiecks zum gemein -

samen Schwerpunkt der Massen ab .

8 . Das Grössenverhältnis der Librationsellipsen .

Das Produkt der Halbachsen in der elliptischen Bahn ,

die durch die Gleichungen (58) definiert ist, wird gleic h

dem numerischen Wert der Determinante Di sein. Darau s

folgt, dass die linearen Grössen von zwei gleichförmige n

2 *

(65)

(66)
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Ellipsen sich wie die Quadratwurzeln aus den numerische n

Werten der betreffenden Determinanten verhalten .

Für die LAGRANGESChen Librationsellipsen werden ihr e

lineare Grössen sich deshalb wi e

verhalten .

Wenn wir in (67) die Werte (60) der drei Determi-

nanten einsetzen, erhalten wir das Resultat, dass die linea -

ren Grössen der LaGRaNGESChen Librationsellipsen

sich wi e

14' +P2PB-i- :Vµi+µi+ :Vg+µ2,+ 4. (68)

verhalten .

In ähnlicher Weise findel man, dass die linearen Grösse n

der nicht-LAGRANGESChen Librationsellipsen sich wi e

V- . j/-D, : -D3

	

(69)
verhalten .

Wenn wir in (69) die Werte (61) der Determinanten

einsetzen, erhalten wir das Resultat, dass die lineare n

Grössen der nicht-LAGRANGESChen Libralionsellip -

sen sich wi e

µ2µ3 . µ3 • Pt µ2 (70)
d . h . wie

1 1

	

1.
(71 )

µt µ2

	

E~s

verhalten, d . h ., dass die linearen Grössen der nicht -
LAGRANGESChen Librationsellipsen sich umgekehr t

wie die entsprechenden Massen verhalten .

Im problème restreint gibt es bekanntlich keine LAGRANGE -

sehe Librationsellipse für die unendlich kleine Masse, wäh-

rend nicht-LAGRANGESChe Librationsellipsen um die Libra -

~/ D t : U- D 2, : l/ D 3

	

(67)
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tionspunkte L4 und L 5 existieren. Dies eigentümliche Ver-

hältnis findet nun in den oben gegebenen Resultaten seine

vollständige Erklärung .

Wenn wir nämlich µ3 = 0 in (68) einsetzen, finden wir

für die LAGRANGESChen Librationsellipsen die Grössenver-

hältnisse :
: µ l :

	

-f- µ l µ 2 -I-

	

.

Da es nun in der Natur der Sache liegt, dass im pro-

blème restreint die Librationsellipsen der zwei endliche n

Massen die Grösse Null haben, muss die LAGRANGESCh e

Librationsellipse der unendlich kleinen Masse auch die

Grösse Null haben .

Setzen wir dagegen in (70) µ3 = 0, erhalten wir die Ver -

hältnisse :
0 : 0 : µ1 p.2 .

	

(73)

Das heisst : die niCht-LAGRANGESChe Librationsellips e

der unendlich kleinen Masse kann sehr wohl eine endlich e

Grösse haben, obschon die nicht-LAGRANGEsehen Libra-

tionsellipsen für die zwei endlichen Massen die Gröss e

Null haben .

9. Die Orientierung der Librationsellipsen .

Wenn wir den Winkel zwischen der Abszissenachs e

und einer der Achsen in der elliptischen Bahn (58) mit $

bezeichnen, haben wir :

2 (al b i + a_Lb_l)tg 2e, ° al I 2 - b
i
-b?i '

Für die LAGRANGESChe Librationsellipse, die von der

Masse ml beschrieben wird, erhalten wir mit Hilfe von

(39) und (40) :

~g = v3 (µå_	 la~	tg	 	 )
J
	 	 .

µ2+4µ2 µ 3 +

(72)

(74)

(75)
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Wenn die Winkel der Achsen mit der Abszissenachs e

mit $ 1 und $2 bezeichnet werden, ergibt sich aus (75) :

Lg$i =
V3(µ3 - A)

	

(76)
3(µ 2 +µ 3)

tge2 - V	 (µs + 113)

	

(77)
I-12 -µ3

wo $ 1 sich auf die kleine Achse der Ellipse und $ 2 sich

auf die grosse Achse bezieht . Die Richtung vom Librations -

punkt zum gemeinsamen Schwerpunkt der Massen macht

aber mit der Abszissenachse einen Winkel, der durc h

eine Gleichung bestimmt wird, die der Gleichung (76 )

entspricht . Wir erhalten somit das folgende Resultat :

Die LAGRANGESChen Librationsellipsen habe n

ihre kleinen Achsen gegen den Massenschwerpunk t

gerichtet .

Wenn wir jetzt in (74) die für die nicht-LAGRANGE -

sehen Librationsellipsen geltenden Werte (52), (53) ein -

setzen, erhalten wir :

tg 2 $ _ V3613- 112 )

3 (µs -I- µ3) - 2

Um die geometrische Bedeutung von (78) abzuleiten ,

wollen wir die Gleichung aufstellen, wodurch der in Abb . 3

angegebene Winkel p bestimmt werden kann . M ist da s

Zentrum des dem Li.brationsdreieck umschriebenen Kreises ,

und MN ist die Linie von M durch den Massenschwer -

punkt .

p wird durch die folgende Gleichung bestimmt :

	 I/3(µ3 -u2 )tg

	

(79)
3 0 1 2 + µ3) - 2

Aus (78) und (79) erhalten wir nun :

(78)



Die Librationsellipsen urn die Dreieckslibrationspunkte .

	

2 3

tg 2O = tg q),

	

(80)

Ø = 2 + k • 90° .

Wenn pz> 1.1 3 , liegt die grosse Achse der Ellipse im 1 .

und 3. Quadranten, für 112 <p, liegt sie im 2 . und 4 . Qua-

dranten .

Abb . 3 .

Für die nicht-LAGRANGESChen Librationsellip -

sen liegen die grossen Achsen parallel der Halbie -

rungslinie des Winkels, der von den Linien vo m

Zentrum des Librationsdreiecks zum Massen-

schwerpunkt, bezw. zum betreffenden Librations -

punkt, eingeschlossen ist .

In Abb. 4 sind der dem Librationsdreieck umschrieben e

Kreis und der Diameter durch den Schwerpunkt gezeichnet .

P und Q sind die Endpunkte dieses Diameters . Man er -

sieht aus der Abbildung, dass die grossen Achsen de r

Librationsellipsen gegen P gerichtet sind, die kleinen Achse n

gegen Q .

(81)
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Die nicht-LAGRANGESChen Librationsellipse n

haben ihre grossen Achsen gegen denselben Punk t

gerichtet, die kleinen Achsen ebenso . Diese zwe i

Punkte sind die Endpunkte des Diameters in de m

dem Librationsdreieck umschriebenen Kreis, de r

durch den Schwerpunkt geht . Die grossen Achse n

sind gegen den Punkt gerichtet, der dem Schwer -

punkt am entferntesten liegt, die kleinen Achse n

gegen den Punkt, der dein Schwerpunkt am näch-

sten liegt .

Die oben angegebene Regel muss auch für die Libra -

tionsellipsen im problème restreint Gültigkeit haben. In

Abb. 5 werden das Librationsdreieck und der ihm um-

schriebene Kreis gezeigt . Der Diameter PQ geht durch de n

gemeinsamen Schwerpunkt der zwei endlichen Masse n

1 - .m und und die Librationsellipsen um den Libra-

tionspunkt L 4 müssen deshalb die grosse Achse gegen P

und die kleine Achse gegen Q gerichtet haben .

Indleveret til Selskabet den 7 . Juli 1941 .
Færdig fra Trykkeriet den 31 . Oktober 1941 .






