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1. Einleitung.

m die LagrangEschen Dreieckslibrationspunkte im all-
gemeinen Dreikérperproblem gibt es infinitesimale
periodische Librationen, wenn die Bewegung auf ein rotie-
rendes Koordinatensystem bezogen wird, das den Anfangs-
punkt im gemeinsamen Schwerpunkt der drei Massen hat,
und das mit einer Winkelgeschwindigkeit rotiert, die die-
selbe ist wie die Winkelgeschwindigkeit der Massen in der
absolulen Bewegung. Von solchen Librationen gibt es zwei
Sorten. Die eine Sorte kann als LacraNgesche Librationen
bezeichnet werden, weil sie beim I"Jbergang von dem rotie-
renden Koordinatensystem aul das feste mit den von La-
GRANGE gefundenen Lé&sungen identisch werden, in Uber-
einstimmung damit, dass die Umlaufszeit der Librationen
dieselbe ist wie die Umlaufszeit des Systems in der abso-
Inten Bewegung. Bei der zweiten Sorte Librationen stimmt
die Umlaufszeit nicht mit der Umlaufszeit in der absoluten
Bewegung tiberein; diese Librationen geben deshalb in der
absoluten Bewegung keine periodischen Bahnen. Die Libra-
tionen dieser zweiten Sorte wollen wir als nicht-LAcrRANGE-
sche Librationen bezeichnen.
In einer fritheren Abhandlung® habe ich die erwéilinten
Librationen behandelt. Es wurde vorausgesetzt, dass die
Abslinde der Massen von den Librationspunkten unend-

! Die Erweiterung der Lagranemschen Dreieckslésungen im allgemei-
nen Dreikdrperproblem [Astr. Nachrichten 5043 und Publikation der
Kopenhagener Sternwarte Nr. 35 (1920)], -
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lich klein 1. Ordnung waren. In den Reihenentwicklungen
wurden keine Glieder mitgenommen, die héher als 1, Ord-
nung waren. Es ging aus der Untersuchung hervor, dass —
wihrend die Lacsrangeschen Librationen fiir alle Werte
der Massenverhéltnisse existieren — die nicht-LAGRANGE-
schen Librationen nur dann existieren, wenn die Massen-

verhéltnisse die Gleichung
1
My g - Bg by 1y = 50 (1)

befriedigen, wo py, Yy und y; die Grosse der drei Massen
angeben, in der Einheit der Gesamtmasse ausgedriickt.
Diese Bedingung sagt aus, dass der gemeinsame Schwer-
punkt der drei Massen ausserhalb eines Kreises oder auf
demselben liegen muss, dessen Zentrum im Zentrum des
gleichseitigen Dreiecks (des Librationsdreiecks) liegt und
einen Radius besitzt, der nur wenig kleiner ist als der
Radius des dem Dreieck umschriebenen Kreises, Die Gebiete
ausserhalb des Kreises, wo 'der Schwerpunkt liegen kann,
wenn die Gleichung (1) befriedigt werden soll, ist deshalb
auf drei ganz kleine Eck-Gebiete beschrianki (Abb. 1). Die
nicht-LacrangEschen Librationen existieren deshalb nur,
wenn eine der drei Massen dominierend ist. Wenn eine der
drei Massen gleich Null ist, geht die Bedingung (1) auf
die im probléme restreint bekannte Bedingung

ity < o ©)

27
iiber.

Die in der oben zitierten Abhandlung mitgeteilte Unter-
suchung umfasste nur die Berechung der Umlaufszeil in
den infinitesimalen periodischen Bahnen, wogegen keine
Untersuchung der Form der Librationsellipsen und ihrer
Orientierung ausgefithrt wurde. Veranlasst durch eine An-
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frage seitens Professor E. STROMGREN in Bezug auf die
Orientierung der Achsen habe ich jetzt die Untersuchung
wieder aufgenommen. Im folgenden werde ich die erhal-
tenen Resultate iiber die Verhiltnisse der Achsen und ihre
Orientierung mitteilen. Der Vollstindigkeit wegen sind die

Hy

M3

Abb. 1.

Lacrangeschen Librationsellipsen auch behandelt worden.
Als Grundlage der Untersuchung dienen die in der oben
zitierten Abhandlung gefundenen Differentialgleichungen.

2, Die Diiferentialgleichungen der Bewegung.

Wir lassen die drei Massen m;, m, und m, zur Zeit
t = 0 sich in den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks
mit der Seite p befinden und geben den Anfangsgeschwin-
digkeiten solche Werte, dass die drei Massen fiir immer
in den Eckpunkilen eines gleichseitigen Dreiecks mit der
Seite p verbleiben. Wir wéhlen ein Koordinatensystem, das
den Anfangspunkt im gemeinsamen Schwerpunkt der drei
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Massen hat, und das mit einer Winkelgeschwindigkeit n
rotiert, die in Richtung und Grosse mit der Winkelgeschwin-
digkeit iibereinstimmt, womit das gleichseitige Dreieck rotiert.
In einem solchen Koordinatensystem werden die drei Massen
feste Stellungen einnehmen. Wenn die drei Massen aber aus
den Dreieckspunkten in andere Punkte in der unmitlelbaren
Umgebung der Dreieckspunkte verschoben werden, werden
sie kleine Akzelerationen erfahren. Wenn die Koordinaten
der Dreieckspunkte in dem mit der Winkelgeschwindigkeit
n rotierenden Koordinatensystem x, y mit (p;, q,), (ps, 42),
(ps» g3) bezeichnet werden und die Koordinaten der ver-
schobenen Massen mit (xy, y,), (xs, ¥s), (x5, y3), so haben
wir die Gleichungen

myx +myx, +myga; = 0,

my Yy + myyy + myyy = 0, 3
M—n*p® = 0,
WO
M = m, +my+m,. (€Y)

Wir haben speziell:

mypy+mypy+mgpy =0, | (5)

mygy+myq, + myq; = 0.

Wenn die Koordinaten der drei Massen im Verhéltnis

zu den Dreieckspunkten mit (§;, n,), (&, M), (&, M)
bezeichnet werden, haben wir:

x = p+§&, xy = ps+ &, x3 = p3+§, } (6)
1= ¢+, Py = gyt Mg, Ys = ¢+ 3.

Wegen (3) und (5) erhalten wir dann:

my & + my€s + my§y = 0, } (D

myMy - myMy +myny = 0.
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Wenn die Entfernungen der Massen von den Dreiecks-
punkten als unendlich kleine Gréssen 1. Ordnung betrach-
tet werden, und wenn wir in den Reihenentwicklungen

nur Glieder bis zur 1. Ordnung inkl. mitnehmen und die

| Yy
A

§ 409
X

e

-

My (0, F)

Abb. 2.

Ordinatenachse des Koordinatensystems einer Dreiecksseite -
parallel legen (Abb. 2), erhalten wir die folgenden Differen-
tialgleichungen fiir die Bewegung der Massen m; und my:

o .9 3 . 3
51‘“2’1711_‘2"2&1—11/3(1_21-12)"&711*5[/ 3ugn®n, = 0,
” .3, 3.4 a 3 =,
ﬂ1+2n§1—‘zn m—zl/S(l—?ug)n §1—‘§V3 B8y = 0,

8)
" 9, 9 3= 3 (8
§2—2n112—1u1n §2+Zu1n §1+Zl/3 Wy n ng——zl/Suln n =0,

" . 9 9 3 37
Ng ‘5‘2“&2_‘(3—1 U1> nznz—g unn, "‘Z V§U1n2§2—”’4" V3un®g = 0.
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3. Losung der Differentialgleichungen.

Wir suchen jetzt Losungen der Differentialgleichungen
(8) von der Form:
€ = A1@M, € = AzeN, }

9
no= BN, n, = By, ©

Indem A = nz gesetzt wird, erhalten wir aus (8) und
(9) die folgenden vier Bedingungsgleichungen:

3 = 3 =
{ZZ—% A, —[22+—4— /3 (1 —zuz)} B, —% V3B, = 0,
9 9 3 e 3
M4 + {zg—zul} A, _ZV3 ulBﬁ[Qz—ZVgul} B, =0,
3 = 3 = 3 (10)
{22‘4]/3 (1—2u2)] A.I—EI/S u2A2+[z2~4} B, =0,
3. = 3 = 9 9
: _ZV3 M Ay —f—[?z—l—zl/.% ul} A, —ZulBl—l—[z2—3+4u1J B, = 0.

Wenn es in diesem System linearer, homogener Glei-
chungen Wurzeln geben soll, die von Null verschieden sind,
muss die Determinante des Systems gleich Null sein.

Wenn die Determinante berechnet und gleich Null ge-
setzt wird, erhalten wir:

©

27
P22 T G ] — ey —ud) | 2

(11)
27 Y N ) 2
T W=y = — ) 2 = 0,

eine Gleichung, die zur Bestimmung von z dienen kann.
Der Kiirze wegen schreiben wir:

27 27
§ = e (U1+U2_“%_“1U2“U2) = I(U1U2+“2U3+U1“3),(12)

wonach Gleichung (11) folgender Weise geschrieben werden
kann:

2+ 1) (A +22+s) =0, (13)
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eine Gleichung, die in die folgenden drei Gleichungen

gespalten werden kann:

2 =0, (14)
2+1=0, (15)
#4245 =0. (16)

Die erste dieser Gleichungen gibt die Doppelwurzel
z = 0, was einer periodischen Ldsung mit unendlich langer
Periode entspricht. Diese Losung bedeutet, dass das Massen-
dreieck sich um den Schwerpunki mit unendlich kleiner
Winkelgeschwindigkeit dreht.

Die zweite Gleichung gibt das rein imaginiare Wurzel-
paar z = £, d.h. A = % in, also eine periodische L&sung
mit derselben Umlaufszeit wie der Umlaufszeit des Libra-
tionsdreiecks in der absoluten Bewegung. Diese Lodsung
stellt die in der Einleitung besprochenen LaGraNGEschen
Librationen dar.

Aus der dritten Gleichung erhalten wir:

1 1
2 __ el
22 = QiV4 s. 17

Die Bedingung dafiir, dass diese Gleichung rein ima-

gindire Wurzeln geben soll, ist deshalb

= as)
oder 1
My My B by By by oo (19)

27"

Wenn diese Bedingung erfiillt ist, werden die zwei Werte
von z% beide negativ. Jeder dieser zwei Werte von z* ent-
spricht einer periodischen Ldsung, far das Plus-Zeichen in
der Quadratwurzel in (17) eine Klasse langperiodischer,
fiur das Minus-Zeichen eine Klasse kurzperiodischer L&-
sungen. Diese zwei Klassen periodischer Loésungen stellen
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die in der Einleitung besprochenen nicht-LacrancEschen
Librationen dar.

Wir bezeichnen mit o eine positive Zahl, so dass
z =4 io (20)

ein Wurzelpaar der Gleichung (13) hedeutet. Wir bezeich-
nen ferner mit Ay, A,;, B,, B, die zu z = io gehorenden
Integrationskonstanten, und mit A_,, A_,, B_, B_, die zu
z = —io gehérenden. Periodische Losungen der Gleichun-
gen (8) konnen dann in der folgenden Form geschrieben

werden:

gl — Aleicnt_{_A_le—icnt’ (91)
N = B+ B_ o,
Ez — Azeicni+A_2e—icnt’ (22)
nz — Bzeicnt+B_23—io-nt.

Die Gleichungen (21) und (22) kdénnen umgeformt

werden: .
§ = aycosont+a_ sinoni, | (23)
1y, = bycosonl+ b_, sinont,
§ = ascosont+a_, s.in ont, } 24)
Ty = bycosonl+b_,sinont,

WO

a = A +A_,, a_, = id;—id_,, )
a2 = A2+A_2, a—2 == lAz—lA_Z,
by = B,+B_,, b_,— iBy—iB_,.

- Wir kehren jetzt zu den Gleichungen (10) zuriick. Aus
den drei ersten Gleichungen eliminieren wir A, und B,.



Die Librationsellipsen um die Dreieckslibrationspunkte. 11

Wir erhalten dann eine Gleichung zwischen A; und By:

VBl —u—2m) 228 (1~ 2] 4

13 9 3 (
——{244-(1"‘"4‘!-11)22—}-2‘ ]/3 (1—y—2u,) ZJ B, = O.I

26)

In die Gleichung (26) wird zuerst z = ic, dann z = —io
eingesetzt, indem im zweiten Fall 4; und B; durch A_
und B

—L

1
ersetzt werden. Wir erhalten dann:

Z—V3[—(1~u1—2u2)02~i2]/g(l—m)cr} Ay
L /1309 N\ L. .8 - (27)
—|o -<4 — M)t +is VB (= —2u)0| B, = 0,
3 e
SV —p—2u) 0+ i2)/3 (1 —u)o] 4,
4
13 9 3 _ (28)
—|o = (Ffu)o =i yaa ——2mel B =0

Aus den Gleichungen (27) und (28) und den vier ersten
der Gleichungen (25) ergeben sich zwei reelle Gleichungen:

3 9
_V3(1—U1—2“2)0'2611_'"“(1_“1)0-“-1

4 5 g 23 B (29)
+(o4*<2“z U1> Gz) by +5 V3 —u—2m)ob_, =0,

g 9

TV3 (1 —p—2m)cta_ —5 (1—u)oq

4 5 g 23 - (30)
+<04_<7f“zul>02> by~ V3 (1—n—2m)ab, = 0.

Die Gleichungen (29) und (30) dienen zur Bestimmung
von b; und b_, als Funktionen von a; und a_y, die als
arbitrire Konstanten betrachtet werden kénnen.

Aus der ersten und der dritten Gleichung (10) erhalten
wir ferner:
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3 - 3 — 3

SV3umd, = [QZ—ZI/S(l—Quz)} A1+[zz——ﬂ By,
3~ 9 3 (1)
5‘/3 Uy B, = [Z2—4] Al—{2:+711/3 (1ﬁ2u2)}31.

In diese Gleichungen setzen wir zuerst z = ic und dann
z = —io ein. Im zweiten Falle werden A, B, A,, B,
durch A_,, B_,,
die vier Gleichungen:

A_,, B_, ersetzt. Es ergeben sich dann

g V3 updy = {i2c—§[/§(1—2u2)} AL*{GZ-F%H By,

3 = . 3 ‘ 3
5]/3u2A_2 = [—lgo—z 1@(1~2u2)}l4_1~{02+ﬂ B_,,

(32)

3 = o 2, 9 . 3. e o
5 V3 uyBy = — |o +5 | A 1204—11/3(1—"412) By,

3., B s, 9 . 3
§V3 beB_, = — 0%+ A — —120+ZV§(1~2u2) B_,.

Aus den zwei ersten Gleichungen (32) und den sechs

ersten Gleichungen (25) erhalten wir:
3. 3 /e 3
5]/3 Moy == 20(1_[-—:1—1/3 (1—2H2)‘11—<0'2+Z> bl’

5 _ 5 (33)
5]/3u2a_2=——20'a1~11/3(1—21.12) a_1‘~<0-2 _‘_Z‘> b_l’
die zur Bestimmung von a, und a_, dienen koénnen. In
entsprechender Weise ergeben sich:

3, = 9 3 e

5]/3 Bg by = —<o'2 _f_—4-> a1~20'b_1——z 1/3 (1—2us) by,

: (34)

3 = 9 3.
SV3mb_, = _<°2+Z> a_y+20b )30 —2u) b,

woraus b, und b_, bestimmt werden konnen. -
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Nachdem die Koordinaten von my und m, bestimmt
sind, kénnen die Koordinaten von m; mit Hilfe der Schwer-
punktsintegrale (7) bestimmt werden. .

Wir setzen:

' € = agcosont+a_,sinont, }

(35)

ny = bycosoni+b_,sinont,

und erhalten fiir die Bestimmung der Koeffizienten a;, a_,,
by, b_, die folgenden Gleichungen:

M1y T Ha g+ Ugay = 0,

Wa_y+a ,+ua g =0,

Biby g by Hugby = 0,

Bb_y + b _+u3b_, = 0.

(36)

In der weiteren Untersuchung wird es nolwendig sein,
die Lacranceschen und die nicht-Lagrangeschen Losun-
gen getrennt zu behandeln.

4. Die Lagrangeschen Librationsellipsen.

Das Whurzelpaar z = +i belriedigt die Bedingungsglei-
chung (13) fiir alle Werte der Massen. Es werden deshalb
enlsprechende Librationsellipsen fir alle Massenwerte exi-
stieren. Um diese Librationsellipsen zu bestimmen, miissen
wir in die oben abgeleiteten Formeln o = 1 einfithren.

Die Gleichungen (29) und (30) werden dadurch in die
folgenden zwei tibergefithrt:

3 = 9 9
11/3(1*—#\1‘*2“2)01 "’5(1_“1)“_1—1(1—“1)171
5 (37)
+§V3(1—H1—2Uz)b_l =0,
3 9 9
zl/g(l—W‘zUz)a_l“"E(l”‘uO a1—z(1“‘u1) b_,
. (38)
—5 V3 —u—2u) by = 0.
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Wir wollen diese zwei Gleichungen zur Bestimmung
von b, und b_, benutzen, indem wir fir «; und a_,
bestimmte Werte annehmen. Man koénnie hier a, = &,
a_, = 0 setzen, wo ¢ eine unendlich kleine Grésse 1. Ord-
nung bedeutet. Die Berechnung der Ausdricke fir b, und
b_, zeigt indessen, dass diese am einfachsten werden, wenn
man

a; = (Tpg+ 705 —2p,uy) €, } (39)

a_, =0,
setzt.
Mit' diesen Werten fiar a; und a_, geben die Gleichun-
gen (37) und (38):
by = 313 (Wi—udse, }

. 40
by =—8(W3+ i+ Hpy)e. 4o

Wenn wir dann in die Gleichungen (33) ¢ = 1 und die
Ausdriicke in (39) und (40) einsetzen, erhalten wir:

ay = (T2 +7p2— 200 — Tl -+ By €, i
a_, =4 ]/gugs.
Enisprechend geben die Gleichungen (34):
by = /3 (302 —3u2 —3u,+5uy)e, } (42)
by = —4Q2p5+ 205+ 20— 20, — U €.

Endlich erhalten wir mit Hilfe der Gleichungen (36):

ag=(7u§f7u§—2u2u3+u2—7ug)s,} (43)
a_, = —4)3pe,

by = V3 (31l 3ui—5u+Bupe, } (19
b___g=——4(2“3—!‘2”%+2U2U3”“U2—QUP,)E~

Hiermit sind die LacraNGEschen Librationsellipsen voll-

standig bestimmt.
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5. Die Nicht-Lagrangeschen Librationsellipsen.

Wir betrachten jetzt z = 4 o als ein Wurzelpaar in den
fir die nicht-LaerangEschen Losungen giltigen Bedin-
gungsgleichung z*-+z2+s = 0. Die positive Zahl o soll
also die Bedingungsgleichung

ot—o?+s =10 - (45)

befriedigen.
Wir gehen wieder von den zwei Gleichungen (29) und
(30) aus und wollen mit ihrer Hilfe b, und b_, als Funk-
tionen von a; und a_, bestimmen. Nach Umstellung der

Glieder konnen diese Gleichungen so geschrieben werden:

. 9 3.5
<c4—c“——z(1 —Hy) 0"2> b1—51/3 (Ba—pHgrob_,

3. = 9
=1V3wy~u90%q~5(l—u00a_p
46)
3.~ 9 (
§V3 (vg—mg) oby + <°4“ 02“1(1 — W) GZ) b_,

9 3 o 2
:5(1 —u)oa + 1 ‘/3 (by—Hg) 0% a_.
Die Gleichungen kénnen noch weiter vereinfacht werden,

wenn wir
o= 1l—p = M-uy, (47)

B=u—uy (48)

einfithren und ausserdem die Gleichung (45) benutzen. Wir
erhalten dann:

9 3,= 3 on s 9
<ZGGZ+S> b1+§V3 Bob_, = —I[/s Bozaﬁ—gaca_p

(49)
3./a 9 9 3,5
5]/3 Bcbl——<10ccrz—§—s> b_, = 5o —}—Z[/3 Bo?a_,.

Die Determinante des Systems (49) kann durch o und
« allein ausgedriickt werden. Die Rechnung ergibt:
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81
16

81
2

i

D= 08+<2~9a>06+<
Der Ausdruck fiir D kann aber in der folgenden Weise
in Faktoren aufgelést werden:

D=

04—<1 +%ot>cr“’+9cx

. [0‘24-3—%&} g% (51)

Diese Auflosung in Faktoren bewirkt, dass die Aus-
driicke fiir die gesuchten Koeffizienten ausserordentlich ein-
fach werden. Um die Ausdriicke fiir die tibrigen Koeffizienten
so einfach wie moglich zu gestalten, wollen wir fiir a; und
a_, die folgenden Werte wéhlen:

3 9
a; = <62+Z+ Z“1> Mo M€,

(52)
a_, = 0.
Aus den Gleichungen (49) finden wir dann:
3 —
by = V3 (uy—up) vage, (53)
b_, = —20Uy45%,
ferner aus (33) und (34):
1 9
a_y = —|/3 opusE,
14,3 3 ]
by = ) V3 <° +§+§(U1_Us)> Milgs, | (55)
b_, = op e, J
und endlich mit Hilfe der Gleichungen (36):
1 9
a; = *§<o~2 4 3—§u3> WMo E, (56)

a_gy = /3 opue,

2—|—;§o<-3> c*—|—<27ot—zot2> o®.  (50)
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o l {52 § § '_
by = 21/3 <c +2+2(u1 u2)> MyHsE, 57
b_, = ouiUsE.

Damit sind auch die nicht-LacraNcEschen Librations-

ellipsen vollstandig bestimmdt.

6. Die Umlanfsrichtung in den Librationsellipsen.

Wenn eine elliptische Bewegung des Punktes (§,1) durch
die Gleichungen

€ = aycoswita_;sinwt, |

. 5

n = bycoswit+b_,sinwf, J (58)
dargestellt wird, wo w als positiv vorausgesetzt wird, wird
die Umlaufsrichtung vom Vorzeichen der Determinante

a, a_,

Di=\p, »_

= a;b_,—a_,b (59)

abhingen.

Wenn D, positiv ist, wird die Bewegung in positiver
Richtung vofsichgehen, wihrend ein negativer Wert von D,
bedeutet, dass die Bewegung retrograd ist.

Wir wollen jetzt die Determinanten berechnen, die den
drei LacrancgEschen Librationsellipsen entsprechen. Aus
(39), (40), (41), (42), (43) und (44) erhalten wir:

Dy = —8(Tui + 768 — 20 5) (05 + 15 + baby) €%,
Dy = —8(Tu3+ 715 — 2uy k) (F + 15 +ugup)e®, ¢ (60)
Dy = —8(Tu3 - Tuf—2us 1) (U} + 15 + 1 up) €.

Da die drei Determinanten negative Werte haben, wird
die Bewegung in den LacrancEschen Librationsellipsen

retrograd sein.

D. Xgl. Danske Vidensk. Selskab, Math.-fys. Medd. XIX, 7. 2
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In dhnlicher Weise berechnen wir die Determinanten, die
den drei nicht-Lacrancrschen Librationsellipsen entspre-

chen. Aus (52), (53), (64), (565), (56) und (57) erhallen wir:

3 9 9
D4 = —20'<0‘2+4ﬂ+_4:l-11> Ugugez,
: (61)

3,9
Dy = —~2o<02+1+1-u1> MEug el

‘ 3.9 1\,
Dy = —“20'<0'2 +Z+ZU1> BiME.

Auch hier haben die drei Determinanten negative Werte,
und die Bewegung inden nicht-LagrangEschen Librations-

ellipsen muss retrograd sein.

7. Das Verhiltnis zwischen der grossen und der kleinen
Achse in den Librationsellipsen.

© Wenn eine elliptische Bewegung durch die Gleichung
(58) dargestellt wird, wird das Verhiltnis zwischen der
grossen und der kleinen Achse denselben Wert haben wie

die grosste Wurzel der Gleichung

ff—gf+1=0, (62)
_ai+al, + 07+ b7,

7 N '

WO
B (63)

Wenn wir jetzt die fiir die LaGRANGEschen Librations-
ellipsen giiltigen (39), (40), (41), (42), (43) und (44) in

(63) einsetzen, findet man in allen drei Fillen:
(64)

wonach (62) das Resullat gibt, dass das Verhéltnis
zwischen der grossen und der kleinen Achse
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in den Lacrangeschen Librationsellipsen gleich
2:1 ist.

Wenn wirin dhnlicher Weise die fiir dienicht-LAGRANGE-
schen Librationsellipsen geltenden Werte (52), (53), (54),
(65), (56) und (57) einsetzen, erhalten wir in allen drei

Fallen:

20243

=2 2 65
- (65)

und daraus wieder das Verhéltnis zwischen der

grossen und der kleinen Achse in den -nicht-

LacrancEschen Librationsellipsen:

f:ﬁ 902+ 3+ /4ot — 407 19|, - (66)

Da das Verhaltnis far alle drei Ellipsen dasselbe ist,
miissen die nicht-LacraNGceschen Librationsellip-
sen gleichférmig sein.

In der oben zitierten Abhandlung wurde bewiesen, dass
s nur von der Enlfernung zwischen dem Zentrum des Libra-
tionsdreiecks und dem gemeinsamen Schwerpunkt der Mas-
sen abhingl. Da o nur von s abhingt und f nur von o,
erhalten wir den folgenden Satz:

Das Achsenverhiltnis der nichf-LLAcraNGEschen
Librationsellipsen héngt nur von der Entfernung
vom Zentrum des Librationsdreiecks zum gemein-

samen Schwerpunkt der Massen ab.

8. Das Grossenverhiltnis der Librationsellipsen.

Das Produkt der Halbachsen in der elliptischen Bahn,
die durch die Gleichungen (58) definiert ist, wird gleich
dem numerischen Wert der Determinante Dy sein. Daraus

folgt, dass die linearen Gréssen von zwei gleichférmigen
2*
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Ellipsen sich wie die Quadratwurzeln aus den numerischen
Werten der betreffenden Determinanten verhalten.

Far die LacgrangEschen Librationsellipsen werden ihre
lineare Grossen sich deshalb wie

1_D1:V*D23V*D3 (67)
verhalten.

Wenn wir in (67) die Werte (60) der drei Determi-
nanten einsetzen, erhalten wir das Resultal, dass die linea-
ren Gréssen der LagranNgEschen Librationsellipsen

sich wie

Y2+ uops ol il s 2 e+ u b+ B2 (68)

verhalten.

In dhnlicher Weise findel man, dass die linearen Grossen
der nicht-LaeranceEschen Librationsellipsen sich wie
V—D,:V—D;:)/—D, (69)
verhalten,
Wenn wir in (69) die Werte (61) der Determinanten
einsetzen, erhalten wir das Resultaﬂ dass die linearen

Grossen der nicht-LLaAcraNGEschen Librationsellip-
sen sich wie

by My £ 4y Mg © My Uy (70)
d. h. wie
1 [
1 -
M Ha Mg

verhalten, d. h., dass die linearen Grdssen der nichi-
LaecrnanGgEschen Libralionsellipsen sich umgekehrt
wie die entsprechenden Massen verhalten,

Im probléme restreint gibt es bekanntlich keine LAGRANGE-
sche Librationsellipse fur die unendlich kleine Masse, wih-
rend nicht-Lacrangesche Librationsellipsen um die Libra-
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tionspunkte L, und L, existieren. Dies eigentiimliche Ver-
haltnis findet nun in den oben gegebenen Resultaten seine
vollstindige Erklarung.

Wenn wir namlich y; = 0 in (68) einsetzen, finden wir
fiir die LacraNcEschen Librationsellipsen die Gréssenver-
héltnisse: ’

TRERTRE) T R RTHTRE TS (72)

Da es nun in der Natur der Sache liegt, dass im pro-
bléme restreint die Librationsellipsen der zwei endlichen
Massen die Grésse Null haben, muss die LacrancEsche
Librationsellipse der unendlich kleinen Masse auch die
Grosse Null haben.

Setzen wir dagegen in (70) p; = 0, erhallen wir die Ver-
haltnisse : 0:0: py . (13)

Das heisst: die nicht-LacranagEsche Librationsellipse
der unendlich kleinen Masse kann sehr wohl eine endliche
Grosse haben, obschon die nicht-Lacranceschen Libra-

tionsellipsen fiir die zwei endlichen Massen die Grosse
Null haben.

9. Die Orientierung der Librationsellipsen.

Wenn wir den Winkel zwischen der Abszissenachse
und einer der Achsen in der elliplischen Bahn (58) mit ©
bezeichnen, haben wir:

2(a by +a_b_))

2 2 2 2 -
a;+a>,—bi— b7,

tg 26 = 741

Fiir die Lacrancesche Librationsellipse, die von der
Masse m, beschrieben wird, erhalten wir mit Hiife von
(39) und (40):

V3 i —ud) i}
tg 26 = — U Yel (70
i M3+ AUy + w3 )
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Wenn die Winkel der Achsen mit der Abszissenachse

mit 8, und 9§, bezeichnet werden, ergibt sich aus (75):

_ VB —w) 6
8% = 3(H2+H3)’ (76)
tg 6, = %@, : (77)

wo @, sich auf die kleine Achse der Ellipse und 9, sich
auf die grosse Achse bezieht. Die Richtung vom Librations-
punkt zum gemeinsamen Schwerpunkt der Massen macht
aber mit der Abszissenachse einen Winkel, der durch
eine Gleichung bestimmt wird, die der Gleichung (76)
entspricht. Wir erhalten somit das folgende Resultat:

Die Lacranceschen Librationsellipsen haben
ihre kleinen Achsen gegen den Massenschwerpunkt
gerichtet.

Wenn wir jetzt .in (74) die fir die nicht-IL.AGRANGE-
schen Librationsellipsen geltenden Werte (52), (53) ein-
setzen, erhalten wir:

V'3 (5 — )
8 3 (Uz + b)) 2

Um die geomeirische Bedeutung von (78) abzuleiten,
wollen wir die Gleichung aufstellen, wodurch der in Abb. 3
angegebene Winkel ¢ bestimmt werden kann. M ist das
Zentrum des dem Librationsdreieck umschriebenen Kreises,
und MN ist die Linie von M durch den Massenschwer-

punkt.
¢ wird durch die folgende Gleichung bestimmt:
l/?;(ua — ) '
tgp = L2038 Fal (79)
89 T Bluy+my) 2

Aus (78) und (79) erhalten wir nun:
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tg26 = tgo, (80)
P00

0 2—5—k 90°. (81)
Wenn Y, > Yy, liegl die grosse Achse der Ellipse im 1.
und 3. Quadranten, fiir p,<<p; liegt sie im 2. und 4. Qua-

dranten.

Ky

M@

K

M5

Abb. 3.

Fiir dic nichi-LacrancEschen Librationsellip-
sen liegen die grossen Achsen parallel der Halbie-
rungslinie des Winkels, der von den Linien vom
Zentrum des Librationsdreiecks zum Massen-
schwerpunkt, bezw. zum betreffenden Librations-
punkt, eingeschlossen ist. .

In Abb. 4 sind der dem Librationsdreieck umschriebene
Kreis und der Diameter durch den Schwerpunkt gezeichnet,
P und @ sind die Endpunkte dieses Diaméters. Man er-
sieht aus der Abbildung, dass die grossen Achsen der
Librationsellipsen gegen P gerichtet sind, die kleinen Achsen

gegen Q.
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Die nicht-LacraNgEschen Librationsellipsen
haben ihre grossen Achsen gegen denselben Punkt
gerichtet, die kleinen Achsen ebenso. Diese zwei
Punkte sind die Endpunkte des Diameters in dem
dem Librationsdreieck umschriebenen Kreis, der
durch den Schwerpunkt geht. Die grossen Achsen
sind gegen den Punkt gerichtet, der dem Schwer-
punkt am entferntesten liegt, die kleinen Achsen
gegen den Punkt, der dem Schwerpunkt am né#ch-
sten liegt.

Die oben angegebene Regel muss auch fir die Libra-
tionsellipsen im probléme restreint Giiltigkeit haben. In
Abb. 5 werden das Librationsdreieck und der ihm um-
schriebene Kreis gezeigt. Der Diameter P(Q geht durch den
gemeinsamen Schwerpunkt der zwei endlichen Massen
1—u und y, und die Librationsellipsen um den Libra-
tionspunkt L, miissen deshalb die grosse Achse gegen P
und die kleine Achse gegen () gerichtet haben.

Indleveret til Selskabet den 7, Juli 1941,
Feerdig fra Trykkeriet den 81, Oktober 1941,








