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INTRODUCTION

D
ans ce travail nous allons démontrer quelques inéga-

lités des bornes supérieures des intégrales successives

d'ordres entières ou fractionnaires et les appliquer aux fonc-

tions presque-périodiques (I) .

Soit fo (x) une fonction intégrable au sens de M . LEBES-

GUE, définie sur tout l'axe réel ; une suite des intégrale s

successives de fo (x) d'ordre jusqu'à n sera désignée fI (x) ,
f2 (x), . . fn (x) . Poson s

1tiTk = borne fi, (x)

	

(fini ou infini) .
-W «< m

Entre les quantités Mo, MI ,

	

• Mn il y a des relations ;

M. HADAMARD a démontré (2) l'inégalité

1VTI< 1/2 Mo i~T2

et on voit facilement que cette inégalité ne peut pas êtr e
améliorée. Et récemment on a démontré : Pour 0 < k< n il

existe une limitation de Mk dépendant seulement de k, n ,

Mo, et Mn . Dans les cas n = 3 et n = 4 de telles limita-

tions, et justement les plus favorables, ont été trouvée s

par M. G . SILOV ; pour toute valeur de n une limitation a

été trouvée par M . A . GORNY, mais pas la plus favorable,

laquelle M. A . KOLMOGOROFF a indiquée le premier (3) ; dan s

la suite cette limitation sera donc nommée »l'inégalité d e

KoLMOGOROFF« . Autant que je sais, la démonstration de cett e

(1) Ici comme partout dans ce travail : Au sens de M . BOHR .

(2) Comptes rendus des séances de la Société mathématique de Franc e
1914, p . 68-72 .

(3) Voir Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 206 (1938) ,
p . 1245-1247 (Gorey), et 207 (1938), p . 764-765 (KOLMOGOROFF) .

1*
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inégalité n'est pas encore publiée ; un des buts du présen t

travail sera donc d'en communiquer une ( ' ) .

L'inégalité de KOLMOGOROFF • est de la form e

k

	

k

117k <M a n •Mnn . K
n

où Kǹ est une constante, dépendant seulement de k et n ,

et cette constante a une telle valeur qu'on a l'égalité, si pou r

fo (x) on choisit la fonction

4 \ 'sin(2v+1) x

	

cp o (x) = sign sin x = -

	

- .

	

Tr

	

2v+ 1
v= 0

Soient Mo et Mn finis (le théorème est sans intérêt e n

dehors de ce cas), l'inégalité nous apprend que Mk es t

également fini, et nous donne une borne supérieure de cett e

quantité ; comme cette borne est atteinte pour la fonction

po(x), cette fonction sera nommée fonction extrémale .

Nous donnerons de plus un résumé du contenu de s

pages suivantes :

Dans la section I l'inégalité de KOLMOGOROFF sera démon-

trée pour le cas où fn (x) est une fonction presque-pério-

dique, et l'inégalité sera utilisée à donner une démonstra-

tion simple des inégalités de MM . BOHR et FAVARD con -

cernant les bornes supérieures des intégrales successive s

d'une somme finie trigonométrique sans terme constant, e t

nous allons indiquer comment il est possible de déduire

d'une façon tout à fait analogue la limitation bien connu e

de M . BERNSTEIN pour la dérivée d'une somme finie tri-

gonométrique (2) .

(1) La démonstration se trouve dans Uchenye Zapiski Moskov. Gos .
Univ . Matematika 30 (1939), p . 3-16 (ce renseignement m'a été donn é
par M . B . JESSEN) ; malheureusement ce périodique n'existe pas en Danemark .

(2) Ce n'est que pour ces applications que l ' inégalité de KoL eoGonour•
est énoncée pour les fonctions presque-périodiques ; pour la démonstration
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Dans la section II nous introduisons la notion d'inté-

grale d'ordre fractionnaire d'une fonction presque-pério-

dique par une définition qui s'appuie sur la représentatio n

par séries de FOURIER : S'il existe deux fonctions presque -

périodiques fo(x) et fa (x), dont les séries de FOURIER sont

respectivement

~~ ll e 'Àx et

	

N -7	 clé e
lTx

(i a

nous dirons que fa (x) est une intégrale presque-périodiqu e

d'ordre a de f0 (x) (a réel ou complexe) . Les sommes tri-

gonométriques finies possèdent des intégrales presque -

périodiques d'ordre quelconque ; au contraire pour un e

fonction presque-périodique arbitraire se présente la questio n

de la nature de l'ensemble des nombres a pour lesquels l a

fonction a une intégrale presque-périodique d'ordre a .

Entre les bornes supérieures absolues des intégrale s

presque-périodiques d'ordre fractionnaire il y a aussi quel-

ques inégalités ; d'abord nous nous bornerons aux somme s

finies trigonométriques, pour lesquelles nous démontreron s

que pour 0 < å < (3 (1) on a
1 a

	

cc

Ma<Mo
ß •Mp

	

P.

	

aK
p

où Kß est une constante ne dépendant que de a et [3 .

Grâce à cette inégalité nous pourrons résoudre le problèm e

cité, et comme solution on obtiendra que l'ensemble de s

valeurs de a en question sera une bande (verticale) dan s

le plan complexe, et on verra aussi que l'inégalité es t

valable pour une fonction presque-périodique quelconque ,

dans le cas général (section III), la validité pour les fonctions périodique s
est suffisante, et nous n'utilisons pas dans la preuve des résultats pro-
fonds de la théorie des fonctions presque-périodiques .

( 1 ) Dans ce travail et signifie la partie réelle de a ; pour éviter de s
malentendus nous n'emploierons pas le nombre complexe conjugé de a .
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pourvu que les intégrales d 'ordre a et p existent . La déter-

mination des constantes ep les plus favorables ne sera pas

accomplie, il sera seulement montré que dans le cas géné-

ral la fonction Po (x) n'est plus une fonction extrémale ,

puisqu'il n'en existe pas qui soit indépendante de a e t

de p . A la fin de cette section nous généraliserons les inéga-

lités de MM. Bonn, FAVARD et BERNSTEIN au cas de l'in-

tégration (ou »dérivation«) d'ordre fractionnaire .

Dans la section III nous démontrerons que l'inégalit é

de KOLMOGOROFF est valable, non seulement pour les fonc-

tions presque-périodiques, mais aussi pour toute fonction

d'une variable réelle ; nous ferons la preuve en montran t

qu'à une telle fonction on peut toujours construire une

fonction périodique de telle sorte que, pour un nombr e

fini d'ordres d'intégration, la différence entre les borne s

supérieures des intégrales du même ordre de ces deux fonc-

tions n'excède pas o, où e est un nombre positif quelcon-

que, donné d'avance .

Pour les intégrales d'ordre fractionnaire des fonction s

presque-périodiques on a la formul e

1

	

a1

	

(pour
IŒ(x)

= ['(a)

o

o(x- t)• t

	

df
0<<1).

M . F. R . LovE a utilisé cette formule pour définir l'intégra-

tion d'ordre fractionnaire aussi pour des fonctions non

presque-périodiques (1 > . Il se pourrait qu'entre les borne s

supérieures de telles intégrales on ait les mêmes inégalité s

que pour les fonctions presque-périodiques, et probable -

ment on pourrait vérifier cette proposition par une »ap-

proximation« avec des fonctions périodiques analogue à la

( 1 ) Proceedings of the London Mathematical Society 44(1938), p . 36 3

-397 .
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citée, mais la théorie de l'intégration d'ordre fractionnair e

est encore incomplète, et nous n'insisterons donc pas su r

ce point .

L L'inégalité de Kolmogoroff pour les fonctions

presque-périodiques .

Dans cette partie démontrons d'abord le théorème :

Théorème I (l'inégalité de KOLMOGOaOFF pour le s

fonctions presque-périodiques) : Soit fo(x) une

fonction réelle et bornée, définie sur tout l'axe réel e t

avec une intégrale d'ordre n presque-périodique, fn (x) .

Désignons par fk(x) l'intégrale d'ordre k de fo(x) (une

dérivée de fn (x)) . Toutes les fonctions fk (x) (k = 1 ,
2, • • • n +1) sont bornées (1) , et pour la borne supé-

rieure de fk (x), désignée Mk , on a

k

	

k
l1VIk < Mo n ,

mn ri ,
f k

t n
n

	 1	 1

	

1

	

1
1+ (3)h +i + 5h+1 + (- 7)h +i+ . . .

et cette inégalité est la plus favorable .

Nous faisons remarquer que l'inégalité peut s'écrire sou s

la forme plus élégante

où
4

th
_

Mk	 k<	 Mn n

~ Mo' t k~ - ~ Mo' tn~~
(O<k<n) .

Que l'inégalité ne puisse pas être améliorée on le voi t

en considérant la fonction

(1 ) D ' où il résulte qu'ils sont uniformément continues, donc auss i
presque-périodiques.
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sin (2vß-- 1) x
2v+ 1

v= o

pour laquelle Mk est égale à tk et Mo est 1, don c

Mk k _	

(

Mn	 n

Mo • tk/ - ~Mo • ~ -
1 .

Il reste à démontrer que l'inégalité est vérifiée pour un e

fonction presque-périodique quelconque fn (x), et pour cela

il suffit de démontrer la relation

1

Mn-1
1 n-1 < Mn n

Mo ' tn-1/

	

_ Mo' tn ~

Nous raisonnerons par l'absurde, en supposant qu ' i l

existe une fonction fo (x) et un nombre a, tels qu e

(Ifn- (a) I) n-1 > (	 Mn

Mo . tn-7.

	

Mo• tn

et en montrant qu'une comparaison de fo (x) avec po (x)

aboutit à une contradiction . D'abord, considérons de près

po(x) et ses intégrales :

9~0 (x) a la période 2 •rr ; cpo (x) 1 pour 0 < x < •rr, e l

po (x) = -1 pour •rr < x < 2 •rr ; pn (x) est également pério-

dique ; dans la suite »un intervalle de période« signifiera u n

intervalle x1 < x< x1 + 2 •rr, où pn (x 1) = - tn ; dans chaque

intervalle de période, T,,(x) s'accroît de -tn à tn , puis

décroît à -- tn .

)

1

n

(fn-].(a)Iln-1~(	 llln

lil a tn _ t /I

	

M0 • to

To (x) = sign sin x = _

Si
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il serait possible d'obtenir une fonction g o (x) = a . fo (bx+ c) ,
de sorte qu e

borne go (x) I = a 1 . Mo < 1 = borne I po (x)

borne gri(x ) = 1

a
In •

M < to = borne pn (x)

tandis qu e

gn- (a b c) =
ba 1 • fn_ (a) > tii

	

= borne 1 (pn-i (x) ~

(a-c\ = (a_c)
et oh on a choisi c de telle façon que gn 	

b
	 J

	

~Il	 v
a- c

avec x1 <-- b <x2 , pn (xi) =

	

pn(x2) = + tn , x 1 et x 2

dans le même intervalle de période .

Comme la différence do (x) = go (x) - Po (x) est négative

pour 2 hirr < x < (2h+ 1) -rr (h entier) et positive pour

(2h+ l)Tr < x < (2h+ 2) 7-r, cette fonction n'admet que deux

changements de signe dans chaque intervalle de période .

Sa n-ième intégrale dn (x) = gn (x)- pn(x) possède une

valeur positive pour x = x 1 + 2 h 'rr et une valeur négative

pour x = x2 + 2 h Tr ; cette fonction a donc au moins deux

zéros dans chaque intervalle de période . Pour x = a
b

c elle

ca un zéro avec une• dérivée positive car gr,
1(

a -

b

	

- i
et ßn_1 (a-c)<1\ , et puisque do (xi) > 0 et dn (x2) < 0 ,

elle possède au moins trois zéros entre x i et x2 , donc au

moins quatre dans l'intervalle de période xi < .x < xt + 2 Ti ;

or dn(x) est presque-périodique (la différence entre un e

fonction périodique et une fonction presque-périodique) e t

il y a donc un nombre infini d'intervalles de période qu i

contiennent au moins quatre zéros .

Dès lors on peut obtenir un intervalle d'une telle longueur

que, dans cet intervalle, le nombre de zéros de dn (x) sur-
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passe le nombre de zéros (ou changements de signe) d e

do (x) de plus de n . Mais chaque dérivation ne peut pas

diminuer le nombre de zéros d'un intervalle de plus d e

un ; nous arrivons là à une contradiction, et notre proposi-

tion est donc établie .

Dans le théorème nous pouvons supprimer le mot réel .

En effet, soient fo (x), fk(x) et fn(x) des fonctions com-

plexes d'une variable réelle, on peut voir que l'inégalité es t

vérifiée, rien qu'en considérant les fonctions réelles e ie . fà(x) ,

eie • fk(s) et e ie • fn (x), dont les dernières sont des intégrale s

d'ordre k et n de la première car on a (8 parcourant le s

nombres réels de 0 à 2 îr) :

borne I fk (x) I = borne borne I eie fk(x) <
x

	

e

	

x

borne ~borne I e ie • fo (x)

	

nI1

	

• borne I eze ' fn (x)
In'

t)k
_

Ø

	

x

	

x

	

-~
n n

<

borne borne Ie ie fo(x)Ill-
k
n

x

k
borne borne I e ie • fn(x) Iln

e

	

x

	

II

tk
k

ten
k

= borne I f0 (x) I 1 n • borne
x

f (x) k
t o n

Comme une application simple de l'inégalité de KoLMo-

GOROFF nous démontrons :

Théorème II (l'inégalité de BOHR-FAVARD) : Soit po(x)

une somme finie trigonométrique sans terme constan t

borne IN (x) = M0e i Al x
,

h= 1

et par A désignons min I ah (> 0), on a alors pour

l'intégrale d 'ordre n
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la limitatio n

Pour n = 1 cette inégalité a été démontrée par H . BoHR (1) ,

pour toute valeur de n par J . FAVARD (2) .

D'après le théorème I on a

1Vln 1

	

Mn'
11

	

1

	

1
n <llm

Mo• tn) -rn

	

~MO ' (n i
( M0 . t m) m

les deux dernières limites existent, la première est égale à
1
A car les intégrations successives font ressortir les terme s

dans lesquels I A h I = A ; Mn, est donc asymptotiquement

égal à n , la seconde est égale à 1 (Mo est une constante ,

et tu, tend vers 4\ ; donc
- r

M

n

1 1

	

t

Mo t Ç/~
Ou !111 Çiy1p • nn .

n

Notre théorème est ainsi démontré .

Pour la n-ième dérivée de po (x)

p(o) (x) =

	

ah ( iA h ) n •e
ta

h
x

h= 1
on a :

Théorème III (l'inégalité de BERNSTEIN) :

borne P (on) (x)I<Ib1o maxlA ll l n ;

(1) Prace Matematyczno-Fizyczue 43 (1935), p .273-288 .
(2) Matematisk Tidsskrift B 1936, p . 81-94 .

borne Ipn(x)<Mo .
nto

.
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la démonstration de ce théorème peut être effectuée d'un e

façon tout à fait analogue, seulement en considérant de s

dérivées au lieu des intégrales, de manière que max I A h I se

produit naturellement .

Il faut remarquer que dans des démonstrations antéri-

eures de cette inégalité, dues à M . RIESZ et C . DE LA VALLÉE -

POUSSIN, on a employé une énumération de zéros, don c

une méthode qui a quelque ressemblance avec celle de ce

travail (l) .

II . Inégalités entre les bornes supérieures des intégrale s
d'ordre fractionnaire d'une fonction presque-périodique .

Définition : Soit få (x) une fonction presque-périodique, don t

la série de FOURIER s 'écrit

	

ax e iTx ; s i

aT

	

e iA x

(0)a

est la série de FOURIER d'une fonction presque-pério-

dique, nous dirons que celle-ci est une intégrale pres-

que-périodique d'ordre a de fo (x), et nous la désigne-

rons fa (x) . a peut être réel ou complexe, et par (Na

nous entendons

~r r

e

	

i signA + loglAl)

. a .

Si f1 (x) existe, on sait, selon des théorèmes bien connus ,

que cette fonction est une intégrale ordinaire de fo(x) ;

comme une conséquence immédiate de cette section il

s'ensuit que la proposition analogue est vraie pour toute

valeur entière de a.

(1 ) Voir par exemple C . DE LA VALLÉE-POUSSIN : Leçons sur Pap -
proximation p . 39-42 .
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Ma signifie comme toujours borne I fa(x) 1, et å est la

partie réelle de a.

Une somme finie trigonométrique sans terme constan t

a une intégrale presque-périodique d'ordre a pour tou t

nombre complexe a, et pour ces intégrales nous démontron s

le théorème suivant :

Théorème IV : Soit '<d<ß ; alors on a

P-cc

	

z-:Z

M« <My ß-Y •Mp p-Y•Kp-Ÿ

a_y
où

Kß_Ÿ
est une constante finie, ne dépendant qu e

de a-y et p-y.

Supposons que Kß_Ÿ est la constante la plus favo-

rable, c'est-à-dire

a y
K P-y = borne

Ma

P-,-åc

	

å-ÿ

My P-Y . Mp P -Ÿ

où fo (x) parcourt toutes les sommes finies trigonométriques ;

il faut démontrer alors que cette borne supérieure est finie .

Que Kß_ÿ ne dépende que de a-y et ß-y, on le voit

immédiatement, en observant que d'après la définitio n

fa+s(x) est une intégrale d'ordre 8 de fa(x), et nous pouvons

donc supposer que y = O .

Posons K°p_y = Kß_
Ÿ

= 1 .

Le théorème s'énonce auss i

log Ma -log Kp_Ÿ < ß-a log My ±	
a-y

log Mp
P-Y

	

P- Y

et on voit qu'il exprime une sorte de »convexité« de s

nombres log Ma ; dans la langue géométrique : 3 et y étant
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fixes, il existe une fonction finie L (a), par exemplea y
log Kp_y , telle que tout point dont les coordonnées son t

(cc, log Ma -- L(a)) est situé au-dessous de ou sur le segment

qui joint les points (ÿ, log My- L (y)) et (ß, log Mp - L (ß)) .

Au moyen de cette qualité on peut voir qu'il suffit d e

faire la démonstration dans le cas ß - Ÿ < 1, une tell e

»convexité« locale pouvant être étendue à une valeur d e

ß-Ÿ quelconque .

En effet, supposons que le théorème soit vrai dans c e

cas, et soit y < -5 < < ß avec f-<1 et [3- S < 1 ; alors

il existe deux fonctions L 1 (a) et L2 (a), telles que le

point (å, log Ma -L1 (a)) où ' < < i (donc aussi dans l e

cas a = 6) n'est pas situé au-dessus du segment de (ÿ ,

log My- L 1 (y)) à (ë, log M E -- L1 (E)) et le point (a, log Ma -

L2 (a)), où å <a < ß (donc aussi dans le cas où a = E)

n'est pas au-dessus du segment de (S, log M8 -L 2 (6)) à

(ß, log Mp- L2(ß)) .

Par addition d'un terme linéaire à L 2 (a) nous pouvons

obtenir que L 2 (S) = L 1 (S) et L 2 (s) = L 1 (s) ; alors les deux

points (S, log Mg - L 1 (S)) et (, log ME - L 2 (E)) sont situé s

au-dessous de ou sur le segment qui joint (y, log My-L I (y) )

à (ß, logMp-L 2 (ß)), et si nous poson s

L(a) _ L
1 (a) pour -y <ôc <

L 2 (a) pour s < a < ß

le point (a, log Ma -L(a)) est aussi situé au-dessous de

ou sur ce segment, et notre théorème est démontré dan s

la bande plus large }y <å <

En continuant de cette manière, on peut vérifier l e

théorème pour une valeur de ß-ÿ, aussi grande que l'o n

veut.

Donc, le problème se ramène au cas y = 0 < a < 0 < 1 .
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Les intégrales presque-périodiques d'un ordre 5, dont la

partie réelle est un nombre entre 0 et 1, peuvent être

représentées par des intégrales définies ; c'est pourquoi nous

avons fait ces considérations préliminaires ; on a

A (x ) = I' (8)
fo (x -- t) - ts-1 dt ~1 >

o

1

et par cette formule on voit facilement qu'on peut inverse -

ment exprimer fo(x) au moyen de f5 (x) :

=

	

1

	

ø[fs(- 8) Ç,0
(x - t) - fs (x) ] - 1- 3 - 1 dl .

l'

De l'expression de f8 (x) on dédui t

fs(x) - fs(x -a)
Oa

	

o0

1-(s) oo(x-t)-ts-1 dt + i-~s) e,afo(x - t)- [ts-1 (t -a)s-1] dt

Ç:
1< ! p (s)

	

aMot s-1 dt+ llo t -1 - (t- a)s-l dt

fo (x)

as•

	

0-1
du+~ a8- 1 -(u-1) 3- 1 1 du] - Mo • a-C(8)

to

	

• 1

L

M o
r (8)

où C(5) est une constante, ne dépendant ni de a ni de

fo (x), car les dernières intégrales sont toutes deux conver-

gentes .

Toutes ces considérations préliminaires faites, nou s

pouvons accomplir la démonstration du théorème :

(1 ) Voir E . R . LovE 1 . c., p . 394 . D'ailleurs, dans ce cas, oit les fonc-
tions considérées sont les sommes finies trigonométriques, cette relatio n
et la suivante sont assez faciles à vérifier directement .
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On a, puisque 0 < 0- -d< 1

f«(x) =	 1	 ~[fp(x-t) - fp(x)] • t«-p-1 dt ,r(a-p)

la différence entre crochets est bornée par Mo : t p • C(p) et

aussi par 2 Mp, donc, rl étant un nombre positif quelconqu e

	 1	f«(x)

	

r («- p) I
°Mo • t p c (p)•I

ta-p-1
dt+ 2117p• t«-p-1

dtII- I

	

,

	

I

	

~

	

I

	

I

I r («- p) I [M0
• C (p) ta-1 dt + 2

MP
~

ta - p-1 dt

Jo

I r (ai p) Im° c (p)' 'ela + 21ti1p ßa_å ,

et en posant ~ =
(mp)

M0

	

å

	

å

	 1	 	 [1Io . cp)

	

(111p) +
2111

	

(Mp)_1 ]

	

f«(x)Iç r(a-p)I

	

a ltlo

	

-a M0

å

	

å

	

p-cc

	

å- o
1

	

i

	

C (p)	 2	 1

	

P - o •

	

ß - o

Mo
p • Mp p • Ir(a	

p)I•[ å
	

+ß-«J
= Mo

	

Mp

	

D (a, p ) •

Notre théorème est ainsi démontré, et nous avon s
a

Kp < D (a, p )
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer u n

résultat concernant les intégrales presque-périodiques d'ordre

fractionnaire d'une fonction presque-périodique quelconque :

Théorème V : S'il existe deux fonctions presque-périodi-

ques fy (x) et fp (x), dont les séries de FOURIER sont

respectivement
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eiAx

	

e t
(iA)Y

	

( i ~)ß

` ' as eiTx

(i a)«

avec )'-i< å < ß est la série de FOURIER d'une fonction

presque-périodique fa (x), et cette fonction est bornée

par.

P-- a-

	

a-ÿ
Ma < My

ß-y
• Mßß-ÿ

Ka- Y
ß-Y •

Nous pouvons déterminer une suite de sommes finie s

trigonométriques s1 y (x), s2,y (x), • • • qui converge uni -

formément vers fy (x), et telle que leurs intégrales presque-

périodiques d'ordre p-y s 1, ß (x), s 2, ß (x), • • • convergen t

uniformément vers fß (x) (on peut choisir •par exemple le s

sommes d 'approximation FEJI?R-BOGHNER) .

Alors la suite s1 , a(x), s2,a (x),

	

• des intégrales d'ordre

a-y de s1,y (x), s2,y (.x), • • est convergente aussi, ca r

supposant

Sp, y (x) - Sg , y ( .x) < E et I Sp ß (x) - S Q p (x) < E

il en résulte, en vertu du théorème IV, que

i Sp,IX(x)-S4, IX (x) <E • Kq
a-y

-Y
>

la convergence est donc uniforme, la fonction limite es t

presque-périodique, et on voit immédiatement que sa séri e

de FOURIER s ' écrit
a?,

e L
2,

x .
~- a(i 7 )

D . Ligl . Danske Vidensk . Selskab, Meth .-fys . Medd. Xlx, 4 .

	

2

..�j l a?, e i? x

(ÿ < ß), une série de la forme
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Enfin, comme l'inégalit é

(3-cc

	

cc-y

112 a < My
P-Y

• 1Ylp
p_Y

K Ÿ

est vraie pour toutes les sommes finies trigonométriques ,

elle est vraie encore pour la fonction limite få(x) .
Notre théorème est ainsi complètement démontré .

Comme une conséquence immédiate de ce théorèm e

nous avons :

Théorème V bis : L'ensemble des nombres a, pour les -

quels la série formelle

	 aÄ	 eiA x
(i

A)
a

est la série de FOURIER d'une fonction presque-pério-

dique, est une bande verticale dans le plan complexe .

Par le mot »bande« nous entendons aussi une droit e

ou un demi-plan ou le plan entier ; et il doit être soulign é

que nous n'avons pas examiné les circonstances sur. les

droites qui limitent la bande .

Pour les valeurs entières de a et ß la fonction p o (x)

= sign sin x est une fonction extrémale ; cette propriété ne

peut pas être généralisée aux valeurs quelconques de a e t

[3 (0 . En effet, nous démontrerons que dans le cas généra l

il n'existe pas du tout une fonction extrémale indépendant e

de a et [3 . A cet effet nous déterminons K1 pour les valeurs

réelles de a (0 <a< 1) :

(t) On voit (seulement en modifiant un peu la démonstration) que
le théorème V est vrai, même si la fonction f., (x) n'est que bornée et
presque-périodique au sens de STEPANOFF, et on peut donc aussi appli-
quer ce théorème à la fonction discontinue po (x) .
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Mo et M 1 étant donnés, il faut détermine r

borne Ma = borne borne
1

	

t

	

x
a-fo(x-t)•t ldt

pour les fonctions presque-périodiques fa (x), pour lesquelle s

borne 1 fo (x) ~ = Mo et borne 1 fi (x) ~ = M l .
x

	

x

Comme au théorème I, il nous suffit de considérer le s

fonctions réelles fo (x) ..,

Ona

fa (x) _
r. (c.()

ofo (x - t a- dt

2	 M ,
M a

~ (a)
M°

ta d t+ 1- (a)~ 0

et en calculant le premier terme et en intégrant par partie s

chacune des dernières intégrales on obtient (avec un calcu l

facile)

fa (x)

les fonctions sous les signes d'intégration sont non-positi-

ves, donc

De même, nous aurion s

2M,
Mo

	

.

(x) -fi (x-

2a
fa (x) <	 Mô

a•Ma

F(1+a)
.

2VI ,
• VIo

a-1
[fo (x- t) -Mo 1 t

	

dt+ fo (x-t) • ta dt

o

	

0 22V1,

-Mot] • ta2dt+ [fi (x)-fi (x - t) -2M1 ~ • t a 2 dt~
;

• 2 ilT ,

NIo

2*
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-

	

(x)
2a •1VIl-a •~Yla

fa r (1 -{- a)
d'où

1Vl <2

a• M~-a• Ma

a- r(1-}-a)

et comme d'autre part, nous pouvons choisir fo (x), te l

les deux dernières intégrales deviennent aussi petite s

l'on veut pour quelques valeurs de x, nous avons

que

que

Ka r (1+ a)
(a réel)

2a

Pour toute fonction fixe, la borne supérieure Ma est une

fonction continue de a (a étant réel), d'o ù

M
lim i-a « = 1 .Mo

	

gl l

a

åimiKa =lim
r (

1

+ a)
2

et ceci nous montre que, dans le cas général, il n'exist e

pas de fonction extrémale, et notre proposition est ains i

établie .

Les nombres Ka que nous venons de considérer, et KR̀

du théorème I sont donc d'une nature différente, ce qu i

semble indiquer qu'une détermination de Kp dans le cas

général serait assez difficile ; c 'est pourquoi ce problème ne

sera pas approfondi ici .

Enfin, nous allons démontrer deux théorèmes concer-

nant les sommes finies trigonométriques (mais qui d'ailleur s

se généralisent immédiatement aux fonctions presque-

périodiques quelconques, exactement comme les théorème s

II et III) :

Mais
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Théorème II bis (l ' inégalité de BOHR-FAVARD géné-

ralisée) : Soit po(x) une somme finie trigonométriqu e

ah e
h= 1

et soit n = min I Ah l (> 0), on a pour l'intégrale pa (x)

d'ordre a, å étant positif, en posan t

Ma = borne I pa (x) = borne
x

	

x

la limitation
Ca

111a <Mo .
Aa

où Ça est une constante, ne dépendant que de a .

Le théorème se démontre facilement au moyen de s

théorèmes II et IV :

Le théorème II donne

Mn < Ma

d'où, en choisissant ri>å

a

	

« \
(Ka.n~n

/J

et notre théorème est démontré .

De même, on peut généraliser l'inégalité de BERNSTEIN :

Théorème III bis : Soit po(x) une somme finie trigono-

métrique, on a pour l'intégrale d'ordre - a (la »dérivé e

d'ordre a«), ä étant positif, la limitation

«

tn
nn

_ «

Ma<K
a
n•Mo n • (Me .

tn
= Mo

n

M a < Mo • Da • max I A h

où Da est une constante, ne dépendant que de a.
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Pour les nombres a réels, le théorème II bis a ét é

démontré par BELA V. Sz . NAGY (1) , et le théorème III bis a

été énoncé par P . CIvIN (2) , et ces auteurs communiquent

aussi quelques valeurs numériques des constantes Ca et Da

(mais non les plus favorables) . Ici, nous pouvons auss i

donner des constantes numériques, en employant la formule
2a

ka,

	

F ( 1
	 +a) , et voici comment nous pouvons améliorer

le résultat de CIvIN : Soit 0 < a< 1, on a (d'après l'inéga-

lité de BERNSTEIN)
I- a

M<Ki a M '-a Ma
1< 2

	

•MO •maxAh_a

	

l a
-F(2-a)

21-a
(lac'est-à-dire pour Da (0 < a < 1), nous avons T

(2 a)
valeur donnée par CIVIN est 2+

-

a J

III . L'inégalité de Kolmogoroff pour une fonctio n
arbitraire d'une variable réelle .

Dans cette partie nous allons démontrer que l'inégalit é

de KOLMOGOROFF est valable, non seulement pour les fonc-

tions presque-périodiques, mais aussi pour toute fonction

d'une variable réelle ; c'est-à-dire le théorème suivant :

Théorème I bis (l'inégalité de KoI,MOGOROFF géné -

raie) : Soit fo (x) une fonction bornée (borne fo (x)
= Mo < 00) définie sur l'axe réel, et supposons qu'ell e

possède une intégrale bornée d'ordre n, fn (x) (borne

fn(x) I = Mn < oc), les intégrales de fo (x) d'un ordre

inférieur à n (les dérivées de fn (x)) sont aussi bor-

nées, et l'intégrale d'ordre k, fk(x) est bornée par

(1) Berichte über die Verhandlungen der Sächsischen Akademie, 9 1
(1939), p .3 .

(2) Bulletin of the American Mathematical Society, 46 (1940), p . 410 .
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k

Mk
-

Mo n .

k t
n, k

t
n

n

avec

th

	

TL- l 1
+ (-3)h+1 + 5 1a1 1 + 7)h+l + . . .

1

et cette inégalité ne peut pas être améliorée .

Le théorème se déduit immédiatement du théorème I

(comme nous l'avons dit, ce théorème est vrai aussi pou r

les fonctions complexes d'une variable réelle), au moyen

de la proposition suivante :

Théorème VI : A toute fonction bornée fo (x) (-oc <x<oc) ,

qui possède une intégrale bornée d'ordre n, fn(x), o n

peut toujours construire une fonction périodique gn(x) ,

telle que

borne f h) (x) - borne gnh)(x) I < E

(h = 0, 1, 2, . . . n) (1)

où E est un nombre positif quelconque, donné d'avance .

Nous abordons la démonstration de ce théorème e n

nous assurant que les fonctions fnn-l') (x) = 4(x) sont

bornées, c'est-à-dire que les bornes supérieures mentionnées

dans le théorème sont finies ; nous emploierons une méthod e

tout à fait analogue à celle utilisée dans la démonstratio n

du théorème I; aussi ne ferons-nous que l'indiquer som-

mairement .

11 suffit de considérer les fonctions réelles fa (x) .

Posons

\

	

11 (

	

3 \

	

(

	

2n- 1
q(x ) = c•

	

2 x- 2/ • x-
2 l

où c est choisi assez grand pour qu e

CO par g (nn) (x) nous entendons une fonction dont l 'intégrale est gni-1) (a,).
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/1\n
c• - >M et e . n!>M0 .

\2 /

Alors, dans les points x = 0, 1, • n, le polynome q (x)

prend des valeurs de signes alternés, et les valeurs abso-

lues sont plus grandes que Mn ; par conséquent, la diffé-

rence q (x) - fn (x+ a) prend aussi des valeurs de signe s

alternés, et nous voyons que cette différence a au moin s

un zéro entre deux consécutifs de ces nombres, et cela

quel que soit le nombre a. Le nombre total de zéros n e

peut pas excéder n (car la n-ième dérivée c n ! - f0 (x+ a)

est toujours positive) et la différence a donc exactemen t

un zéro entre deux consécutifs des entiers 0, 1 ,

De cette propriété nous concluons qu e

I~1n_1 <borne 1 q' (x) 1

0 <x< n

puisque, sans cela, il serait possible de choisir le nombr e

a de telle manière que q (x) - fn (x -}- a) aurait trois zéro s

entre deux entiers consécutifs .

Alors, en employant cette limitation, nous pouvon s

trouver une borne de Mn_,, et ainsi de suite. Donc, il

existe une constante finie A = A (n, Mo, Mn), telle que

I fn(1c) (x) <A

	

(- oo< x <oo ; k = 0, 1, . n) . (1)

Nous allons maintenant donner la démonstration du

théorème, en construisant une fonction périodique gn L (x) ,

telle que

( 1 ) L'évaluation de A est sans intérêt pour nous ; il faut mentionner
que, par cette méthode, on peut améliorer les inégalités dues à A . GonNY
(Acta mathematica 71 (1939), p . 317) et à H . CARTAN (Comptes rendus
de l'Académie des Sciences 208(1939), p . 414) entre les bornes supérieu-
res des dérivées successives d'une fonction définie sur un intervalle fini ;
au lieu de q (x) il faut prendre un polynome de TCHEBYSCHEFF convena-
blement normé : a cos (n arc cos bx) .
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lim borne lghL (x) - borne l fh (x)II =-0
L->-co

	

(h = 0, 1, .

	

l i

	

.

	

. g h, L (x) = gn
(n L-h) (x) )

et nous démontrerons que pour gn 1, (x) nous pouvon s

prendre la fonction n fois dérivable, qui possède la périod e

2 L, et qui dans l'intervalle - L < x < L ne s'écarte d e
x a

e L • fn (x) que d'un polynorne de degré n .

Posons e L • fn(x) = gn,L(x), et supposons L> 1 .

La dérivée d'ordre n-h s'écri t

_oc

gh,L (x) = e L fh (x) +e L
L

	

ej .
Lq !r (x)

j,p,q, r

où signifie une somme finie, cj est une constante numé-

rique, 0 < q, 0 <p < q + i et h < r < n ; la justesse se voi t

immédiatement par induction .

xp
Lq

Pour 1 x~<Lon a

xa

g h , L (x) - e

	

fh(x)

d'où, premièrement

<max{1, ~xl), donc

<e L .-• max { 1 ,1 x ij• A • 2 1
cj l

gh,L(x)--e L •fh (x)

A . 1 c .l	 	 A•2lc .i

	

< B
< L3 •borne e L . max{1,Ix ' ) <	 L	 vL v

L

où B = B (n, Mo, Mn) est une constante (comme h ne peut

prendre que (n-J- 1) valeurs différentes, on peut choisir B

indépendant de li), et secondement, pour x = + L

gh,L L)-e L fh (+L) <e
L• A .2Icjl< B

e

gh,L(+ L) < A 	 L B
e

donc



26 •

	

Nr .4 . THØGER BANG :

Dans l'intervalle -L <x <L, nous posons g o L (x) =

(

L

9o, L (x) - ao avec ao =
-2L go, L

(x) dx = 2 L L91, L (L) -
t,-

L

911,L(-L)] par quoi nous obtenons que go L (x)dx = 0 ,
t,- L

c'est-à-dire que go L (x) prolongé périodiquement a une inté-

grale périodique . Pour g 1 L (x) nous prenons go ,L (x) dx,

où la constante d'intégration est choisie de manière que
(IL

	

* L

1
g l,L dx = 0 ; g2,L (x)

= \
g1,L dx avec\ g 2,L dx = 0, et ains i

e,-L

	

. -L
de suite, jusqu'à gn L(x), qui doit être simplement un e

intégrale do gn_1, L (x) .

Nous avons, pour Ix! <L et h = 0, 1,

	

(n - 1 )

~

	

ao

	

h

	

a l

	

h-1
gh, L (x)

	

gh L(x) - h ! x

	

(h-1) 1 '
x

	

. -- a h

avec
L

1

	

*

	

ao

	

h

	

al

	

h-1

	

a h -1

ah _ 2L [g", L (x) - h!
x

	

(h-1)!'
x

	

1 !
	 •

, -L
1

	

,* ,

	

* .

	

.
/

.

	

a 1i
-g

L2

	

ah

-4 L4

= 2L [gh+1,L(L)-gh+1,L \-L)]-	
2! 3

	

4!

	

5

De cette formule de récurrence on dédui t

-7

	

k 1-q1

	

~

	

_ *
ak =

	

d1 ~ 2L
. [ gg,L(L ) gq,L(-L)~ • L

1, 4

où E est une somme finie, d1 une constante numérique et

1<q<k+1 .

Posons enfin a R = O.

De l'évaluation de 1 gq L (± L) 1 on obtient

1

	

A+ B k+,. Lk
Iakl<i, Id.I' 2L

-
'2 • e L
	 .L

	

= L •(A+B)•Eldi l

et alors, dans l'intervalle x l < L

1,q

dx
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ao . x h r	 a1	 xh- '-+ . . + lx
h!

	

(h-1)!

	

h

Ln
<(h+1) L •(4+B)•max Id~

e

	

h

ce qui nous montre qu'il existe une constante C = C (n, M 0 ,

Mn), telle que

gh, L (x) g h, L (x)

gh,L(x ) gh, L(x)
Ln

< L ° C
e

uniformément pour L > 1, h = 0, 1,

	

li et 1 x ~ < L .

Conformément à la méthode de construction g n L (x)

(prolongé périodiquement) est une intégrale périodique

d'ordre n d'une fonction périodique g o L(x), et il ne nous

reste qu'à vérifier la propositio n

borne g h,L (x) -borne 1 fh (x) 1 I = 0 .

Dans l'intervalle L < x< L on a

gh, L (x) - e

	

• th (x)

lim

x'

	

Ln
gh, L e L ih <

e L + iLL
Bgh, L g h, I .

< -1-

et comme gh,L(x) a la période 2L on en dédui t

lim borne
Lom .

gh,L (x)-borne
Ix!<L

e L fh(x) = 0.

Enfin nous voyons qu e

lim borne
Lom, fix !<L

e La
• fh (x) - borne = 0
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car, e-L . fh (x) < ~ fh(x) ~ et, x étant fixe, tout point x va

entrer dans l'intervalle ~ x 1 < L et e-L convergera vers 1 .

La démonstration de notre théorème est ainsi complète -

ment achevée .

Indleveret til Selskabet den 21 . Marts 1911 .
Færdig fra Trykkeriet den 21 . August 1941.




