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n einer fritheren Note hat der eine von uns! darauf hin-
I gewiesen, dass beim g-Zerfall ausser den gewohnlichen
Elekironen stets auch Positronen zu erwarten sind. Eine
vorlaufige . grobe Abschétzung der Wahrscheinlichkeit dieser

. . Nt -—
Prozesse ergab fiir die relative Anzahl N der emittierten

Positronen und Elektronen die Gréssenordnung 10%* in
Ubereinstimmung mit den Experimenten von ALicBANOw,

AricHaniaN und KosopsEw® Eine genauere numerische
Nt Lo . . .
N- fiir die in diesen Experimenten auf-

tretenden g-Energien zeigte jedoch, dass die theoretisch zu

Auswertung von

erwartenden Positronenanzahlen viel zu klein sind, um
diese Experimente erkliren zu kénnen.

Nach der Fermischen Theorie®? besteht ein A-Zerfall
darin, dass sich ein Neutron in ein Proton verwandelt
unter gleichzeitiger Emission eines Elektrons und eines
Neutrinos. Weiter ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
ein solcher Prozess stattfindet, in erster Ndherung propor-
tional dem Quadrat der universellen Konstante g der Fer-
mischen Theorie. Wegen der elektrischen Ladung des Elek-
trons und des Protons stehen diese Teilchen in elektro-
magnetischer Wechselwirkung mit den virtuellen Elektronen,

welche nach der Dirac’schen Theorie* des Positrons alle

L Q. MeLLER, Nature, 137, 314 (1936).

* A, 1 Avicmanow, A. I ALicuANIAN, M. S. Kosopaew, Journ. de Phys.
7, 163 (1936).

* E. Fermi, Zs. f. Phys. 88, 161 (1934).

% Dirac, Principles of Quantum Meehanics, 238 (1930).
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Zustéinde negativer Energie auffiillen. Diese Wechselwirkung
bewirkt, dass das g-Elektron wihrend seiner Erzeugung
einen Teil seiner Energie an ein Elektron in einem nega-
tiven Zustand abgeben kann, wobei das letztere Elektron
in einen Zustand positiver Energie tbergeht. Es entsteht
dabei in der Verteilung der Elektronen in den negativen
Zustinden ein »Loch«, welches in der Dirac’schen Theorie
als ein Positron interpretiert wird. Man erhélt also in dieser
Weise in hoherer Niherung die Mdoglichlkeit eines Pro-
zesses bei dem sich ein Neutron in ein Proton verwandelt
unter gleichzeitiger Emission cines Neutrinos, zweier Elek-
tronen und eines Positrons.

Da die Wechselwirkungsenergie zwischen zwei Teilchen
_der Ladung plus oder minus e in erster Niherung propor-
tional e® ist, wird die Wahrscheinlichkeit des erwihnten
Prozesses proportional (ge?)?, oder{)aus dimensionellen Griin-

. 2 1 . .
den proportional (ga)?, wo a = £ - —= die Feinstruktur-
- hc 137
konstante bedeutet. Fiir e ergibt sich also

I+
N = kad

wo k eine Funktion der oberen Grenze des g-Spektrums
ist, die wir in §1 und § 3 genauer bestimmen werden
(vgl. Fig. 2).

Wie aus § 1 hervorgeht, haben wir den Prozess bei dem
die zwei Elektronen und das Positron entstehen als einen
Elementarprozess héherer Niherung behandelt. Man kann
jedoch formal denselben Prozess auch als einen zusammen-
gesetzten Prozess behandeln, indem man erst das emit-
tierte A-Teilchen durch eine ausgehende Kugelwelle mit

bestimmter Energie und mit einer Singularitit im Nullpunkt
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darstellt, und dann die Wahrscheinlichkeit einer Paarerzeu-
gung durch diese Kugelwelle berechnet’. Trotzdem die
beiden Methoden in ihren Ausgangspunkten sehr verschie-
den sind, liefern sie doch, wie wir in § 2 zeigen werden,
dieselbe Endformel. Dieses Resultat ist in Ubereinstimmung
mit dem Ergebnis von Enrep und Unrenseck? welche
gezeigt haben, dass die beiden Methoden auch bei der Be-
rechnung der Ausstrahlung von Lichtquanten beim g-Zer-
fall dasselbe Resultat liefern. Es muss jedoch bemerkt
werden, dass man bei unserem Prozess im Gegensatz zu
dem Prozess von Knipp und UnpenBeck die Ladung des
Protons mitberticksichtigen muss. In unserem Fall erhilt
man namlich nur Ubereinstimmung zwischen der von uns
und der von Tisza benutzten Methode, wenn man in der
letzteren der Ladung des entstehenden Protons in einer

von ihm angegebenen Weise Rechnung trigt (vergl. § 2).

& 1.

Wie in der Einleilung erwihnt, kann sich ein Neutron
nach der Fermischen Theorie in ein Proton verwandeln
unter gleichzeitiger Emission eines Elektrons und eines
Neutrinos. Die Wahrscheinlichkeit dieses Prozesses ist in
erster Naherung bestimmt durch das Matrixelement der
Wechselwirkungsenergie zwischen den schweren und den
leichten Teilchen (Neutronen, Protonen beziehungsweise
Elektronen, Neutrinos).

Geht das Neutron vom Zustand N tber in ein Proton
im Zustand P unter Emission eines Elektrons im Zustand
s und eines Neuirinos im Zustand ¢, hat dieses Matrixele-
ment die folgende Form

! Vergl. L. Tisz4, Sow. Phys. 11, 425 (1937).
2 J. K. Kniep und G. UnLENBECK, Physica, 111, 425 (1936).
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(P ' CSG

N) = ggtDN (X) @, (X) P, (X) d5,(X)dX, (1)

wabei @ (X), &,(X), y_(X) und ¢, (X) die Eigenfunk-
tionen des Neutrons, Protons, Elektrons und Neutrinos in
den betreffenden Zusténden sind, und die Integration iber
den ganzen Raum zu erstrecken ist. Ferner ist g die uni-

verselle Konstante der Fermischen Theorie und

0+-1 0 0
5 — +1 0 0 0
60 0 041
60 0-=-1 0

Wenn man den Einfluss der Kernladung aunf die Eigen-
funktion des Elektrons vernachlissigt, so dass man fiir (/N
und ¢, ebene Wellen benutzen kann, wird die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass ein g-Elektron mit einer Energie zwi-
schen E und E -+ dE emittiert wird fiir »erlaubte« Uber-

ginge nach dieser Theorie gleich

i (he)®
(D-+-E)?-dE,

W(E) dE - g 2(E2 - In2c4)1/2 E

(2)

[(P|1]N)

wo D die Differenz der Energie des Kernes vor und nach
dem Prozess ist.” D ist also gleich der oberen Grenze des
B-Spektrums, wenn man die Ruheenergie des Elektrons

miteinbezieht. Ferner ist
(P|1|N) = SmN (X) @, (X) -dX, G

was man aus (1) erhilt unter der Voraussetzung, dass die
DE BrocGrLiE-Wellenlangen des Elektrons und des Neuatrinos

gross sind im Vergleich mit den Kerndimensionen.
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Um nuan den in der Einleitung erwéihnten Prozess zu
erhalten, bei dem ein Positron entsteht, miissen wir ausser
der Fermischen Wechselwirkung zwischen schweren und
leichten Teilchen auch die elektromagnetische Wechselwir-
kung zwischen Elektronen unler sich und zwischen den
Elektronen und Protonen bertcksichtigen, und zwar ge-
niigt es nicht einfach die Coulombwechselwirkung zu neh-
men, da die 8-Teilchen Geschwindigkeiten haben, welche mit
der Lichigeschwindigkeit vergleichbar sind. Die elekiromag-
netische Wechselwirkung zwischen den Elekironen gestatten
einen Ubergang bei dem ein Elektron iibergeht vom Zu-
stand 1° in den Zustand 1, wihrend gleichzeitig ein zweites
Elektron tiibergeht vom Zustand s in den Zustand 2. So-
lange man sich nun auf die Nadherung beschriinkt, in der
die Wahrscheinlichkeitsamplitude proportional dem Quadrat
der elektrischen Lédung ist, kann man bekanntlich! die
Wechselwirkung beschreiben durch Einfihrung eines Ope-
rators, dessen Maltrixelement fir den betrachteten Ubergang
(1°,5) > (1, 2) die folgende Form hat

(1,2|U[1°%s) = (2|~ e®y, 1o () e (o, A1, o () | 5). (4)

@1, 1° () und Ay, - (o) bilden zusammen die zur Zeit £ = 0
und an der Stelle 2 genommenen Komponenten des Vierer-
potentials, welches der dem Ubergang 1° — 1 zugeordneten
Ladungs- und Stromverteilung entspricht. '
"Fuar den Fall dass 1° und 1 beide freie Zustinde sind

mit den Eigenfunktionen

' C. MeLLER, I: Zs. f. Phys. 70, 786 (1931); II: Ann. d. Phys. 14,
531 (1932). L. RosexrELD, Zs. f. Phys. 73, 253 (1931). H. Berse und
E. Fermi, Zs. . Phys. 77, 296 (1932). V. A. Fock und B. PoboLsky, Sow.
Phys. 2, 275 (1932).
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i i
wl . ie .e}Tc(plo) :l?) . w . ,_ui-eﬁz (171"1") (5)
S = s ’ 1 1y
V V
hat man? _
" R G- e{c(pr’ =P x)
1,10 = = - - T -
aV iplo '.—]JIIZf(EloTEl)Z
e ) (6)
e\ P~ P1, X
P hic®e Gaupe-e
1, 1° = 1. A I - .
’ aV P =Py I s (]Llo - E1)2
Hier bedeuten 1%1—9, E,- undl—)c—l, E, die Impulse und Ener-

gien der Eleklronen in den Zustinden 1° und 1, wihrend
wye und 1y die enisprechenden vierkomponentigen auf eins
normierten Dirac’schen Wellenamplituden darstellen. End-
lich ist V wie gewdhnlich das Volumen eines grossen
Kastens, in dem wir uns das ganze System eingesperrt
denken.

Entsprechend ist die Wechselwirkung zwischen Proton
und Elektron beschrieben durch einen Operator mit dem

Matrixelement

(l,Pl Upl 1°, P) = (P]+e(1)1,10+e(ac”, Ay, 1°)

P, (D

wo P und P’ zwei Protonenzustinde sind, und o«f der Di-
rAacC'sche Matrixvektor fiir das Proton darstellt.

Es ist nun klar, dass man in héherer Niherung einen
Prozess erhalten kann, bei dem das 8-Teilchen im Moment
seiner Entstehung einen Teil seiner Energie an ein Elektron
in einem Zustand negativer Energie abgibt, so dass sich
ein Neutron im Zustand N in ein Proton im Zustand P
verwandelt unter Emission eines Neutrinos im Zustand o,

zweier Elektronen in den Zustinden 1 und 2 und eines

* loc. cit. C. MBLLER, I Seite 789, Formel (4).
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Positrons, das dem freigewordenen negativen Elektronen-
zustand 1° entspricht.

Die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit fiir diesen Prozess
ist dann nach der gewohnlichen Stérungsrechnung gegeben
durch

27 . C o

? ()‘(El\y_i_El"TEPTEG'T‘ElT‘EZ)'
‘ S (1,2‘U!1°,s)(P|cSG|N)_L> ’E—LP|UP[1°,P’)(P’|C.ZG|N) (8)
“«~ E+V‘E,~Er+E  “~ E+E,~E--E,

2
= (dasselbe mit 1 und 2 vertauscht)|,

wo die Summationen iiber s und P- {iber alle Elektronen-
bzw. alle Protonenzustinde zu erstrecken sind. Das letzte
Glied (dasselbe mit 1 und 2 vertauscht) ist ein Austausch-
glied, das der Gleichartigkeit der beiden Elektronen Rechnung
trigt. (8) verschwindet also wie das Pauliprinzip verlangt,
wenn die Zustinde 1 und 2 identisch sind.

Wir setzen jetzt fiir die Eigenfunktionen der Elektronen-

zustande 2 und s die ebenen Wellen

" (e, @) L (wy, @)

1 fe \ P2, u e WPy

_ 120 _eII.L , ,l/}s _ 177. he 5 , (9)
v )

2

indem wir hier tiberall den Einfluss der Kernladung ver-
nachlissigen.
Einsetzen von (6) und (9) in (4) ergibt dann

R nyuye-figus + (e unye, Uy ectts)

1,2 U 10,3 = . 9 . - . E
(1,210 ) AVt | pesp P (B EY)?

. (10)
' \ e (pr°+ p1 = pat Py, x) dor.

L%
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Das in (10) aufiretende Integral iiber das Volumen des
Kastens ist wegen der Orthogonalitiit der Eigenfunktionen
gleich Null, ausser wenn p = p’

P =pi+ps — Py (11)

und ist in diesem Fall gleich V, so dass der Impuls im
Gegensatz zur Eunergic beim Ubergang in einen Zwischen-
zustand erhalten bleibt. Daher reduziert sich die Summa-
tion {iber s in (8) auf eine Summe iiber die vier zu dem
durch (11) gegebenen Impuls P, = p' gehérigen Zustinde.
Diese letzte Summation léisst sich mit Hilfe der von Castmir®
stammenden Methode ausfihren:; zum Beispiel wird unter

Benutzung von (1) und (3)

dyu_(P|lc | N) i (E+H’ du - du
§ Tty (Ple,| § : ———(P[1|N) =
’El_}_]iszl“fE V E '
Pg=D =D ) (12)

%ETE%L;% &y (B + H) 63,
WO
H = < (a,p) =~ 8me? } (13)
E — E,+F,~E,. |

gesetzt ist.

Fir die Summe dber s in (8) erh&lt man so, indem man
I=E=p?=mict, I = (Ev+E)=|pr-p® (14)

gesetzt hat,

. ghice ®I1]|N) (Ao dy = (G euye, yo) | (E-+ H) diis _
' ‘72 'I'I—l (15)
h c2e?
:-q (P|1|N)X12,

wo X/, als Abkiirzung eingefiihrt ist.

* H. Casivig, Helv. Phys. Act. 6, 287 (1933).
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Bei der Auswertung der Summe {iber P’ in (8) kann
man das zweite Glied in (7) vernachlissigen, da es pro-
portional ist dem Verhilinis zwischen Protonengeschwin-
digkeit und Lichtgeschwindigkeit. Benutzt man ferner, dass
unter den frither erwdhnlen Voraussetzungen iber die be
BROGLIE-\Vellen]ﬁngen der Elektronen

_ Lpr+p1, X) _ 0 fiir P'# P
W, dX = \w,w, -dX =

1 - P=P

erhalt man fir die Summe iiber P’ unter Benutzung von (6)

2.2,2

gh®c®e

7 V2

Upup- 0, ghicle? P 16
T BBy T v PN, A6

(P{1IN)

WO Xi, wieder als Abktirzung steht.

Wir fragen jelzt nach der Wahrscheinlichkeit eines Pro-
zesses, bei dem p, in dem Interval [d®;(E, E,+ dE)],
P, in [dQy; (Es, Ey+ dEy)], p, in [dQ,; (E,, E,+ dE;)]
und schliesslich = py- in [dQ; (= Eqe, + By + dET)] liegt,
wobei df2, usw. die Raumelemente der respektiven Emis-
sionsrichtungen bedeuten. Diese Wahrscheinlichkeit erhilt
man aus (8) durch Multiplikation mit den Faktoren .

VdQ.p,E\dE,  VdQ,p,E,dE,  VdQ.ELdE,
(he)? ’ (he)* “(he)?
VdQpepe| Epe| dE™

(hey’ ’

(17)

welche die Anzahl der Zustinde in den betreffenden Inter-
vallen angeben.

Wir summieren jetzt diese Wahrscheinlichkeit iiber alle
Zustiande des Neutrinos und iiber alle Spinzustinde der

Elektronen und des Positrons. Ferner integrieren wir iber
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alle Raumwinkel und erhalten dadurch die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass die beiden Elektronen und das Positron
mit Energien in den Intervallen (E,, E; + dE,), (E;, E, + dE,)
und (= E-, —I—E1°+dE+) emittiert werden. Indem wir die
Energie —+ E;- des DPositrons auch mit E™ bezeichnen,
Ey+~Ep, = D setzen und (13), (15) und (16) beniitzen,
erhalten wir fiir diese Wahrscheinlichkeit den Ausdruck

P(E,, Ey, EY) dE dE,dET =

2 Vip B po By (DS EY pioET g® (ho)*e*| (P]1]N)|?
A (he)t? a2Vt

-f(E,, E,, E°) dEy dEy dE™,

(47)* (18)

f(EhE‘Z’El”) (4 )4Sd-~1\ Sdgf Sdgg

2 Xf = X, - (X x5 [P

(19)

Hier bedeutet > Summation iiber die zwei méoglichen Spin-
zustinde der beiden Elektronen, des Positrons und des Neu-
trinos, wihrend X;, und X; aus X;, und ng durch Ver-
tauschung von 1 und 2 hervorgehen.

Mit Hilfe von (2) kann man schliesslich (18) in der fol-
genden FForm schreiben

e2)2 4 W (E)

P(E,EnEY) =2 = p, I, ps EapyE" .
(B I, ) (ﬁc e PrfgPaliapy E-(P~mc)? (20)

'/(El’EZs E).

Die Formel (20) gilt unverandert, wenn man statt des
Fermischen Wechselwirkungsansatzes den Ansalz von Ko-
noprINSKY und UHLENBECK' benutzt, nur hat man dann fir

1

E. I. Koxorixsky und G. E. UnLexnsEck, Phys. Rev. 48, 7 (1935).
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W(E) den entsprechenden Ausdruck einzusetzen. Vielleicht
gilt (20) sogar unabhingig von speziellen Annahmen iiber
den Mechanismus des B-Zerfalls.

§ 2.

Bevor wir zu einer niheren Auswertung von (20) iiber-
gehen, wollen wir jetzt zeigen, dass diese Formel sich auch
mit Hilfe der von Tisza benutzten Methode ableiten léisst.
Da in der Arbeit von Tisza die allgemeine Formel nicht
angegeben ist, indem er schon bei der Herleitung seiner
Endformeln- gewisse Approximationen einfihrt, miissen wir
hier erst kurz die Ableitung der allgemeinen Formel mit
Hilfe dieser Methode skizzieren.

Nach Tisza beschreibt man das ausgehende 8-Teilchen
mit der Energie E durch eine passende Mischung der fol-
genden vier singuliren Loésungen der Dirac-Gleichung,
welche alle auslaufende Kugelwellen darstellen.

ihe ( g 0 ) U ihe d U
E+ mc® \Ox ’ lc'iy E -+ mc* 0z
ific + iic (0 0
=N .. e 9 v =N 3 e 492
“ | E+me 0z v Ve “ |E+ mc® ((9a:+lt9y
0 U
U 0
0 U
U ‘ 0
e (o e
“ | E—+mc* (ax e U Y “ |E+mc® 0z
ific g ific (3 i
" E—=md 6z E +~ mc? 6x+15‘y

&

Ju

(21)

(22)
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ne

U p=(E"+m? 64)1/2

4 1,
(E + samcz) f
]\7 = |
a 8 npe
{+ 1 fir a = g
8[' =

~1 fiir a = a2.

Die Lésungen «; und a, eatsprechen den FFillen I = 0,

j= % bezw. Il =1, j = % und sind so normiert, dass der
gesamte Strom durch eine grosse Kugel gleich eins ist!.
Wir berechnen jetzt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
das A-Teilchen von einem der vier Zustinde a in einen
Zustand 2 wihrend gleichzeitig ein Elektron in dem nega-
tiven Zustand 1° in den positiven Zustand 1 {ibergeht. Um
diese Ubergangswahrscheinlichkeit zu erhalten, bilden wir
die dem Ubergang a->2 entsprechende Strom- und La-
dungsdichte
cepyuee TETIL gy BT

. (28)
wo 1, durch (9) gegeben ist. Wie Tisza bemerkt hat, er-
fallen die Ausdriicke (23) die Kontinuititsgleichung nur
ausserhalb des singuliren Nullpunktes, was damit zusam-
menhiingt, dass ¥, nur das auslaufende g-Teilchen und
nicht das im Kern entstehende Prolon beschreibt. Um die
Kontinuitatsgleichung zun erfiillen, miissen wir daher in (23)
ein Glied hinzufiigen, das nur im Nullpunkt von Null ver-
schieden ist und der enlstehenden Prolonenladung Rech-
nung tragl. Wie in § 1 kdnnen wir auch hier die Be\\}egung

des Prolons vernachlidssigen, so dass in (23) nur die La-

! Vergl. Knipp und UHLENRECK, loc. cit. p. 427. (21) stimmen, abge-
sehen von triviellen Phasenfaktoren, mit den Lésungen von XK. und U.
iiberein.
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dungsdichte zu modifizieren ist. Nennen wir die zusétzliche

= S (E+ Bt
Ladungsdichte g, e Ret™ T so lautet die Kontinuitéts-

gleichung
i — , . ”
= e B E) [+ e huw, g ]+ divee ey, = 0. (20)

Wenn man diese Gleichung tiber eine Kugel mit Radius r
und Zentrum im singuliren Punkt integriert und dann r
gegen Null gehen lésst, erhilt man mit Hilfe des Gavss’-
schen Satzes

0. _ R @) Sce-{u. e« do (25)
2a " J(E=E,) r—o 2 nifa T

wo d(x) = d(x) - §(y) - d(z) und d(x) die Dirac’sche Deltafunk-
tion ist. Das Integralin (25) ist iiber die ganze Oberflache der
Kugel zu erstrecken, und e, bedeutet die Komponente von
« nach der #usseren Normale. Durch Einfithrung der Aus-
driiccke (9) und (21) fiir ¢, und w, in (25) erhilt man
durch elementare Rechnung

(he)® N0 ()

= e 3 "y u, 26)
! v’ (E =+ E,) (E+ e, mc?) ¢ (

¢

IS

wo die Grossen u;:, a, bzw. uI, u, die Amplituden der
vier verschiedenen ebenen Wellen mit dem Impuls Null

und der Energie + mc? bzw. —mc® darstellen, also

0 0 0 1
0 . 0 1 : 0
+ + + - .
HCI; = O u‘a; = 1 ua = 0 uuz - 0 (2'7)
1 0 0 0
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Die erwithnte Ubergangswahrscheinlichkeit ist nun gleich

2 : >
ﬁ” §(B +Ey+ Er+E) (1] e,  +e(e, dy )]17)+

(28)
-2
= (dasselbe mil 1 und 2 vertauscht) | .
Hier sind @, . und 4, , die zur { = 0 genommenen retar-
dierten Potentiale, welche der Ladungsdichteg, == W, (e
g;’ , und der Stromdichte ec-y, « y, entsprechen.
Zum Beispiel erhélt man unter Benutzung von (5)
B i—_(E%Eg)IQS%:I:’]
o yuye ’ eh(.
(o, |17 = 2\ dre, () \ dr — :
Vo) ’ . |oc =o' |
i . —~ - %‘ (1)‘_’ 1 'T')
eprtpLa)  dage S [ erliytp e 7  (29)
e = . : 17, -
‘7 ‘/7 /2
= eh? C'ZNH J (.%') ‘T, u, :l (hc)z efc (p1° = p1,%)
V' (E+E)(E+e,me®)] m |ppe—p|?+ (E+-E)?
In derselben Weise erhidlt man
. oy u- ’ ~ = f,—i.(pz, )
(1|A2,all):—‘,— da_cce'uga‘t//a'e ¢ ’
v (30)

(he)? JeltrT e .
7 Pty [P (E+ Ep)?

Weiter erhélt man leicht mit Hilfe von (11), (14) und (21)

(ho)® Nw , (31

d = 71’1- aa

[P .
S Fc(]h“ — P11+ P2, @)
Yol

wo die Spinoren w, gegeben sind durch
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A AR
" E4mc? " E4-mc?
+_ P. = _J . P+ ip;]
w, = 2 W, =V "m0
. L+ mc : E+mec
0 1
1 0 (32)
0 1
1 0
+ P ip, . .
w_ = —_—— u w - .
e " E-+-mc? o2 " E--mc?
3 P tip,
E-~mc? " E-—mc?

Also erhilt man unter Benutzung von (14), (22), (29), (303,
(31) und des Energiesatzes E—E, = E, — E;-, der durch
~die Deltafunktion in (28) gesichert ist, '

' _ o (he)*e? 1
(1 | f@(pzja‘.*e(a, A2,a)|1 ) = - """’)'3]/;? T s o 1/2'
7V (8mpe) (E+eamc?) (33)
E+ e, me* . o B o et i, u,
. T [”1 uperityw, (U ene, Oya ll)a)] - W'Efj

Durch direkte Ausrechnung findet man leicht, dass
(E+emw, = (E+H)u, (34)

wo H' und u, durch (13) und (27) gegeben sind. Wir er-
halten jetzt die Wahrscheinlichkeit, @ , einer Paarerzengung
bel dem die Energie des Elektrons bzw. des Positrons zwi-
schen £, und E; + dE, bzw. ET =+ Ei- und ET+dET liegt

darch Multiplikation von (28) mit den Zustandsdichten
Vidensk. Selsk. Math -fys. Medd. XV, 9 2
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Vp,E,dE,d2, VpyEydE,dQy  VpE'TdE"do,
(he)® ’ (hey® ’ (he)?

und Integration dber dE,, d2,, d2, und d2, sowie Sum-
mation fiber die beiden Spinrichtungen der beteiligten Teil-
chen. Es ergibt sich mit Hilfe von (34)

2t .
®,dE dE" = 72 p(E+ e mc?) (47)?

() 4 pEpyEyp BV dEdET 2
il

‘ (35)
Q

S ] Sd.92 S 2y S| Au,|?,
¢ S$1, 83, S10

wo E, hier iiberall gleich E + E; = E" zu selzen ist, und

der Spinor A gegeben ist durch

4 = [ynyey = (@ ue, By @) | (E + ) L ety
I-1 (B Ep) (36)
=~ (dasselbe mit 1 und 2 vertauscht).

Wir miissen jetzt die @_'s in denjenigen Verhiltnissen kom-
binieren, in welchen die 1 's in den A-Strahlen vertreten
.sind. Wir bhilden also

(D:;gaq)n’ ;ga=1 (37)

und entnehmen die Gewichte g aus der Fermi’schen Theo-
rie. Nach Knipr und UnrLENBECH! ist

'+_ . E+me . Eemé
gal_ga;_ AE ’ gaz*gu,_ A1FE
oder (38)
E+4 samcz
g(x = 4 R "

! loe. eit., p. 430.
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Setzt man (85) und (38) in (37) ein, hebt sich der Faktor
E+-¢, mc® weg, so dass die Summation tiber a in (37) sich
auf eine Summation des Ausdrucks | Au |* tiber die vier
verschiedenen Zustinde u, mit dem Impuls Null reduziert.

Mit Hilfe der Vollstindigkeitsrelation erhilt man
2 [ Au|* = A4 (39)

Multiplizieren wir endlich @ in (37) mit dem Energiespek-
trum W(E) der A-Strahlen, erhalten wir schliesslich unter
Benutzung von (22) die Grisse

2q pll'Tlp;,FfuuloEjL VV(F)
e E (B2 =m2ch'* (4 )

Sd.Ql d_QZS Q. § 19

81, 82, 31°

2
P(E,,E,,E") = (hc)

(40) -

was, wie man leicht sieht, mit (20) identisch ist. Wenn
man namlich die Ausdriicke far X5, usw. in (19) einsetzt,
bemerkt man sofort, dass sich f in (20) in der folgenden
Form schreiben lasst

f= (Jr;)SSd--tS 4o, Sdpl Z dp 2 | Aoa, |2

Fithrt man jetzt die Summalion aber die beiden Spin-
richtungen und die Mittelung tber alle Raumrichtungen

des Neutrinos aus, erhalt man

L , 1-
[ Gy ) A amfdae > a4,

81, Sg, S10

wodurch (20) und (40) identisch werden.
2*
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8 3.
In den erwidhnten Experimenten von ALICHANOW usw.
misst man direkt die Energieverteilang der Positronen so-

7+
wie das Verhiltnis e der totalen Anzahlen der emittierten

Positronen und Elektronen. Die aus unserer Theorie fol-
gende Energieverteilung W' (E™) der Positronen erhilt man
aus (20) durch Integration iiber die moglichen Werte von
E, und E,, d. h.

D-Et+me v D=Et R,
whreEh = Sa{EZ \dElP(El, i, ETY. (41)
L2

mc? met

Die Integrationsgrenzen folgen aus der Bedingung, dass die
vom Kern abgegebene Energie D zwischen den vier emit-
Herten Teilchen zu verteilen ist; hierbei ist, wie tberall,
die Neutrinomasse gleich Null gesetzt. Man sieht, dass das
Positronenspekirum sich tiber das Interval

me® < ET < D= 2me? (42)
erstreckt.

1

7

Fiir Al_ erhélt man also
N*

* D>-2mc®
. S WHENAET
z - ne . (43)
1
S W (E) dE

mc?

Bevor wir aber (41) und (43) numerisch auswerten kénnen,
miissen wir erst die Spinsummationen in (19) ausfiihren.

. . eP r .
Durch Ausquadrieren von | X9, =~ X7, f‘X‘;l + X,, |® erhalt

man offenbar sechzehn Glieder. Die entsprechenden sech-
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zehn Spinsummationen koénnen wieder mit Hilfe der Cast-
mir'schen' Methode ausgefithrt werden. Die Rechnungen
sind elementar aber langwierig. Wir haben in den Schluss-
formeln die folgenden Symbole fiir die auftretenden Vierer-

vektoren und deren Verkniipfungen eingefiihrt:

Py = {Pu Ei}’ Py = {l’-za Ez}’ Py = {5191“: E1°}s
P ={p,E} =P +P,+Py
(P,, Py) = E{Ey = (py, Do), (P, Pp) = EE;= (@', o) u.5.W.
[P, P,] = E E;+(p.,ps), [P, Pr] = EE;-+(p', pye) u.s,w.

s gilt offenbar

(P, P = E%”:"P‘Z) = mPc* = (P, Py) = (Pps, Ppo)

(P, P] = E2+p? = 2E - mictu.s. w.

Dagegen ist
(P, P) = 9mPct.

Die runden Klammern sind relativistisch invariant im Gegen-
satz zu den eckigen Klammern. Die letzleren treten nur in
denjenigen Gliedern auf, welche von der Protonenwechsel-
wirkung herrtthren, was damit zusammenhbingt, dass die
schweren Teilchen von Anfang an unrelativistisch behan-
delt worden sind. Unter Benutzung von (44) erhilt man
dann fir die sechzehn erwihnten Glieder, nachdem schon
die Integration tber die Raumrichtungen des Neutrinos

ausgefiihrt ist:

! Joc. cit.

(44)
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1
4,

a2, 31X, 10 =

4

iZ‘I%’E1EzE1"{ [”1264+(P1’ Py) (P, Pye) = (Py, P1°)] ’

[[mPeEy + B (Py, P) +E, (P, Py |+
= E(2m?ct [(Py, Py + (Py, Pp)| + mPet [(Py, Pyr) = mPct] +

+(PLsP2)[(P1°:P1)+(P1°spz)}+(P1°:P2) [(PlsP2)+(P1sP1°)])}

41—7r g dQ, > | X5, | = (dasselbe mit 1 und 2 vertauscht).

1 ¢ ST ve 1 e vt
47TS onZ A‘zj, Xiz = 4—15% d.Q(,Z 4\12}‘21 =
77v1__>f4mZC4E(P P)+
I -L-E E,Ep | 1>oe
4 E(P, P2 [(Py, Py ~mPct] +

+ 4 E o mPct+(Py, Py) = (Py. Pp) -+ (Py, Py | [(Py, Py) + 1nzc4]}.

Diese vier Glieder enthalten nur die Wechselwirkung
zwischen den Elektronen im Gegensalz zu den jetzt folgen-
den zwolf Gliedern, welche auch von der Wechselwirkung
zwischen Proton und Elektron abhéngen. Vernachléissigung
der letzteren Wechselwirkung bedeutet also, dass nur die
Glieder (45) in (19) tbrigbleiben.

1 ¢
1) 42 NG =

. -1
I (B, Ey)° EEyE -

'{Ez([PDPL"]"f‘TﬁZC‘l)}

(45)

%WS de,> | X5, |? = (dasselbe mit 1 und 2 vertauscht). (46)
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1 P P 1 ¢ i r
47r§ dgalez X1 = 4—7‘[5 d'QGZ Xy Xyy =

. 1 { .
' — ; ¢ e ([ Py, P +miet)+
TTI = B (BB By By | (P Bl )

+E, ([Pp, Pyl mPet) + By ([P, Py + m?¢t) <+ 2 E1E2E1°}

1¢ = D 1 N o e
. on‘ZXiZXiZ = A d-20_>__‘ ;\fz Xio=
7T ) 4 )
1 f

I 9 4 / 2 4
TG+ B By By By  (Prs Pl m* e ([P, Py m* ) +

+E1°]EZ{P/’P1]_:~E1E2[P,’Pl"]—}_EElD (P1,P2)+E.E1(P2sp1°)}

. —p
S d-QaZ Xoy X;1 =

e P 1
d-QaZf\;iAm T i

)
(dasselbe mit 1 und 2 vertauscht)

1. = T v
Lobae, X xf = =\ de SR =
;) 7,
1

511, 1, (E, ~ E,-) E, E, Ey°

{+ (P, P,]+ m?ct).

“([Pys, Pyl A mPct) + [Py, Pre] [P, Py]+

(P, P) (P, P) +2m2c* (EE, + E¢E + EyEo+ Ey Ey) }

¢ 3¢ vP L ¥y
ETS anZAiz*th - ES d-QaZ Xoq Xiz =
(dasselbe mit 1 und 2 vertauscht).

 Um jetzt f (Ey, E;, Ep) zu erhalten, miissen wir noch
die Ausdriicke (45) bis (47) tber d@,, d2, und d&- inte-
grieren. Diese Integrationen sind jedoch analytisch schwer

durchfihrbar, und:'da uns ausserdem die zwei Energie-

(46)

(47)



24 Nr. 9. N. Arrey und C. MgLLER:

integrationen in (41) fehlen, sind wir bei der Durchfithrung
der Rechnungen auf numerische Methoden angewiesen. Da
aber eine mehrfache numerische Integration eine sehr er-
hebliche Rechenarbeit erfordert, und da es hier auf gréssere
Genauigkeit nicht ankommlt, machen wir die folgende
Approximation, deren Berechtigung wir spiter diskutieren
werden (vergl. p. 27 ff.). Wir setzen in dem Ausdruck
E1E2E+’f(E1: a> Eq0)

= ~ - Al 2
E, =TI, = I = md,

wodurch der Integrand in (19) eine Konstante wird. Die
Raumintegrationen ergeben dann einfach einen Faktor (4 #)*,

und man erhilt

9 s
E\E,E' [ = oo (me)*2, (48)

Indem wir von jetzt an alle Energien in Einheiten mc?

ausdricken, erhalten wir fir (41) unter Beriicksichtigung

e 1
23, (20), (48 d — = —
von (2), (20), (48) un e 137
5 . D+EtT+1
WHET) =2.16x1055-K-(ET = 1) /ﬂngz
o1
* poEt ) . 9
SalE1 (B2~ 1) (B = 1) (D+ B, ~ E,~ ET)? o8 =
oy =
— 216X 1075-K-(E* =)' 6, (ED)
mit
271 (47)? 5

Ebenso wird (2)

W(E) = K-(E*~1)*-E-(D+ E). (51)

(49)
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Die erste Integration in (49) wurde analytisch ausgefithrt,
die zweite dagegen numerisch. Man erhdlt z. B. fir D = 7.2
(Ra C, obere Grenze des g-Spektrums bei 3.16 M.V.) die
Kurve in Fig. 1.

Fiir andere Werte von D erhilt man Kurven mit genau

derselben Form. Vor allem bemerkt man, dass das Maxi-

W+

E+
1 é 35 Li‘ 5 DI—:-1
Fig. 1.

mum viel weiter links liegt als bei den gewdéhnlichen g-
Spektren, indem die Kurve nach rechts einen sehr flachen
Schwanz hat. Wie wir spiter sehen werden, ist dies Ver-
halten nicht durch die angewandten Approximationen vor-
getiuscht, indem auch die exakte Kurve dieselbe Form
zeigt (siehe p. 29).

Jetzt kénnen wir die Integrale in (43) erhalten, indem
sich N* durch numerische Integration der berechneten Po-
sitronenspektren ergibt. In Fig. 2 ist %ﬂ: als Funktion von
D graphisch dargestellt.

In derselben Figur betrdgt der entsprechende Wert fir
den Fall der KoNorinsky-UHLENBECK Wechselwirkung 0.23

fir D = 7.2.
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. R N+
Man sieht also, dass der theoretische Wert von ;V—_ auch

im besten Fall (D = 7.2, RaC) um einen Faktor 10® kleiner

ist als die von AvicHANow usw. gefundenen Werte (ca. 2—
3% 107%). Ferner bemerkl man, dass N theoretisch sehr
/

| N7

4t N7

Fig. 2.

schnell mit D anwéchst, wihrend die Experimente fiir die
Elemente RaC, D = 7.2, und Th (C+C"), D = 5.4, unge-
fahr denselben Wert liefern. Die gefundenen Positronen
haben daher vermutlich einen ganz anderen Ursprung.!

! Verglb. neue Versuche von A. I. Aricanow und P. E. Serwak. Sow.
Phys. 11, 351 (1937).
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_I_
Da jedoch INV“" wie Fig. 2 zeigt, theoretisch sehr schnell

mit D) anwichst, wire es interessant, andere 8-Strahlen mit
sehr hohen oberen Grenzen des Spektrums nach Positronen
zu untersuchen. Zum Beispiel sollte der hier betrachtete

Effekt bei Li® (D = 20 mc? e 10 M.V.) sehr wohl beobacht-
+

bar sein, indem % hier von der Grossenordnung 107* isl.

Man koénnte vielleicht glanben, dass der kleine Wert von

N+

N+

ist. Das ist jedoch nicht der Fall. Wenn man namlich die

durch die in (48) gemachte Approximation verursacht

Funktion (48) nach oben ziemlich grob abschétzt, findet

man, dass E,E,E1-f fir D = 7.2 bzw. D = 5.0 sicher fiir
alle Werte von Ej, E,, E7, mit 3 < E,+ E,+ ET < D, be-
deutend kleiner ist als 12.8 (me®)*3 bzw. 3.03 (mc?)*3. Be-
nutzt man diese Werte statt (48) werden die entsprechen-
den Werte von 5\\% gleich 1.8 X 1073 bzw. 2.0 X 1077, was
. noch immer wenigstens um einen Faktor 10 zu klein ist.

Zum Schluss missen wir noch kurz die Berechtigung
der in (48) gemachten Approximation diskutieren. Wir haben
also die angendherte Funktion (49) mit der folgenden ex-
akten zu vergleichen

D+ET"s1 0 D+ET+E,

(]
WH(ET) = 2.16 x 1075-K-(ET" = 1)‘/28 dE, \ dE,
1 o 1

(B2~ 1) (B2 = 1) (D~ E,~E,~E" E B, EV f(E,, Ey, Ep)

— 216 x 1057 K-(ET" = )'-g (ED),

die man aus (41) erhiilt, wenn man (50) benutzt und wieder
mc? als Energieeinheit einfiihrt. Die Approximationsfunktion
G, (E+) in (49) unterscheidet sich von der exakten Funktion
G (E+) in (562) dadurch, dass man in dieser den Faktor

(52)
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EE, ET *f konstant gleich seinem Wert fir B, = E, — ET =1
gesetzt hat. Das ist natiwrlich fir nicht zu kleine D eine
sehr grobe Approximation. Eine bedeutend hessere Approxi-
mationsfunktion, wir nennen sie G,(E"), wiirde man er-
halten, wenn man in EIEZE—!“'f nur E1 von vorn herein
gleich 1 setzt. Dadurch wird der Integrand in (19) soviel ver-
einfacht, dass die Raumintegrationen sich verhaltnismissig
einfach analytisch durchfiihren lassen. G, (]E+) stimmt offen-
bar fir E7 = 1 mit G(E—l—) tiberein und bleibt eine sehr
gule Anniiherung, solange ET = 1<1ist. Fir D < 4 ist ferner
Gy Gyoo . Um aber zu sehen, wieviel sich G, (1) fir
grossere Werte von D von G,(1) = G(1) unterscheidet,
haben wir den Wert der letzteren fiir D = 7.2 berechnet.
Man findet G, (1) = G (1) = 4.8 wihrend G, (1) gleich 3.6
war. Die Abweichung betriigt also sogar fiir den héchsten
in den Experimenten von Alichanow usw. vorkommenden
Wert von D nur 25 %.

In dem Gebiet ' > D+ 3 erhalt man eine andere sehr
gute Anniherungsfunktion, G, (E+), indem man den Faktor
E1E2E+'f konstant gleich seinem Wert an der oberen
Grenze des Spektrums setzt. Da dort EV = D=2 und so-
mit £, = E, = 1, erhalt man leicht

D* (D= 2)

2 ?+-’:
EiEle] 8§ (D1

Es ist also

D*(D=2) 128 N
%_1)4 79“ G1(E ):

by (E+) =

wo der Faktor gegen 1 geht fiir D— 3.

Weiter erkennt man durch elementare Dilferentiation,
dass die vier genannten G-Funktionen sowie ihre vier ersten
Ableitungen sémtlich an -der oberen Grenze Et = D=2
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verschwinden, sodass sie alle und damit auch die ent-
sprechenden W' -Kurven den p. 25 besprochenen Schwanz
aufweisen. Eben aus diesem Grunde ist das Giiltigkeitsgebiet
der Gy-Kurve fiir die Berechnung der totalen Positronen-
anzahl N1 unwesentlich.

Aus allen diesen Grinden haben wir uns wegen der
hier erforderlichen Genauigkeit mit der Berechnung der im
Verhéltnis zu G und G, viel einfacheren Funktion G, (E)

begniigt.

Zusammenfassung.

Inder vorliegenden Arbeit wurde die innere Paarerzeugung
beim g-Zerfall theoretisch behandelt. § 1 gibt eine Darstellung
der Theorie sowie die allgemeine Formel fiir die Wahrschein-
lichkeit dieses Prozesses. In § 2 wird gezeigt, dass die von
Tisza fiir die Behandlung desselben Problems herangezogene
Methode trotz des génzlich verschiedenen Ausgangspunktes
dieselbe Endformel liefert wie die in §1 entwickelte The-
orie. Schliesslich folgt in §3 auf Grund der allgemeinen

Formeln des § 1 die numerische Berechnung des Positronen-

. . N+ -
spektrums sowie der relativen Anzahl = der emittierten

Positronen und Elektronen als Funktion der cberen Grenze
des #-Spektrums. Es zeigt sich, dass die theoretisehen Werte
gu i

von S viel zu klein sind um die Experimente von ArLi-

cHANOW, ALIcHANIAN und KosopaEw zu erkliren. Da jedoch
Nt . .

N= sehr schnell mit der oberen Grenze des A-Spektrums
N-

anwichst, wiirde die innere Paarerzeugung bei Elementen

mit héheren Werten der oberen Grenze des g-Spektrums
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sehr wohl beobachtbar sein. Zum Beispiel ist hei Li® mit

der oberen Grenze bei 10 M.V, %ﬁ von der Grossenord-
nung 104

Zum Schluss mochten wir Herrn Professor N. Boug
far sein freundliches Interesse an dieser Arbeit herzlichst

danken.

Frerdig fra Trykkeriet den 25, Marls 1938.





