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I
n einer früheren Note hat der eine von uns I darauf hin -

gewiesen, dass beim ß-Zerfall ausser den gewöhnliche n

Elektronen stets auch Positronen zu erwarten sind. Eine

vorläufige .grobe Abschätzung der Wahrscheinlichkeit diese r
N+

Prozesse ergab für die relative Anzahl A_ der emittierten

Positronen und Elektronen die Grössenordnung 10-'I in

Ubereinstimmung mit den Experimenten von ALICHANOW ,

AI,ICHANIAN und KOSODAEW 2 . Eine genauere numerische

Auswertung von A- für die in diesen Experimenten auf -

tretenden ß-Energien zeigte jedoch, dass die theoretisch zu

erwartenden Positronenanzahlen viel zu klein sind, u m

diese Experimente erklären zu können .

Nach der Fermischen Theorie 3 besteht ein ß-Zerfall

darin, dass sich ein Neutron in ein Proton verwandel t

unter gleichzeitiger Emission eines Elektrons und eine s

Neutrinos . Weiter ist die Wahrscheinlichkeit dafür, das s

ein solcher Prozess stattfindet, in erster Näherung propor-

tional dem Quadrat der universellen Konstante g der Fer -

mischen Theorie. Wegen der elektrischen Ladung des Elek-

trons und des Protons stehen diese Teilchen in elektro -

Inagnetisciier Wechselwirkung mit den virtuellen Elektronen ,

welche nach der DIrAc'schen Theorie 4 des Positrons alle

C . MØLLEn, Nature, 137, 314 (1936) .
2

A . I . ALICHANOW, A . I . ALICHANJAN, M . S . KOSODAEW, Journ . de Phys .

7, 163 . (1936) .

E . FERAn, Zs . f. Phys . 88, 161 (1934) .

D>nAC, Principles of Quantum Mechanics, 238 (1930) .

*
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Zustände negativer Energie auffüllen . Diese Wechselwirkun g

bewirkt, dass das ß-Elektron während seiner Erzeugun g

einen Teil seiner Energie an ein Elektron in einem nega-

tiven Zustand abgeben kann, wobei das letztere Elektro n

in einen Zustand positiver Energie übergeht . Es entsteht

dabei in der Verteilung der Elektronen in den negative n

Zuständen ein »Loch«, welches in der DIRAc'schen Theori e

als ein Positron interpretiert wird . Man erhält also in dieser

Weise in höherer Näherung die Möglichkeit eines Pro-

zesses bei dem sich ein Neutron in ein Proton verwandel t

unter gleichzeitiger Emission eines Neutrinos, zweier Elek-

tronen und eines Positrons .

Da die Wechselwirkungsenergie zwischen zwei Teilche n

der Ladung plus oder minus e in erster Näherung propor-

tional e 2 ist, wird die Wahrscheinlichkeit des erwähnten

Prozesses proportional (ge2 ) 2 , oder aus dimensionellen Grün -

den proportional (ga)2

	

e2 =
1, wo a =

FCC

	

137
die Feiustruktur -

N+
konstante bedeutet . Für

N-
ergibt sich als o

wo k eine Funktion der oberen Grenze des ,3-Spektrums

ist, die wir in § 1 und § 3 genauer bestimmen werde n

(vgl . Fig. 2) .

Wie aus § 1 hervorgeht, haben wir den Prozess bei de m

die zwei Elektronen und das Positron entstehen als eine n

Elementarprozess höherer Näherung behandelt. Man kann

jedoch formal denselben Prozess auch als einen zusammen -

gesetzten Prozess behandeln, indem man erst das emit-

tierte ,6-Teilchen durch eine ausgehende Kugelwelle mi t

bestimmter Energie und mit einer Singularität im Nullpunkt
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darstellt, und dann die Wahrscheinlichkeit einer Paarerzeu-

gung durch diese Kugelwelle berechnet' . Trotzdem die

beiden Methoden in ihren Ausgangspunkten sehr verschie-

den sind, liefern sie doch, wie wir in § 2 zeigen werden ,

dieselbe Endformel . Dieses Resultat ist in Übereinstimmun g

mit dem Ergebnis von KNIPP und UHLENBECK 2, welche

gezeigt haben, dass die beiden Methoden auch bei der Be-

rechnung der Ausstrahlung von Lichtquanten beim ß-Zer-

fall dasselbe Resultat liefern: Es muss jedoch bemerk t

werden, dass man bei unserem Prozess im Gegensatz z u

dem Prozess von KNIFF und UHLENBECK die Ladung des

Protons mitberücksichtigen muss. In unserem Fall erhält

man nämlich nur Übereinstimmung zwischen der von uns

und der von TiszA benutzten Methode, wenn man in de r

letzteren der Ladung des entstehenden Protons in eine r

von ihm angegebenen Weise Rechnung trägt (vergl . § 2) .

§ 1 .

Wie in der Einleitung erwähnt, kann sich ein Neutro n

nach der Fermischen Theorie in ein Proton verwandel n

unter gleichzeitiger Emission eines Elektrons und eine s

Neutrinos . Die Wahrscheinlichkeit dieses Prozesses ist i n

erster Näherung bestimmt durch das Matrixelement de r

Wechselwirkungsenergie zwischen den schweren und de n

leichten Teilchen (Neutronen, Protonen beziehungsweis e

Elektronen, Neutrinos) .

Geht das Neutron vom Zustand N über in ein Proto n

im Zustand P unter Emission eines Elektrons im Zustan d

s und eines Neutrinos im Zustand o-, hat dieses Matrixele-

ment die folgende For m

Vergl . L . Tisza, Sow. Phys . 11, 425 (1937) .

2 J . K . KNIFF und G . UFC .ENBECa, Physica, III, 425 (1936) .
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(PI cs,l N) = g ~ ØN (X) p (X)• dis (X) d m6(X) dX ,

	

( 1 )

wobei DU N (X), ti'P (X), 2~i s (X) und T, (X) die Eigenfunk -

tionen des Neutrons, Protons, Elektrons und Neutrinos in

den betreffenden Zuständen sind, und die Integration fiber

den ganzen Raum zu erstrecken ist . Ferner ist g die uni-

verselle Konstante der Fermischen Theorie und

0 =1 0 0

~ +1 0 0 0
(Y _

0 0 0 + 1

0 0 =1 0

Wenn man den Einfluss der Kernladung auf die Eigen-

funktion des Elektrons vernachlässigt, so dass man für yVs

und ebene Wellen benutzen kann, wird die Wahrschein-

lichkeit dafür, dass ein ß-Elektron mit einer Energie zwi-

schen E und E+ dE emittiert wird für »erlaubte« eber-

gänge nach dieser Theorie gleich

W (E) dE = g2 2 2T (4 702
(P

I
1 I N)

h (he) 6

(D=E)2 •dE,

2

	

2 = rn2c4)lj2
E (2)

wo D die Differenz der Energie des Kernes vor und nach

dem Prozess ist . D ist also gleich der oberen Grenze de s

,B-Spektrums, wenn man die Ruheenergie des Elektron s

miteinbezieht . Ferner ist

(P I 1 I N) _ ON (X) `If1~ (X) • dX,

was man aus (1) erhält unter der Voraussetzung, dass di e

DE BROGLIE-Wellenlängen des Elektrons und des Neutrinos

gross sind im Vergleich mit den Kerndimensionen .

(3)



Ober die innere Paarerzeugung heim 3-Zerfall .

Um nun den in der Einleitung erwähnten Prozess z u

erhalten, bei dein ein Positron entsteht, müssen wir ausse r

der Fermischen Wechselwirkung zwischen schweren un d

leichten Teilchen auch die elektromagnetische Wechselwir-

kung zwischen Elektronen unter sich und zwischen den

Elektronen und Protonen berücksichtigen, und zwar ge-

nügt es nicht einfach die Coulombwechselwirkung zu neh-

men, da die ,6-Teilchen Geschwindigkeiten haben, welche mit

der Lichtgeschwindigkeit vergleichbar sind . Die elektromag-

netische Wechselwirkung zwischen den Elektronen gestatten

einen Übergang bei dem ein Elektron übergeht vom Zu -

stand 1° in den Zustand 1, während gleichzeitig ein zweite s

Elektron übergeht vom Zustand s in den Zustand 2 . So -

lange man sich nun auf die Näherung beschränkt, in de r

die Wahrscheinlichkeitsamplitude proportional dem Quadra t

der elektrischen Ladung ist, kann man bekanntlich' di e

Wechselwirkung beschreiben durch Einführung eines Ope-

rators, dessen Matrixelement für den betrachteten Übergan g

(1°, s) -* (1, 2) die folgende Form ha t

(1, 2 ~ U ~ 1 °, s) = (2 ~ = e

	

(x) = e (a , A L, L. (x)) ~ s) . (4)

01, r (x) und Al i° (x) bilden zusammen die zur Zeit t = 0

und an der Stelle x genommenen Komponenten des Vierer -

potentials, welches der dem Übergang 1°-> 1 zugeordnete n

Ladungs- und Stromverteilung entspricht .

Für den Fall dass 1° und 1 beide freie Zustände sin d

mit den Eigenfunktione n

C . MØLLER, 1 : Zs . f. Phys . 70, 786 (1931) ; II : Ann . d . Phys . 14 ,

531 (1932) . L. ROSENFELD, Zs . f. Phys . 73, 253 (1931) . H. BETHE un d

E. FERMI, Zs . f. Phys . 77, 296 (1932). V. A . FocE und B . PonoLSRY, Sow .

Phys . 2, 275 (1932) .
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u l° ~c (p l°, x)

	

ul iTe (pl, x)

IN° = I
/

°
e

	

, ?PI =
v

. e

	

(5)

hat man'

h 2 C2e
(j)l, l` _ =

	

- !
TG V pl° -p t 1 2 -(El° E1) 2

(Pi° - P1, Xr~c
h 2 c2 e

	

û l a u l° . e
Al, 1° =

7L V ~ pi° -pi 1 2 (E l . = Ei) 2

Hier bedeuten

	

undp, E l die Impulse und Ener -

gien der Elektronen in den Zuständen 1° und 1, während

und ui die entsprechenden vierkomponentigen auf ein s

normierten DIRAc'schen Wellenamplituden darstellen . End-

lich ist V wie gewöhnlich das Volumen eines grossen

Kastens, in dem wir uns das ganze System eingesperr t

(lenken .

Entsprechend ist die Wechselwirkung zwischen Proton

und Elektron beschrieben durch einen Operator mit de m

Matrixelement

(L P '

	

= (P l+ e (Di, 1° -i- e (aP, A1,1°) 1P ' ), (7)

wo P und P' zwei Protonenzustände sind, und aP der Di -

RAC'sche Matrixvektor für das Proton darstellt .

Es ist nun klar, dass man in höherer Näherung einen

Prozess erhalten kann, bei dem das ,8-Teilchen im Moment

seiner Entstehung einen Teil seiner Energie an ein Elektron

in einem Zustand negativer Energie abgibt, so dass sic h

ein Neutron im Zustand N in ein Proton im Zustand P

verwandelt unter Emission eines Neutrinos im Zustand

zweier Elektronen in den Zuständen 1 und 2 und eine s

loc . cit . C . MØLLER, I Seite 789, Formel (4) .

i

	

)
Rc ( - Pi, x

ui ° e

(6)
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Positrons, das dem freigewordenen negativen Elektronen -

zustand 1° entspricht .

Die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit für diesen Prozes s

ist dann nach der gewöhnlichen Störungsrechnung gegebe n

durch

2 u-
Ô(EN-~E1°-Ep=E,--E1-E2) '

~ ( 1 a 2 1 U l 1 ° , S)(P I cs61 N) +

	

'(1,PI Up ( 1°,P')(P'Ie2,IN) (8)

E l + E2= E1° =Es

	

p''

	

El -I-Ep= El ° =Ep ,
2

= (dasselbe mit 1 und 2 vertauscht )

wo die Summationen über s und P'- über alle Elektronen -

bzw. alle Protonenzustände zu erstrecken sind . Das letzte

Glied (dasselbe mit 1 und 2 vertauscht) ist ein Austausch-

glied, das der Gleichartigkeit der beiden Elektronen Rechnun g

trägt . (8) verschwindet also wie das Pauliprinzip verlangt ,

wenn die Zustände 1 und 2 identisch sind .

Wir setzen jetzt für die Eigenfunktionen der Elektronen-

zustände 2 und s die ebenen Wellen

	 112

	

(P2'

	

(~)
Ile

	

x)

	

us

	

!lc (ps,
x)

~2 =
V

/, 'e

	

' ~ßs =
V

, / 2 . e

indem wir hier überall den Einfluss der Kernladung ver-

nachlässigen .

Einsetzen von (6) und (9) in (4) ergibt dann

(1
2

I
U

I
1 ° s) =

h2 c2 e 2 r~ 1 u1° - û 2 us = (h i a ale , û 2 cc us )

7,.
172

	

I P l° -P1 12 (E l ° = El)''

±e~~ (~,l° - pl = p2 -~-?~s , x;)
dx .
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Das in (10) auftretende Integral über das Volumen des

Kastens ist wegen der Orthogonalitäl der Eigenfunktione n

gleich Null, ausser wenn p s = p '

= Pt + p2 -_Pr.°

	

(11)

und ist in diesem Fall gleich V, so dass der Impuls im

Gegensatz zur Energie beim Übergang in einen Zwischen -

zustand erhalten bleibt . Daher reduziert sich die Summa-

tion über s in (8) auf eine Summe über die vier zu de m

durch (11) gegebenen Impuls ps = p ' gehörigen Zustände .
Diese letzte Summation lässt sich mit Hilfe der von CAsrnnR 1

stammenden Methode ausführen ; zum Beispiel wird unter

Benutzung von (1) und (3)

i u 2 u s (P cs o, l N)

	

g

	

i il2 (E -}- H') us - li s cl û Q

, E1 -E 2 -E l° -Es V

	

E 2 =E 2
NS

=1,,

	

s

_

	

P 1 . N
V E 2 ~ p ,s _ m 2 c4 u a (E + H') il s ,

wo

gesetzt ist .

Far die Summe über s in (8) erhält man so, indem ma n

H' = - (rti, p ' ) =,6mc 2

E - E1 + E2 - E1 - I (13)

(12)

(PlllN) =

I = E2 =p '2 -1n 2 c4 , Il

gesetzt hat,

- (I=' r° - Er) 2 - Pf + iJr 1L (14)

_g7I1r,

T

2 TL2 m2 (PIIN) [urur°'Z22-(Li1a11 1 ° , ü 2 a)] +(E--H' ) aria _-

I - 1

.
gh 2 c2 c 2

__

	

e
acV2
	 (P~ 1

~ N)'X18 ,

wo X12 als Abkürzung eingeführt ist .

' H . CASIMIR, Hcly . Phys . Act . 6, 287 (1933) .

(15)
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Bei der Auswertung der Summe über P' in (8) kann

man das zweite Glied in (7) vernachlässigen, da es pro-

portional ist dem Verhältnis zwischen Protonengeschwin-

digkeit und Lichtgeschwindigkeit . Benutzt man ferner, das s

unter den früher erwähnten Voraussetzungen über die D E

BROGLIE-Wellenlängen der' Elektrone n

s(P1°=7Pl, X)

	

0 für P'~ P
zEY ZIJ2>,'e -

	

dX = ~ ufP r1~P, dX = 1 - P' - P

erhält man für die Summe über P' unter Benutzung von (6)

gh2c2e2

	

û1 tie rz2 ô ü„

	

gh2 c2 e 2

+ 7c V2
	 (PI l I N) .h (Ei = E1 °) + n.

	 (P I 1 I N) X,P 2 (16)

wo X wieder als Abkürzung steht .

Wir fragen jetzt nach der Wahrscheinlichkeit eines Pro-

zesses, bei dem p1 in dem Interval [.dSQ 1 ; (E 1 , E l + dE1)] ,

p2 in [dS2 2 ; (E2, E2 ± dE2)], p, in [dS? Q ; (E 6 , Ed ± dE«) ]

und schliesslich +p1° in [dQ 1 ° ; (= E1 °, = Ei°+ dE+)] liegt,

wobei dSQ 1 usw. die Raumelemente der respektiven Emis-

sionsrichtungen bedeuten. Diese Wahrscheinlichkeit erhäl t

man aus (8) durch Multiplikation mit den Faktore n

VdP 1 p 1 E1 dE 1 VdS? 2p2 E2 dE2

(hc) 3 '

	

(hc) 3

	

.

17dS?1°P1° { El -

	

dE+

(he) '

welche die Anzahl der Zustände in den betreffenden Inter -

vallen angeben .

Wir summieren jetzt diese Wahrscheinlichkeit über all e

Zustände des Neutrinos und über alle Spinzustände der

Elektronen und des Positrons . Ferner integrieren wir liber
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alle Raumwinkel und erhalten dadurch die Wahrschein-

lichkeit dafür, dass die beiden Elektronen und das Positron

mit Energien in den Intervallen (El , E1 + dE 1 ), (E 2 , E2 + dE2 )

und (=- E 1 ° , = E1 ° + dE +) emittiert werden . Indem wir die

Energie = E. des Positrons auch mit E+ bezeichnen ,

E,N, = EP = D setzen und (13), (15) und (16) benützen ,

erhalten wir für diese Wahrscheinlichkeit den Ausdruck

P (E1 , E2 , E+ ) dE, dE2 dE+ =

27c V4P1E 1 p2 E2(D
-E)" p 1° E+ g2 (hc) 4 e' I (PI II N)1 2 (~~)4 • (18)

h

	

(hc)12

	

~2 V4

-f(E1, E2 , E1~) dEl dE2 dE+ ,

f (E1, E2, E1 °) - (47r)4 ~
d~t~ da2

.
d2 °

.
dn

(19)
e

	

P

	

e
1' )(12-~12-

	

_
(~21

	

ly2 1
P

) 1
2

•

Hier bedeutet Summation über die zwei möglichen Spin -

zustände der beiden Elektronen, des Positrons und des Neu -

trinos, während X' 1 und X 1 aus Xi e und ~I'P2 durch Ver-

tauschung von 1 und 2 hervorgehen .

Mit Hilfe von (2) kann man schliesslich (18) in der fol-

genden Form schreiben

2. 2

P(E1 , E2,
E+)

	

e

	

4

	

W
Pi L11)2 E2P1°E

	

(E) ~
ic Tc

	

E (F. 2 = m 2 c4) /2 (20)

f(E1, E2 , E1°) .

Die Formel (20) gilt unverändert, wenn man statt de s

Fermischen Wechselwirkungsansatzes den Ansatz von Ko -

NOPINSKY und UHLENBECK 1 benutzt, nur hat man dann fü r

E . J . KØNØPINSPV und G. E . UHLENBEC«, Phys . Rev . 48, 7 (1935) .
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W(E) den entsprechenden Ausdruck einzusetzen . Vielleicht

gilt (20) sogar unabhängig von speziellen Annahmen übe r

den Mechanismus des ß-Zerfalls .

§ 2 .

Bevor wir zu einer näheren Auswertung von (20) über -

gehen, wollen wir jetzt zeigen, dass diese Formel sich auch

mit Hilfe der von TiszA benutzten Methode ableiten lässt .

Da in der Arbeit von TiszA die allgemeine Formel nicht

angegeben ist, indem er schon bei der Herleitung seine r

Endformeln gewisse Approximationen einführt, müssen wi r

hier erst kurz die Ableitung der allgemeinen Formel mi t

Hilfe dieser Methode skizzieren .

Nach TrszA beschreibt man das ausgehende ß-Teilchen

mit der Energie E durch eine passende Mischung der fol-

genden vier singulären Lösungen der DIRAc-Gleichung,

welche alle auslaufende Kugelwellen darstellen .

~

	

ihc

	

ô

E+ mc2 (\ax

+
=N

	

ihc alpa
'

	

E+ mc2 az
U

0

	

ihc

	

a
E -{- m c2 az

U

	

= N { ihC

	

a

	

å

a= E+mc2 (ax + j ay

U

0

(21)

Na EU

10
U

ihC

	

a
i

a
---

	

- = -
E -mc2 ax ay

I U

ihc

	

a
E- mc 2 az U

ihc

	

a

	

a
lE-~nc2 7x +iayihc

	

a
F=mc2 az

U

(22)
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J
~c pr

L' = e r
(E + E a u-0)72

87rpc

1 für a = a1

1 für a = a2

p
= (E2 _ ln2 0)1/2Nn =

Die Lösungen a 1 und a2 entsprechen den Fällen I = 0,

j = 2 bezw. 1 = 1, j =

	

und sind so normiert, dass de r

gesamte Strom durch eine grosse Kugel gleich eins ist 1 .

Wir berechnen jetzt die Wahrscheinlichkeit dafür, das s

das ,8-Teilchen von einem der vier Zustände a in einen

Zustand 2 während gleichzeitig ein Elektron in dem nega-

tiven Zustand 1° in den positiven Zustand 1 übergeht . Um

diese Übergangswahrscheinlichkeit zu erhalten, bilden wi r

die dem Übergang a -}2 entsprechende Strom- und La-

dungsdichte

~c (E=E2 ) t

	

-

	

fic(E - Ez) t-ee

	

ce '~2 ae

	

(23)

wo Y2 durch (9) gegeben ist . Wie Tfsz A bemerkt bat, er -

fallen die Ausdrücke (23) die Kontinuitätsgleichung nu r

ausserhalb des singulären Nullpunktes, was damit zusam-

menhängt, dass î~r nur das auslaufende ,B-Teilchen un d

nicht das im Kern entstehende Proton beschreibt. Um die

Kontinuitätsgleichung zu erfüllen, müssen wir daher in (23 )

ein Glied hinzufügen, das nur im Nullpunkt von Null ver -

schieden ist und der entstehenden Protonenladung Rech-

nung trägt . Wie in § 1 können wir auch hier die Bewegun g

des Protons vernachlässigen, so dass in (23) mir die La -

Vergl . KNIPP und UHLENEECK, loc cit . p . 427 . (21) stimmen, abge-

sehen von triviellen Phasenfaktoren . mit den Lösungen von K . und U .

überein .



Über die innere Paarerzeugung beim ß-Zerfall .

	

15

dungsdichte zu modifizieren ist . Nennen wir die zusätzlich e

c(E E2 ) t

Ladungsdichte 9
2

a • e

	

, so lautet die Kontinuitäts -

gleichung

_

+ hc
(E - E2) [- e • ~ 2 ~a + E'a, a~ + divi ce

	

2tp 2 a pa = 0 . (24)

Wenn man diese Gleichung über eine Kugel mit Radius r

und Zentrum im singulären Punkt integriert und dann r

gegen Null gehen lässt, erhält man mit Hilfe des GAUSS ' -

sehen Satzes

hCCf (x)

	

-
I~

	

~I '
02, a

	

lim

	

ce- 2p2 an yJ a • d6 ,
i (E - E 2 ) 7 • -÷- o

wo å(x) = à(x) • å(y) d(z) und ö(x) die DIRA c 'sche Deltafunk -

lion ist . Das Integral in (25) ist über die ganze Oberfläche de r

Kugel zu erstrecken, und a n bedeutet die Komponente vo n

a nach der äusseren Normale . Durch Einführung der Aus -

drücke (9) und (21) für y~2 und yi n in (25) erhält man

durch elementare Rechnun g

(hc) 2 Na å (x)

° a = + e - ,
12

	

uz ~a'

	

(26)
7r V (E + L'2 ) (E + fa Inc')

wo die Grössen ull, un bzw. u , un= die Amplituden de r

vier verschiedenen ebenen Wellen mit dem Impuls Nul l

und der Energie + incl bzw. - Inc' darstellen, also

(25)

00

1

0

0

1

0

0

=lli + =---
a o

(27)
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Die erwähnte Übergangswahrscheinlichkeit ist nun gleic h

2 7u
å (E - E2 +El°- El)

~
(1 I ecl)2 -e (CC,A2 • a) I 1°)-f -

(28)

(dasselbe mit 1 und 2 vertauscht)
2

.

Hier sind 02 a und A2 ,a die zur t = 0 genommenen retar -

dierten Potentiale, welche der Ladungsdichte 92, a = - e 2 yia-I-_
9 2, a und der Stromdichte ec • 2,L' 2 a Pa entsprechen .

Zum Beispiel erhält man unter Benutzung von (5 )

i, i,.,
02,a 1_0)

- it al- _~ _,_

	

(x) dx' e
:!! (I=-E2)x-x'

2, «.►

	

Ix - X ' I
fic_ eZl2'1pa'e_ (ps , x)

Tr1 / ,
e11 (p1°- 2~1 , x') ~ L1l

	

dx

+ = e h 2 c 2 Na cl (a^) • û 2 u a

Tr V iz (E - E2 ) (E + e a me")

~tc(1h °-,x)

~ I pl° -p 1 12 - (E - E2)2

e
(h c) 2

In derselben Weise erhält man

( l I A2 a I 1 °) =
111Tr1° • ~ daïCe • u 2 a

11~l

	

)

. (hC) 2	
eg c 1°

- ~~ i x

7r I2"~l°- p1I 2 =(E - E2 ) 2 .

Weiter erhält man leicht mit Hilfe von (11), (14) und (21 )

~

	

L

(1C
(lxl °- - ~ °_, x)

	

(I02
dx =

	

in I
	 Nawa ,

wo die Spinoren wa gegeben sind durch

(P25 x)
a 'e

	

•

(30)

'tp a e (31)
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(32 )

~

	

• ~ p ~

	

LP y ~
~ E-♦-rnc 2

JJ~ P
w

I

"' E+ me'

	

wae _

0
I
~

l

	

1

	

~

~

	

0

r = ~ _ Px- il',

	

~
LU az E=712C 2

P .z

	

I
~I

~

	

E =mc2

	

l

Pz	 ~ ~
E-}-mc 2

_ px + iP y

E -I-rnc2

1
0

1

0

E=mC2

P -I- 2P_

E = mc 2

Also erhält man unter Benutzung von (14), (22), (29), (30) ,

(31) und des Energiesatzes E = E2 = E1 E1., der durch

die Deltafunktion in (28) gesichert ist,

1

	

(heye2

	

1
( 1=eØ► 2 cl -

e (a , A2a) ~ 1°) =	 	 _ 	 ~

1-

	

/ 2
7c 2 ir

	

(8 ~c pc)
1

(E~- ea mc2)

	

(33)
E i f a mc 2

	

Zil u l° u 2 ti a .
l
l1	 It	

1

	

[t1 1 u 1 ° iL 2 La a = (it l a u 1 °, û 2 a Lva)] ± Ii (~1 _	 ~i0~

1
.

Durch direkte Ausrechnung findet man leicht, das s

(E + s a int g) w = (E d- H') Lia

	

(34)

wo H' und Li a durch (13) und (27) gegeben sind . Wir er -

halten jetzt die Wahrscheinlichkeit, O a , einer Paarerzeugung

bei dem die Energie des Elektrons bzw. des Positrons zwi-

schen E1 und E 1 + dE1 bzw. E+ = = E1° und
E++

dE+ lieg t

durch Multiplikation von (28) mit den Zustandsdichte n
Vidensle . Selsk . klatli .-fys. Medd . XV, 9 .

	

2
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Vp 1 E1 dE1 dS? 1

	

Vp2 E2 dE2 dS3 2

	

Vp 1 °E+ dE+ d5? 1 °

(%lc) 3

	

'

	

(hc) 3

	

'

	

(hc) 3

und Integration über dE2 , d5? 1 , d5Q 2 und dS 1° sowie Sum-

mation über die beiden Spinrichtungen der beteiligten Teil-

chen. Es ergibt sich mit Hilfe von (34 )

Ø dE dE+ = ( e2 ) 2 4 Pt E tp3 E2pt°E1dE1 dE+ 2
a t

	

he 7i2

	

p (E + €amc2)

	

(4,) 3 .

d~1 Sd .Q3 Ç d9, Aua

wo E2 hier überall gleich E = E1 = E+ zu setzen ist, un d

der Spinor A gegeben ist durch

A = [Illu1° .
	 lZ2 =04 1 a ut°,5 2 a)] (E +H') .	 ä t u1°'n2	I1•I

	

It .(Et-Et°)
(36)

= (dasselbe mit 1 und 2 vertauscht) .

Wir müssen jetzt die Oa's in denjenigen Verhältnissen kom -

binieren, in welchen die ip 's in den ,6-Strahlen vertrete n
sind. Wir bilden also

Z ga =

	

(37 )
a

und entnehmen die Gewichte 9a aus der Fermi'schen Theo -
rie . Nach KNIPP und UIILENBECH 1 is t

_

	

E +mc2

	

_

	

E =mc2

- ga'

	

4 E

	

'

	

ga,

	

ga x

	

4 E
oder

E + E a n2C2

c

(35)

(38)

loc . cit ., p . 430 .

g a = 4 F_
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Setzt man (35) und (38) in (37) ein, heht sich der Faktor

E -}- sa me' weg, so dass die Summation über a in (37) sich

auf eine Summation des Ausdrucks Aua 2 über die vie r

verschiedenen Zustände ua mit dein Impuls Null reduziert .

Mit Hilfe der Vollständigkeitsrelation erhält man

Au a l 2 = AA .
a

Multiplizieren wir endlich Ø in (37) mit dem Energiespek-

trum W(E) der ß-Strahlen, erhalten wir schliesslich unte r

Benutzung von (22) die Grösse

1,
(Et F2 E) _((e2

2 42
pt Et p2 F2Pt° E+_ W (E)

) ~c E (Ez = m2c4) /
:, (4 ~)3

(40) .

~ dS2 1 Ç cIS-2 2 021°~ iAA .
s,sz,s, e

was, wie man leicht sieht, mit (20) identisch ist . Wenn

man nämlich die Ausdrücke für X1 2 usw. in (19) einsetzt ,

bemerkt man sofort, dass sich f in (20) in der folgende n

Form schreiben lässt

(39)

1
f

	

(4 7c)3
~dS~ l ~d53 2 d.l? 1e

1
~ dS?

4 7c ~

	

c
s„sz,s,o

AdrzG 1 2 .

Führt man jetzt die Summation fiber die beiden Spin-

richtungen und die Mittelung über alle Raumrichtungen

des Neutrinos aus, erhält man

1	 `

	

-

(4 ~) 3 J dS21S
dS3 2 ( dS? 1 o

	

2- AA ,

sl , se, s,

wodurch (20) und (40) identisch werden .

2*
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§ 3 .
In den erwähnten Experimenten von ALICFIANOW usw .

misst man direkt die Energieverteilung der Positronen so -
N+wie das Verhältnis

	

der totalen Anzahlen der emittierten

Positronen und Elektronen . Die aus unserer Theorie fol-

gende Energieverteilung TVV+(E+ ) der Positronen erhält man

aus (20) durch Integration über die möglichen Werte von
E l und E2 , d . h .

(~ D=L'+ =nlc3 i 1)=E+ =E ,

W+(E+) = dE2

	

\ dEiP (E 1 , F.2 , E+) . (41)
Inc'

	

tl Inc'

Die Integrationsgrenzen folgen aus der Bedingung, dass die

vom Kern abgegebene Energie D zwischen den vier emit-

tierten Teilchen zu verteilen ist ; hierbei ist, wie überall ,

die Neutrinomasse gleich Null gesetzt . Man sieht, dass da s

Positronenspektrum sich über das Interva l

mc 2 < E~ < D = 2 mc 2

	

(42)

I-12 me'

W+(E+) dE
Inc '
I)

s W (E) dE
IIIC '

Bevor wir aber (41) und (43) numerisch auswerten können ,

müssen wir erst die Spinsummationen in (19) ausführen .

Durch Ausquadrieren von I X12 -= X22 - X 21 + X21 1 2 erhäl t

man offenbar sechzehn Glieder . Die entsprechenden sech -

erstreckt .

Für 1N_ erhält man als o

N+

N-

(43)
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zehn Spinsummationen können wieder mit Hilfe der CASI-

MIR ' schen 1 Methode ausgeführt werden . Die Rechnungen

sind elementar aber langwierig . Wir haben in den Schluss-

formeln die folgenden Symbole für die auftretenden Vierer-

vektoren und deren Verknüpfungen eingeführt :

Pt = {p1 , E 1 }, Pz = {1)2, E 2 }, P 1° = {p1 °, E l°} ,

P' _ {p ',E } = P1 +P2 =P1 °

(P1, P2) = E1 E 2 -0) 1 4)0, (P' , Pr°) = EE1 ~ = (p' , p i .) u.s .w .

[Pt , P2 ] = E 1E2 +(1h, P2), [ P' , P1°] = EE1~+(p', pe) u.s .w.

Es gilt offenbar

(P1 , Pl ) = Ei =pi = m2 c4 = (P2, P2) = (Pi.°, Pc)

[P1 ,P1 ] = Ei+pi = 2Ei=m2 c4 u .s.w .

(44)

Dagegen ist
(P ' , P') >-_ 9 m 2 c 4 .

Die runden Klammern sind relativistisch invariant im Gegen-

satz zu den eckigen Klammern . Die letzteren treten nur in

denjenigen Gliedern auf, welche von der Protonenwechsel-

wirkung herrühren, was damit zusammenhängt, d-ass di e

schweren Teilchen von Anfang an unrelativistisch behan-

delt worden sind . Unter Benutzung von (44) erhält rna n

dann für die sechzehn erwähnten Glieder, nachdem scho n

die Integration Tiber die Raumrichtungen des Neutrino s
ausgeführt ist :

loc . cit .
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14

	

=Çds7IXl 2

	 4	 	 ~
2 I1 E1E E1°

[m2 c -I- (P 1 , P2) -(P1 , P1 °) - (P2 , Pl. ) ]

• [m 2 c 4 E2 - E1° (Pi , Pa) -E1(P1 °, P2 )] +

- E ( 2 m 2 c 4 [(P1, P2) -- (P2, P1°)] + mL c4 [(Pt, P1°) - m 2 c4 ] +

- (P1, P2) [(P1°, P1)+ (P1°, P2) ] ± (Pi . , P2) [ (P1 , P2) (P1, P 1°)]}}

(45)
	 (
4 Trl dS~~~ X21 2 = (dasselbe mit 1 und 2 vertauscht) .

4
.7r

ds?~~

	

=
4~r ,

d52R~ Xi2 X2, _

.
	 1	 j 4 m z c4E(P

1, P2) -I -I I1 'I2 'E1 E 2 E 1 ° ~

= 4E(P',P1°) [(P1 , P2 ) =m 2 c 4 l +

-I-4E1 °[tn 2c 4 -f-(Pi ,P2) - (,°)- (P2 , P1°) ] [(P1, P2)- m2c4 j
}

Diese vier Glieder enthalten nur die Wechselwirkung

zwischen den Elektronen im Gegensatz zu den jetzt folgen -

den zwölf Gliedern, welche auch von der Wechselwirkun g

zwischen Proton und Elektron abhängen . Vernachlässigun g

der letzteren Wechselwirkung bedeutet also, dass nur die

Glieder (45) in (19) übrigbleiben .

` d
.2.4 Tr, 2 I

=

	

-	 1	 	 2 4
IT (T'1 -E1°)2ElE

.,Fj~•lE2([P1,P1°]+ mc) '

~P
2 =

	

4 7rS
d S2,1' I Ì 21 1

	

(dasselbe mrt 1 und 2 verta .uscht) .

	

>(46)
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~

4lrÇ
d53G~Xi2X21 - 4Tr

S .

d9~ZX21XP
=

1

	

_

- 4I1 I2(E1 El) (E2
EloP~ , P2~ + In2c~)-}-

1 'E2

	

('L
- 1

+ E I ([ Pc, P2] + m 2 c4) + E2 ([ ~i°~ Pi] + m2 c 4) - 2 El E 2 E 1° }

(46)

1 1'•

4 cl d9"
• h .

-n
,

e12

	

dS?a ~ X12124 TrX ie

(47 )

1
•

(Ei Eto)

	

E2

	

l ([P4 , P1 °]-I- )n 2 c 4) ([P', pil l + m 2 c4 ) +
I• li •

	

=

	

E l E 1 °

= E 4° E 2 [ P' , P1 ] = E1E2 [P', Pi °] + EEi ° (P1, P2) + EE1(P2, P1°) }

~ dSI~

	

• , I~

	

1

	

P

	

e

4Tr,

	

X21 ~21 = 4 Tr,~ d2~
/ ~Y21X21 =

(dasselbe mit 1 und 2 vertauscht)

_
d_~r~ X2 1• X p4 ;r,

	

s = 4 ;,,~
dI?rZX1zX21 =

1

	

', P2 ] + ~n2 c4)2I•Il'I2'(E1Ël°)FiE2Ei-

	

([P

([P4°, Pl] +m2 c4)+[P2,P°] [P', Pl] +

± (P4 , P2) (P' , Pe) + 2 m 2 c4 (E E 4 + Ei- E + E 2 El° + E 1 E2) }

3

	

_ ~

4TC
dS2,~ X1ti Xar = 4TC~

d2c~~~Y i X 1 2

(dasselbe mit 1 und 2 verlauscht) .

Um jetzt f (E 1 , E2 , E4 o) zu erhalten, müssen wir noc h

die Ausdrücke (45) bis (47) über dQ 1 , dQ2 2 und d2 1 o inte-

grieren . Diese Integrationen sind jedoch analytisch schwer

durchfiihrhar, und 'da uns ausserdem die zwei Energie -
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integrationen in (41) fehlen, sind wir bei der Durchführun g

der Rechnungen auf numerische Methoden angewiesen . Da

aber eine mehrfache numerische Integration eine sehr er-

hebliche Rechenarbeit erfordert, und da es hier auf grösser e

Genauigkeit nicht ankommt, machen wir die folgend e

Approximation, deren Berechtigung wir später diskutiere n

werden (vergl . p. 27 ff.) . Wir setzen in dem Ausdruc k

E1 E2 E+ f(E 1 , E2 , E t . )

EL = E 2 = - E L ° = mc2 ,

wodurch der Integrand in (19) eine Konstante wird . Die

Raumintegrationen ergeben dann einfach einen Faktor (4 m) 3 ,

und man erhält

9
E1 E2 E.

+ f = 128 (mc2 ) - s.

Indem wir von ,jetzt an alle Energien in Einheiten me 2

ausdrücken, erhalten wir für (41) unter Berücksichtigunge 2
von (2), (20), (48)

	

he

	

137

~

	

D-B+-t
147+(E-l ) = 2 .16 x 10-5 .K .

(E+~
- 1)1/' dE 2

~ D,-E+ -E,

~ dEt (E ± 1 ) 1/2 (E2 = 1) 1l2 (D = E 1 = E2 = E+ )2	 9= (49)
, ~

	

12 8

= 2.16x 10 =5 . K . (E-1) 1/ 2 . G 1 (,E+)

mit

	

K= g2 2 7ç

((hc4

~))?
I(P

I
1+ 1V) 1 2 (mc2 ) 5 .

	

(50)

Ebenso wird (2)

	

W (E) = K• (E 2 = 1)7'• E • (D= E) 2 .

	

(51 )

(48)
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Die erste Integration in (49) wurde analytisch ausgeführt ,

die zweite dagegen numerisch. Man erhält z . B. für D = 7 . 2

(Ra C, obere Grenze des 4-Spektrums bei 3 .16 M . V.) die

Kurve in Fig . 1 .

Für andere Werte von D erhält man Kurven mit genau

derselben Form . Vor allem bemerkt man, dass das Maxi -

mum viel weiter links liegt als bei den gewöhnlichen ß- .

Spektren, indem die Kurve nach rechts einen sehr flache n

Schwanz hat. Wie wir später sehen werden, ist dies Ver-

halten nicht durch die angewandten Approximationen vor -

getäuscht, indem auch die exakte Kurve dieselbe For m

zeigt (siehe p . 29) .

Jetzt können wir die Integrale in (43) erhalten, inde m

sich N+ durch numerische Integration der berechneten Po -
N+

sitronenspektren ergibt . In Fig. 2 ist N : als Funktion von

D graphisch dargestellt .

In derselben Figur beträgt der entsprechende Wert für

den Fall der KONOYINSKY-UHLENBECK Wechselwirkung 0 .23

für D = 7 .2 .
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~ -
Man sieht also, dass der theoretische Wert von

N-
auch

im besten Fall (D = 7 .2, RaG) um einen Faktor 10 3 kleiner

ist als die von ALICHANO\V usw . gefundenen Werte (ca . 2-
N+

-
3 X 10- 4). Ferner bemerkt man, dass N_ theoretisch sehr

Fig . 2 _

schnell mit D anwächst, während die Experimente für die

Elemente Rae, D = 7 .2, und Th (C+ C"), D 5 .4, unge-

fähr denselben Wert liefern . Die gefundenen Positronen

haben daher vermutlich einen ganz anderen Ursprung . l

Vergl . neue Versuche von A . I . ALICHANOW und P . E . SPIwAJ . Sow .

Phys . 11, 351 (1937) .
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Da jedoch N_, wie Fig . 2 zeigt, theoretisch sehr schnell

mit D anwächst, wäre es interessant, andere ß-Strahlen mit

sehr hohen oberen Grenzen des Spektrums nach Positrone n

zu untersuchen. Zum Beispiel sollte der hier betrachtete

Effekt bei Li b (D = 20 mc2 N 10 M. V.) sehr wohl beobacht-

bar sein, indem hier von der Grössenordnung 10- 4 ist .

Man könnte vielleicht glauben, dass der kleine Wert vo n

durch die in (48) gemachte Approximation verursacht

ist . Das ist jedoch nicht der Fall . Wenn man nämlich die

Funktion (48) nach oben ziemlich grob abschätzt, finde t

man, dass 1E1 E2 E
+ •

f für D = 7 .2 bzw. D = 5.0 sicher für

alle Werte von E l , E2 , E+, mit 3 < E 1 + E2 + E+ < D, be -

deutend kleiner ist als 12 .80110)+3 bzw. 3.03 (mc2)- 3 . Be -

nutzt man diese Werte statt (48) werden die entsprechen -

den Werte von V	 gleich 1 .8 x 10- 5 bzw. 2.0 x t0- 7 , was

noch immer wenigstens um einen Faktor 10 zu klein ist .

Zum Schluss müssen wir noch kurz die Berechtigung

der in (48) gemachten Approximation diskutieren. Wir haben

also die angenäherte Funktion (49) mit der folgenden ex -

akten zu vergleichen

• D- E -1- = 1 + D-E+-E,
VV+(E+) - 2.16 X 10 -5 - K (E+2

1)112
~ dE2

	

~ dEt
1

	

. 1

(Ez_1)
1/2 (E_1)1/2 (D E1 _E2 E+) 2 . El Ez E,+

•f(El , E2 , El °

= 2.16 x 10- ä •K (E+2_1)1 1 2•G(I:'+) ,

die man aus (41) erhält, wenn man (50) benutzt und wiede r

mc2 als Energieeinheit einführt . Die Approximationsfun.ktion

G 1 (E+) in (49) unterscheidet sich von der, exakten Funktio n

G (E+) in (52) dadurch, dass man in dieser d-en Faktor

(52)
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El E2 E+ • f konstant gleich seinem Wert für E 1 = E2 = E+ = 1

gesetzt hat . Das ist natürlich für nicht zu kleine D ein e

sehr grobe Approximation. Eine bedeutend bessere Approxi -

mationsfunktion, wir nennen sie G 2 (E+), würde man er -

halten, wenn man in E1E2E f nur E+ von vorn herei n

gleich 1 setzt . Dadurch wird der Integrand in (19) soviel ver-

einfacht, dass die Raumintegrationen sich verhältnismässi g

einfach analytisch durchführen lassen . G2 (E+) stimmt offen -
bar für E+ = 1 mit G (El ) überein und bleibt eine seh r

gule Annäherung, solange E+ = 1 < 1 ist . Für D < 4 ist ferner

G1 N G2 N G. Um aber zu sehen, wieviel sich G, (1) für

grössere Werte von D von G2 (1) = G (1) unterscheidet ,

haben wir den Wert der letzteren für D = 7 .2 berechnet .

Man findet G 2 (1) = G (1) = 4 .8 während G1 (1) gleich 3 . 6

war. Die Abweichung beträgt also sogar für den höchste n

in den Experimenten von Alichanow usw. vorkommende n

Wert von D nur 25 °/o .

In dem Gebiet E+ > D ± 3 erhält man eine andere seh r

gute Annäherungsfunktion, G 3 (E+), indem man den Fakto r

E1 E3E+ • f konstant gleich seinem Wert an der oberen

Grenze des Spektrums setzt . Da dort E+ = D ± 2 und so-

mit Et = E2 = 1, erhält man leich t

E

	

D 2 (D =2)
tE2E+ f 8(D-1) 4 .

Es ist also

D 2 (D=2) 12 8
G3 (E')

	

8 (D -1)4 9
•

G1
(E+) ,

wo der Faktor gegen 1 geht für D -- 3 .

Weiter erkennt man durch elementare Differentiation ,

dass die vier genannten G-Funktionen sowie ihre vier ersten

Ableitungen sämtlich an der oberen Grenze E+ = D - 2
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verschwinden, sodass sie alle und damit auch die ent-

sprechenden W+-Kurven den p . 25 besprochenen Schwan z

aufweisen . Eben aus diesem Grunde ist das Gültigkeitsgebie t

der G3-Kurve für die Berechnung der totalen Positronen-

anzahl N+ unwesentlich .

Aus allen diesen Gründen haben wir uns wegen de r

hier erforderlichen Genauigkeit mit der Berechnung der i m

Verhältnis zu G und G 2 viel einfacheren Funktion Gi (E+)

begnügt .

Zusammenfassung .

In der vorliegenden Arbeit wurde die innere Paarerzeugun g

beim ß-Zerfall theoretisch behandelt . § 1 gibt eine Darstellung

der Theorie sowie die allgemeine Formel für die Wahrschein-

lichkeit dieses Prozesses . In § 2 wird gezeigt, dass die vo n

TIszA für die Behandlung desselben Problems herangezogen e

Methode trotz des gänzlich verschiedenen Ausgangspunktes

dieselbe Endformel liefert wie die in § 1 entwickelte The-

orie. Schliesslich folgt in § 3 auf Grund der allgemeine n

Formeln des § 1 die numerische Berechnung des Positronen -
N+

spektrums sowie der relativen Anzahl

	

der emittierten

Positronen und Elektronen als Funktion der oberen Grenz e

des ß-Spektrums. Es zeigt sich, dass die theoretischen Wert e

von
N

viel zu klein sind um die Experimente von ALI-

CHANOW, ALICHANIAN und KOSODAEW Zü erklären. Da jedoch
N+

sehr schnell mit " der oberen Grenze des ß-Spektrums

anwächst, würde die innere Paarerzeugung bei Elemente n

mit höheren Werten der oberen Grenze des ß-Spektrums
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sehr wohl beobachtbar sein . Zum Beispiel ist bei Li b mit
N+der oberen Grenze bei 10 M .V .

	

von der Grössenord -

nung 10-4.

Zum Schluss möchten wir Herrn Professor N . Bonn

für sein freundliches Interesse an dieser Arbeit herzlichs t

danken .

Færdig fra Trykkeriet den 25. Marts 1938 .




