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n natiirlicher Fortsetzung friiherer Unlersuchungen werde
I ich jetzt zeigen, wie es mdglich ist, durch Anwendung
des Runge’schen Verfahrens fir Polverschiebung eine dop-
pelt-fastperiodische ganze Transzendente zu konstruieren.

Es sei unsere Ausgangsfunktion eine doppelt-periodische
Funktion mit Polen dritter Ordnung in den Punkten eines
Quadratnetzes, ndmlich in 2p4+1+i(2¢+1), wo (p,q)
alle Zahlenpaare mit ganzzahligen Koordinaten durchliuft.

Eine solche Funktion ist

J— K 1 '
fos) _Z (s—(2p+1)—i(2q+l))3’ )

(p, @)
wo § = ¢+ it

Es ist aber zweckmissig, diese Reihe folgendermassen
umzuschreiben:

ey —ﬁL 1 1
7 2 \s—@p—D—i@q- 1) (s—@p+1—i(2g—1)°

1 1 _
- (s—@p+1D—i(2q+1)° * (s—(@p—1)—i(2 q+1))‘”’}’

das allgemeine Glied der Reihe enthilt die 4 Glieder der
urspriinglichen Darstellung, welche den Polen, die Eckpunkte
eines Quadrates mil dem Mittelpunkte 2p+i2q sind, ent-
sprechen, und die Summation soll @ber alle Zahlenpaare
(p,q) erstreckt werden, deren Koordinalen ganze ungerade
Zahlen sind. '

]*
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Ersetzen wir nun p durch 2p+1 und ¢ durch 2¢+1,
so entsteht die Reihe

N7 1 1
f _2 {(s_(4p+1)_i(4q+1))3+ (s—(4p+3)—i(4g-+1))"

+ ! o
(s—(p+3)—i(dg+3))"  (s—(p+1)—i(4g+3))°

wo (p,q) alle Zahlenpaare mit ganzzahligen Koordinaten

durchlauft; das allgemeine Glied entspricht den Polen,

welche Eckpunkte eines Quadrates mit dem Mittelpunkte
4p+2+i(4q+2) sind.

Setzt man
pols —2—1i2) =
1 1 1 1 2
GoA—1F  (s—3=0" (s 3—i3)}  G—1_i3)" ®

so lasst die gegebene Funktion sich in der Form

.

RO =D nls—GptD—itq+) O

1, q)
schreiben. Die Bezeichnungen haben wir hier so gewihlt,
dass man [ir gegebene p und ¢ unmittelbar sieht, zu wel-
chem Quadrate das Glied gehért, z. B. erhalt man fir
p = q = 0 das Glied ¢, (s—2—12), das gerade den 4 Polen
entspricht, die Eckpunkte des Quadrates mit dem Mittel-

punkte 2472 sind.
Die Funktion f; (s) ist doppelt-periodisch mit den Perio-

den 2 und i2. ,

Die Aufgabe besteht vor allen Dingen aus einer Ver-

schiebung der Pole

4pt1-+i(dqg+1), (4p+3)+ildg+1),
(4p+3)+i(4g+3), Up+1)+i(4q+3)

!
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nach dem Mittelpunkte 4p+2-+i(4¢+2) des Quadrates;
da f,(s) aber die oben erwihnten Perioden hat, werden
wir uns darauf beschrinken nur die Pole 1-+1i, 31
3413, 1+1i3 zu betrachten, und diese sollen nach dem
Punkte 2+ /2 verschoben werden. (Fig, 1).-

t
147 W+i7 3+ )
2416 .
~1Hs [ 3+ 3K .

Fig. 1.

Zunichst verschieben wir den Pol 1-4i nach 2+4i2,

. 1
dies erreicht man durch Entwicklung des Bruches Go1—
vom Punkte 24 i2 aus.

Aus 1 B N
(s—1—0%  (s—2—i2+1+0°
1 14+i \3
T (s—2—i2)8 (1+s7—’§— "E)

erhalt man durch Anwendung der Binomialreihe
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1 1 Gha+n  Glavd’
(=10 (s—2—i2)" (s—2—i2* (s—2—i2)°

diese Entwicklung ist giiltig fiir

141
§s—2—12

‘<1 oder |s—2—i2|>|1+4i|=)2.

Da der Kreis [s—2—i2| < }/2 ganz innerhalb des Qua-
drates mit den Eckpunkten f+id, T+id ++id L+il
gelegen ist, ist die obige Reihe absolut und gleichmiissig
konvergent in dem Gebiete der komplexen Ebene, das aus-
serhalb dieses Quadrates liegt (der Rand soll zum Gebiete
mitgerechnet werden). Das hier erwiihnte Quadrat werden
wir im folgenden mit Q3 (2+i2) bezeichnen, wo 2+ i2
der Mittelpunkt ist, wihrend der Index % seinen Abstand
von den Seiten angibt.

In genau derselben Weise verschiebt man dann die
ibrigen Pole 3+4i, 3+i3, 11 i3 nach dem Punkte 24 2.

Jetzt haben wir also die vier Entwicklungen

T 1 (Fa+n |, Fa+d’

(s—1—i)3_(s~2—i2)3+(3—2—1'2)4+(s~2ﬂ‘2)SJF """
1 1 (D) 1+ B+,

G—3-—1" (2197 (—2—int (s—a—iap T "
1 1 () 1= | G (1=’

)3+ .....

G—3-13° (—2 i2)° (s—2—i2)i 1 s—2—i2)

1 1 (Ha-p  GHa—i
(s—1—i3)  (—2—i2)?®  (s—2—iD* (s—2—i2)7

+....,

welche alle absolut und gleichmissig konvergent sind in
dem Gebiete der komplexen Ebene, das ausserhalb des
Quadrates Qs (2 +172) gelegen ist (der Rand soll zum Gebiete
mitgerechne{ werden).



Eine doppelt-fastperiodische ganze transzendente Funktion. 7

Durch Addition ergibt sich eine Entwicklung der Form

4 ko1

. k0:2
= a2 T s—2—i2)*

(s—2—i2)°

Po(s—2—i2) + + e, (3)
die sowohl ausserhalb des Quadrates Q% (2+12) als auch
auf seinem Rande absolul und gleichmissig konvergent ist.
Zu bemerken ist aber, dass die Koeffizienten ko, den
Werl 0 annehmen, wenn der Index m eine Zahl der Form
Ar+1, 4r+2 oder 4r+3 ist. '

Man erhilt somit eine dem Pole 2-+i2 entsprechende

approximierende Funktion

4 ko, kon—s oy

—9—i9) = . ,
v = T eyt T i)

wo ny spiter festgelegt wird.

Wir wollen uns nun einen Uberblick tiber die Giite der
Approximation fiar Werte von s verschaffen, welche fern
vom Pole 2+ i2 liegen. Zu diesem Zwecke bestimmen wir
die positive ganze ungerade Zahl N, so, dass

1

ko y
(s—2—i2)°

kg.n—3

(S—2—12)n

.

giiltig ist fir alle s ausserhalb oder auf dem Rande des
Quadrates Q,, (2+1i2), dessen Seiten die Entfernung 2N,
vom Mitteipunkte 24 {2 haben, und dessen Eckpunkte

21— ND+i2(1—N), 201+N)+i2(1—N,),
2(1+ND+i2(14+Ny), 2(1—N)+i2(1+Ny)

sind. Fiir diese Werte von s besteht also — ganz unab-
hingig vom Werte von n; — die Ungleichung

1

lpp(s—2—i2)—y (s—2—i2)| < G_2—i2)°

. (5)
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Innerhalb des Quadrates Q,y (2+i2) liegen N,* Qua-
drate, deren Eckpunkte Pole der urspriinglichen Funktion

fo(s) sind. (Fig. 2).
t

Fig. 2.

Wir gehen jetzt dazu iiber, die Grosse des die approxi-
mierende Funktion (4) charakterisierenden Index n, zu
bestimmen.

Nachdem wir eine Folge von positiven Zahlen ¢, &, s

en’...

gewithlt haben, welche nur der Bedingung Zen
1

konvergent unterworfen sein sollen, wird n, derart fest-

gelegt, dass die Ungleichung

&

IN?

gy (s—2—i2)—yp,(s—2—i2)| < (6)
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bei jedem s ausserhalb oder auf dem Rande von Q; (2+12)
befriedigt ist.

Mittels-der durch die Bedingungen (5) und (6) definier-
ten Funktion 4, (s—2—i2) bildet man nun

. !
L6 = wls—GptD—itgtD)s @
(r,q) ‘
diese Funktion ist doppelt-periodisch mit den Perioden 4
und i4, und sie hat Pole héchstens nyter Ordnung in den
Punkten 4p+2+i(4q+2), wo (p, ¢) alle Zablenpaare mit
ganzzahligen Koordinaten durchliuft.

Als Verschiebungsgebiet 7'; (2+i2) dem ersten Schritte
der Polverschiebung entsprechend wihlt man das geschlos-
sene Gebiet, das im Inneren des Quadrates Q, (24 i2), aber
ausserhalb des Quadrates Qg (2+1i2), liegt, und wir setzen

ohne weiteres

r2+i2)=QQC+i2)—Q;(2+1i2)

(den Rand mitgerechnet).
Nun wollen wir die Differenz f,(s)—f,(s) fir die dem
Gebiete (24 i2) angehdérigen Werte von s abschétzen.
Aus (1) und (7) folgt

L i = |

D Hgols—(pt ) —iCag+2)) —wy (s—(p+2) —i(4g+2))}

(r.0)

Durch die Ungleichungen (5) und (6) erhélt man fir
Werte von s, die zum Gebiete I'; (2-+172) gehdren:

| o (s—(dp+2D—i(4g+2)) —y, (s—(Up+2D—i(49+2)) |
1

< . . AR
(s—@p+2)—i(dqg+2)

)
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welche giiltig ist, bei allen Indices p und ¢, die Polen aus-

serhalb des Quadrates Oy, (2+i2) entsprechen, und ferner

die Ungleichung
lols—@p+2—iChgt2) =y, ls—@ptD—itig+ D] <55,
die bei allen den Polen im Inneren des Quadrates
Q,y, (24 1i2) entsprechenden Indices p und g giltig ist.

Aus (8) ergibt sich somit — indem man sich daran
erinnert, dass N,2 Quadrate im Inneren des Quadrates
Qyn, (2+12) liegen, deren Eckpunkte Pole der ulsprund—
lichen Funktion f,(s) sind — die Ungleichung

7’

1

[ fo(8)—fi(s)]| < N2 (s—@p+2)—i(dqg+2)

_.l_

9 N 3 5 (D
wo die letzte Summation nur tiber die Pole ausserhalb
Q,y, (21 12) erstreckt werden soll.

Jetzl nehmen wir an, dass N; schon so gross gewihlt
ist, dass ausser der Bedingung (5) auch die Ungleichung

Z’_

(s—(p+2—itiq+ )| 2

1 £

am

fiir alle s im Gebiete I (24 i2) befriedigt ist, wenn die
Summation dber alle Pole 4p+2+4i(49g+2) ausserhalb
des Quadrates Q, (2+i2) erstreckt wird. Diese Bedingung
ist natfirlich wie auch die frithere unabhingig von der
Wahl von n,.

Aus (9) erhalten wir nun

lfl)(s) fi(e)]| < N 2N2+ = &,
also

[ () =i <&
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fiir alle Punkte s im Gebiete I'; (24 12). Da aber die Funk-
tion f,(s)—f;(s) die primitiven Perioden 4 und i4 hat,
gilt diese Ungleichuug auch in jedem der Gebiete
r{ap+24+i(4q+2)
= Q,l4p+2+i(tg+2)—Qsldp+2+itig+2),

oder mit anderen Worten: sie gilt auch in einem »Kreuze«,
das die beiden Achsen umschliesst. Genauer ausgedriickt:

[ fo($) —fi(D] < & (11)

ist giiltig far jedes s in den Gebieten

A

o<

IA

t=

| =
po|

und —

o —
Do -

Damit ist der erste Schritt der Polverschiebung beendet,
und wir haben dadurch eine Funktion f, (s) erreicht, welche
doppelt-periodisch mit den Perioden 4 und i4 ist und Pole
héchstens nyter Ordnung in den Punkten 4p+2+i(4g+2)
hat, wo (p,q) alle Zahlenpaare mit ganzzahligen Koordi-
naten durchlauft.

Als Ausgangsfunktion bei dem zweiten Schritte der

Polverschiebung benutzen wir nun diese Funktion

6 = uls—Gprn—itg+2) O

r.q

auch an dieser Stelle ist es zweckmissig, die Reihe um-

zuschreiben und zwar folgendermassen

f1(3) =
Z{ Wy (s (hp—2)— i(4q—2)) + yy (s—(4p+ 2) —i(4qg—2)
L ls—(@Ap+ ) —i(dq+2)+y, (s —(4p—2—i(1qg+ )}
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das allgemeine Glied dieser Reihe enthalt die 4 Glieder der
urspringlichen Darstellung, welche den Polen entsprechen,
die Eckpunkte eines Quadrates mit dem Mittelpunkte
4p-+idq sind, und die Summation soll tber alle Zahlen-
paare (p,q), deren ‘Koordinaten- ganze - ungerade Zahlen
sind, erstreckt werden. ’

Ersetzt man dann p durch 2p+1 und g durch 2¢4-1,
so entsteht die Reihe ‘

5 fl(g) =
2., {y (s —Bp+2)—i(8g-+2)+ vy (s—(8p+6)—i(8g+2))

(p-q)

-y (s—(8p+6)—i(8q+6))+ v, (s—(8p+2)—i(8g+6))},

wo (p,q) alle Zahlenpaare mit ganzzahligen Koordinaten
durchlduft; das allgemeine Glied entspricht den Polen,
welche Eckpunkte eines Quadrates mit dem "Mittelpunkte
8p+4+i(8g+4) sind.

Setzt man

Y (s—2—i2) Fy s—6—12)+ Y, (s—6—i6)+ w, (s—2—i6),

so lasst die gegebene Funktion sich auf die Form

A& = nls—@Gpt o) —iGgtn) @
(p:q)

bringen. Die Bezeichnungen sind derart gewihlt, dass man
fiir gegebene p und ¢ unmittelbar sieht, zu welchem Qua-
drate das Glied gehért, z. B. erhilt man fir p = ¢ = 0 das
Glied ¢, (s—4-—i4), das gerade den 4 Polen entspricht, die
Eckpunkte eines Quadrates mit dem Mittelpunkle 4+ i4
sind.
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Die Aufgabe besteht nun darin, die Pole

Bp+2)+i(8qg+2), (Bp+6)+i(8g+2),
(8p+6)+i(8g+6), (8p+2)+i(8q+6)

nach dem Mittelpunkte (8p+4)+i(8g+ 1) des Quadrates
zu verschieben; da aber [, (s) die frither erwiihnten Perio-
«den hat, kénnen wir uns darauf beschrinken, nur die Pole
242, 6412, 6416, 2476 zu betrachten, und diese sol-
len dann nach dem Punkte 4+ i4 verschoben werden.

Das Verfahren bleibt stets in genauer Analogie mit dem
bei dem ersten Schritte der Polverschiebung benutzten.
Durch Aunwendung der Binomialreihe auf die einzelnen
Glieder von ¢,(s—4—i4), wobei 4+ i4 der Entwicklungs-
punkt ist, erhélt man die folgende Darstellung

16 &, ki s
G d—i)y T —a—int T s—a—qa)s T

g (s—4—id) =

diese Reihe ist absolut und gleichmissig konvergent aus-
serhalb und auf dem Rande des Quadrates Q,(4 -+ i4).
Wir finden hieraus eine dem Pole 44-i4 entsprechende
approximierende Funktion
16 ey 1

Ay (s—4—id) = S
Wals ) (s—d—i4)"  (s—a—ia)*

k] s ng— 8
+oot—0,(12)
(s —4—id)™
wo ny doch erst spiter festgelegt wird.
Wir wollen uns jetzt einen Uberblick dber die Giite der
Approximation fiir Werte von s verschaffen, welche fern
vom Pole 4+ i4 liegen. Zu diesem Zwecke bestimmen wir

die positive ganze ungerade Zahl N, so, dass

S
(s —4—i4)

]"L:,l

(s—4~i4);

B I{'1,11—3
(s—4—i)"

| e -
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giiltig ist fir alle s ausserhalb oder auf dem Rande des
Quadrates Q4N2(4—5—i4), dessen Seiten den Abstand 4N,
vom Mittelpunkte 4+ i4 haben, und dessen Eckpunkte

4(1_1 2)+i4(1_N2)’ 4(1+1\Tz)+i4(1_Nz),
4(1+N)+i4(1+N,), 4(0—Ny)+id(1+N,)

sind. Fir diese Werte von s besteht also — ganz unab-
héngig vom Werte von n, — die Ungleichung

1

[ (s —d—i) =y —4— i) = | e

. (13)
Im Inneren des Quadrates Q,, (4+1i4) liegen N,®> Qua-
drate, deren Eckpunkte Pole der urspringlichen Funktion
f1(s) sind.
Wir gehen jetzt dazu aber, die Grosse des die approxi-
mierende Funktion (12) charakterisierenden Index n, zu
bestimmen.

Wir wiahlen n, derart, dass die Ungleichung

i
72
2N,

lo (s—4—id)—y,(s—4—id)| < (14)
bei jedem s ausserhalb oder auf dem Rande von Q;(4+i4)
befriedigt ist. Mittels der durch die beiden Bedingungen
(13) und (14) festgelegten Funktion bildet man nun die
Funktion

RGO =yl Gpr D iGerns (15

(. q)

diese ist doppelt-periodisch mit den Perioden 8 und i8,
und sie hat Pole héchstens ngter Ordnung in den Punkten
8p+4+i(8qg+4), wo (p,q) alle Zahlenpaare mit ganz-
zahligen Koordinaten durchléuft.



Eine doppelt-fastperiodische ganze transzendente Funktion. 15

Als das dem zweiten Schritte der Polverschiebung ent-
sprechende Verschiebungsgebiet I',(4 4 i4) wihlen wir das
geschlossene Gebiet, das im Inneren des Quadrates
Q,(4+i4), aber ausserhalb des Quadrates Q,(4 4 i4), liegt,
und wir setzen ohne weiteres

T2(4+i4) = Q4(4+i4)* Q3(4+‘i4)

(den Rand mitgerechnet).
Nun wollen wir die Differenz f, (s)—f;(s) fiir die dem
Gebiete I',(4+i4) angehérigen Werte von s abschatzen.
Aus (7) und (15) folgt

- L= () =
D Ll @pro—iBg ) vyl Ep+-H—i(3g+)). 16)

P
Durch die Ungleichungen (13) und (14) erhilt man fir

Werte von s, die zum Gebiete 7,(4+4i4) gehoren:

lpi(s—Bp+4)—~i(Bq+2)—u, (s—(8p+4)—i(8q-+4))|
1

= 3>
(s—@p+H—i(8g+4)

welche giillig ist bei allen Indices p und ¢, die Polen aus-

serhalb des Quadrates Q,, (4-+i4) entsprechen, und fer-

ner die Ungleichung )
o (s—(Sp T8 g+H)—y,(s—Bp+H—iBq+H)| < RAL
die bei allen den Polen im Inneren des Quadrates
Q,n,(4+14) enisprechenden Indices p und ¢ giiltig ist.

Aus (16) ergibt sich somit — indem man sich daran
erinnert, dass N,® Quadrate im Inneren des Quadrates
Q_mg(4—|—i4) liegen, deren Eckpunkte Pole der urspriing-
lichen Funktion f|(s) sind — die Ungleichung ‘
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& X 7
2N,?

wo die letzte Summation nur dber die Pole ausserhalb
Q,y, (4+14) erstreckt werden soll.

Jetzt nehmen wir an, dass N, im voraus so gross ge-

1
(s—(8p+4)—i(8q+4))

1) — ]| <Ny

al, (17)

wihlt ist, dass ausser der Bedingung (13) auch die Un-
gleichung
N7 ! f

< |s—@Bp+dH—i(8qg+41))° =

fir alle s im Gebiele I,(4+i4) befriedigt ist, wenn die

Summation tber alle Pole 8p+ 4+ i(8q-+4) ausserhalb

des Quadrates Q (4+i4) erstreckt wird. Diese Bedingung

ist, wie auch die frithere, unabhingig von der Wahl von n,.
Aus (17) erhalten wir nun

A© RO <N 551G = o
also
FAORIAGI RN (18)

fiir alle Punkte s im Gebiete ,(4+i4). Da aber die
Funktion f;(s)—f,(s) die primitiven Perioden 8 und i8
hat, gilt diese Ungleichung auch in jedem der Gebiete
I, (8p-{—4—!—i(8q+4)), oder mit anderen Worten: sie gilt
in einem »Kreuze«, das die beiden Achsen umschliesst.

. Genauer ausgedriickt:
|19~ L] < & (18)
ist giiltig tir jedes s in den Gebieten

—1=Z06<1 uvnd —1=Z¢<1.

A

Es wird nun angenommen, dass wir durch den (m—1) ten

Schritt eine Funklion f

" 1(8) erreicht haben, welche dop-



Eine doppelt-fastperiodische ganze transzendente Funktion. 17

pelt-periodisch mit den Perioden 2™ und i2™ ist und Pole
héchstens n,, ,ter Ordnung in den Punkten eines Qua-
dratnetzes 27p + 2" i (2" + 2" ") hat, wo (p, q) alle
Zahlenpaare mit ganzzahligen Koordinaten durchléunft.

In Analogie mit den beiden ersten Schritten wird
fni(s) auf die Form

ua® = D, W @ 27— (2P 27 7Y)

(p,q)

gebracht, die man dann in

fura ) :Z W (s— @"p—2" ) i@ —2" )
F Y, (s—@"p+ 2" —i(@"g—2"Th)
4, (s—@p+ 2" T —i@"g+ 2" )
+ Y (3“ @"p—2" H—i@"q+ 2"~ ))}

iberfiihrt. Das allgemeine Glied dieser Reihe enthélt die 4
Glieder der urspriinglichen Darstellung, welche den Polen
entsprechen, die Eckpunkte eines Quadrates mit dem Mit-
telpunkte 2"p+i2"q sind, und die Summation soll iiber
alle Zahlenpaare (p, ¢), deren Koordinaten ganze ungerade
Zahlen sind, erstreckt werden.

Ersetzt man p durch 2p+1 und ¢ durch 2q+1, so
entsteht die Reihe

—7
f;n_l(s) = § {wm—1<3_(2m +1p+ 2”171)*—1‘(2"' +1q + 2171‘—1)>
P @)
4 (s— @ p+3 2" ) =i g2 TY)
+ llbm 4 (S m +1 + 3. 2111*1)vi(2m +1q+ 3. 2171—1))

F U@ 2" TH i@ g 302" Y,

Vidensk. Selsk. Math.-fys, Medd. XV, 8. Pl
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wo (p,q) alle Zahlenpaare mil ganzzahligen Koordinaten

durchliuft; das allgemeine Glied entspricht den Polen,

welche Eckpunkte eines Quadrates mil dem Mittelpunkte
2m +1p+ 217»+ i(2m+1q + 2m) sind.

Setzt man

g)m _1(3 _ 2m__ 1'2”1) —

lpm—l(s — 2'”¥1__ i2m ‘1) + 77’11)1 ~1<3_ 3- 2"1 - 1'2"1‘1)

+ P,y (s—8-2"7

1 i3. 2111—1) + wnlAl<s_2n1v1~ i3 2111 -1) ,

so lésst die gegebene Funktion sich auf die Form

fna(®) = 2 G i(s—@" 2" —i(@" g+ 2™)) (19)

(.9}

bringen. Die Bezeichnungen sind so gewiihlt, dass man fiir

gegebene p und ¢ unmittelbar sieht, zu welchem Quadrate

das Glied gehort, z. B. erhilt man fir p =g =0 das

Glied S‘Jm¥1<s— 2" —io" ) das gerade den vier Polen ent-
spricht, die Eckpunkte eines Quadrates mit dem Mittel-
punkte 274-i2™ sind.

Die Aufgabe besteht nun darin. die Pole

m +1

_I__91n 1 (2m+1 _+_2m 1), m+1 +3 ,)m l+ (Zm—l-l _}_9mvl.)

2111 +lp+3._‘m —1 _l(2m +1q+3.2m—1), 2m+1p+2m—1+i(2m+1q+3.2)71—1)

nach dem Mittelpunkte 2m+1 + 2" (2m+1 —1—2"7) des

Quadrates zu verschieben; da aber f, ,(s) die friiher er-

wihnten Perioden hat, kénnen wir uns darauf beschrianken,

nur die Pole

2m—1+i2m—1, 3.21)7—1+i2111-1’ 3.2111—4_'_1-.3‘2172—1’ 2m—l__l_l..'?).Qm—l

zu betrachten,

und diese sollen dann mach dem Punkte

T -
2"+ i2™ verschoben werden.
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Wir fahren fort in genauer Analogie mit der bei dem
ersten und zweiten Schritte der Polverschiebung benutzten
Methode. Durch Anwendung der Binomialreihe auf die ein-
zelnen Glieder von 9)17171(3—‘2’",—&"’), wobei 27+ 2" der
Entwicklungspunkt ist, erhalt man die folgende Darstellung

4™ k, 14

8_2:11_1.2111 — . + 5 _|A ...... s
P 1 ( ) (S o 2111_ l.Qm)é (S . 271 —**l 2111)4

djese Reihe ist absolut und gleichmissig konvergent ausser-

halb und auf dem Rande des Quadrates (), ym—2 (2"4i2™).
Wir finden hieraus eine dem Pole 2"+ 2" entsprech-

ende approximierende Funktion

4m "]?m — 1, np—3

(S—Qm*l‘Qm)I 7—_.__1“_’_ e _
wm 1(3_2 z*izn)S (8_2177_1-2 ) m

, (20)

wo n,, doch erst spéter festgelegt wird.
Die ungerade ganze Zahl N, bestimmen wir nun so, dass

kl_)_l—l, 1 m—1,n—3

1
(s o ‘)IH_ i 2111)1‘i N

+ S T E——
=|(s—2"—i2™)’

4

(S . 2171_ izlll)

gilltig ist fur alle s ausserhalb oder auf dem Rande des
Quadrates Q,m, (2™+i2"), dessen Seiten den Abstand
2™ N, vom Mittelpunkte 2™+4i2" haben, und dessen Eck-
punkte .
4(1—N,)+i4(1—N,), 40Q+N)+i4(1—N,.),

40+ N)+i4A+N,), 4A—ND+Hi4(1+N,)
sind. Ftr diese Werte von s besteht also — ganz unab-v
héingig vom Werte von n, — die Ungleichung

|

. (21)

2*

[mosls 22 (s = |
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Im Inneren des Quadrates Q,n, @™ +i2™ liegen N?n
Quadrate, deren Eckpunkte Pole der urspriinglichen Funk-
tion £ (s) sind.

Wir gehen nun dazu iber, die Grosse des Index n_,
der die approximierende Funktion (20) charakterisiert, zu

bestimmen; n, wird so gewihlt, dass die Ungleichung
em

| # 1 (s—2"—12™) — g, (s—2"—i2™)| < 2\

bei jedem s ausserhalb oder auf dem Rande von
Qq gm—2 (27+i2™) befriedigt ist.

Mittels der durch die obenerwihnten Bedingungen fest-
gelegten Funktion y_ (s—2"—i2™) bildet man die Funktion

() :Z””m(s_(2m+1p+ 2" —i@" g +2M); (22)

(6: 292}

diese Funktion ist doppelt-periodisch mit den Perioden

1 . 1
2™+ ynd i9™*

, und sie hat Pole hdchstens n ter Ord-
nung in den Punkten ’2m+1p + 2"+ i (2™ g+ 2™), wo (p. ¢
alle Zahlenpaare mit ganzzahligen Koordinaten durchliuft.

Als Verschiebungsgebiet I (2"4-i2™) dem mten Schrilte
der Polverschiebung entsprechend wihlt man das geschlos-
sene Gebiet, das im Inneren des Quadrates Q,m(2"+i2™),
aber ausserhalb des Quadrates Q, ;m—2(2™+i2™), liegt, und
wir setzen ohne weiteres

r, (2"+i2™ = Qum (2"+i2") — Qg gm—2 (274 i2™)

(den Rand mitgerechnet).

Nun wollen wir die Differenz f,,_ (s)—f, (s) fir die
dem Gebiete I, (2"+i2") angehérigen Werte von s ab-
schétzen.



Eine doppelt-fastperiodische ganze transzendente Funktion. 21

Aus (19) und (22) folgt

@) = > o [s— " T 2 — i g 2™)

(P q)

_wm(s__(2m+lp+2111)__1-(2m+1q+2m)>}. (23)

Durch die oben gefundenen Ungleichungen erhialt man
fir Werte von s, die zum Gebiete I, (2”4 i2™) gehéren:

‘ 93"1*1(3—(2”14_1]7 T 2m>_i(2m+lq T 2m))

_l//,m<s_(2m+1p+2m)_i(2m+1q_|_2m))i

1
(s . (2121 + 1p + 2m) . i(2m+ 1q + 2m))3

=

]

welche giiltig ist bei allen Indices p und g, die Polen aus-
serhalb des Quadrates QZmNm(2m+i2m) entsprechen, und
ferner die Ungleichung

| pry (s— @ F'pt 2 —i(2" g+ 2)

Em

—a (s— @ p 2™ —i@" g+ 2M) | < 5,
: 2 N

die bei allen den Polen im Inneren des Quadrates

)y (274 i2™) entsprechenden Indices p und ¢ giltig ist.
Aus (23) ergibt sich somit — indem man sich daran

erinnert, dass N?n Quadrate im Inneren des Quadrates

Qs (2"412™) liegen, deren Eckpunkte Pole der urspriing-

lichen Funktion f,, ,(s) sind — die Ungleichnng

|fm—1(s)_fm (s)‘ < N2m £m2
1 2 Nm (24)

(é_(21n+lp_}_2m)_i<2m+1q+2111))3" J

t2




22 Nr. 8. RICHARD PETERSEN:

wo die letzte Summation nur dber die Pole ausserhalb des
Quadrates Q,m= 2™+ i2™) erstreckt werden soll.

Jetzt nehmen wir an, dass N, im voraus so gross ge-
wéhlt ist, dass ausser der Bedingung (21) auch die Un-
gleichung
>

e

1 fm

+ m - m < 2
(s— @™ p+a™—i@" g+ 2™)| T 2

fir alle s im Gebiete I',(2™+i2™) befriedigt ist. wenn
die Summation tber alle Pole aunsserhalb des Quadrates
Q5N (2"+i2™) erstreckt wird. Diese Bedingung ist unab-
héngig von der Wahl von n_.

Aus (24) erhilt man
&

_m
2

Vo 1 () — [ ()] < Ni-”f

::gm’

also

} fn 1 () — [ (® [ <,

fiir alle Punkte s im Gebiete I',, (2"+i2™). Da aber die
Funktion f,,_, (s)—f, (s) die primitiven Perioden 2™ und
2™t hat, gilt- diese Ungleichung auch in jedem der Ge-
biete Tm('21n+1p—i—2m+i(2m+1q+ 2™}, oder mit anderen
Worten: sie gilt in einem »Kreuze«, dass die beiden Ach-

sen umschliesst. Genauer ausgedriickt:
| Frn1(8) = [ ()| < & (25)
ist giiltig fiir' jedes s in den Gebieten

— M TP g < 9™ gpd —2" P r< T

Nachdem wir nun die Konstruktion der Funktionen
fi(). f2(s), <+, f,(s). -+ durchgefithrt haben, missen wir
vor allem zeigen, dass die Folge
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fols), fi(s), =+, fo(8),

eine Grenzfunktion f(s) hat, die eine ganze Transzen-
dente ist.

Zu diesem Zwecke betrachtet man, wie gewohnlich, das
Verhalten im Inneren des Kreises

s <o

Wird M so gross gewihlt, dass oM—

aus (25) die Ungleichung

> g, ergibt sich

| fras () = )| < e

die fiir m = M bei allen Punkten s im Inneren des Kreises
giiltig ist.

Wir gehen jelzt dazu tiber, die Konvergenz der Reihe

O+ D () — @)

M+1

innerhalb des Kreises |s| < ¢ zu untersuchen.

Da die Pole der einzelnen Glieder dieser Reihe alle im
Gebiete |s| > 2" > 2¥7% > ¢ liegen, sieht man unmittelbar,
dass jedes der Glieder eine analytische Funktion im Gebiete
|s] <o ist. Aus der Ungleichung }fm(s)~fmﬁl(s)l <, in

o

. . N a2
Verbindung mit unserer Voraussetzung, dass Zem konver-
1

gent ist, ergibt sich nunmehr durch eine Majoranten-
betrachtung, dass die Reihe gleichmissig konvergent fiir
|s| <o ist, und dass ihre Summe f(s) eine analytische
Funktion ist.

Dies ist aber damit gleichbedeutend, dass die Folge von
Funktionen f,(s), f,(s), - eine Grenzfunktion f(s) hat.
Da ¢ beliebig gross gewihlt werden kann, haben wir damit
bewiesen, dass f(s) eine ganze Transzendente isl.
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Um den trivialen Fall, wo f(s) auf eine Konstante
reduziert wird, auszuschliessen, wollen wir die Zahlen
E1, Eg, "7, E + noch einer Bedingung unterwerfen.

Aus

m?*

FO = @+ >, (= fs 9)
1

erhilt man far o = 0

[@ = @D+ D ([l [, (D),
1

| (i — (D] < .

Wird jetzt ein solcher Wert #; von f gewéhlt, fiir wel-
chen f,(ify) von Null verschieden ist, und wird dann die

Zahlenfolge &, &, -, ¢ derart festgelegt, dass die

SRR
. . 1 . .
Summe der Reihe Zsm kleiner als §lf0 (it;) | wird, so erhilt
1

man — indem man sich daran erinnert, dass f,(0) = 0
—— die folgenden Ungleichungen

oo

N !

|Gt | > 1 Gt |~ >

1 .
8”1 > §|f0(1t1)|

1
FOI< 1O+ D, e < slfG@.
1

Falls man den Zahlen &,¢,, *-*, ¢,, *-~ diese ver-
schirfte Bedingung auferlegt, wird f(s) also nicht auf eine
Konstante reduziert.

Es bleibt noch ubrig, die fastperiodische Struktur der
Grenzfunktion zu untersuchen.

¢ bezeichne eine beliebige positive Zahl; dann bestimmt
man M so, dass 2¥ %> ¢; aus der Darstellung
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1O = @+ D () oy ®)
M+1

lasst sich pun sofort schliessen, dass f(s) im Streifen
(—¢, ¢) fastperiodisch ist, denn die Reihe ist gleichmissig
konvergent, und ihre einzelnen Glieder sind in diesem
Streifen fastperiodische (sogar reinperiodische) Funktionen.
Da aber diese Uberlegung fiir jede feste positive Zahl ¢
giiltig ist, haben wir damit bewiesen, dass die Grenzfunk-
tion f(s) jedenfalls in [¢] = [—o0, + 00| fastperiodisch ist.
Als  Grenzfunktion reinperiodischer Funktionen ist f(s)
iibrigens grenzperiodisch.

In genau derselben Weise studiert man das Verhalten
im Streifen —c¢ <{ < ¢; man zeigt, dass f(s) in diesem
Streifen fastperiodisch ist, f(s) ist also in jedem festen
Streifen —c¢ <t << ¢ eine fastperiodische Funktion von s,
d. h. f(s) ist fastperiodisch in [f] = [—o0, 4 o0].

Es ist uns somit gelungen, eine Funktion f(s) = f(o+1if)
aufzubauen, welche die folgenden Eigenschaften hat:

f(o+ D) ist sowoll eine fastperiodische Funktion von {
fiir jedes feste o = o, als auch eine fastperiodische Funk-
tion von ¢ fir jedes feste ¢ = f,, und ferner ist f(o+it)
eine fastperiodische Funktion von s=o-+it in [of =
[—o0, +00] und [f] = [—o0, 400, d. h.

Wir haben die Existenz ganzer transzendenter
Funktionen von doppeli-fastperiodischer Struk-

tur bewiesen.

Feerdig fra Trykkeriet den 29, Januar 1938,









