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s handelt sich in dieser Abhandlung um die Bestim-
E mung der gescharten Kollineationen des Raumes,
durch welche eine gegebene, nicht ausgeartete Fliche zweiter
Ordnung in eine gegebene andere iibergefiithrt wird.

Diese Aufgabe vergleichen wir zunichst mit der ebenen
Aufgabe, diejenigen Homologien zu finden, bei welchen zwei
Kegelschnitte ‘einer und derselben Ebene einander entspre-
chen. Die letztgenannte Aufgabe hat bekanntlich eine end-
liche Anzahl von Losungen (bei allgemeiner Lage der beiden
‘Kurven genau 12), in Ubereinstimmung damit, dass sowohl
oof Kegelschnitte als auch co® Homologien in der Ebene
vorhanden sind. Nun gibt es auch im Raume »gleich vielec
Flichen zweiter Ordnuhg und gescharte Kollineationen,
namlich o0?; man koénnte deshalb erwarten, dass die oben
angefiihrte rdumliche Aufgabe ebenfalls im allgemeinen
eine endliche Anzahl von Lésungen besitzt. Dies ist jedoch,
wie wir sehen werden, nicht der Fall. Zwei Flichen zweiter
Ordnung allgemeiner Lage entsprechen sich bei keiner
gescharten Kollineation. Der scheinbare Widerspruch 16st
sich, wie aus dem folgenden hervorgehen wird, dadurch,
dass unendlich viele gescharte Kollineationen exisiieren, die
eine Fliche zweiter Ordnung in eine zweite tberfibren,
sobald es eine solche Kollineation gibt.

Uber den betrachteten Gegenstand ist dem Verfasser nur
eine Arbeit von K. Roan? bekannt. Es werden dort die har-

"1 K. Rotin: Geschart-involutorische Lage zweier Flachen 2. Grades.
Leipz. Ber. 66. (1914), S. 60.
'1#
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monischen gescharten Kollineationen bestimmt, welche zwei

Flichen zweiter Ordnung vertauschen.

§ 1. Die drei Typen von Achsen.

Eine gescharte Kollineation ist eine Kollineation, bei der
zwei windschiefe Geraden, die Achsen der Transformation,
-punktweise und ebenenweise festbleiben. Diese Achsen sind
im allgemeinen getrennt, konnen aber auch »konsekutive
sein und einen Streifen einer Regelfliche bestimmen. Man
kénnte die Achsen auch als zwei sich schneidende Geraden
annehmen; dann wiirde aber die Transformation eine para-
bolische Homologie sein (d.h. eine Homologie, deren Zen-
trum in der Homologieebene enthalten ist). Solche Homo-
logien wollen wir hier nicht aufsuchen, sondern nur insofern
mitnehmen, als sie in naturlicher Weise mit den eigent-
lichen gescharten Kollineationen zusammen auflreten.

Sind bei einer gescharten Kollineation (M, M,) ein Paar
von entsprechenden Punkten, E und F die Schnittpunkte
der Geraden MM, mit den beiden Achsen, dann ist das
Doppelverhiltnis (EFMM,;) nur von der Transformation,
‘nicht von dem Punktepaare (M,M;) abhingig.

Die zwei Flichen zweiter Ordnung seien ¢ und ¢y; wir
suchen die gescharten Kollineationen, welche @ in ¢, tuber-
fithren. Fiir eine Achse einer solchen Transformation muss
gelten, dass jeder Punkt, welchen sie mit der einen Fliche
gemein hat, auch der anderen angehort und dass jede durch
sie gehende Tangentialebene an die eine Fliche auch die
andere berithrt. Es erweisen sich daber die folgenden drei
Typen von Achsen als moglich:

I. Die Achse schneidet die Flichen in denselben zwei

Punkten und liegt in zwel gemeinsamen Tangentialebenen.
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II. Die Achse ist Tangente in einem Beriihrungspunkt
der beiden Flichen.

III. Die Achse ist eine gemeinsame Erzeugende der bei-
den Flichen; diese miissen sich dann in allen Punkten
dieser Erzeugenden beriihren.

Wir zeigen nun: ,

Jede Gerade, welche die in I genannten Be-
dingungen erfillt, ist Achse zweier gescharten
Kollineationen, a
welche ¢ in ¢
iberfiihren.

Die Achse sei a,
ihre Schnittpunkte
mit den Flichen A

und B; ferner maoge

die eine durch a ge-
hende Tangential-
ebene ¢ und ¢
in P bzw. P, die ‘
andere in  bzw. Fig. 1.

(), berithren. Die

Gerade p = PQ bzw. p,= P,Q, ist dann die Polare von

a in bezug auf ¢ bzw. ¢;; sowohl p als auch p; sind zu
a windschief. Die folgenden zwei Fille sind nun zu be-
trachten:

1) p und p, sind zu einander windschief (Fig. 1). Die
drei Geraden a, p, p, bestimmen dann eine Fliche zweiter
Ordnung, auf welcher die andere Achse zu suchen ist. Diese
Fliche geht bei der Transformation in der Weise in sich
selbst iiber, dass jede Erzeugende des von «, p, p; ver-
schiedenen Systems in sich selbst transformiert wird. Es
sei r eine solche von PP, und QQ, verschiedene Gerade.
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Ferner sei angenommen, sie gehe nicht durch A oder B;
sie ist dann weder Tangente an ¢ noch an ¢,. Diese Gerade
r schneide die Fliche ¢ in C und C’, die Fliche ¢, in C,
und einem weiteren Punkt und die Geraden a, p, p; in E.R
bzw. R,.

Die durch die gesuchte Transformation auf r erzeugle
Projektivitit ist nun dadurch festgelegt, dass sie den Punkt E
als Fixpunkt hat, R in
R, und € (oder C) in
A( C, tuberfithrt. Dadurch

ist auch die andere Achse

a.

bestimmt; sie geht durch
den zweiten Fixpunkt
der Projektivitdt und ist
ausserdem eine Erzeu-
gende der genannten Fl4-
che zweiter Ordnung von
demselben System wie a,

p und p;. Wir erhalten

auf diese Weise zwei ge-

Fig. 2. scharte Kollineationen;

' diese fithren 4, B, P

und Q in bzw. A, B, P, und @, sowie C (oder C') in C; tiber,

daher auch ¢ in ¢,. Die eine dieser Kollineationen kann
konsekutive Achsen haben.

2) p und p, schneiden einander in M (Fig. 2). PP, und
00, schneiden sich dann in einem Punkt S von a. Eine
beliebige durch a gehende Ebene, welche nicht Tangential-
ebene an ¢ und ¢, ist, schneidet diese Flichen in zwei
Kegelschnitten, » und »;. Die Pole R und R, von e in bezug
auf diese Kegelschnitte liegen auf p bzw. p;. Die Kurven x
und #; sind auf zwei Weisen homolog mit a als Achse; die
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entsprechenden Zentren seien N und N'; sie liegen auf der
Geraden SRR;. Die gescharte Kollineation mit den Achsen «a
und MN (oder MN’), welche p in p, iiberfihrt, fithrt dann
% In %, und daher auch ¢ in ¢, iber. Es gibt demnach auch
in diesem Fall zwei gescharte Kollineationen der gesuchten
Art. Doch kann insbesondere N (oder N') in S fallen; die
eine der Kollineationen wird dann eine parabolische Homo-
logie.

Der Beweis gilt bis auf unwesentliche Anderungen, wenn
p mit p; zusammenfdllt; die beiden gescharten Kollinea-
tionen haben dann dieselben Achsen und nur verschiedene
charakteristische Doppelverhiltnisse.

Dem Achsentypus III entsprechend erhélt man;:

Wenn sich ¢ und ¢, ldngs einer Erzeugenden
berithren, gibt es oo? gescharte Kollineationen mit
dieser Erzeugenden als Achse, welche ¢ in ¢, iiber-
fiithren.

@ und @, haben nédmlich ausser der Beriihrungserzeugen-
den a noch zwei andere (evil. konsekutive) gemeinsame
Erzeugende, b und c¢. Benutzt man, dass b und ¢ in Ver-
bindung mit den beiden konsekutiven Erzeugenden « und
noch einem Punkt von ¢, diese Fliche eindeutig festlegen,
so sieht man, dass die andere Achse unter den Transversalen
von b und c¢ beliebig gewihlt werden kann.

Im Gegensatz hierzu ist eine Gerade, welche den
Bedingungen II geniigt, im allgemeinen- keine
Achse einer gescharten Kollineation, die ¢ in ¢
iiberfihrt. Denn es gibt co” Flichen zweiter Ordnung,
welche eine gegebene Gerade in einem gegebenen ihrer
Punkte beriihren, aber nur oo® gescharte Kollineationen,
welche die genannte Gerade als eine Achse haben.
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Um die Achsen der eventuellen gescharten Kollinea-
tionen, die ¢ in ¢, Gberfithren, niher zu bestimmen, stellen
wir die folgende Uberlegung an:

Es seien a und b ein Paar zugammengehoriger Achsen.
Sie werden von (mindestens) einem Paar von Geraden, «
und f, geschnitten, die polar in bezug auf ¢ sind. Da «a
und B bei der gescharten Kollineation festbleiben, sind sie
auch polar in bezug auf ¢,. Die Achsen a und » wer-
den also von einem Paar gemeinsamer Polargera-
den ¢ und f der beiden Flidchen geschnitten. (Dies
gilt auch, wenn a und b konsekutive Geraden sind.) Es
erweisen sich drei verschiedene Lagen der Geraden o« und
als mdéglich:

1) a und £ sind zu einander windschief.

2) a und § gehoren derselben Ebene an; diese ist dann
Tangentialebene in einem Beriihrungspunkt der Flichen.
Eine der Achsen geht durch den Berithrungspunkt, die
andere liegt in der Tangentialebene.‘ Diese Ebene geht in
sich selbst iiber, und die Transformation in ihr ist eine
Homologie mit dem genannten Berithrungspunkt als Zen-
trum; die Ebene schneidet demnach ¢ und ¢, in denselben
zwel Erzeugenden. ¢ und @, miissen also, wenn dieser
Fall vorkommen sell, zwei einander schneidende
Erzeugende gemein haben.

3) @ und f fallen zusammen; ¢ und ¢, haben dann
eine Erzeugende gemein.

§ 2. Die gegenseitige Lage der Flichen.
Wir wollen im folgenden — von einem letzten § 6 ab-
gesehen — die Untersuchung auf diejenigen Fille beschrin-
ken, wo ¢ und ¢, (mindestens) ein gemeinsames Polar-
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tetraeder haben. Es liegen dann 4 Moglichkeiten vor, die
dem folgenden Aussehen der Schnittkurve entsprechen:

A. Eine Raumkurve 4. Ordnung ohne Doppelpunkte oder
Spitze.

B. Zwei Kegelschnitte (in verschiedenen Ebenen) mit
zwel gemeinsamen Punkien.

C. Vier Geraden, die ein windschiefes Viereck bilden.

D. Ein doppeltzihlender Kegelschnitt.

Ehe wir die eigentliche Unlersuchung weiterfithren, wol-
len wir einige Einzelheiten iiber die genannten Lagen, ins-
besondere iber die gemeinsamen Polartetraeder der beiden
Flichen angeben.

Lage A. Die Flichen haben keinen Berithrungspunkt;
sie haben 1 gemeinsames Polarlelraeder.

Lage B. Die Flichen beriihren einander in 2 Punkten,
etwa P und Q (die Schnittpunkte der Kegelschnitte); ihre
Verbindungsgerade PQ = ! hat dieselbe Polare !’ in bezug
auf beide Flichen. Es gibt oc! gemeinsame Polartetraeder;
diese haben alle ein Paar gegeniiberliegender Kanten auf [
und {. Die auf I’ liegende Eckpunkte sind allen Tetraedern
gemein; auf [ konnen als Eckpunkte die Punkte jedes
Paares auftreten, das von (P, Q) harmonisch getrennt wird.

Lage C. Die Flichen bertthren einander in 4 Punkten
(die Eckpunkte des Vierecks). Sie haben oc? gemeinsame
Polartetraeder, die die Diagonalen des Vierecks als gemein-
same gegenliberliegende Kanten haben. Als Eckpunkte kén-
nen auf jeder Diagonale die Punkte eines beliebigen Paares
auftreten, das von dem entsprechenden Paar von Beriih-
rungspunkten harmonisch getrennt wird.

Lage D. Die IFlachen beriihren einander in allen Punk-
ten des gemeinsamen Kegelschnittes; die Ebene des Kegel-
schnittes hat denselben Pol, 0, in bezug auf beide Flachen.
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Es gibt hier co® gemeinsame Polartetraeder; diese haben
alle einen Eckpunkt in O, und die drei anderen liegen in
der Ebene des Kegelschnittes und koénnen als Eckpunkte
eines beliebigen Polardreieckes dieser Kurve gewihlt wer-
den.

Gegeniiberliegende Kanten eines gemeinsamen Polar-
tetraeders sind immer Polargeraden in bezug auf beide
Flachen. Umgekehrt hat man bei den hier betrachteten 4
Lagen, dass jedes Paar windschiefer gemeinsamer
Polaren der beiden Flidchen Triger eines Paares
von gegeniberliegenden Kanten eines gemein-
samen Polartetraeders sind.?

Wihlt man ein gemeinsames Polarteiraeder als Koordi-
natentetraeder, so kénnen ¢ und ¢; durch die Gleichungen

(1) af Fad+axi+xl =0 und Ax?+A,al+Aal 2,22 =0

dargestellt werden. In den Fillen, wo mehrere Polartetraeder
vorhanden sind, kann man fiir alle solchen Polartetraeder
die Gleichungen (1) mit denselben 4 benutzen. Der Lage A
entspricht, dass alle vier 2 verschieden sind; B erhilt man,
wenn 2 (und nur 2) einander gleich sind. C entspricht, dass
sie paarweise einander gleich sind, z. B. ;= 14;, A;= 1,
und-D ergibt sich, wenn 3 (und nur 3) A einander gleich
sind.

§ 3. Die Bestimtﬁung der Achsen.

Wir kehren nun zur Untersuchung der gescharten Kol-
lineationen, die ¢ in ¢, Uberfithren, zuriick, und beginnen
mit den Lagen A, B und D, da bei C besondere Verhilt-

! Dagegen kann es bei anderen Lagen, wo kein gemeinsames Polar-

tetraeder vorhanden ist, dennoch séhr wohl ein Paar windschiefer ge-
meinsamer Polaren geben.
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nisse vorliegen; dieser Fall wird daher am besten fiir sich
-allein behandelt (§ 5).

Bei den drei angefihrten Lagen von ¢ und ¢, sieht man,
-dass die Moglichkeiten 2) und 3) auf Seite 8 sich nicht
realisieren lassen, so dass ein Paar zusammengehériger
Achsen notwendig ein Paar von windschiefen gemeinsamen
Polaren der Flichen, also ein Paar gegeniiberliegender Kan-
ten eines gemeinsamen Polartetraeders schneiden miissen.

Wir suchen in diesem Paragraphen die Achsen des
Typus 1 (siche Seite 4). Die Gleichungen der Flichen in
Punktkoordinaten seien die oben angefithrten (1); in
Ebenenkoordinaten lauten sie
uy | uj

2
(@) ultul+al +u4——0udul—l— U B g,
Aq )L Ay

Als eventuelle Achse betrachten wir eine Gerade, die in
Punktkoordinaten durch die Gleichungen

(3) Ty =ax,, r3=fx,,
in Ebenenkoordinaten durch
(4) aty+uy= 0, pug+u,=0

dargestéllt ist. Thre Schnittpunkte mit den Flachen werden
-durch
@+ D+ + D} =0,
(@A + Ag) 3+ (B2 + A i = 0

bestimmt. Die durch die Gerade gehenden Tangentialebenen
ergeben sich auf duale Weise aus

@+ D)+ (@ Duf =0,

a® p® > _
<72—+ /11>ul+< P + , ua 0.
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Soll nun die Gerade sowohl durch zwei (verschiedene)
gemeinsame Punkte der Flichen gehen als auch in zwei
(verschiedenen) gemeinsamen Tangentialebenen liegen, so
erfordert dies das Bestehen der Gleichungen

(5) { (@0 + &) (B+ 1) = (B*As+4) (a2 + 1),
Agdq(@® Ay A) (B*+ 1) = A A(B*A,47) (a2+1)

in der Weise, dass nicht beide Seiten null werden. Also

muss
(6) Mdy = Agls

sein.t Ist umgekehrt diese Gleichung erfiillt, so reduzieren
sich die Gleichungen (5) aufl eine,

€ (@4 +2) (F+ 1) = (B22s+ A (e + 1),

und jedes Wertepaar (a, §), das (7) befriedigt, ohne beide
Seiten zum Verschwinden zu bringen, erweist sich leicht
als eine Gerade vom Typus I, also als eine Achse. Es gibt
also unter der Bedingung (6) ool gescharte Kol-
lineationen, die ¢ in ¢, iberfihren. Die zugehérigen
Achsen sind Erzeugende einer Regelfliche mit der Gleichung

(8) (q x%—l—lzx?) (333 +xi) = (13 :c:?}'—k 241'2) (x%—l—x%)

oder in Ebenenkoordinaten

2 2 2 2
9 (u'l + u‘2> 2_’_ 2y <u3 + 114) u2+ u2 ;
( ) Z]_ 2’2 (ll3 Il4> 13 14 ( 1 2)

sie ist von 4. Ordnung und 4. Klasse und besitzt zwei

windschiefe Doppelgeraden.?

' Die Relation (6) als Ausdruck der Bedingung I (Seite 4) findet
sich bei Ronn, S. 73, ohne Verbindung mit dem hier betrachteten Pro-
blem der allgemeinen gescharten Kollineationen.

® Vgl. Encykl. d. math. Wiss. III, 2, 2b, S. 1753,
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Wir kénnen der Gleichung (6) eine einfache geometrische
Deutung .geben. Wir bemerken zunéchst, dass es 8 Kol-
lineationen gibt, die die Eckpunkte des Koordinatentetrae-
ders zu Fixpunkten haben, und die ausserdem ¢ in ¢
tiberfithren. Sie werden durch

(10) €Ly = :':]/}“_1-7‘3'1’ Ly = i]/lezi Ty = j:V'Tsxra’
‘ x, = + i,
dargestellt.

Betrachten wir nun die Kollineation
— r — r . ‘V .
A1) =z, =a), ®, =a,, *,=mx,, T,= —x,.

Sie lisst die Gerade x;= 0, x,= 0 punktweise und die
Gerade ax;= 0, x,= 0 ebenenweise fest. Sie kann als Pro-
dukt zweier harmonischen Homologien aufgefasst werden,
deren Homologicebenen durch die erste der genannten
Geraden gehen und deren Zentren auf der zweiten liegen,
und mag deshalb als eine »projektive Drehung« bezeichnet
werden. Umgekehrt hat jede projektive Drehung der be-
trachteten Art eine Darstellung der Form (11). Eine andere
projektive Drehung, wo die Achsen ihre Rolle vertauscht
haben, sei

1

R r I ’ . r . . !
Xy = ATy, Xy = &y, Ty = Xy, Xy = Xy
Das Produkt dieser beiden Drehungen (in beliebiger Reihen-
folge) ist die Kollineation
e r —_— 1 r _ ’.f _ 1 L.
Ty T XY, Ty =&y, Xy =L, Ly =Xy

m

sie mdge eine »projektive Schraubung« um die genannten
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Achsen heissen. Wir fragen nun, wann die allgemeine Kol-

lineation

. ’ _ ! _ U . r
Ty = BTy, Ty = fholly, Ty = My, Xy = [Ty

eine projektive Schraubung um die genannten Achsen ist.

Als notwendig und hinreichend erweist sich

Hoy fp == g fbg.

Wir sehen daher, dass das Erfillisein von (6) bedeutet,
dass 4 von den oben genannten 8 Kollineationen, die ¢ in.
@ lberfithren, projektive Schraubungen um das oben er-
wihnte Paar von gegeniiberliegenden Kanten des Koordi-
natentetraeders sind.

Wir wollen nun die einzelnen Lagen A, B und D etwas.
niher betrachten.

Lage A. Im allgemeinen gibt es keine Losungen; nur
wenn (6) oder eine damit analoge Gleichung erfiillt ist,.
gibt es eine Schar von co! Achsen. Denkt man sich die-
‘Flichen als konzentrische Ellipsoide mit gemeinsamen Sym-

metrieebenen, so ‘dass die Gleichungen in rechtwinkligen

Koordinaten

2 g 22 22 y? 22

—+ 5 +— =1 d 5+ +5 =1
(12) 2 + 2 + s an P + 3 + 2

geschrieben werden kénnen, so ist (6) mit
ab a;by
c ¢y
gleichbedeutend.

Lage B. Es sei z. B. 4, = A, Die Schnittkurve der
JFlachen zerfillt in zwei Kegelschnitte, die in den Ebenen
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(13) ]//11**/'13-’1'13’: VA — oy = 0

liecgen und sich in den Punkten (0,0, 1, + i) schneiden.
Wie oben gibt es im allgemeinen keine Lésungen; die
Gleichung (6) erhélt hier die Form

(14) My = /13,

und die Bedingung (7) fiir ¢ und § wird nach Division
durch p24+ 1:
a2 (Ay—2g) + Ag— Ay = 0.

Hieraus erhilt man

Vi, — A -
(15) o= 4 12222 beliebig,
[/Zl - 2-3 ﬁ g

also die Achsen
(16) VA —dgae, = Vg —dgaey = 0, x, = ka,.

Sie bilden zwei Geradenbiischel, die in den Ebenen (13)
der Kegelschnitte liegen und ihre Zentren in den Punkten
haben, wo diese Ebenen die Polare der gemeinsamen Sehne
der Kegelschnitte schneiden. '

Sind ¢ und ¢, durch die Gleichungen (12) dargestelit,
so wird '

c = ¢, ub = a, b;.

Hieraus folgt, dass die Flichen von jeder zur xy-Ebene
parallelen Ebene in zwei inhaltsgleichen Ellipsen geschnit-
“ten werden, und sie- entsprechen: sich demnach in zwei
involutorischen - Affinitdten, deren Homologieebenen die
Kegelschnittsebenen sind. Man entnimmt hieraus, dass die

Bedingungen
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17) Mdy = Aghy und A; = 4,

damit gleichbedeutend sind, dass die Fldchen ¢ und ¢,
mit zwel Kugeln von demselben Radius (und mit
nicht-isotroper Verbindungsgerade der beiden Zentren)
projektiv dquivalent sind.

Die Bedingungen (17) kdénnen auch so gedeutet werden,
dass 4 von den 8 Kollineationen, die die Eckpunkte des
Koordinatentetraeders zu Fixpunkten haben und ¢ in ¢
iiberfithren, projektive Drehungen sind, bei denen die
Schnittlinie der Kegelschnitisebenen punktweise und ihre
Polare ebenenweise festbleiben.

Es soll kurz erwihnt werden, dass man, statt dic Be-
dingung ;= A, mit (6) zu kombinieren, diese Bedingung auch
mit einer zu (6) analogen Gleichung zusammen nehmen

konnte, z. B. mit

Ml = A,

Hieraus wiirde indessen A,= 1, folgen, und die Flichen
hitten dann die Lage C. Dies werden wir spéter, in § 5,
niher erortern.

Wir bemerken noch, dass wir durch die obige Methode
alle Achsen vom Typus I gefunden haben, obwohl die
Flichen oc' gemeinsame Polartetraeder haben; denn die
gefundenen Achsen sind in Beziehung zu den Flichen selbst,
nicht nur zu dem gewihlten Ko‘()rdin'atentetraeder, charak-
terisiert worden.

Lage D. Es gibt hier gar keine Achsen, weil (6) in
Verbindung mit z.B. ;= 4,= 4; das vollstindige Zusam-
menfallen der Flichen zur Folge haben wirde.
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§ 4. Zusammengehdrige Achsen.

Wir haben in § 3 die brauchbaren Achsen bestimmt ohne
Riicksicht darauf, wie sie in' den gescharten Kollineationen
zusammengehéren. Um auch diese Frage zu beantworten,
greifen wir gewissermassen das ganze Problem nochmals
von vorn an, indem wir uns nur auf die §§ 1—2 stit-
zen, und benutzen eine rein analytische Methode, weil
diese — obgleich durch nicht ganz kurze Rechnungen —
die Verhiltnisse am besten beleuchlet und das ganze Formel-
system mit einem Schlag liefert. Wir wollen hier direkt nur
gescharte Kollineationen mit getrennten Achsen aufsuchen,
aber doch auch solche mit konsekutiven Achsen mitnehmen,
wenn sie von selber in den Rechnungen auftreten. Dafir

_gibt die Methode auf einmal die Achsen vom Typus I und
Typus II. Wie vorher nehmen wir an, dass die Flidchen
eine der Lagen A, B oder D haben; auf die Lage C gehen
wir in § 5 ein.

Die Flichen ¢ und ¢, seien wie frither durch

(18) xitast+aitxl =0
und
(19) it At + Ayl 2,2k =0

gegeben. Zusammengehorige Achsen miissen, wie wir wis-
sen, zwei gegeniiberliegende Kanten eines gemeinsamen
Polartetraeders schneiden; wir wollen nun die geschar-
ten Kollineationen aufsuchen, deren Achsen die Geraden
=10, ;=0 und x;=0, x,= 0 schneiden. Die Achsen
kénnen dann durch

(20) x; = ax,, x3= fr, und x; = o x,, X3 = P,

dargestellt werden. Eine gescharte Kollineation mit diesen
Achsen ist durch

Vidensk. Selsk. Math.-fys, Medd. XV, 2,
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x, —ax, = p(a) —axy),
xy—fa, = pey;— ),
Ly — 0 Xy = q() —a,xy),

xy— Py = (I(m’es ——ﬁlx;)

(eta, PPt

oder, wenn die Gleichungen nach x;, x,, x; und x, gelost

werden, durch

(¢, —)yax, = (g, p—aq)x, —(p—q)aa, ),
@1) (0, — @y, = (p— @)y —(ap—a, @b,
i B—Bx; = Brp—BPay—(p—q) pfixy,
U BB = (p— s —Bp—Fra),

gegeben. Wir verlangen nun, dass die Transformation (21)
@ in @, iiberfithren soll. Bei der Einfiihrung von (21) in (18)
missen dann zunichst die Glieder mit x| xy, und xjx, ver- "

schwinden; dies erfordert

(22) pa(l+a}) = go, (1+a?)
und
23) pBG+BD = gB L+ ).

Das Einsetzen ergibt nun im tibrigen, wenn wir die Striche
weglassen und nur die erste Halfte, also die Glieder mit

22 und x5, aufschreiben:

1 9
—_‘é{x? [P (1 + aD—2pg (14 ea) + ¢* (1 + o] +
0 (79

Al [p2a2(1+a§)—zpqaal(1+aa1)+q2a%(1+a2)}}+- -=0.

Fithrt man mittels der Relationen (22) und (23) pg in
diejenigen Glieder von (24) als Faktor ein, wo p? oder ¢*
steht, so findet man, dass sich die Gleichung (24) nach

Kiirzen von pq auf
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.-rf 2 Lef 2
(25) ag, -+ aayxy -+ 88, +Bpxy =0

reduziert. Notwendig und hinreichend fiir die Uberein-

stimmung mit (19) ist:

2y
B,

S A,
(26) Ayoay = (;;; = 488, =

Die Gleichungen (22) und (23) schreiben wir so:

@1 w(ta)  pQ+E) _p
h a(l+a}) B+ D g

Die Gleichungen (26) in Verbindung mit der ersten (27)
bestimmen dann die brauchbaren Achsen und ithren Zusam-
menhang, wihrend der gleichzeitig durch (27) festgelegte

Wert von gdas charakteristische Doppelverhéltnis der Kol-

lineation liefert.
Aus (26) erhilt man zunéchst die frither gefundene Be-
dingung

(28) Idy = Ay

diese erweist sich also als notwendig nicht nur fir die
Existenz von Achsen vom Typus I, sondern auch vom
Typus II. Ist die Bedingung erfiillt, so erhédlt man aus
(26), wenn o einen beliebigen, aber festen Wert von
Vi Ay = VA2, bedeutet:

ag [
(29) aa; — Tl, /3/31 = 2—5

Fihrt man o, und f; mittels (29) in (27) ein, so ergibt
sich

2*
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s(i4a) o+  p
(30) et B ih g

Hierdurch ist das gesuchte Formelsystem gefunden.

Die erste Gleichung (30) liefert die schon bekannte Be-
dingung (7) dafiir, dass eine Gerade (a, f) als Achse brauch-
bar ist; auch diese gilt also sowohl fiir Achsen vom Typus I
als auch vom Typus II. Gleichzeitig erhilt man den Wert
des Doppelverhiltnisses ausgedriickt durch die 4 und die
Parameter der einen Achse.

Aus (29) ergibt sich, in Ubereinstimmung mit Seite 5—7,
dass eine gewihlte Achse (o, ) mit zwei anderen zusam-
mengehort, da o zwel Werte annehmen kann (gleich gross
mit entgegengeseiztem Vorzeichen). Aus (30) ersieht man
dann, dass auch die zwei Doppelverhiltnisse gleich gross
mit entgegengesetztem Vorzeichen sind.

Weiter sieht man: Wenn (o, ) und (a;, ;) ein Paar
zusammengehoriger Achsen ist, so gehdren je zwei Achsen
zusammen, die unter (£a, +p) bzw. (4o, 4 ;) so ge-
wihilt sind, dass eine gerade Anzahl von Minuszeichen vor-
kommt. Den hierdurch gefundenen 8 Transformationen ent-
sprechen insgesamt 2 Werte des charakteristischen Doppel-
verhiltnisses, die gleich gross mit entgegengesetztem Vor-
zeichen sind; jeder Wert kommt viermal vor.

Ubrigens hiingt das charakteristische Doppelverhiltnis,
wenn A, 4= 4, und A;E 1, ist, von der Wahl der Achsen
ab. Wir kénnen fragen, wann es gleich —1 wird; dies tritt

nach (30) ein, wenn
o(1+a?) + a4 =0, o(1 4+ 5>+ 12+ A,=0.

Dies lisst sich, immer unter der Vorausselzung 1, 4,,

AsE 2, auf
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s _ 0 90 __ 9
(31) a” == ll’ /3 }{3

reduzieren. Wegen der zwei Werte von o ergeben sich
hieraus 8 Achsen (a, #). Durch Vergleich von (31) mit (29)
sieht man, dass

o =-—a fi=—4f

wird. Die 8 Achsen (31) gehéren also paarweise zusam-
men, und wir erhalten 4 involutorische Transformationen.t

Seizt mar %: , 80 erhilt man wieder die 8 Achsen

(31), aber in der Form

32 @ =2 e 2
(32) =7
sodass

G = a, /31= .

Hieraus kann man zunichst nichts schliessen; denn es war
ja bei allen Rechnungen dieses Paragraphen vorausgesetzt,
dass die Achsen verschieden waren. Doch wird man auf
die Vermutung gefithrt, dass eine Gerade (a, B), welche
(32) befriedigt, Achse einer gescharten Kollineation mit
konsekutiven Achsen ist, die auf der Fliche (8)—(9) liegen.
Dass dies wirklich der Fall ist, kann man z. B. durch einen
Grenziibergang einsehen. Es gibt somit 8§ solche Transfor-
mationen.

Wir betrachten nun besonders die Lage B. Es sei
(33) Ay = Ay, MAy = A1,

! Vgl. Rony, S. 63.
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Hier ist ¢ = 4-1;. Die brauchbaren Achsen werden aus der
ersten Gleichung (30) erhalten und zerfallen in

(34) f = =i, o beliebig
und die friher in (15) angegebenen

/2 — Ay
(35) o = lzL,j, 8 beliebig,

VA
Den Achsen (34) entsprechen fiir o = 4; nach (29)
die Achsen

By = Fi, ag = 3.

Hierdurch ist dargetan, dass die Tangenten an die
Flichen ¢ und ¢, in ithren beiden Berlihrungspunk-
ten paarweise als Achsen solcher gescharten Kol-
Ilineationen zusammengehoren, die ¢ in ¢; iber-

fithren.
Fir o= —4; erhiilt man dagegen
(36) By = +i, o = _t
RS Ao’

Nach (84) und (36) sollten nun entsprechende Achsen
Tangenten in demselben Beriihrungspunkt der Flichen
sein, also einander schneiden. Dem entsprechen keine
Transformationen der betrachteten Art,

Die Achsen (35) konnen auch

(35 a) a= ll‘o’ , B beliebig,
g

Sy

geschrieben werden. Thnen entsprechen fiir 6 = 45 nach (29)
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Vi
Vi,

1

(37) o = £ . B = ?

und ausserdem ergibt (30), dass §= 1 ist. Dem entsprechen

keine eigentlichen gescharten Kollineationen. Dagegen stehen
die Formeln (35a) und (37) in gewisser Verbindung damit,
dass es 2 parabolische Homologien gibt, deren Homologie-
ebenen mit den Kegelschnittsebenen zusammenfallen und
die ¢ in ¢, liberfithren (man beachte nur, dass ¢ und ¢

mit zwei gleich grossen Kugeln projektiv dquivalent sind).

Fir 0 = — 2; erhdlt man dagegen
Vg 1
ay = :F T, - o
1 I/;i'1 ﬁ[ [))
und (30) ergibt nun % = — 1. Hierdurch sind co! harmo-

nische gescharte Kollineationen bestimmt, deren
Achsen in je einer der Kegelschnittsebenen liegen.

Bei der Lage D gibt es niemals Losungen, auch nicht
solche, deren Achsen vom Typus II sind; denn die Be-
dingung (28) zieht, wie schon frither erwihnt, das voll-

stindige Zusammenfallen der Flichen nach sich.

§ 5. Die Schnittfigur der Flichen ist ein windschiefes
Viereck.

Wir gehen nun dazu iiber, die bisher ausgeschlossene
Lage C zu betrachten. Zunéchst bemerken wir, dass die in
8¢ 3—4 gegebenen Entwicklungen auch in diesem Fall
anwendbar sind: nur geben sie nicht — jedenfalls nicht
obne weiteres — sédmtliche Transformationen der betrach-

teten Art, teils weil ein Ubergang zu einem anderen gemein-
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samen Polartetraeder als Koordinatentetraeder neue Trans-
formationen liefert (im Gegensatz zum Verhalten bei der
Lage B), teils weil es hier Achsenpaare gibt, die kein Paar
gegeniberliegender Kanten eines solchen Tetraeders schnei-
den. :

Wir beginnen nichtsdestoweniger damit, die fritheren
Resultate auf die Lage C anzuwenden. Es sei 4; = 4,,
/4y = A,. Dann ist (6) erfiillt; (7) reduziert sich auf

(38) a = 48,

und die Fliche (8) zerfillt in die beiden Flichen zweiter
Ordnung

(39) Xy = 4 Xy,

Die Gleichungen (29) und (30) werden hier

(40) ag, = By = -
1
und
ESI + a?) _p
) R

Die harmonischen Transformationen sind durch

az — ﬁz — xi
A
in Verbindung mit ¢; = —«a, f; = —f bestimmt. Ferner fin-
det man fir £ = 1
q
2 g2 9
a B )

sowie a;= o, ;= (. Dies ergibt Transformationen, deren.
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Achsen zwei konsekutive Erzeugende einer der Fliachen (39)
sind. '

Um Achsen zu finden, die ein anderes Paar gegeniiber-
liegender Kanten des Koordinatentetraeders schneiden, ver-
tauscht man am einfachsten die Indizes der 2. Die Annahme
Ay= A4, Ay= A, exgibt etwas mit dem fritheren ganz Analoges;
es sei nun aber 4;= 7,, ;= 1,. Hierdurch werden diejenigen
Achsen bestimmt, die die beiden Polaren schneiden, welche
gegeniiberliegende Kanten in allen gemeinsamen Polar-
teiraedern sind. Soll diese letzte Annahme mit (6) vertrag-

lich sein, so muss
(42) M=ld=—1=—1,

sein. Ist dies erfiillt, so zerfdllt (7) in

(43) a = i, {§ beliebig
und
(44) a beliebig, f = 4 1.

Die entsprechenden Achsen sind die Tangentenbiischel
in den 4 Berithrungspunkten der Flichen. Thre Zusammen-
gehorigkeit erhdlt man aus (29) durch Einsetzen von
o = 4 ;. Indem wir auf die Ausfiithrungen fiir die Lage B
auf Seite 22 bezugnehmen, sehen wir, dass entsprechende
Achsen Tangenten in gegentiberliegenden Beriih-
rungspunkten der Flichen sind. Die entsprechen-
den gescharten Kollineationen sind harmonisch.

Ein elementares Beispiel, wo die mittels (43) und (44)
bestimmten Kollineationen existieren, hat man in den beiden

Hyperboloiden
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xt—yg2t-2t =1, —a?4y?t+ =1
{x, y, z, rechtwinklige Koordinaten).
y 8

Um nun einen vollstiindigen Uberblick zu gewinnen und
insbesondere alle Transformationen der gesuchten Art zu
finden, wollen wir nach dieser Einleitung die Frage aufs
neue angreifen, indem wir als Grundlage der Untersuchung
nicht ein zufilliges der co® gemeinsamen Polartetraeder be-
nutzen, sondern die Schnittkurve der Flidchen, die ja in
ein windschiefes Viereck ausgeartet ist. Die gemeinsamen
Tangentialebenen der beiden Flichen werden von 4 Ebenen-
biischeln gebildet, deren Achsen die Seiten des Vierecks
sind. Notwendig und hinreichend dafir, dass eine Gerade
die Flichen in denselben zwei Punkten schneidet und in
zwei gemeinsamen Tangentialebenen liegt, ist, wie man
leicht einsieht, dass die Gerade ein Paar gegeniiberliegender
Seiten des windschiefen Vierecks schneidet (ohne ganz auf
einer der Ilichen zu liegen). Also:

Bei der Lage C gibt es co? Achsen vom Typus I,
nimlich alle Geraden, die ein Paar gegeniiber-
liegender Seiten im Schnittviereck der Fldechen
schneiden, ohne ganz auf einer der Fliachen zu
liegen. Sie bilden, wenn man von den genannten
Ausnahmen absieht, zwei lineare Kongruenzen.

Hierzu kommen in gewissen IFéllen, wie wir gesehen

haben, 4 Geradenbiischel von Achsen vom Typus I1.

Wir gehen nun zur Frage der Paarung der Achsen iiber.
Das windschiefe Schnittviereck sei ABCD (Fig. 3); ferner
sei a eine Achse vom Typus I, die AB und CD schneidet.
Die Gerade a ist weder Erzeugende von ¢ noch von g,.

Die eine durch « gehende gemeinsame Tangentialebene ist
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durch a und AB festgelegt; ihre Bertithrungspunkte mit den
Flichen liegen beide auf AB. Diese Gerade muss dann bei
der Transformation invariant sein und demnach auch die
andere Achse, b, schneiden. Also:

Eine Achse vom Typus ! schneidet dieselben
Seiten des windschiefen Schnittvierecks wie die
zugehdrige Achse; diese
ist demnach ebenfalls vom
Typus I.

Die normale Lage zweier zu-
sammengehorigen Achsen vom
Typus I ist die in Fig. 3 an-
gegebene. Speziell kann die
Achse a durch € gehen, d. h.
sie schneidet ausserdem BC;

dies muss dann auch bei b der Fall sein, d.h. & muss durch
B gehen. Noch spezieller kann a in die Diagonale AC fallen;
b fallt dann in BD.

Um den Zusammenhang der Achsen vom Typus 1
durch eine analytische Behandlung n&her festzustellen,
wihlen wir die Eckpunkte des windschiefen Vierecks als
Grundpunkte des Koordinatensystems. Die Flichen ¢ und

¢; konnen dann

(45) L5+ oy — 0
bzw.
(46) Axyxs+ Az, = 0

geschrieben werden. Wir suchen diejenigen Achsen, die
=0, x3=0 und x;= 0, x,=0 schneiden. Ein Paar

zusammengehoriger Achsen ldsst sich dann wie friiher
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durch die Gleichungen (20) darstellen, und eine gescharte
Kollineation mit diesen Achsen hat wieder das Aussehen
(21). Fithrt man dies in (45) ein, so miissen zunéichst die

Glieder mit x}«, und x,x; verschwinden, also:

{ pB(L+ o fy) = qh(l+ap),

“7) pa(l+oB) = qau(1 + af).

Wir konnen hier voraussetzen, dass 1+ aff (und 1+ o, f5,)
von 0 verschieden ist; denn sonst wiirde die entsprechende
Gerade eine Erzeugende von ¢ sein. Demnach kénnen
die Gleichungen (47) auch in der Form

a 4 p(+aofy)
48 B SN o S o Nl T =
9 « BT qQiap
geschrieben werden.
Einsetzen von (20) in die linke Seile von (45) ergibt

nun, wenn die Striche weggelassen werden:,

mlg—) {mlxs (P> (1+ay B)—pg ey Bt o+ +¢* (L af) ]+

ey, [pPaB L+ a, ) —pq (o -+ ay f+2aa, )+ 4%y (1+ap)] | = 0.
Benutzen wir wie in § 4 die Gleichungen (48) auf passende

Weise dazu, iiberall den Faktor pg statt p? oder ¢® einzu-
fithren, so finden wir, dass (45) durch die Transformation in

Ty
- +af,x,xc, = 0
aﬂ]_ ﬁl 24
iibergeht. Soll dies mit (46) Ubereinstimmen, so muss
. . Ay
(49) Ao, = B,

sein.
Aus (48) und (49) lassen sich, wenn die Achse (a, )
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gegeben ist, «; und f; sowie das charakteristische Doppel-
p

verhiltnis = der Transformation bestimmen. Man erhalt,
q

wenn A A, = o gesetzt wird:

(50) 0 f = af, = %
und

P _ a(aﬁ—i—l_)
Gn - ¢~ hafti

wo v zwel verschiedene Werte haben kann, die gleich gross
mit entgegengesetztem Vorzeichen sind. Aus diesen Formeln
kann man durch Grenziibergang auch die Fille erhalten,
wo die Achsen durch einige der Ecken des windschiefen
Vierecks gehen.

Wir bemerken insbesondere, dass die erste Gleichung
(48) bedeutet, dass zwei zusammengehdrige Achsen auf
einer und derselben Fliche des Biischels

(52) Ty, xy = kayx,

liegen. _
Wollen wir wie frither insbesondere die harmonischen

gescharten Kollineationen finden, die ¢ in ¢, iiberfiihren,

so setzen wir in (51) % = —-1. Nach Reduktion erhilt man
. o
aﬁ == _2._1
Fir zusammengehorige Achsen gilt dann o= — a, fi=—24.

Setzt man in (51) % =1, so findet man auf dieselbe

Weise
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woraus ¢, = a, f; = f folgt. Dem entsprechen gescharte
Kollineationen mit konsekutiven Achsen, die auf einer der
Flachen (52) liegen. Einige von diesen sind schon auf
Seite 24—25 gefunden worden.

Wir haben oben diejenigen Achsen betrachtet, welche
das eine Paar gegeniiberliegender Seiten des Schnittvier-
ecks schneiden; die Achsen, die das andere Paar schnei-
den, verhalten sich in derselben Weise. Uber eventuclle
Achsen vom Typus II ist nur zu bemerken, dass man leicht
sieht, dass sie die Flichen in cinem Paar von gegentiber-
liegenden Eckpunkten des Schniltvierecks beriihren miis-
sen. Es kann dann keine anderen als die auf Seite 25
erwihnten geben, und diese exislieren, wie wir sahen, nur

in speziellen Féallen.

§ 6. Flichen mit einer gemeinsamen Erzeugenden.

Als Beispiel einer Lage, wo die Flichen ¢ und ¢, kein
gemeinsames Polartetraeder haben, wollen wir zuletzt kurz
den Fall betrachten, wo die Schnittkurve in eine Gerade
und eine Raumkurve dritter Ord-
nung ausartet, die einander in zwei
getrennten Punkten schneiden.

Will man hier die Geraden-
paare bestimmen, die gemeinsame
Polaren der beiden Flichen sind,
so zeigt es sich, dass es keine an-
deren gibt als die gemeinsame Er-
zeugende, die ihre eigene Polare
in bezug auf beide Flichen ist.
Nach § 1 miissen dann alle even-
tuellen Achsen diese LErzeugende

Fig. 4. schneiden.
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Die gemeinsame FErzeugende sei p, ihre Schnittpunkte
mit der Kurve dritter Ordnung A und B (Fig. 4). Wir wollen
die Achsen vom Typus I bestimmen. Da eine solche Achse
in zwel gemeinsamen Tangentialebenen liegen soll, kann
sie p weder in A noch in B schneiden. Wir suchen die-
jenigen Achsen, die p in einem beliebigen anderen Punkt P
schneiden. Die durch P gehenden, von p verschiedenen
Erzeugenden von ¢ und ¢, moégen g bzw. g; heissen; die
Ebene qg, enthilt p nicht. Eine durch P gehende, von p
verschiedene Gerade, die in zwei gemeinsamen Tangential-
ebenen liegen soll, muss der Ebene g¢g, angehdren. Diese
Ebene schneidet die Kurve dritter Ordnung in 3 Punkten,
von denen der eine auf g, der zwelle auf ¢, liegt; der dritte
ergibt, mit P verbunden, eine brauchbare Achse, a. Also:

Es gibt in dem hier betrachteten Fall o<t Achsen
vom Typus I[; durch jeden von A und B verschiede-
nen Punkt der gemeinsamen Erzeugenden geht

eine.

Fierdig fra Trykkeriet den 30, Juni 1937.








