Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskab.
Mathematisk-fysiske Meddelelser. XV, 1.

DIE STRUKTUR PERIODISCHER
TRANSFORMATIONEN
VON FLACHEN

VON

JAKOB NIELSEN

K@BENHAVN

LEVIN & MUNKSGAARD
EINAR MUNKSGAARD

1937



Printed in Denmark.
Bianco Lunos Bogtrykkeri A/S.



‘X Yenn eine umkehrbar eindeutige und stetige Trans-

formation ¢ einer Mannigfaltigkeit ¢ in sich die
Eigenschaft hat, dass die n Male iterierte Transformation
¢ jeden Punkt von ¢ in sich transformiert, wihrend es
andererseits Punkte Pvon ¢ gibt, fiir welche das Punktsystem
P P, ..., 7P aus n verschiedenen Punkten besteht,
nennt man v eine periodische Transformation n-ter Ordnung.
Ist 9 eine topologische Abbildung von ¢ auf eine mit ¢
homdomorphe Mannigfaltigkeit ¢', so ist ' = 9«91 eine
periodische Transformation n-ter QOrdnung von ¢’ in sich,
die als mit der Transformation z von ¢ fopologisch dquivalent
bezeichnet wird. Eine Gesamtheit topologisch dquivalenter
fassen wir zu einem topologischen Typus periodischer Trans-
formationen zusammen.

Periodische Transformationen treten bei mannigfachen
Fragen der Geometrie und der Funktionentheorie auf. Bei-
spielsweise stellt die birationale Transformation einer alge-
braischen Kurve von einem Geschlecht grosser als 1 in
sich eine periodische Transformation der zugehérigen Rie-
mannschen Flidche dar. Brouwer griff die Untersuchung
periodischer Transformationen (und endlicher Gruppen von
Transformationen) auf allgemeiner topologischer Gruundlage
an und untersuchte insbesondere Kugelfliche und Torus
[1, 2, 3, 4]'. B. v. KEREKJARTS wies die einfache Struktur
der periodischen Transformationen der Kreisscheibe und

! Zahlen in eckigen Klammern weisen auf das am Schluss der Arbeit

angéfiihrte Literaturverzeichnis hin.
. 1%
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Kugelfliche nach, wobei sich als mégliche topologische Typen
nur die der Drehungen, Spiegelungen und Drehspiegelungen
ergaben [5]; siehe auch [6], Abschnitt 6. In [7] behandelte
er die endlichen Gruppen topologischer Transformationen
der Kugelfliche mit Erhaltung der Orientierung. W.SCHERRER
[8, 9, 10] gab eine ausfiihrliche Entwicklung der Hillfsmittel
der Untersuchung periodischer Transformationen von Flichen
(auch nicht-orientierbaren) und der endlichen Gruppen von
Transformationen, teils auf Grund einer ihm eigenen Me-
thode, teils im Anschluss an den von BrRouwEer geschaflenen
Begriff der Modulfliche und unter systematischer Verwen-
dung der Monodromiegruppe. Von seinen Resultalen seien
hier hervorgehoben einerseits die Aufstellung aller endlichen
Gruppen fir Kugelfliche und projektive Ebene, andererseits
die erschdpfende Behandlung des Spezialfalles der Ordnung
2. In dem letzteren Fall verschafft sein Begriff der »mini-
malen halbierenden Schnitisysteme« einen Einblick in die
Struktur dieser involutorischen Transformationen und ge-
stattet, die topologische Aquivalenz fiir diese zu entscheiden.
Im Anschluss an seine Arbeiten konnte F. STE1GER (11] als
topologische Verallgemeinerung eines von Wiman fir alge-
braische Kurven gefundenen Satzes den maximalen Wert
der Ordnung n periodischer Transformationen geschlossener
Flachen in Abhéngigkeit von dem topologischen Charakter
der Fliche herleiten. Dass dieser Satz tliber die maximale
Ordnung sich fiir Transformationen mit Erhaltung der Orien-
tierung als ein Satz tber Abbildungsklassen erweist, habe
ich in (12] dargetan.

Die vorliegende Abhandlung setzt sich das Ziel, fir
orientierbare, geschlossene oder berandete Flachen die Struk-
tur periodischer Transformationen mit Erhaltung der Orien-

tierung zu untersuchen. Mit dem Ausgangspunkt in den Be-
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griffen der Modulfliche und der Monodromiegruppe wird
fir den in der Fundamentalgruppe durch die periodische
Flichenabbildung induzierten Automorphismus eine Normal-
darstellung gegeben, die alle Falle umfasst, und aus der in
jedem Einzelfall die Struktur der Abbildung durch Vertau-
schung von Bereichen auf der universellen Uberlagerungs-
fliche, und damit auf der Fliche selbst, erkennbar ist
Hieraus ergibt sich weiter eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die topologische Aquivalenz zweier periodi-
schen Transformationen und damit die Mdéglichkeit einer
vollstandigen Aufzdhlung aller topologischen Typen periodi-
scher Transformationen. Einen direkten Weg zur Ent-
scheidung dieses Aquivalenzproblems habe ich in der dénisch
geschriebenen Arbeit [13] dargestellt. — Aus der Normal-
darstellung des Automorphismus der Fundamentalgruppe
liest man weiter den zugehdérigen Automorphismus endlicher
Ordnung der Homologiegruppe ab, der sich in einer gegen-
iiber Auswahl einer Homologiebasis invarianten Form durch
Angabe des Systems der Eigenwerte, also des zugehérigen
charakteristischen Polynoms vollstiindig beschreiben lisst.
Dieses Polynom héngt nur ab von der Ordnung der Trans-
formation, der Anzahl der Fixpunkte jhrer Potenzen und
dem Geschlecht und der Rénderzahl der Modulfliche; und
umgekehrt gestattet es, fiir geschlossene Flichen diese Zahlen
zu bestimmen. Insbesondere setzt dieses Polynom die Aus-
sage der bekannten Spurformel von ALEXANDER [16], LEF-
scHETz [17] und Hoer [18] fir den Fall periodischer Trans-
formationen von Flichen in Evidenz. Man gewinnt dadurch
die Erkenntnis, dass der Automorphismus der Homologie-
gruppe, der wegen seines algebraischen Charakters beson-
ders zuginglich ist, die periodische FEichentransformation
sehr weitgehend, wenn auch nicht vollstindig, festlegt.
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Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Die Modulflache.

Die Valenz von Kurven und Verzweigungspunkten.
Zuriickfithrung auf den Fall der Unverzweigtheit.
Homomorphismus der Fundamentalgruppe von M.
Spezielle Wahl der Erzeugenden von T fir ¢ > 0.
Automorphismus der Fundamentalgruppe von ¢.
Normaldarstellung im Falle g > 0.
Normaldarstellung im Falle ¢ = 0.

© P NS oD

Zusitzliche Relationen bei Verzweigtheit.

,_
®

Strukturbeschreibung auf Grund der Normaldarstellung.

=
DO

Der Aquivalenzsatz.
Automorphismus der Homologiegruppe fiir ¢ > 0.

—
W

. Automorphismus der Homologiegruppe fiir ¢ = 0.

-
b

Charakteristisches Polynom und Spurformel.

—
&

Kennzeichnung der Abbildung durch das charakteri-
stische Polynom.

Literaturverzeichnis.

1. Die Modulfldche. Eine geschlossene oder von endlich
vielen Randkurven berandete, orientierbare Fliche ¢ sei
einer periodischen, topologischen und die Orientierung er-
haltenden Abbildung ¢ auf sich unterworfen. n>1 sei die
Ordnung von =, d.h. die kleinste positive ganze Zahl, fiir
welche ¢ die identische Abbildung von ¢ auf sich ist. Ist
P ein Punkt von ¢, so besteht das Punktsystem

(1.1) P, P, 2P, ..., a2 1p

aus einer gewissen Anzahl m verschiedener Punkte von g.
Dabei ist 1< m<n und m ein Teiler von n. Es gibt
Punkte von ¢, fiir welche m = n ist; diese mdgen einfache
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Punkte von ¢ heissen. Durchlfuft P ganz ¢, so lisst sich
die Menge der Punktsysteme (1.1) nach BRouwEeR [1] um-
kehrbar eindeutig und stetig auf alle Punkte {P} einer eben-
falls orientierbaren Fléache M abbilden, die als Modulfliche
der periodischen Abbildung »¢ bezeichnet wird. M ist ge-
schlossen oder berandet, je nachdem ¢ geschlossen oder
berandet ist. Durch die angegehene Beziehung ist ¢ als eine
n-blittrige Uberlagerungsfliche von M, eine Riemannsche
Flache tuber M, erkiirt.

Die tiber dem Spurpunkt {P} von M liegenden insgesamt
m verschiedenen Punkte des Systems (1.1) lassen sich durch

(1.2) P, zP, ®P, ..., e 1P

reprisentieren. Diese m Punkte von ¢ sind Fixpunkte bei
7m und den Potenzen dieser Abbildung und werden, falls
m > 1 ist, durch alle anderen Potenzen von 7z zyklisch ver-
tauscht. Wir setzen

(1.3) n=ml

und sprechen den Punkten des Systems (1.2) die Multi-
plizitit 2 zu. Die gleiche Bezeichnung werde auch ihrem
Spurpunkt {P} auf M beigelegt, wie wir tiberhaupt im Fol-
genden Benennungen, die sich auf die Uberlagerung von
M durch ¢ beziehen, in gleicher Weise den Punkten oder
Kurven auf ¢ und ihren Spurpunkten oder Spurkurven auf
M beilegen.

Einfache Punkte haben die Multiplizitit 1. Maltiple
Punkte, d. h. Punkte mit einer Multiplizitit 2 > 1, liegen, .
wie BROUWER gezeigt hat, isoliert und sind Verzweignngs-
punkte von g tiber M. Solche kénnen nicht auf Randkurven
liegen. Rickt ein variabler Punkt {P} auf M innerhalb
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einer ganz aus einfachen Punklen bestehenden Umgebung
eines Verzweigungspunktes in diesen hinein, so riicken auf
¢ je 4 von den dartaberliegenden n Punkten zusammen
und vereinigen sich zu einem Punkt der Multiplizitit 4.
Man pflegt die Zahl A—1 als die zugehdrige »Verzwei-
gungsordnung« zu bezeichnen. — Fixpunkife bei ¢ sind
Punkte mit m = 1, 4 = n, und nur solche. — Falls es nur
einfache Punkte (m = n, A = 1) gibt, heisst ¢ unverzweigt
iiber M; in diesem Falle sind die Abbildungen =, w2, ...,
72— 1 simtlich fixpunktfrei.

Zur nidheren Begriindung der Eigenschaften der Modul-
flache, an die in diesem Paragraphen erinnert wurde, ver-
gleiche man ausser [1] auch den Abschnitt 6, § 6 des
Lehrbuches [6] von B. v. KEREKIARTO.

2. Die Valenz von Kurven und Verzweigungspunkten.
Es sei x eine einfache, geschlossene, gerichtete Kurve auf
M, die eventuell vorhandene Verzweigungspunkte vermeidet, -
und P ein Punkt von ¢, dessen Spurpunkt {P} auf x liegt.
Man durchlaufe von P aus einen Weg auf ¢ tber der
Spur x Dieser moge sich erstmalig nach A-fachem Umlauf
um x schliessen; es entsteht dabei eine einfache, geschlos-
sene, gerichtete Kurve k auf ¢, die eine A-fache Uberdeckung
von z darstellt. Die Zahl 1 heisse die Multiplizitit der Kurven
xz oder k, und im Falle 2> 1 werden diese als multiple
Kurven bezeichnet. Das Bild zk von k bei ¢ ist ebenfalls
eine einfache, geschlossene, gerichtete Kurve auf ¢, die
cine A-fache Uberdeckung von x darstellt. Da auf k genau
2 Punkte tber {P} liegen, ist vk dann und nur dann mit
Ik identisch, wenn A =n. Fir A < n ist ¢k zu k fremd.
Ist auch 22 <<n, so ist z?k zu k und ¢k fremd. Durch

Fortsetzung dieses Schlusses sieht man, dass 1 ein Teiler
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von n ist; setzt man n =mi wie in (1.3), so liegen iiber

z die m getrennten Kurven
(2.1) k, vk, ©°k, ..., 'ﬂm_lk,

und es ist ¥k = k. Die Deckkurven von » haben also alle

die gleiche Multiplizitit 4, und die Multiplizitit ist daher

eine » zukommende Eigenschaft. Man driickt bekanntlich

diese Eigenschaft der Uberlagerung dadurch aus, dass man

¢ als eine reguldre Riemannsche Fliache tiber M bezeichnet.
Auf der Kurve I liegen die 1 Punkte

(2.2) p, &"p, 2P, .., A0 p

tiber dem Spurpunkt {P} Es sei ¢mP derjenige unter den
Punkten (2.2), der bei positivem Umlauf um k zunichst
aufl P folgt. Bei " wird %k so aul sich abgebildet, dass
das Punktsystem (2.2) in seiner Anordnung auf % eine
zyklische Vertauschung um einen Schritt erleidet. Diese
Anordnung auf &k wird daher durch die Reihenfolge

(2.3) P, 2P, 27Mp, ..., gd-Domp

angegeben, wobei Exponenten von = nur mod n in Betracht
kommen. Da zmP unter den Punkien (2.3) vorkomint,

muss

(2.4) . (o, M) =1

sein, indem dies Klammersymbol den grissten gemeinsamen

Teiler bezeichnet. Man bestimme J so, dass
(2.5) do=1 modl

ist; dadui‘ch ergibt sich die Stelle, an welcher der Punkt
™ P = ¢%™ P in der Reihe (2.3) auftritt. Die Operation 2™,
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bei welcher die Kurve & aus dem Kurvensystem (2.1) erst-
malig auf sich abgebildel wird, ist fiar diese Kurve eine
periodische Transformation der Ordnung 4, und zwar ist

+" k offenbar topologisch #quivalent mit der Drehung einer

Kreislinie in sich um 7 einer Volldrehung, wobel J wegen
m

(2.5) zu 2 teilerfremd ijst. Da nun «" -«P =17 ¢ P ist,
folgt, dass zu der periodischen Transformation 2" von zk

und weiter von allen Kurven aus (2.1) die gleiche Dreh-

zahl + gehort. Daher ist auch ¢ eine unabhéngig von der

A
Auswahl von P zu x gehdrige charakteristische Zahl. Die

Zahlen ¢ und ¢ kommen dabei nur als Restklassen mod 4
in Betracht. Wir nennen om den zu der gerichteten

Kurve » gehorigen Monodromieexponenten und schreiben

(2.6) w(x)=om modn
oder auch nuar
2.7) wlx) = om.

Kennt man den Monodromieexponenten x(x) einer Kurve

% von M, so berechnet man

(2.8) m=(uG).n), A=, a=”l(n—").

Dann gilt (2.4), und mittels (2.5) kann man die Drehzahl
berechnen. Denjenigen Charakter der Kurve x oder der
Kurven des Systems (2.1), der sich in dem Monodromie-
exponenten, also ausfiihrlicher in dem Zahlensystem (2.8)
zu erkennen gibt, nennen wir die Valenz dieser Kurven.

Fir nicht-multiple Kurven hatman 4 =1, m = n, und
man kann ¢ = 0 setzen. Fir 2 = n, m =1 hat man eine
Fixkurve bei z¢, und der Monodromieexponent ist eine zu
n teilerfremde Restklasse ¢ modn.

Kehrt man die Durchlaufungsrichtung von # um, so
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dndern sich m und A nicht, wihrend die Restklasse ¢ mod 4
das Vorzeichen wechselt: Die neue Valenz ist der fritheren
enlgeqengesetzt.

Ersetzt man 7 durch ¢, (¢, n) = 1, so fndern sich m
und 2 nicht, und ¢ ist durch die Restklasse go~' mod1
zu erseizen; denn die Drehzahl ist mit ¢ zu multiplizieren.

Deformiert man die Kurve z auf M, ohne sie iiber Ver-
zweigungspunkte hinwegzuschieben, so bleibt die Valenz
aus Griinden der Stetigkeit ungefindert. Ist #= auf diese
Weise auf einen Punkt von M zusammenziehbar, der nicht
Verzweigungspunkt ist, so ist # nicht multipel.

Fir den Fall berandeter orientierter Flachen treffen wir
die Verabredung, die Randkurven immer so zu orientieren,
dass sie die Flache positiv beranden. Dann kann man in
eindeutiger Weise von der Valenz der Rénder sprechen.
Kehrt man die Flichenorientierung um, so geht die Valenz
einer Randkurve in die entgegengesetzte tber. — Ist M
homdomorph einem Kreisring und ¢ unverzweigt iber M,
so haben die Randkurven entgegengesetzte Valenz.

Die letzte Bemerkung gibt uns die Maoglichkeit, von
der Valenz eines Verzweigungspunktes auf einer orientierten
Flache zu sprechen: Es ist die Valenz einer einfachen,
geschlossenen Kurve, die den Verzweigungspunkt beliebig
nahe auf M positiv umkreist. Bei Wechsel der Orientierung
auf ¢ geht die Valenz eines Verzweigungspunktes in die
entgegengesetzte iiber. Die Zahlen m und 1 haben fir den
Verzweigungspunkt dieselbe Bedeutung wie in 1, und auch
die Bedeutung der Drehzahl ist unmittelbar anschaulich zu
erfassen. Vgl. den Rotationssatz von B. v. KERERISRTG [5, 6].

Geht man mittels einer topologischen Abbildung ¢ von
¢ auf eine Fliche ¢’ zu einer topolbgisch aquivalenten

periodischen Transformation
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2.9) o = Jvo !
von ¢  diber, so erhilt die gerichtete Kurve ' = %k von
¢’ offenbar dieselbe Valenz, wie die Kurve & von ¢. Uber-
trigt man die Orientierung von ¢ durch ¢ nach ¢, so
wird eine Randkurve bezw. ein Verzweigungspunkt von ¢
durch & in eine Randkurve bezw. einen Verzweigungspunkt
von ¢ mit gleicher Valenz abgebildet.

Zu den in diesem Paragraphen behandelten Begriffen
der reguliaren Uberlagerungsfliche und des Monodromie-

exponenlen vergleiche man (9] und [14].

3. Zuriickfiihrung auf den Fall der Unverzweigtheit.
Es sei V ein multipler Punkt von ¢ mit der Valenz [m, 1, o.
Um den Spurpunkt {V} auf M grenzen wir durch eine
Kurve x ein Elementarflichenstick K von M ab, das ab-
gesehen von {V} nur einfache Punkte enthélt und nicht
an den evenfuell vorhandenen Rand von M reicht. Dabei
sei die Kurve z so 01'ientiert,.dass sie M — E posiliv be-
randet, also {V} negativ umkreist. Die Valenz von =« ist
also durch [m, i, — o] gegeben. Entfernt man die inneren
Punkte von E aus M und die entsprechenden m Elementar-

1 —

flachenstiicke um V, zV, ..., = 'V aus ¢, so entsteht
eine neue Fliche ¢ mit einer neuen Modulfliche M = M — E.
Dem Ubergang von ¢ zu ¢ entspricht die Ersetzung von
m multiplen Punkten von ¢ durch m multiple Rénder von
¢. Nun geniigt es offenbar, die Struktur der n-periodischen
Transformation der Teilfliche ¢ von ¢ zu untersuchen.
Denn da die Struktur der n-periodischen Transformation
des Uberlagerungsgebildes von E durch das Valenzsymbol

[m, 4, o] vollstindig beschrieben ‘VViI'd, kann man nach-
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triglich wieder »die Ldécher schliessen«, also die Trans-
formation von ¢ anf ¢ erweitern.

Indem wir auf diese Weise alle multiplen Punkte
durch multiple Rénder erselzen, reduzieren wir die Struk-
turuntersuchung auf den Fall der Unverzweigtheit, bel dem
es nur einfache Punkte gibt. Die Abbildungen r, 7% ...,
7?1 sind also sdmtlich fixpunktfrei. Dabei legen wir nun
folgende Bezeichnungen fiir die weitere Untersuchung fest:
‘ n  die Ordnung der periodischen Transforma-

tion =,
p  das Geschlecht der orientierbaren Fliche ¢,
r  die Rénderzahl von ¢,
q  das Geschlecht der Modulfliche M,
s die Randerzahl von M,
A

y=1,2 ..., s.

Im,, 4,, o,] die Valenz der »-ten Randkurve von M.

Dabei sind diese Symbole nicht willkiirlich wihlbar:
Da die »-te Randkurve von M durch m, Rénder von ¢

iiberlagert wird, hat man
{3.1) r=m; +my+ .- +mg.

Ferner hat man wegen der unverzweigten Uberlagerung
die folgende Beziehung zwischen den Charakteristiken:

(3.2) 2p+r—2=nRqg+s—2).

(Denkt man sich M irgendwie trianguliert, so ist die An-
zahl der Seiten vermindert um die Anzahl der Ecken und
Dreiecke gleich der Charakteristik 29 4+ s — 2. Bei Durch-
driickung dieser Triangulierung auf eine unverzweigte
n-blattrige Uberlagerungsfliiche sind diese Anzahlen einfach

mit n zu multiplizieren.)
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Spater ergeben sich noch weitere Relationen, insbeson-
dere (4.6).

Falls alle Rénder in der oben beschriebenen Weise
durch Ausschneidung von Verzweigungspunkten entstanden
“sind, erhilt man durch Eintragung von (3.1) in (3.2) die
Formel von RiemanN-HurwiTz fiir geschlossene Riemann-
sche Fliachen.

Kommen keine multiplen Réinder vor, so ist r = ns

wegen (3.1) (speziell auch r = s =0), und aus (3.2) wird

(3.3) p—1=n(g—1) (fiir r = ns).

4. Homomorphismus der Fundamentalgruppe von M.
Nach Wahl eines Punktes O auf M zeichne man auf M
mit O als Anfangs- und Endpunkt ein kanonisches System
von 2g+s Kurven wie in Fig. 1. Dann stellen die Wege

(4.1) a]_a 181) az; ﬂ25 s th, /gqs ;/1: 729 L] }/S

ein Erzeugendensystem der Fundamentalgruppe T von M
dar. Dabei hat man als einzige definierende Relation von
T die Relation

(42) ]('1]\"2 kq)/iVZ ;’szl’

wobei zur Abkiirzung

(4.3) k, = a,8,a "

1

8" (i=1,2, ..., q)

gesetzt ist.

Ist 0 ein Punkt von ¢ iiber der Spur O, so gelangt
man bei einem Umlauf z. B. iber der Spur «; von o nach
7@ o; val. die Definition der Operation p in (2.6). Einem
geschlossenen Weg wie z. B. «,e, entspricht dabei der
Monodromieexponent (&) + w(e,). Die Operation w stellt
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also eine homomorphe Beziehung der Fundamentalgruppe
T von M auf die additive Gruppe der Restklassen mod n
dar. Die zu den Erzeugenden (4.1) gehdrigen Monodromie-

substitutionen miissen die ganze Monodromiegruppe er-

Fig. 1.

zeugen, da man ja o mit zo auf ¢ verbinden und den
zugehorigen Spurweg auf M in der Fundamentalgruppe
darstellen kann. Also muss

(4.4) (,w () <o o, (ﬂq), ‘“’(7’1)’ C s, ,Lp(;fs), n) =1

sein. Nach den Bezeichnungen von 3 ist dabei

(4.5) w(y,) =0,m, modn (v=1,2, ..., s
gesetzt.

Die Operation g ist kommutativ. Bei ihrer Anwendung

auf ein Element von T kommt es also nur darauf an, in
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welche Restklasse nach der Kommutatorgruppe von T dies
Element gehort. Insbesondere ist u (k) =0 mod n. Aus (4.2)

und (4.5) hat man daher
(4.6) ogmy + oymy + -+ +om =0 modn

als weitere Relation zwischen den in 3 definierten Symbolen.
Hat die Modulfliche das Geschlecht Null, so folgt aus (4.4)

iiberdies

“.n (o, my, azm.z, e, omg, n) =1 (fir g =10).

5. Spezielle Wahl der Erzeugenden von T fiir g > o.
Die Anbringung des kanonischen Kurvensystems der Fig. 1
auf der Modulfliche M ist mit weitgehender Willkir ver-
bunden. Wir werden im-" Folgenden topologische Abbil-
dungen von M auf sich betrachten, die die Orientierung
von M erhalten und O in sich tiberfithren, und dabei unter-
suchen, wie sich die u-Werte des Erzeugendensystems (4.1)
dndern. Diese Abbildungen von M auf sich setzen wir
wiederum aus 8 erzeugenden Abbildungen S, ..., S; zu-
sammen. Wir werden diese Abbildungen durch isomorphe
Transformationen der Fundamentalgruppe T von M in sich
beschreiben, indem wir angeben, welche Elemente von T
jeweils fiir die urspriinglichen Erzeugenden zu substituieren
sind; FErzeugende, die ungeandert bleiben, werden dabei
nicht mit aufgefithrt.

S]_: oy —> cclﬂl

Sy BL— Broy

S, ay —> o
B1 - B

oy — k3 e ks

By — kg 181Ky



Sy

Sq:

'88:
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o —> Oy
81— B
(12 — 0{3

/3(1—1 - ﬂq

0‘(1—>kq_1. . -kg_lﬂcll{'z...k

Bo— k7t ky'Biky .. k

q
q

wp = ayes By

B — Baag !By 85!

ay — Boeg ! Broag By BT ey By g 1 BT L ey BT

By = BaBoey ' BT ey A7t

71> 712!
Yo ™ V1

Y17 ¥a

Yo = 73

;/s—l_%'}/s

A P e O N
g = 31t egy
By — i “9—1;/1 g By g g 11

, —1
o T e e

Man stellt zun#fichst mit geringer Miihe fest,

Sy, ..

17

dass

.» Sy Automorphismen der durch die Elemente (4.1)

erzeugten freien Gruppe sind, indem die urspriinglichen

Erzeugenden sich durch die ihnen bei den Substitutionen

S entsprechenden ausdriicken lassen, ohne dass man von
der Relation (4.2) Gebrauch macht. Ferner geht das Rela-
tionswort auf der linken Seite von (4.2) bei allen § in sich

fiber, wie man durch unmittelbare Einsetzung feststellt.

Vidensk. Selsk. Math .-fys. Medd, XV, 1.

2
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Also sind die S auch Automorphismen von 7. Dass ihnen
dann auch topologische Abbildungen von M auf sich mit

Erhaltung des Punktes O und der Orientierung entsprechen,

Fig. 2.

bestiitigt man leicht durch Zeichnung des entsprechenden
Systems von Bildkurven. Es wird gentigen, dies in den zwei
verwickeltsten Fillen, namlich far S; bezw. S;, durch die
Figuren 2 bezw. 3 auszuftthren. Dabei ist in Fig. 2 nur
derjenige Teil der Fliache angedeutet, der zu den ersten
beiden Riickkehrschuittpaaren gehért, und in Fig. 3 der-
jenige Teil, der zu dem g-ten Riickkehrschnittpaar und der
ersten Randkurve gehort. Die neuen Fundamentalkurven

sind dabei durch einen Akzent bezeichnet.
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Firg=2ist S3=8, Firs=2ist §4=3S;. Fir ¢ =1
fallen Sy, S, und §; fort. Fur s = 1 fallen S; und S;, und
far s = 0 tiberdies S; fort. Fir ¢ = 0 fallen alle S fort,
die Symbole « und £ enthalten.

Die p-Werte der Erzeugenden y,, ..., y,, sind durch
die Valenzen der Rédnder gegeben; siehe (4.5). Fir diese
besteht die Wirkung der S nur darin, dass S; und S; eine
beliebige Anderung derjenigen Reihenfolge herzustellen ge-
statten, in der die Rénder fiir die Darstellung von T be-
riicksichtigt werden. Fir den speziellen Fall g = 0 ist dies
somit tiberhaupt die einzige Wirkung der S.

In dem Rest dieses Paragraphen handelt es sich somit
um den Fall ¢ > 0. Wir stellen die y-Werte der «;, und 8, in

einer- Matrix # mit ¢ Zeilen und zwei Spalten zusammen:
: oo
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ple)  p(By) ]
(5.1) A = M(“z) M(lgz)

u(e,) MWQJ

Es soll nun gezeigt werden, dass man durch Ausiibung der
S erreichen kann, dass an einer beliebig gewdhlten Stelle von
A die Restklasse 1 modn und an den iibrigen 2q—1 Stellen
die Restklasse 0 modn zu stehen kommi.

Durch §; wird g (;) durch p(ey)+p(8y), und durch
S, wird w(8y) durch p(8y) + p(e;) ersetzt, wihrend sich
im {brigen in . nichts fdndert. Durch fortgesetzte An-
wendung von S; und S, kann man daher erreichen, dass
w(8y) durch die Restklasse 0 und wu(e;) durch die Rest-
klasse der Zahl (,u,(ozl), w (8, n) ersetzt wird. Ist ¢ > 1,
so kann man durch S; und S, eine beliebige Permutation
der ¢ Zeilen von .z herstellen, obne im ftibrigen an den
Elementen der Maitrix etwas zu fndern. Also kann man
darch S;, ..., S, erzielen, dass die zweite Spalte von #
aus Restklassen 0 besteht. Nachdem dies eingetreten ist,
zieht man S, heran: Die Wirkung von §; besteht dann
nur darin, w(ey) durch w(ey)+p(ey) zu ersetzen, ohne
uleg), ..., y,(ceq) zu #dndern und ohne etwas daran zu
dndern, dass (8, ..., #(8)) die Restklasse 0 sind. Durch
fortgesetzte Anwendung von S; zusammen mit den durch
S, und 8, bewirkten Zeilenpermutationen kann man daher
noch erreichen, dass ¢—1 der p(«), also 2¢9—1 der Ele-
mente von # die Restklasse 0 sind. Als das letzte Element
kann man den grossten gemeinsamen Teiler aller urspriing-
lichen Elemente von ./, d. h. die durch die Zahl

3.2 (e, oo wle), wB) s p(8), n) =z

bestimmte Restklasse erzielen.
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Ist z = 1, so ist unser Ziel erreicht. Ist z = n, so ist o
die Nullmatrix und ist daher von vorne herein die Null-
matrix gewesen, sodass dar kein S angewendet ist. Ist
z> 1 und ein echter Teiler von n, so kann man noch die
Restklasse z durch yz ersetzen, wobei y eine beliebig
vorgeschriebene, zu g teilerfremde Zahl ist. Denn ist {z, 0}
die erste Zeile von 4, so wird sie durch S} in {z, yz} und
weiter durch S7 in {z A+ xp), yz} verwandelt, und das
ist gleich {0, yz), wenn man x so wahlt, dass xy=—1
mod% ist. Diese Bemerkung zeigi zugleich (fiir y = 1), dass
man die von 0 verschiedene Restklasse nach Belieben in
der ersten oder zweiten Spalte von .#, also mittels S;, ..., S
an beliebiger Stelle von « anbringen kann.

Ist nun z> 1, so muss s> 0 sein wegen (4.4). Dann sei

u= (G, ..., u(y) n).
Wegen (4.4) gibt es Zahlen x und y so, dass
xu+gz=1

ist. Fiir z=n muss & = 1 sein, und man kann y =0, x=1
wéhlen. Fir 1<z<In ist y nur als Restklasse mod u be-

stimmt, und wegen (y, 1) =1 kann man y so wihlen,

dass (g, [—i—>=1 ist. Mann kann also in allen Fillen eine

Zabl y, die fir z=n gleich Null und fir 1 <z<n zu =

teilerfremd ist, und eine Linearkombination L von w(y,),
.» u(y) so wihlen, dass

(5.3) yz+L=1 modn
ist. ‘

Nun richte man fiir z> 1 die Matrix 4 so ein, dass
#(8,) = yz und alle tibrigen Elemente 0 sind, wobei y



o
o

Nr. 1. Jakor NIELSEN:

gemitss (5.3) gewihlt ist. Dann hat S; die Wirkung, w(8,)
durch '"“('8(1) + w(y) zu ersetzen und im ibrigen nichts in
A4 zu andern. Durch §; und S; kann man ein beliebiges
7, an die Stelle von y, bringen und daher durch fortgesetzte
Anwendung von Sz, §; und S; eine beliebige Linear-
kombination von u(yy), ..., p(y,) zn #(8)) hinzufiigen.
Nach (5.3) kann man daher an der Stelle ,u(,&q) die Rest-
klasse 1 mod n erzielen, und diesé lasst sich dann, wie
schon genannt, an jede Stelle von . verlegen. — Damit
ist der Beweis fiir den obigen Satz erbrachlt.

Im Falle g > 0 lassen sich also die kanonischen Kurven
oy, ..., B, der Fig. 1 so wdhlen, dass eine (beliebig gewdhlte)
unter thnen die Mulliplizitit n hat und die tibrigen 2q— 1
nicht multipel sind, und dass iiberdies einem Umlauf um die

multiple die Monodromiesubstitution 7+

entspricht.

6. Automorphismus der Fundamentalgruppe von ¢.
Die universelle Uberlagerungsfiiche von M lisst sich be-
kanntlich topolegisch auf einen Bereich @ der euklidischen
oder hyperbolischen Ebene so abbilden, dass die Funda-
mentalgruppe T von M dabei als diskontinuierliche Bewe-
gungsgruppe von @ in sich dargestellt wird.

Der euklidische Fall liegt vor, wenn T abelsch ist, und
das tritt nur in zwei Fillen ein:

a) Wenn g = 0 und s = 2, wobei beide Rénder multipel

si.nd,

b) Wenn ¢ = 1 und s = 0.

Denn wenn kein Rand multipel ist, so ist ¢ > 0 wegen
n>1 und (3.3), und T ist dann nur fir g=1, s= 0
abelsch; und wenn multiple Rinder vorkommen, so ist ihre
Anzahl mindestens 2 wegen (4.6), und andererseits ist T
im Falle s > 2 nur fir s = 2, g = 0 abelsch. — Im Falle
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a) ist M und damit auch ¢ einem Kreisring homéomorph,
wobei n beliebige Werte haben kann. Je nachdem von den
beiden Randkurven keine, eine oder beide durch Aus-
schneiden eines Verzweigungspunktes entstanden sind, ist
die betrachtete Transformation der urspriinglichen Fléche
¢ topologisch #quivalent mit der n-periodischen Drehung
a,) eines Kreisringes um seinen Mittelpunkt, a,) einer Kreis-
scheibe um ihren Mittelpunkt, a;) einer Kugel um einen
Durchmesser; dabei hat man in jedem der drei Fille die
Drehzahl als einzige kennzeichnende Invariante. Das sind
die durch BrouwER und v. KERERKIARTO zuerst erledigten
Fille [2,5]. — Im Falle b) kann man nach 5 ein kanoni-
sches Schnittpaar «,, 8; so wihlen, dass zu ihnen die Sub-

stitutionen <!

und z° gehoren. Wegen (3.3). ist p = 1 und
n beliebig. Die betrachtete Transformation von ¢ ist also

topologisch &quivalent mit der Drehung eines metrisch
T S .
reguliiren Torus in sich . einer vollen Drehung. Schon in

einem so einfachen Fall ergibt also die Betrachtung von
5 das anschaulich zuerst woh! {berraschende Resultat,
5

in sich mit der - Drehung topologisch fquivalent ist.

dass z. B. eine _- Drehung eines metrisch reguliren Torus

9,

Dadurch vereinfacht sich die von BrRouwer in [3, § 1] ge-
gebene Aufzdhlung, indem die dort mit a bezeichnete, zu
n teilerfremde Zahl immer durch 1 ersetzt werden kann.

Da man somit im euklidischen Fall die Struktur der
periodischen Transformation und das zugehérige Aquivalenz-
problem véllig tibersieht und eine Aufziihlung aller moglichen
topologischen Typen angeben kann, ‘kénnen wir uns im
Folgenden auf den hyperbolischen Fall beschrianken, in
welchem 7 nicht kommutativ ist.

Die hyperbolische Ebene sei in bekannter Weise durch
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das Innere des Einheitskreises E der Ebene einer kom-
plexen Variablen x so dargestellt, dass ihre Bewegungen
in sich durch linear-gebrochene Substitutionen in x be-
schrieben werden, die E in sich tberfithren. Der Bereich
@ ist mit dem Inneren von E oder mit einem Teilbereich
davon identisch, je nachdem M geschlossen oder berandet
ist. In letzterem Fall kann man annehmen, dass die Rinder
von M geschlossene geoditische Linien im Sinne der von
der x-Ebene auf M ibertragenen hyperbolischen Metrik
sind. Dann wird der Bereich @ von »Geraden, d. h. zu E
orthogonalen Kreishégen berandet, die das Innere von E
durchziehen. Der kiirzeren Ausdrucksweise zuliebe sprechen
wir von @ direkt als der universellen Uberlagerungsfliche
von M, anstatt @ als topologisches Abbild der abstrakt
definierten universellen Uberlagerungsfliche zu bezeichnen.
T ist die Gruppe der Deckiransformationen von @ iiber M,
was wir kurz durch die Schreibweise

(6.1) M= 0OmodT

zum Ausdruck bringen.

Nun lésst sich @ auch als universelle Uberlagerungs-
flache von ¢ auffassen und zwar auf genau n verschiedene
Weisen, von denen wir eine folgendermassen festlegen:
Sei * = w ein Punkt von @ und ¢ ein Punkt von ¢, beide
mit dem Punkt O der Fig. 1 als Spurpunkt anf M. Einer
geschlossenen Kurve von M mit dem Anfangs- und End-
punkt O, die einem Element x der Fundamentalgrippe T
von M entspricht, entspricht in @ ein Weg von w nach
dem Punkte xw und auf ¢ ein Weg von o nach dem Punkte
@ o, Der letztere ist dann und nur dann geschlossen,
wenn g (x) = Omodn ist, und ihm entspricht in diesem
Fall ein Element der Fundamentalgruppe F von ¢ bei
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Zugrundelegung von o als Anfangspunkt. Dadurch elzgibt sich.
F als diejenige Untergruppe von 7, fiir deren Elemente
w = 0modn ist. Wegen des kommutativen Charakters der
Operation g ist F Normalteller von T. Die Faklorgruppe

lgist die zyklische Gruppe der Ordnung n. Die Festlegung
von @ als universelle Uberlagerungsfliche von ¢ geschieht
nun eindeutig durch die Vorschrift, dass zwei Punkte von
@ dann und nur dann denselben Punkt von ¢ tiberdecken,
wenn sie sich bei einem Element der Untergruppe F von 1"
entsprechen, — sie tiberdecken dann auch denselben Punkt
von M, — und dass {liberdies w den Punkt o (iberdecken

soll. Nach dieser Festsetzung schreiben wir entsprechend (6.1)

(6.2) ¢ = @ mod F.

Der durch ein beliebiges Element # von T bewirkten
Bewegung von @ in sich enitspricht nun die Abbildung
#® von ¢ auf sich. Durch Transformation mit x wird der
Normalteiler F von T isomorph auf sich abgebildet. Ist f
ein Element von F, also eine Decktransformation von @
iber ¢, so entspricht auch fx der Abbildung ™ von 4,
und der zugehorige Automorphismus von F geht aus dem
vorigen durch Hinzufiigung eines inneren Automorphismus.
von F, nidmlich der Transformation aller Elemente von F”
mit f, hervor. Zwei solche Automorphismen nennen wir
verwandt und eine Gesamtheit verwandter eine Automor-
phismenfamilie von F. Den n Potenzen von ¢ enisprechen
also n Automorphismenfamilien von F.

Nun sei ¢ ein fest gewéhltes Element von 7, fur welches.
w{t) = 1 mod n ist. Da man far T die Restklassenzerlegung

(6.3) F, Ft, F, ..., Ff" "

nach F hat, lisst sich jedes Element von 7T in der Form
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(6.4) ft', (fin F, 0<x<n—1)
schreiben. Das Element #* liegt in F und sei mit
{(6.5) t'=a

bezeichnet. Durch Transformation von F mit ¢ erhalt man
einen zu der Abbildung 7 gehdrigen Automorphismus von
F. Iteriert man diesen n Male, so erhillt man denjenigen
inneren Automorphismus von F, bei dem jedes Element von F
mit dem ebenfalls zu F gehérigen Element a transformiert
wird, und dieser gehdrt zu der identischen Abbildung 7"
von ¢.

Nun ist F als Fundamentalgruppe einer Iliche vom Ge-
schiecht p mit r>0 Randkurven durch endlich viele

Elemente erzeugbar, elwa durch die Elemente

©6.6) fis fos -5 fn

mit gewissen definierenden Relationen. Man erhélt dann eine
peue Darstellung von T, indem man zu den Erzeugenden
(6.6) mit den fiir sie geltenden Relationen noch die Erzeu-
gende f mit der Relation (6.5) hinzuftigt und als weitere
Relationen hinschreibt, in welche Elemente die Erzeugenden
(6.6) durch Transformation mit ¢ tibergehen.

Fiir diese Beschreibung der Abbildung z von ¢ durch
den in F induzierten Automorphismus soll nun in den
folgenden Paragraphen eine Normaldarstellung gesucht wer-
den. Dabei ist zwischen den Féillen ¢>0 und ¢ = 0 zu
unterscheiden. Wir erhalten diese Normaldarstellung zu-
néchst fiir unverzweigte Uberlagerung von M durch ¢ und
konnen daraus nachtriglich ohne Miithe auch fiir den all-
gemeinen Fall der verzweigten Uberlagerung eine Normal-
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darstellung gewinnen. Es wird sich dabei zeigen, dass es
zweckmissig ist, die Erzeugendenzahl h von F in (6.6)

nicht immer so klein wie maéglich zu halten.

7. Normaldarstellung im Falle ¢ > 0. Wenn das Ge-
schlecht g der Modulfliche M positiv ist, so sei das Er-
zeugendensystem (4.1) der Fundamentalgruppe T von M
nach 5 so gewahlt, dass p(e,) = 1 mod n ist und Bis ta,
..., B, nicht multipel sind. Dann kann «; die Rolle des
in 6 mit ¢ bezeichneten Elements von T iibernehmen und
soll dementsprechend mit ¢ bezeichnet werden. Dabei ist
nach der Bezeichnung (6.5)

(71) tn = .
Die Elemente £,, «,, ..., B, gehéren zu F und sollen
hier zunéchst mit b, a,, ..., b, bezeichnet werden. Die

w-Werte der s > 0 Randkurven sind durch (4.5) gegeben.

Dabei ist ¢, nur als Restklasse nach dem Modul l,,znl—:
14

bestimmt. Wir wollen hier fiir diese Restklassen ein System
von » reprisentierenden Zahlen, die wieder mit ¢, be-
zeichpet werden, so auswihlen, dass man an Stelle von (4.6)

(7.2) oymy+oymy+ - +om =0
hat. Statl der Erzeugenden 7, fihren wir neue Erzeugende

—O’V m‘/

(73) CV:;/yt ')/:1, 2, v e ey S

ein, die zu F gehéren, da u (¢c,) = 0 mod n wird. Dann ist

m

(7.4) ;/l,zcytg” v v=1,2,...,s.

Somit hat man fiir 7 das Erzengendensystem

(7.5) t, by, ay, by, ..., a b, e, €y oy

q°
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und als einzige definierende Relalion entsprechend (4.2)

—1

thyt™ b7 laybyazy byt ...

(7.6)

0"1 1711 Gollly

%4

1
gemg

. g bqaq_lbglclt st =1.

Im Falle s > 0 kéunte man mittels (7.6) eine Erzeugende,
etwa ¢, eliminieren und dadurch T durch ein System freier
Erzeugender darstellen; aber teils wiirde dadurch die Gleich-
berechtigung der Randkurven nicht mehr in der formalen
Darstellung zum Ausdruck kommen, teils wiirde der Fall
s=10 eine gesonderte Behandlung erfordern. Wir bleiben
daher bei der Darstellung von T durch (7.5) und (7.6).

Nun suchen wir eine Darstellung des Normalteilers F
von T. Unter den Erzeugenden (7.5) gehért nur £ nicht zu F.
Jedes Element von 7' lisst sich schreiben als ein Produkt
von Transformierten der Erzeugenden by, ..., ¢, von (7.5)
mit Potenzen von ¢, multipliziert mit einer Polenz £, und
es gehdrt dann und nur dann zu F, wenn der Exponent x
durch n teilbar ist. '

Fiar diese Transformierten fithren wir folgende Bezeich-

nungen ein:

ai’j:tfait—-" i=2,3,...,q
(7.7) b= tfbl.t"j i=1,2,8,...,q
cu,].:l'icyf—J' »y=1,2,3,...,s.

Dabei nimmt j alle Werte an, und a; 9, by, ¢,,0 be-
deuten dasselbe wie a,, b, c,. Ein in den Erzeugenden (7.5)
geschriebener Ausdruck e ist dann und nur dann gleich 1
in 7, wenn er sich identisch in diesen Erzeugenden in der

Form eines Produktes
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=1 —1
(7.8) ¢ = (LR o)

"~ schreiben lidsst, wobeli R das Relationswort in (7.6) und
die Transformatoren # Ausdriicke in den Erzeugenden (7.5)
sind. e hat also wegen (7.6) und (7.2) die Exponenten-
summe 0 in {. Da sich die & in der Form

&= @ay;, by ¢,
schreiben lassen, ldsst sich (7.8) in die Form

(7.9) e=MH(OR 07"

bringen, wobei
(7.10) R, = ("Rt "

gesetzt ist. Dabei sind die R, ebenfalls Ausdriicke in den
Elementen (7.7), weil ¢ in R wegen (7.2) die Exponenten-
summe 0 hat.

Man hat also fir F die Erzeugenden

n

(7.11) ", a;;, b

i,j2 Diyjs Coje

Ein Ausdruck in diesen, der gleich 1 sein soll, muss in "
die Exponentensumme O haben, da er als Element von T
in t die Exponentensumme 0 haben muss. Er lisst sich
daher zundchst mittels der Relationen

in'a,-’]-t—” = al-’]-_,_n
(712) tnbi’]‘f—n = bi,f+n
tncu,it_n = Chi+n

durch die a;;, b;;, ¢, ; allein darstellen und dann iden-

i’
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tisch in diesen in die Form (7.9) bringen. Also sind die
Relationen (7.12) zusammen mit den Relationen

(7.13) R, (a;;, bij, ¢, ;) =1

vollstindig fiir F. Benutzt man die Abkiirzung

(7.14) Ici,j = ai’jbi,ja-i_,]-lb-i,_]:-l 1= 2, 3, vy G,

so erhélt man explizit die Relationen (7.13) fir 0 <x = n—1

aus (7.6) und unter Benutzung von (7.2)

—1 1
bi,1 = by,0ks0- - kg 0€1,0€2, 5,m, C3,6,my+ gymy -+ + Cs,— ggms

—1 —1
bl,g = bl,lkz,l PPN kq,l CLICQ’ Gymy A1 e ng—o’snls—f-'t

—1 —1
bl,n—l = bl,n—2k2,n——2 cee kq,n—zcl,n—2 oG5 gemg+n—2
by b =1b7 L I I -
1,n bl,nfl C2,n—1 L q,n——lcl,n—l . '(‘s,—o'sms-f—n——l B

Diese Darstellung von F lasst sich nun durch Elimi-

nation dberfliissiger Erzeugender [olgendermassen verein-
fachen: Mittels (7.12) kann man alle diejenigen Erzengenden
(7.7) eliminieren, fiir welche j ausserhalb des Wertbereichs
0<j<n—1 liegt, und damit fallen die Relationen (7.12)
fort. Weiter kann man sich dann auf die Auswahl (7.15)
der Relationen (7.13) beschrinken, da alle tbrigen aus
den n Relationen (7.15) durch Transformation mit Potenzen

des in F gelegenen Elementes " hervorgehen. Ferner kann

man mittels der ersten n—1 Relationen (7.15) suczessive
bi1, bia, ..., by,n—1 eliminieren und in die letzte Rela- |

tion (7.15) einsetzen. Dabei ist in dieser by , durch t"by ot~ " ]
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zu ersetzen, Wir schreiben nun a statt £* nach (7.1) und
b statt by , und haben dadurch folgende Darstellung von F
gewonnen:

Erzeugende von F:

a
b
(7.16) ai, i
bi,j}l 2, 3, - q j=0,1,2, ,n—1
c,.; rv=1, 2, , 8

Definierende Relation von F':

—1,—1
aba b kag... kg 0¢1,02,0,m,€3,6,m,+cym, * - Cs,—ggmsK2,1 « - -

(7.17) . ]('q’1C1,1 . .. cS,—Gsms—‘.-lkZ,z ....................

NN kz,n—l e kq,n¥1cl,n_1 -es G gymg4+n—1 T 1.

In dieser Schreibweise der Relation (7.17) wird zwar
der zweite Index der Symbole ¢ nicht immer dem Wert-
bereich von 0 bis n— 1 angehdren, aber ein solches ¢ ist
dann nach der Formel
(7.18) Cpjvan = €, ;a 0<j<n—1
zu lesen. Diese Bemerkung ist auch im Folgenden fur die
Symbole ¢ zu beachten.

Fist Fundamentalgruppe der Fliche ¢ vom Geschlecht p
mit r Randkurven. Die Anzahl der Erzeugenden (7.16) von
F ist n[2(g—1)+s]+2, und das ist wegen (3.2) gleich
2p+r. Die ns Symbole ¢, ; kommen in (7.17) genau je
einmal vor. Ist s> 0 (also auch r>>0 und ¢ berandet), so
kann man mittels (7.17) genau eines der ¢, ; eliminieren

und dadurch F als freie Gruppe mit 2p—+r —1 freien Er-
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zeugenden darstellen. Ist s = 0 (also auch r=0 und ¢
geschlossen), so fallen die Symbole ¢ iberall fort; dann
hat man 2p Erzeugende in (7.16) und als Relation (7.17)
das Produkt der p Kommutatoren gleich 1, also die be-
kannte kanonische Form fiir F. — Aus diesen Bemerkungen
ergibt sich die Vollstindigkeit der Relation (7.17) far die
Erzeugenden (7.16) auch unmitielbar aus der Bedeuntung
von F, ohne Bezugnahme auf die vorhergehende formale
Rechnung.

" Fir den in dem Normalteiler F von 7' durch die Trans-
formation mit ¢ induzierten Automorphismus I erhilt man

die folgende Darstellung:

—1
fag ;0 =ayje1 |
1 i=2,3,...,q9 .

byt =y 01 Jj=0,1,2,...,n—2
r=1,2, ,s‘

—1
(7.19) tcy’]‘t :cy,j+1

—1 —
tai,nﬁlt = ada; od

—1 —1
i.bi;n——lt - abi’oa

—1 —
le, pqlt = = ac, ya y=1,2,...,5s

Iteriert man diesen Automorphismus n Male, so sieht
man, dass I" derjenige innere Automorphismus von F ist,
bei welchem jedes Element f von F in afcf—1 ithergeht.
Fiir das Element b ist dabei die Relation (7.17) zu beachten.

Duarch Transformation mit # geht das Relationswort
(7.17) in eine Transformierte seiner selbst, namlich in den mit
_1]—1

[akg,o .. ]{'q’ocLO ... cssgdsmsa

transformierten Ausdruck iiber.
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Damit ist die gewiinschte Normaldarstellung des zu der
Abbildung = von ¢ gehorigen Automorphismus von F fur
q > 0 gefunden. Ist ¢ geschlossen, also s — 0, so sind die
Symbole ¢, ; einfach tiberall fortzulassen.

Stellt man die Gesamtgruppe T dadurch dar, dass man
als Erzeugende die Elemente (7.16) und dazu noch # nimmt,
so bilden die Relationen (7.1), (7.17) und (7.19) ein voll-
stiindiges System definierender Relationen fiir diese Er-
zeugendenwahl. Denn mittels (7.19) und (7.1) kann man
jedes Potenzprodukt dieser Erzeugenden in die Form (6.4)
bringen, und far F allein ist (7.17) vollstindig.

Im Falle s> 0 wollen wir noch unser Augenmerk auf
die Elemente y, »=1,2,...,s, von 7 richten, von denen
wir am Anfang dieses Paragraphen zu den neuen Erzeu-
genden ¢, tbergingen. Wegen (7.4) ist ;ff,” die niedrigste
Potenz von p,, die zu F gehért, und es ist

Ay o, m,\
(120) 7= (e, ™™ =c,0c

Ty My
va0,my, Cr2a,m,, <0 Sy (g, m, L
Der letzte Faktor ist a” wegen (1.3) und (7.1). Das

Element (7.20) werde mit g, o und seine Transformierten
durch ¢ far 7=1, 2, ..., m,~—1 mit g, 4, .

o Gym,—1
bezeichnet:

g —1 1 Ay —1 v=1,2,...,8
7.21 :t t :t 4
( ) Gu,1 9v,0 [:0’1,2’___’”1”_1-

Zufolge (7.20) findet man fiar diese Elemente von F die

Darstellungen:
— Ty
91,0 = €,0¢,6,m, v, 20,m, - - - o, (~1a,m, + 4
. s
. R v
(7.22) 9t = 1 80,m,+1%,20,m, 41+ €, (1, —Dopm,+1° @
. )
—_ v
Iym,—1 = (”V,my——lcy,o‘”my—{—my—l T cu,(;‘yy-—l)a‘ymV*i-m‘,—-l T a

Vidensk. Selsk. Math.—fys, Medd. XV, 1. 3
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Transformiert man dies letzte Element mit f, so erhélt

man
€ _1
(7.23) lgym,—1 " = Crom, Cromy+ 0, myCyymy,+ 20, m,, -+ - -
Ty
Cyim,+(y,—1e,m, 4
Ist, entsprechend (2.5),
d,0,=14+x,4,, 0<<d,<a,,

so kommt in g, o der Faktor

¢ = ¢ _ Ty
vidyo,m, = Cym,+z,n = A Cm @
vor, und man erkennt, dass
x —1 —x
v v
a’tg, m,—1t a
—Te c —1 . .
= (60 - - = Dam,]  9,0[Cn0 + v Cn,—1a,m,]

ist. Also ist (7.23) die Transformierte von g, ¢ mit dem
zu F gehérigen Element

d,0,—171

) _

(7.24) €06, g,m, * «« Cp(d,—1)a,m,d ¥ =d,.
Man hat also:
tgz/,lt—l = 9y1+1 Oilinlu_z

(7.25) -

—1 —1 Vv = 15 2:
tg;/,m,,—lt =d, 9,04,

Diese Formeln driicken den folgenden Sachverhalt auns:
Uber der »-ten Randkurve von M, die in Fig. 1 durch
die Kurve 7, umlaufen wurde, liegen m, Kurven von ¢,
die sich je erst nach Z,-fachem Umlauf um die Spurkurve

schliessen: Die diesen m, Kurven von ¢ entsprechenden m,
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Elementklassen von F werden durch die Elemente (7.22)
reprasentiert. Bei der Abbildung ¢ von ¢ verlauschen sich
die i, Kurven zyklisch: Bel Transformation mit ¢ geht g, ;
nach (7.25) in ¢,;,¢ @ber fir =0, ..., m,—2 und
9y,m,—1 in ein Element derselben Elementklasse von F
wie ¢,. Bei der Abbildung ™ werden die m, Kurven

J
Fixkurven mit der Drehzahl f: Bei Transformation
b 4

mit {" bleiben die Elemente g, ; innerhalb ihrer Element-
klasse in F, und die Drehzahl geht aus der Gestalt des
Transformators (siehe (7.24)) hervor.

Die beiden extremen IFidlle m, =1, 4, = n und in, = n,
4, = 1 werden hierbei sinngeméss mit umfasst.

Die m, Elemente (7.22) enthalten zusammen mit Riick-
sicht auf (7.18) jede der Erzeugenden ¢,;, 0 <j<n-—1,
genau einmal.

8. Normaldarstellung im Falle g = 0. Dass der Fall,
in welchem die Modulfliche M das Geschlecht 0 hat, eine
gesonderle Behandlung erfordert, hat folgenden Grund:
Im Falle ¢ > 0 konnte man ein fiir die Zerlegung (6.3)
brauchbares Element ¢ von T ausserhalb der durch das
Teilsystem yy, ..., 7, von (4.1) erzeugten Untergruppe von 1’
wihlen; im Falle g = 0 macht diese Untergruppe ganz T aus.

Es sei ¢ = 0. Dann gibt es, wie schon in 6 benutzt,
multiple Randkurven, und zwar wegen (4.6) mindestens
zwei. Nach 6 kénnen wir dabei sogleich s > 3 annehmen.
Nach (4.1) und (4.2) hat man fir T das Erzeugendensystem

(8.1) Fis Yas - o0 Vs
mit der definierenden Relation

(8.2) Vive oo vs = 1.
. 3*
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T ist somit eine freie Gruppe, und wir wihlen die Elemente

(83) Vis Vas « o5 Vo

als ein System freier Erzeugender fir 7. Wegen (4.5), (4.6)
und (4.7) ist dabei

(8.4) (oymy, oymy, ..., 6, m_ 4, n)= 1.

Da es nach 5 auf die Reihenfolge der y, nicht ankommt
und s> 3 angenommen wurde, kann man die Bezeichnung
so wiihlen, dass auch unter den (8.3) entsprechenden Kurven
mindestens zwei multiple vorkommen, also solche, deren
m-Wert eine in n aufgehende Zahl kleiner als n ist. Sei
etwa my die kleinste der Zahlen my, my, ..., m,__,, und
es sei elwa auch my, < n. Ersetzt man dann y, durch y,;¥
und lasst die dibrigen Erzeugenden (8.3) ungeindert, wo-
durch man zu einem neuen System freier Erzeugender fir
T tibergeht, so kann man durch passende Wahl von x
erreichen, dass p(y7%) = 0 modn ist, falls m; in m,
aufgeht, und dass (u (275, n) < m, ist, falls m; nicht in my
aufgeht. Durch fortgesetzte Anwendung solcher Erzeugenden-
wechsel kann man daher wegen (8.4) offenbar zu einem
neuen System freier Erzeugender fiir T gelangen, bei dem
der p-Wert einer Erzeugenden = 1 und derjenige der
iibrigen = 0 mod n ist. Die erstere wihlen wir als das ¢t

von (6.3) und bezeichnen das FErzeugendensystem mit

(8.5) t, fi,05 205 -5 f—g0-

Die Elemente f; o gehoéren dabei zu F. Um alle Elemente
von T auf die Form (6.4) zu bringen, hat man noch die
Transformierten

(8.6) fii=tfiot i=1,2, ..., s—2

fir alle Werte von j einzufithren. Dann ist das f der Formel
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(6.4) ein Produkt der f;;, und das Element (6.4) gehort
dann und nur dann zu F, wenn n in x aufgeht. Setzen

wir noch wie in (6.5)
(8.7 ' =a,

so hat man ebenso wie in (7.18)

(88) fi,j+xxl = azfi,ja—x Oijén—l’

und kann daher nach Einfithrung des Elements a von F
alle diejenigen Flemente (8.6), deren zweiter Index ausser-
halb des Werlbereiches von 0 bis n—1 liegt, mittels (8.8)
eliminieren. Man gewinnt dadurch das folgende

System freier Erzeugender von F:

a

8.9 . .

(8.9) fi; i=1,2,...,8—2; j=0,1,...,n—1.
Dass in der Tat keine Relationen zwischen den Erzeu-

genden (8.9) von F bestehen, kann man formal aus dem

Verfahren bei ihrer Herstellung fhnlich wie in 7 nach-

weisen. Einfacher erschliesst man es aus der Bedeutung

-

von F, wie dies auch in 7 angedeuntet wurde: F ist als
Fundamentalgruppe einer Fliche ¢ vom Geschlecht p mit
r> 0 Randkurven eine freie Gruppe mit 2p+r—1 freien
Erzeugenden. Die Anzahl der in (8.9) verwendeten Erzeu-
genden von F ist n(s—2)+ 1, und wegen ¢ = 0 und (3.2)
ist dies gleich der Minimalzahl 2 p-+r—1, woraus nach
einer bekannten Eigenschaft freier Gruppen die Freiheit
des Systems (8.9) folgt. Vgl. [15, § 5].

Fir den in dem Normalteiler F von T durch die Trans-
formation mit ¢ induzierten Automorphismus [ erhiilt man

die Darstellung:
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1

tatt = «
(8.10) lfi,jrl = fii+1 0=j<n—2|
—1 —1 l:1, 2,..., s—2,
tinat = afioa

I" ist wieder der inmere Automorphismus f-> arfap1
von F.

Damit ist die gewtinschte Normaldarstellung des zu der
Abbildung ¢ von ¢ gehdrigen Automorphismus von F fiir
q = 0 gefunden.

Stellt man T dadurch dar, dass man zu den Erzeu-
genden (8.9) noch ¢ hinzunimmt, so bilden (8.7) und (8.10)
ein vollstindiges System definierender Relationen.

Wie in (7.21) sollen nun noch die Elemente

[=0,1
4 —1 __ Jd A, 1 3
GAD o = Lol =200y e
aufgestellt werden. Die Elemente y, sind eindeutig bestimmte
Ausdriicke in den Erzeugenden (8.5) von T:

(8.12) vy =1L, fi,0).

Durch Einfiihrung der Elemente (8.6) ergeben sich aus
(8.12) eindeutige Darstellungen

(8.13) v, = ¢, (fupt™™.

Diese Gleichung entspricht (7.4). Hier bilden jedoch die
Elemente ¢, von F nicht einen Teil der Erzeugenden von IF
wie in 7, sondern werden nur als Abkiirzung fir gewisse
Potenzprodukte. der Erzeugenden (8.9) von F benutzi;
man bedenke dabei, dass der Index j in (8.13) nicht be-
schrinkt ist, dass man aber jederzeit mittels (8.8) auf das
Erzeugendensystem (8.9) von F zuriickgehen kann. Ferner
beachte man, dass der Exponent ¢,m, von { in (8.13) hier
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eine bestimmte Zahl ist und nicht wie in 7 in einer be-
stimmten Restklasse mod n beliebig wihlbar ist.
Nun ist nach (8.13) fiir beliebiges ¢

(8.14) ®r, ¢ = ¢, (fii1,) i

Um volle Ubereinstimmung mit der Schreibweise von 7 zu
" erzielen, setzen wir

(815) C)/,Q(fi,]') =C, (ﬁ’j+9) (cy,() = CV).

Dann gentigen die ¢, , der Gleichung (7.18). Nun werden

¥ 0
die durch (8.11) definierten Elemente g, ; von F durch
(7.22) angegeben, indem sich an den Formeln (7.20—25)
nichts dndert und auch die am Schluss von 7 beschriebene
Beziehung zur Flichenabbildung = in Kraft bleibt.

Die Relation (8.2), die ja die einzige Relation zwischen
den p, darstellt, hat Beziehungen einerseits zwischen den
Zahlen o,m,, andererseits zwischen den Elementen c,
zur Folge. Nach (8.2) und (8.18) ist

¢

— _ o m @y, G.m
1= Yi¥e -« }/3 == Cl’gt 1 1C2’0t 2 .. Cs’ol 85

— t61m1+. gy
- cl,OCZ,UImLCS,Gl_ml-i-szZ <o Cs,qpmy e Tt Mgy -

Diese Relation wird eine Identitit, wenn man mittels
(8.15) und (8.8) auf die freien Erzeugenden (8.9) von F
zurtickgeht, und da a dabei mit der Exponentensumme 0
auflrelen muss, sieht man erstens, dass die Zahlen o,m,,
die sich, wie oben bemerkt, zwangsldufig ergeben haben,
auch hier der Relation (7.2) geniigen, und zweitens, dass
sich zwischen den Curg Relationen ergeben, die mit (7.15)
tibereinstimmen, wenn man dort alle b, ; und alle & ;

durch 1 ersetzt:
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C1,0C2,gymy + v Cs,— g ym, 1
(8.16) C1,1C2’Glml_i;1 ....... CS’_ﬂsms+l =1
€1,n—1€2,g,m, +n—1 + - - cs,—dsmq-\—n—l = 1.

Eine weitere Beziehung zwischen den Crp erhélt man
daraus, dass das Element ¢ von T sich durch die Elemente
(8.3) ausdriicken lasst, so wie es am Anfang dieses Para-

graphen durch fortgesetzten Erzeugendenwechsel geschah.
Es sei

(8.17) t=T(r1s 725 s Fe_1)s

also

(8.18) £ (e t™, ¢yt ™, ., e [%1Mso1) = 1.

8

Bei Ubergang zu den Erzeugenden (8.5) sieht man, dass ¢
in (8.18) die Exponentensumme 0 haben muss. Also kann

(8.18) in der Form eines Produktes @ der Crg

(8.19) (D(cy’e) =1
geschrieben werden. Man erhilt die n Relationen
(8.20) D (Cypt0) = 1 0<z<n—1.

Hierin kommt der Wert s fiir ¢ nicht vor. Weitere Werte
von # ergeben nichts neues, wenn man den zweiten Index
der ¢ durch (7.18) reduziert.

Die 2n Relationen (8.16) und (8.20) zwischen den ¢, ,,
oder zwischen a und den Cy,p> Wenn man deren Zweiten
Index durch (7.18) reduziert, werden natiirlich zu Identi-
titen, wenn man auf die Erzeugenden (8.9) von F zuriick-
geht. Sie stellen ein vollstindiges System von Relationen

zwischen den durch die Gleichungen (8.13) definierten Ele-
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menten ¢, von F und ihren Transformierten durch die
Potenzen von { dar.

" Daraus lésst sich eine neue Normalform des Automor-
phismus von F fiir ¢ = 0 gewinnen. Denn wegen (8.13)
und (8.1) kann man T durch die Elemente

(8.21) t, Cl’ Cas + v v Cs,

also F durch die Elemente

(8.22) @5 Gy v=1,2,...,8 0=0,1,..., n—1

darstellen. Dann bilden (8.16) und (8.20) ein vollstindiges
Relationssystem fiir die Erzeugenden (8.22), wobeli man
den zweiten Index der ¢ zu reduzieren hat, und der Auto-

morphismus von F ist durch

tal’ = = q
(8.23)  fe, b =41 0§g§11~2}

1 yr=1,2,...,8

fe, 1l = ac,oa

gegeben. Dabei kann man, wenn man will, durch (8.16)
z. B. die n Erzeugenden Cs,00 0<o=n—1, eliminieren.

Die Normalform (8.9—10) ist insofern einfacher, als
sie auf einer relationsfreien Darstellung von F fusst. Bei
(8.22—23) benufzt man als Erzeugende diejenigen Elemente
Cry0 die man in (7.22) zur Darstellung der g, ; bendtigt.
Dabei tritt in den Relationen (8.20) ein Potenzprodukt @
auf, dessen Form nicht allgemein angebbar ist, da sie von
den Valenzen der s Randkurven abhéngt. Sie kann natiir-
lich in bhesonderen Fillen sehr einfach werden. Ist z. B.
w(y)) = 1modn, so kann man t = y, setzen, und die
Relationen (8.20) lauten dann einfach ¢,,=1,0=¢=n—1.
Man kommt dann sofort auf eine Darstellung von F mittels

der freien Erzeugenden a und Cro for v =2, ..., s—1,
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Zum n#heren Vergleich der in 7 bezw. 8 behandelten
Falle ¢ > 0 bezw. g = 0 sei noch folgende Bemerkung hin-
zugefiigt: Wenn man fiir ¢ > 0 nicht von dem Ergebnis
von 5 Gebrauch macht, sondern bei einem beliebigen Er-
zeugendensystem (4.1) von T mit der Relation (4.2) stehen
bleibt, hat man eine (8.17) entsprechende Gleichung

b=y, ey 7))

anzusetzen, und bekommt entsprechend (8.20) ein System

von n Relationen
D (it bijiss Cjrn) =1 0=x=n—1,

und entsprechend (8.16) ein System von n Relationen, das
eine Verallgemeinerung von (7.15) darstellt. Dann liesse
sich eine fiir ¢ > 0 und ¢ = 0 gemeinsam giiltige Normal-
form des Automorphismus von F angeben, sodass man
nicht zwischen diesen beiden Fallen zu unterscheiden
brauchte. Die Unterscheidung wird also dadurch nétig,
dass wir die Normalformen so weil vercinfachen, dass sie
keine nicht allgemein néiher angebbaren Potenzprodukte @

enthalten.

9. Zusatzliche Relationen bei Verzweigtheit. In 3
wurde der Fall, dass Fixpunkie bei der Flichenabbildung
7 oder solchen Potenzen von 7z, deren Exponenten echte
Teiler von n sind, auftreten, also dass ¢ iiber M verzweigt
ist, dadurch auf den Fall der Unverzweigtheit zurfickgefiihrt,

dass Elementarflichenstiicke um die Verzweigungspunkte ,

aus M ausgeschnitten wurden, wodurch multiple Rander
statt der Verzweigungspunkte entstanden. Wir haben zu
untersuchen, was es fiir die Fundamentalgruppe I und
ihren in 7 und 8 dargestellten Automorphismus I bedeutet,

wenn wir diesen Prozess wieder riickgingig machen.
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Es sei etwa die »-te Randkurve von M durch Aus-
schneidung eines ufsprﬂnglichen Verzweigungspunktes von
M entstanden. Sie ist daher mullipel, also n>4ir>1,
1< m, <n. Die Schliessung dieser Randkurve von M durch
ein Elementarflichenstiick erfordert die Schliessung der
sie iiberlagernden m, Randkurven von ¢ durch m, Ele-
mentarflichenstiicke. Das bedeutet die Ersetzung der diesen
m, Randkurven von ¢ entsprechenden Elementklassen von
F durch die Identitit. Diese Elementklassen werden nun,
wie am Schluss von 7 hervorgehoben, gerade durch die
m, Elemente (7.22) fir den betreffenden Wert » reprisen-
tiert. Die Wiedereinfithrung dieser Verzweigungsstelle von
¢ tber M hat also fir F nur die Wirkung, dass man unter
Beibehaltung des benutzten Erzeugendensystems (7.16) bezw.
(8.9) (fir ¢q >0 bezw. g = 0) die Relationen

Oy
P O0Ch g my, < €,y Taym, " A

c =1

Oy _
o, —1Cu, 0, m,+m,—1 + + + Cp(h,—1)g,m,+m,—1" A =1

hinzuzufiigen hat. Man hat dabei zu bedenken, dass die ¢, ,
im Falle ¢ = 0 zur Abkiirzung fiir gewisse Ausdriicke irl
den Erzeugenden (8.9) stehen, wihrend sie im Falle ¢ >0
selbst zu den benutzten Erzeugenden gehéren (oder Erzeu-
gende transformiert mit Potenzen von a sind).

Stellt man in dieser Weise mehrere Verzweigungsstellen
wieder her, so hat man Relationssysteme (9.1) fiir mehrere
Werte von » hinzuzuftigen. Ist ¢ geschlossen, so besteben
die Relationen (9.1) fir alle Werte von ».

An der Darstellung des Automorphismus I von F durch
(7.19) bezw. (8.10) ist dabei nichts zu andern. Daher sind
(7.19) bezw. (8.10) auch Normaldarstellungen des Automor-
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phismus von F fiir den Fall, dass bei der periodischen Ab-
bildung « der geschlossenen oder berandelen Fldche ¢, oder
bei den Pofenzen von =, Fixpunkle auftreten.

Man sieht, dass die benutzte Darstellung von F durch
Erzeugende und definierende Relationen der betreffenden
periodischen Abbildung = so angepasst ist, dass sie die
Fixpunkte in Evidenz setzi: Ein Fixpunkt bei = selbst hat
eine Einzelrelation (9.1) zur Folge (also m, = 1, 1, = n);
deren linke Seite geht bei dem Automorphismus I von F
in eine Transformierte ihrer selbst iber und Ilisst dabei
die zu dem Fixpunkt bei » gehorige Drehzahl g erkennen;
siehe (7.24) fiir m, = 1, 4, = n. Ein Fixpunkt, der erst-
malig bei 7", wo m ecin Teiler von n und 1 <m <n ist,
auftritt, gehort einem System von m Punkten von ¢ an,

—1

die sich bei #, % ..., "  vertauschen und alle gleich-

zeitig bei ™ Fixpunkte werden; sie haben m Relationen von

F zur Folge, die ein System (9.1) bilden (my =m, Zuzll—;).
Deren linke Seiten vertauschen sich bei 7 so, wie durch
(7.25) angegeben. Bei I geht jede in eine Transformierte

von sich fiber und lasst dabei die zu den m Fixpunkten

gehorige gemeinsame Drehzahl g erkennen. Insbesondere

sieht man:

In der Normaldarstellung entspricht jedem mulfiplen Punki
von ¢ genau eine Relation von F. Fiir q=0 gibt es keine
weiteren Relationen als diese, fiir ¢ > 0 noch genau eine,
namlich (7.17).

Der durch (7.19) bezw. (8.10) gegebene Automorphismus.
I von F hat in allen Fillen zugleich die Form eines Auto-
morphismus der durch die betreffenden Erzeugenden her-
vorgebrachten freien Gruppe. Sein Charakter als Auto-
morphismus der mit Relationen behafteten Gruppe F tritt
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* unmittelbar dadurch zu Tage, dass er offensichtlich das
Relationssystem in ein dquivalentes iiberfahrt.

Wie in 7 und 8 hervorgehoben, ergibt sich aus der
Darstellang von F und dem Automorphismus I auch eine
Darstellung von T, indem man einerseits eine weitere Er-
zeugende, nimlich ¢, zu den Erzeugenden von F hinzu-
nimmt, andererseits die Relation " = ¢ und die Relationen
(7.19). bezw. (8.10) zu den fiir F bestehenden Relationen
hinzufiigt. Deshalb bedeutet die Hinzunahme eines Rela-
tionssystems (9.1) nicht nur fir F sondern auch fiir T den
Ubergang zu einer Faktorgruppe. Bezeichnen wir diese
Faktorgruppen fiir den Augenblick mit F’" und 7', so ist

L, die zyklische Gruppe n-ter Ordnung, ebenso wie %

Nun zeigen (7.21) und (7.22), dass die Hinzufiigung
der m, Relationen (9.1) far T dasselbe bedeutet, wie die

Hinzufiigung der einen Relation

Ay
(9.2) 7,, =1,
also mit Benutzung der in der Normaldarstellung verwen-
deten Erzeugenden (siehe (7.4) und (8.13))

9.3) (c,t‘fv'"r/)% = 1.

Dies bedeutet das Auftreten von Elementen endlicher Ord-
nung in T', wihrend es in T keine gab.

T’ ist nicht etwa die Fundamentalgruppe der Modul-
fliche nach Schliessung der »-ten Randkurve; denn diese
wiirde durch Hinzufligung der Relation y, = 1 zu T ent-
stehen. Statt dessen wird ja nur (9.2) gefordert, und es
ist 4,> 1. Man kann 7' so erkliren: Wie T die Deck-
transformationsgruppe der universellen Uberlagerungsfliche
@ von M iiber M ist, so ist T’ die Decktransformations-
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gruppe einer schwiicheren Uberlagerungsfliche @' von M,
bei der jede Deckkurve der »-ten Randkurve von M sich
nach 4, Umliufen schliesst. M. a. W. @ enlsteht aus @
durch Reduktion modulo derjenigen Untergruppe von T,
die von allen Transformierten des Elements ;/i?’ erzeugt
wird. Dann gilt analog mit (6.1} und (6.2)

9.4) M= @ mod T’
(9.5) @ = @ mod I,

7

und Vil entspricht wieder der Decktransformationsgruppe von

¢ Tiber M, d. h. der periodischen Abbildung », Das bleibt
richtig, wenn man nun das »-te Loch schliesst, und @’
kann dann wieder durch einen Bereich der hyperbolischen
Ebene dargestellt werden, wie in 6. Dabei wird dann
7, = ¢, %™ in T’ eine elliptische Substitution der Ordnung
4, und mit der Drehzahl ll’ wéhrend es in T nur hyper-
bolische Substitutionen gab’t

Diese Betrachtungen wiederholen sich bei Schliessung
weiterer Randkurven, indem man dadurch wieder zu Faktor-
gruppen F” und T” von F’ und T’ tibergeht. Um der ein-
fachen Ausdrucksweise willen behalten wir die Bezeichnung
F und T fir diese Gruppen ebenso wie @, ¢ und M fir
die Flichen auch nach Schliessung von Réandern bei. Dann
ist immer F die Fundamentalgruppe von ¢, und das ist
die Decktransformationsgruppe von @ fiiber ¢, und %stellt
die Decktransformationsgruppe von ¢ iiber M, also die
periodische Abbildung =, dar. Aber T ist nur dann die
Fundamentalgruppe von M und @ nur dann die univer-
selle Uberlagerungsfliche von M, wenn keine Schliessung
multipler Randkurven stattgefunden hal, m. a. W., wenn
es keine multiplen Punkte, also keine Relalionen (9.1) gibt.
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Eine besondere Erwihnung verdient der Fall, dass es
Punkte der Mulliplizitit n gibt. Es entspreche z. B. dem
Werte » = 1 ein solcher, also my = 1, 4, = n. Die Rela-
tion (9.1) lautet dann

Cl,Ocl,dl .o Cl,(‘n_])dl . (1‘71 =1
oder in der Form (9.3)
(e, )" = 1.

Es gibt also Elemente n-ter Ordnung in T und daher auch
in der Restklasse Ft der Zerlegung (6.3). Es gibt demnach
ein fin F so, dass

©.6) | (" = 1

ist. Erstattet man ¢ durch f, so bedeutet das den Uber-
gang von I zu einem damit verwandten I;, nidmlich die
Hinzufiigung des zu f gehérigen inneren Automorphismus
von F. Und nun ist I{ der identische Automorphismus,
da (9.6) an die Stelle von (6.5) tritt. Man sieht also:

Dann und nur dann, wenn vy Fixpunkte hat, gibt es in
der zu v gehdrigen Automorphismenfamilie Automorphismern
endlicher Ordnung.

Notwendige und hinreichende Bedingung dafair ist
m. a. W., dass T Elemente n-ter Ordnung enthélt. Da
aus unserer Normaldarstellung zugleich eine Darstellung
der ganzen Familie von I folgt, wird daher speziell eine
Normaldarstellung aller Automorphismen endlicher Ord-
nung der Fundamentalgruppen geschlossener oder beran-
deter Flichen, soweit sie durch periodische Abbildungen
induziert werden kénnen, umfasst. Ob zu allén Auto-
morphismen endlicher Ordnung von F periodische Abbil-
dungen z von ¢ gehéren, wird dadurch nichl entschieden.
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10. Strukturbeschreibung auf Grund der Normaldar-
stellung. Man dbersieht die Struktur einer n-periodischen
Abbildung « von ¢, wenn man ¢ in n Bereiche einteilen
und die zyklische Vertauschung dieser Bereiche bel = in
einfacher Weise beschreiben kann. Jeder der n Bereiche
stellt dabei eine genau einmalige Uberdeckung der Modul-
fliche M dar. Dabei geniigt es, wie schon in 3 erwihnt,
diese Strukturbeschreibung fir den Fall der Unverzweigtheit,
also bei Abwesenheit von multiplen Punkten, durchzufiihren,
da die Erweiterung der Abbildung auf die Elementarflichen-
stiicke, durch die man eventuell multiple Randkurven zu
schliessen hat, eine wohlbekannte einfache Struktur hat
(Rotationssalz von B. v. KErREriLrTé [5, 6]). Man benutzt
nun am einfachsten die Uberlagerungsfliche @ von ¢ und M,
in der diese Bereiche kongruente Fundamentalbereiche fir
die Gruppe T von hyperbolischen Bewegungen sind. Diese
Bereiche sind in @ in unendlicher Zahl vorhanden, aber
wenn man unter ihnen n auswihlt, die mod I verschieden
sind und einen (nicht notwendig zusammenhiingenden) Teil-
bereich ; von @ ausmachen, so stellen sie ¢ génau einmal
dar, indem diejenigen Seiten dieses Teilbereichs r—p, die dem
Inneren von @ angehéren, paarweise bei F équivalent sind.

Den zu benutzenden Fundamentalbereich von T stellt
qman dadurch her, dass man die Modulfliche M der Fig. 1
teils langs der 2q kanonischen Rickkehrschnitte ey, 8,

ey (Xq,
den s Randkurven von M gefithrt werden, aufschneidet. Die

, teils ldngs s Querschnitten, die von O aus nach
q g

Riickkehrschnitte gibt es nur fiir ¢ > 0, die Querschnitte
nur fir s> 0. Die aufgeschnittene Fliache entspricht in @
einem (4 ¢+ 3s)-Eck M, von dessen Seiten s auf Randseiten
von @ liegen, wihrend die iibrigen 4 ¢+ 2s Seiten von M

dem Inneren von @ angehdéren und einander paarweise
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bei den 2g+s erzeugenden Operationen (4.1) von 7T ent-
sprechen. S

Nun sei zunéchst q>0. Dann sei das Ruckkehrschnltt— '
system nach 5 und die Bezelchnung wie in 7 gewahll
also 1 statt «; und by, ay, ..., b, statt 8y, ey, .. ., B,
Die n Bereiche

(10.1) M, iM, &M, ..., "7'M

bilden einen zusammenhingenden Teilbereich ¢ von @,
indem jeder der ersten n—1 Bereiche der Reihe (10.1)
lings einer dem Schnitt b; entsprechenden Seite mit
dem nichstfolgenden zusammenhingt. ¢ hat also noch
ndg+2s)—2(n—1) =2 [11(2q+s-—])+ 1] reie. Seiten
im Inneren von @, und diese missen einander paarweise
bei n(2q+s—1)+ 1 Elementen von F entsprechen. Diese
Zahl ist 2p-l;1'+11‘1, wihrend wir in (7.16) nur 2p-r
Erzengende von I benutzen. Wir betrachten die Herstellung
von ¢ aus ; durch paarweise Korrespondenz der inneren
Seiten in folgender Reihenfolge, wobei die Normalform
{7.19) des Automorphismus I als leitendes Prinzip dient:
Die beiden dem Schnitt b, entsprechenden Seiten von
M korrespondieren bei ay = as,3, welches ja ein Element
von F ist. Dann korrespondieren die beiden aus ihnen
durch ¢ hervorgehenden Seiten von tM bei la, ', und das
ist nach (7.19) das Element ay; von F. So setzt man durch
die ganze Reihe (10.1) fort und wiederholt das Verfahren
q i 0;<n—1.
Bei der Operation y, von T korrespondieren die beiden

mit den Elementen by ;, a3, ...,

dem w»-ten Querschnitt entsprechenden Seiten S, und ;,.S,
von M. Aber 7, gehért im Allgemeinen nicht zu F, und
dann sind diese beiden Seiten nicht bei der Herstellung von

Vidensk. Selslc, Math.-fvs. Medd. XV, 1. 4
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¢ zu vereinigen. In jedem Fall kann man die Gleichung
(7.3) in der Form

(10.2) c,d® = y "My

VvV
schreiben und dabei x so bestimmen, dass
(10.3) 0<o,m,—an=<n—1

ist. Dann ist (™S, eine Seite von ¢, die dem Bereich
%™~ M angehért, und diese Seite wird durch das zu F
gehorige Element (10.2) auf die Seite y,, S, von M abgebildet.
Durch Transformation mit den ersten n— 1 Potenzen von ¢
unter Beachtung von (7.18) und (7.19) erhilt man die
Korrespondenz der damit nach T &guivalenten Seiten in
den iibrigen Bereichen (10.1). Dies ist fur alle Werte von
v durchzufiihren.

Nun ist die Korrespondenz nach F fiir n [2 (q—l)—l—s}
Seitenpaare von E hergestell, und dabei sind die
n [2 (q—l)—i—s] Erzeugenden a; ;, b;;, c,,; von F verwendet
worden. . Es bleibt noch die Korrespondenz fiir die rest-
lichen n+1 Seitenpaare von —9_7 herzustellen. ; besitzt noch
genau 2 dem Schnitt b, entsprechende Seiten, die eine in
M, die zweite in " 'M; die erste wird in die zweite
durch ' = a tbergefithrt. Es bleiben noch die n Seiten-
paare, die dem Schnitt /(= «,) entsprechen. Die beiden zu
M gehérigen korrespondieren bei b = by, das ja zu F
gehort. Die beiden zu M gehorigen korrespondieren daher
hei tbrl, und die zweite Gleichung von (7.19) zeigt, dass
dies Element von F durch die Erzeugenden (7.16) aus-
gedriickt werden kann. Das gleiche gilt daher auch fir
die Elemente £bf 2, ..., £ 'bof 7", die die noch feh-
lenden Korrespondenzeh in den tibrigen Bereichen der Reihe
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(10.1) herstellen. Man verwendet also hier die (n—1) ersten
der Reihe der Elemente (7.15), die wir urspriinglich bei
der Erzeugung von F mit verwendeten, aber nachtriglich
wieder eliminieren konnten.

Damit ist im Falle ¢> 0 die Einteilung der Fliche g
in n Bereiche, ihr gegenseitiges Aneinandergrenzen auf ¢
und ihre zyklische Vertauschung bei ¢ aufgezeigt. Ist dabei
s> 0, so gehéren ns Seiten von ¢ zu Randseilen von @.
Die n Seiten von ¢, die aus dem y-ten Rand von M ent-
standen sind, bilden bei dem Zusammenschluss von ; zZu ¢
zu je A, einen Rand von ¢, und von solchen entstehen
dabei m,. Im ganzen entstehen dabei also r Réinder von ¢,
wobei r durch (3.1) ausgedriicki ist. Wie man einen Teil
von diesen, oder alle, durch Elementarflichenstiicke mit
einem multiplen Punkt schliessen kann, ist schon erwihnt
worden.

Kommen keine maultiplen Rénder vor, so sind alle y, —
falls tiberhaupt s> 0, also Rinder vorkommen — Elemente
von F, und die Seiten S, und y,S, von M korrespondieren
daher bei einem Element von F. Durch die Vereinigung
bei I korrespondierender Seiten von M entsteht daher eine
Fliche vom Geschlecht ¢—1 mit s+ 2 Randkurven, indem
namlich 2 Randkurven von den beiden dem Schnitt b
entsprechenden Seiten stammen. Dasselbe wiederholt sich
far die iibrigen Bereiche der Reihe (10.1). Diese n Flichen
ordnen sich durch zyklische Vereinigung der dem Schnitt
b, entsprechenden Randkurven zu einer ringartigen Fléche
¢ zusammen. Man kann die Fliche ¢ metrisch regulir so
einrichten, dass sie eine Rotationsgruppe der Ordnung n
gestattet. Dann ist - die ]H Drehung von ¢ in sich. Dabei

ist p =n(g—1)+ 1, wie in (3.3) ausgedriickt ist. — Dieser

4%
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Fall liegl insbesondere stets fiir s = 0, also fiir periodische
Transformationen geschlossener Flachen ohne multiple
Punkte, vor.

Fiir ¢ = 0 ist das Verfahren analog wie fiir ¢>0.
Fir g = 0 ist M ein 3s-Eck, von dessen Seiten s auf
Randseiten von @ liegen, wihrend die tbrigen 2s dem
Inneren von @ angehéren. Man bildet wieder mittels des
in 8 hergestellten Elements 7 von T die Reihe der Bereiche
(10.1), die' zusammen ; ausmachen. Hierbei ist E nicht
notwendig zusammenhingend, aber die 2ns Seiten von ;:,
die nicht auf Randseiten von @ liegen, korrespondieren
wieder paarweise bei Elementen aus F. Sind wieder S, und
7,8, ein Seitenpaar von M, so verschafft man sich durch
(10.2) und (10.3) diejenige (eindeutig bestimmte) Seite
t‘fvmv'“
(10.2) auf y,S, abgebildet wird. Dann hat man wieder mit

mS,, von ¢, die durch das zu F gehérige Element

den Potenzen von f zu transformieren und dabei auf (7.18)
und (8.23) zu achten. Fiithrt man dies fiir alle Werte von
» durch, so erhilt man vollen Aufschluss tiber die Lagerung
der n Bereiche auf ¢ und ihre zyklische Vertauschung bei ».

Der Aufbau von ¢ ist im Falle ¢ = 0 besonders an-
schaulich, wenn Randkurven von der Multiplizitit n vor-
kommen. Nehmen wir speziell an, es sei u () = 1 mod n.
Dann kann man y, als das # von 8 und (10.1) nehmen.
In diesem Fall wird ¢ zusammenhingend, indem die n
Bereiche (10.1) lings der 7, entsprechenden Randkurve
von ¢ (wegen my = 1 gibt es nur die eine y, entsprechende)
zyklisch angeordnet sind. Man stellt dann leicht die Kor-
respondenz der iibrigen nicht auf Randseiten von @
liegenden Seiten von ; her. — Ist der erste Rand aus
einem multiplen Punkt entstanden, so hat man nach

Schliessung das bekannte Bild eines Sternes von n Bereichen
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um den Drehpunkt einer elliptischen Substitution n-ter
Ordnung.

11. Der Aquivalenzsatz: Wenn zwei homéomorphe,
orientierbare Flichen ¢ und ¢' periodischen, die Orientierung
erhallenden Transformationen ¢ bezw. v’ in sich von gleicher
Ordnung anferworfen sind, so sind = und ' dann und nur
dann topologisch dquivalent, wenn man — ndligenfalls nach
Wechsel der Orientierung auf der einen Fliche — die Rand-
kurven und die bei v multiplen Punkie von ¢ den Randkurven
bezw. den bei ' multiplen Punkten von ¢ so zuordnen kann,
dass zugeordnete Randkurven und zugeordnete multiple Punkie
die gleiche Valenz haben.

Dass die Bedingung notwendig ist, geht aus der am
Schluss von 2 hervorgehobenen Invarianz der Valenz bei
topologischer Abbildung hervor. .

Den Beweis daftir, dass die Bedingung hinreichend ist,
kann man zunfchst dadurch erleichtern, dass man even-
tuell vorhandene multiple Punkte auf ¢ und ¢" nach dem
Verfahren von 3 austrennt. Zwel einander zugeordnete
multiple Punkte von ¢ und ¢’ ergeben dabei zwei mul-
tiple Rénder von ¢ und ¢, die wiederum gleiche Valenz
haben, also einander zugeordnet werden kénnen. Es ist
wohl klar, wie man aus einer gegebenen Aquivalenz von
# und ¢ vor der Austrennung eine ebensolche nach der
Austrennung, und umgekehrt, herleiten kann. Wir kénnen
also annehmen, dass bei ¢ und ¢ keine multiplen Punkte
vorkommen.

Nun seien p und r Geschlecht und Réinderzahl von ¢
und damit auch von der mit ¢ homdomorphen Fliche ¢,
und n die gemeinsame Ordnung von ¢ und 7’. Sei R eine
Randkurve von ¢ und R’ die ihr zugeordnete von ¢', beide



54 Nr. 1. JAkOB NIELSEN:

mit der Valenz [m, 4, ¢]. Dann gehort R zu einem System
von m Réndern R, zR, ..., " 'R von ¢, die die gleiche
Randkurve auf der Modulfliche M Ai-fach 1berdecken,
ebenso R’ zu einem System von m Réindern R', 'R, .. .,
™ 'R von ¢, die die gleiche Randkurve auf der Modul-
fliche M’ i-fach tiberdecken. Man kann die gegebene Zuord-
nung von Riindern gleicher Valenz nétigenfalls so abandern,
dass sie jene m Kurven von ¢ diesen m Kurven von ¢’
zuordnet, und in der gleichen Weise fortfahren. Man hat
daher auf beiden Flichen die gleiche Zusammensetzung
der Zahl r nach (3.1), also die gleiche Randerzahl s der
Modulfliichen M und M’'. Nach (3.2) haben M und M’ dann
auch das gleiche Geschlecht ¢.

Nun bringe man, falls ¢> 0 ist, anf M und M ein
Riickkehrschnittsystem oy, .. ., ,Sq bezw. a;, e /3'(1 wie
in Fig. 1 so an, dass e und «) den x-Wert 1 und alle
iibrigen Riickkehrschnitte den p-Wert 0 haben, ordne, falls
s> 0 ist, die s Randkurven von M und M’ so, dass die
Valenzen von Réindern mit der gleichen Nummer » {iber-
einstimmen, und ziehe wie in 10 die Querschnitte von O
bezw. O' nach den Randern von M bezw. M. Dann sei %
eine topologische Abbildung von M auf M’, die das Schnitt-
system von M auf das gleichbezeichnete von M’ abbildet.
9 ist zugleich eine topologische Abhbildung des Fundamen-
talbereichs M von T in @ (siche 10) auf einen Funda-
mentalbereich M von 7’ in @'. Zwei Randpunkte von M,
die sich bei einem Element x aus der Erzeugendenreihe (4.1)
von T entsprechen, werden durch 4 in zwei Randpunkte
von M’ abgebildet, die sich bei dem entsprechenden Ele-

ment z aus der Erzeugendenreihe

(11.1) oy By s By s o 7
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von T’ entsprechen, d. h. fiir einen solchen Randpunkt x
von M gilt die Beziehung

(11.2) Srx = 9.

Dann wird aber % durch die Forderung der unbeschrinkten
Giiltigkeit der Funktionalgleichung (11.2) fir alle Erzeu-
genden x, und damit fir alle Elemente von T iberhaupt,
zu einer topologischen Abbildung von ganz @ auf ganz @'.

Nun haben wir die Fundamentalgruppen F und F von'¢
bezw. ¢’ herzustellen. Dabei war im Falle ¢ >0 in 7 ein
Systemm von s Zahlen o, so auszuwihlen, dass (7.2) galt.
Da wir bei T" wegen der Gleichheit der Réindervalenz die
Zahl o, in derselben Restklasse mod 4, zu wihlen haben;
wie bei T, kénnen wir bei T’ dieselben Zahlen g, wéhlen,
wie bei T. Im Falle ¢ = 0 hatten wir in 8 in anderer
Weise einen nicht ganz eindeutig festgelegten Prozess aus-
zufithren, indem wir von dem System (8.3) von freien Er-
zeugenden von T durch eine Reihe von Erzeugendenwechseln
zu dem System (8.5) tibergingen. Da nun zu den Erzeu-
genden yi, yo, - .., 7,4 von T’ der Reihe nach dieselben
Valenzen gehdren, wie zu (8.3), konnen wir die Reihe der
Erzeugendenwechsel fiir 7' genau nach dem Schema der-
jenigen fiar T vérlaufen lassen, und gelangen dadurch zu
einem neuen Erzeugendensystem

, .
(11.3) s flos Faos v foa
fir T', dessen Elemente dieselben Ausdriicke in 7, ...,y

sind, wie (8.5) in (8.3). Bei Innehaltung dieser beiden Vor-
schriften geht dann alles zwangsliufig: Zwei gleichbezeich-
nete Elemente von F und F' entsprechen sich bei dem
Isomorphismus zwischen 7 und 7, der durch die Zuord-
nung der Erzeugendenreihe (11.1) von T zu der Erzeu-
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gendenreihe (4.1) von T hergestellt wurde. Insbesondere
gilt dann die Funktionalgleichung

Gtx = ' S,

indem man in (11.2) ¢ fir « setzl, und wenn man diese
auf ¢ = @ mod F und ¢’ = @ mod F' deutet,

GrP =4 9P

fir jeden Punkt P von ¢. Also gilt (2.9), wobei < nun
diejenige topologische Abbildung von ¢ auf ¢’ bedeutet,
die sich aus 9@ = @  und der Giltigkeit von (11.2) fiir
alle Elemente » von F ergibt.

Damit ist der Beweis fiir den Aquivalenzsatz erbracht.
In [13] habe ich diesen Satz ohne Benutzung der Normal-
darstellung durch direktes Operieren mit ¢ als reguliirer
Uberlagerungsfliche von M hergeleitet. Man erkennt, dass

man durch Variieren des Zahlensystems

(11.4) n, q, s, m,, %,, o, y=1,2,...,5,

das den topologischen Typus der Abbildung festlegt, unter
Innehaltung der far diese Zahlen geltenden Relationen (1.3),
(2.4), (4.6) und fir ¢ = 0 (4.7). eine vollstindige Auf-
zéhlung aller topologischen Typen periodischer Transfor-
mationen (mit Erhaltung der Orientierung) angeben kann.
Vgl. hierzu die Ausfiihrungen von W. ScHERRER [9]. Die
Zahlen r und p ergeben sich fiir jeden Typus (11.4) aus
(3.1) und (3.2). Bei der Typenaufziihlung (11.4) ist nicht
mit multiplen Punkten, sondern nur mit ‘Randkurven ge-
rechnet.. Je nachdem, wie man unter den s Randkurven
der -Modulftdche eine ausgewéhlte Teilmenge von multiplen
durch Elementarflichenstiicke mit je einem multiplen Punkt
schliesst, bekommt man fir jeden Typus (11.4) eine Unier-
teilung in endlich. viele topologisch verschiedene Typen.
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Der zum Werte n = 2 gehorige Spezialfall des Aqui-
valenzsatzes ist von W. ScHERREr in [8] und [10] auf-
gestellt worden. Da man fir multiple Rander und Punkte
im Falle n = 2 nur die eine Mdaglichkeit m =1, 1 = 2,
¢ = 1 mod 2 hat, kann man dem Aquivalenzsatz fiir n = 2
folgende Form geben: Indikatrixerhaltende Transforma-
tionen zweiter Ordnung homdomorpher Flichen sind dann
und nur dann topologisch &quivalent, wenn sie in der
Anzahl der Fixpunkte und in der Anzahl der invarianten
Réander tbereinstimmen.

Hervorgehoben sei auch der folgende besonders einfache
Spezialfall des Aquivalenzsatzes: Indikatrixerhaltende Trans-.
formationen n-ter Ordnung homdéomorpher Fléichen, bei
denen vor der n-ten Potenz kein Fixpunkt und kein in-

varianter Rand auftritt, sind immer aquivalent.

12. Automorphismus der Homologiegfuppe flir g > 0.
Die Homologiegruppe H von ¢ ist die Faktorgruppe der
Kommutatorgruppe von F. Der durch die Transformation
mit { in F induzierte Automorphismus I hat dabei einen
Automorphismus J von H zur Folge. Da I" ein innerer
Automorphismus von F ist, also jedes Element von F in
" seiner Elementklasse ldsst und daher jedes Element von H
in sich iberfithrt, ist J" der identische Automorphismus.
von H. Jedes Element von F bhestimmt eindeutig ein Ele-
ment von H, und dieses geben wir durch dasselbe Zeichen
wieder. Der Ubergang von F zu H kommt dann einfach
dadurch zum Ausdruck, dass man die Erzeugenden von F
»vertauschbar macht«. Inshesondere wird ein Element von'
F in H identisch mit den Elementen, die aus ihm:durch
Transformation mit Elementen von F hervorgehen. Wegen:
des abelschen.Charakters von 'H ist es: bequem, H additiv
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zu schreiben, sodass jedes Element von H durch eine
lineare Verbindung der benutzten Erzeugenden dargestellt
wird. Dann wird der Automorphismus J durch eine lineare
Transformation des Erzeugendensystems, also durch eine
quadratische Matrix, ausgedriickt, und weil J* die Identitat
ist, kann man diese zu einer Diagonalmatrix umgestalten,
indem man far die Linearverbindungen Koeffizienten aus
dem mit der Zahl

(12.1) P o
gebildeten Zahlkérper nimmt. Dabei ist ¢ Wurzel der
Gleichung

(12.2) ' —1 =0

und fiir jede Faktorzerlegung n = m4 mit m > 1 und jedes
1, 0 <l<<m, gilt

(12.3) 14y 2l 4 m—Dl

Der Automorphismus J von H wird dann vollslindig
bestimmt durch das System der Eigenwerfe, die in der
Hauptdiagonale der Diagonalmatrix auftreten und mit denen
sich die Elemente der speziell ausgewihlten Homologie-
basis der Reihe nach multiplizieren. Das System dieser
Eigenwerte geben wir am einfachsten an durch das charak-
teristische Polynom, das genau diese Eigenwerte zu Wurzeln
hat; dieses Polynom ist ja die einzige Invariante von J
gegeniiber beliebigem Wechsel der Homologiebasis, die man
zur Erzeugung von H verwendel

Den hiermit vorgezeichneten Weg zur Aufstellung von
J fihren wir nun zunichst fiar den Fall der Unverzweigt-
heit durch, und da wir dabei die in 7 und 8 gegebene
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Normaldarstellung von F und [ zu benutzen haben, be-
handeln wir die Fille ¢ > 0 und g = 0 getrennt. Fiir beide
Fille kann man die allgemeine Regel aufstellen, dass bei
Verwendung von Symbolen a, b, ¢ oder f mit doppelten
Indizes der zweite Index nur nach seinem Restcharakter
mod n in Betracht kommt, wenn das betreffende Symbol
ein Element von H bezeichnet; siche z. B. (7.18).

Im Falle ¢ > 0 verwenden wir (7.16) als Erzeugenden-
system fiir I und haben dabei die definierende Relation
(7.17). Wir konnen daher zuniichst H durch dieselben
Symbole (7.16) erzeugen, d. h. die Elemente von H als
Linearverbindungen in diesen Symbolen schreiben, und
bekommen dabei aus (7.17) die einzige Relation

s n—1

(12.4) _):72'%;,. —o.

=1 j=0

Eliminiert man im Falle s> 0 mittels (12.4) eine der Er-
zeugenden c, ;, so bekommt man eine unabhingige Homo-
logiebasis.

Nun gehen wir zu neuen Krzeugenden

(12.5) a, B, Ai,j’ Bi,]" C

vsi
mit gleichen Wertbereichen der Indizes wie in (7.16) iiber,

indem wir von (7.16) nur a behalten und im iibrigen fol-
gendermassen substituieren:

Ai,0:ai,0+ai,1+ai,2+ ................. +ai,n—1
—1 —2 —(n—1
A1 =@ o+ Qe ot 4 )ai,n—l
—2 —4 —2(n—1
B) Ajs=ajote Tapte gt e +& 20 )ai,n—l

Aino1=aot s OV +620 Vg 4 - DE—D g,

i,n—1
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und entsprechend
(127) Bi,j = bi,O + S_jbi,l + 6_2jbi’2 + v + 8—(n_])jbi’n_1

(12.8) Coi=cote e +e?le, o de ™ Vi
und endlich

(129) = nb— (n - 1) [CI,O + 62’0’1m1+ 03’61m1+(r2m2+ s cs’_asms]E

—(]1— 2) [Cl,l + C2.,o'1m1+1 + - CS’_'Isms+1]

—1- [cl,n—2+ 02,61m1+11—2+ <t Cs,—rrsms—'rn—Z] -

~In der Tat ist (12.5) ein neues Erzeugendensystem
fir H. Denn die Determinante von (12.6) ist die Differente
der Gleichung (12.2), also von Null verschieden. Man kann

somit die a;; aus den A4;;, ebenso die b;

22 1]
und die c,; aus den C,; ausdriicken und schliesslich &

aus den B; ;

aus (12.9) herstellen. Dabei gilt fiir die neuen Erzeugenden
statt (12.4) die einfachere Relation

s ,
(12.10) Cho=Cpo+Cootr+0Csp=0.

y=1

Ist s>>0, so kann man mittels (12.10) z. B. G, eli-
minieren und die ibrigen n [2 (g—1+ s] +1=2p4r—1
Elemente (12.5) bilden eine unabhingige Homologiebasis.
Ist 5 = 0, so fallen die Cu,j fort, da die ¢, ; fortfallen, und
damit fallt auch die Relation (12.10) fort.. In diesem Fall

. enthalt (12.5) 2p Elemente, die eine unabhingige Homo-
logiebasis bilden. .
 Bei Erzeugung von H durch (12.5) wird J in Diagonal-

form dargestellt. Denn auf Grund von (7.19) ergeben sich.

" fiir die Elemente (12.5) folgende Ersetzungen bei J:
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Ai,]-ﬁ'éin’j
. i=2,3,...,q9] .
B, — ¢B; ; Jj=0,1,...,n—1.
(12.11) €,;—~#C,, »=1,2, sl | |
a—~1-a
B—1-B.

Denn B geht zunichst nach (7.19) tber in
nb—n [cl,0+ C2,5ym, Tt cs,_,,sms}

—(ll—*l) [Cl,l—{— t 'J
—(n—=2) [er, 0+ -]

und addiert man hierzu alle c, ; einmal, was nach (12.4)
statthaft ist, so bekommt man ‘\‘Vie'der B

Da die ¢, 0 <j<n—1, simtliche Wurzeln von (12.2)
sind, sind die in (12.11) auftretenden Eigenwerte samtliche
Wurzeln des Polynoms (2" —1)29752(x—1)2. Im Falle
§>> 0 hat man aber, um auf eine unabhingige Homologie-
basis zu kommen, etwa C;, fortzulassen, wodurch man
einen Eigenwert 1 verliert. Also bekommt man fir das zu
J gehdrige charakteristische Polynom Pp(x) im Falle ¢ > 0:

(12.12) P, (x) = (" — 1)1 2(x—1) fiar s> 0

(12.13) Py(x) = (" — 1?7 2(x—1)* fir s = 0.

Nun soll noch diejenige Untergruppe R von H niher
bestimmt werden, deren Elemente als Linearkombination
der den Randkurven von ¢ entsprechenden Elemente von
H ausgedriickt werden konnen. R verschwindet nur im Falle
s = 0. Denn ist s> 0, so ist r>1; sonst misste wegen
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(8.1) s=1, m = 1 sein, multiple Rander kénnen aber
wegen (4.6) nicht in der Einzahl auftreten. Nun werden
die den Réndern von ¢ entsprechenden Elementklassen
von F nach 7 durch die Elemente (7.21) repriisentiert. Die
d,,1 von (7.22) erzeugen also R. Statt ihrer fithren wir das
folgende linear transformierte System far» =1, 2, ..., s ein:

G;/,O = Q’V,0+gp,1+g,,,2+ e +gu,my—1

— Y N 1N
(12‘14) Gu,l = gu,0+e ygz/,1+ & Aygy,Z_l’ R my I)Augv

Gu,my—l = gy,0+'9_(m'/—1)lygv,l + 8—2(711,,*1)?»,,9%2_{_ o

R I M

Nun zeigen (12.14), (7.22) und (12.8), dass dieses Er-
zeugendensystem fiir die Untergruppe R von f sich in
folgender Weise durch das Erzeugendensystem (12.5) fir
H ausdriickt: '

(12.15) G0 = C, o+ 0,m,a
und, falls m, > 1 ist,

(1216) GV,l:CV,”;V 1:1,2,...,11'1 _1,

da a in (12.16) wegen der durch (12.3) ausgedriickien
Eigenschaft von ¢ nicht aufiritt. Dabei ist wegen (7.2),
(12.13) und (12.10)

H : s my-1
(12.17) E G,o= § 5 ‘g, =0.
y=1 yr=1 I=10

Diese Gleichung driickt einfach die Tatsache aus, dass die

Summe aller Randkurven von ¢ homolog Null ist.

sm,—1
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Ferner zeigen (7.25) und (12.14), dass man far die
G,,; folgende Ersetzungen bei J erhalt:

(12.18) G >e"6G,, 1=0,1,2, ..., m—1.

Dies ergibt sich auch aus (12.15), (12.16) und (12.11).
Beriicksichtigt man noch, dass man, um eine unabhingige
Basis fiir R zu erhalten, nach (12.17) etwa G, , fortzulassen
hat, und dass &7 der Gleichung =1 geniigt, so findet
man fir s> 0 fir R das charakteristische Polynom

@™ —1) (@™ —1) -+ (™ —1)

(12.19) P, (x)= —

(s>0).

13. Automorphismus der Homologiegruppe fiir ¢ =0.
Im Falle ¢ =0 hat man die n(s—2)+1=2p+r—1
Symbole (8.9) als Erzeugende der Homologiegruppe H,
und diese bilden hier eine unabhingige Basis der abelschen
Gruppe H. Ebenso wie in 12 gehen wir mit Benutzung
von (12.1) zu einem neuen Erzeugendensystem

(131) a, Fi,j

mit gleichen Wertbereichen der Indizes wie in (8.9) iiber,

indem wir substituieren

(18.2) Fy;=fiote firte ot +e Vg,

sodass (13.1) wieder eine unabhiingige Basis wird. Nach
(8.10) hat man dann fir die Basis (13.1) bei dem Auto-
morphismus J von H die Ersetzung

a—1-qa

(13.5) o .
- F; ;—~ & F;; i=1,2,...,s—2; j=0,1,...,n—1
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Bei Benulzung der Basis (13.1) hat man also wieder die
Transformationsmatrix in Diagonalform, und man erhalt

als charakteristisches Polynom

{13.4) B Py(x) = (12 (x—1).

Das ist der ¢ = 0 -entsprechende Spezialfall von (12.12).

Nun soll auch hier diejenige Untergruppe R von H
aufgestellt werden, deren Elemente mit einer Linearkom-
bination von Réndern homolog sind. Diese Rander werden
durch die Elementklassen der g, ; (siehe (8.11)) in F dar-
gestellt, und fiir die g, , gelten die Gleichungen (7.22),
wobei die ¢, = ¢, o durch (8.13) als gewisse Potenzprodukte
in den f; ; eingefiihrt sind.

Setzt man beim Ubergang zu H

s—2 n—I1

‘] 3 2
(13.5) Co = \ ; a:]ﬁ,i,

i=1 j=0
s0 hat man nach (8.15)

S
(13.6) Cryp = > 2 @ fijsgr

P
i=1 j=0

wobei Indizes der ¢ und f, die an zweiter Stelle stehen,
in H nur nach ihrem Resicharakter mod n in Betracht
kommen. - .

Nun ist nach (7.22) und (13.6) fir k = 0, ‘1, 2, ...,

m,—1:

9y k= Crk T Crito,m, T Cpkt2g,m, T Ckr g, m, T 0,a
N b , .
=2 [fjrxtfussxio,m,+ T luiteta,~vo,m, ]|+ oa
[ :

"Indem man wieder durch die Transformation (12.14),
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deren Determinante nicht verschwindet, von den Elementen
g, zu neuen Elementen G,; tbergeht, findet man fiir
=0,1, 2, ..

., m,—1:

ny—1
17

(138) Gp,l: § shlk}y‘,gv,‘k

k=

=0
, wi [ N =tk
= a;,]j E ¢ 2y[ﬁ,i+k+fi,i+k+zf,,m,,+"']l
oy | <% I
— k]
+a,a _S. e M

k

Hierin hat das letzte Glied den Wert ¢,m,a fiir I = 0
und nach (12.3) den Wert 0 fiir /=1, 2, ..., m,—1.
Die geschweifte Klammer im ersten Gliede wird, ausfiihrlich
geschrieben, indem k von ( bis m,—1 liunft,

; — 213 —(m,—1)14,
(89 4 J=fite Vhpaate et e Fiitm,—1
Fforim, e T fiiam, et

+ﬁ,j+2my+ ot

- 6ju”Fi,sz~

Dabei ist benutzt, dass man die Summanden umerdnen
und im zweiten Index d,0,m, durch m, ersetzen kanm,
wenn d,6, = 1mod 4, ist.

Trigt man (13.;9) in (13.8) ein und bezeichnet

. " ad W _ it
(13.10) E el e V=8,

J
Vidensk. Selsk. Math .-fys. Medd. XV, 1.
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so ‘kommt

. 5—2 .

) - . : -.;0
(13.11) G,o0= ?,8; Fiqota,m,a

i=1

—2

1 i1

(13.12) G, = B, Fry, 1=1,2,..,m—1.

i=1

. Indem man die Relationen (8.16) in H additiv schreibt
und addiert, erhalt man aus (13.6), (13.2) und (13.10)

8 n—1

— =5 0
(13.13) 0= } 2 Crp = § ¢ fojto =
y=1 g =0 Lisvsg
= 2 ( § (x;]) fi’E’ - y( § CC:’]> Fi,D -
io i i v
NN o
=_ 8" Fio-
i 4

Denn da j und ¢ unabhingig von einander von 0 bis n—1
laufen, kann man im zweiten Index der f das j fortlassen,
da es nur auf den Restcharakter mod n ankommt. Nun

sind die F; o unabhingig, also erhalt man

n—l

(13.14) 5 } B §ﬂ”" i=1,2,...,5—2,

vr=1 j=0 =1

als Relationen zwischen den Koeffizienten in (13.5) und
‘(13 10).
Aus (13.11), (7.2) und (13.13) folgt nun, dass die Glei-
chung (12.17) auch im Falle ¢ = 0 ihre Giltigkeit behilt.
Das Ergebnis (13.11), (13.12) und (12.17) hitte man
direkt erschliessen koénnen, ohne die formale Rechnung
durchzuftihren. Denn wie in (12.18) nimmt G, ; bei dem




Die Struktur periodischer Transformationen von Flichen. 67

Automorphismus J den Faktor &% an. Also muss sich G,
linear durch diejenigen Basiselemente (13.3) ausdriicken
lassen, die zu dem gleichen Eigenwert gehoren, also G, ,
durch die Fy o und a, und G,,, fir >0 durch die Fyyy .
In (13.11) und (13.12) werden tiberdies nur die Koeffizienten
dieser Linearverbindungen auf die in (13.5) eingefiihrten
Koeffizienten a” und die Zahlen o,m, zuriickgefihrt. —
Die Gleichung (12.17) bringt zum Ausdruck, dass die r
Randkurven von ¢ zusammen homolog Null sind. Da r—1
von diesen Randkurven in der Homologiegruppe unab-
héingig sind, besteht ausser (12.17) keine weitere Relation
zwischen den g,,; oder den G,

Man findet daher auch fur g = 0 das charaklerlstlsche
Polynom (12.19) fiir die Untergruppe R von H.

14. Charakteristisches Polynom und Spuriormel. Man
kann die fir ¢>0 bezw. ¢ = 0 benutzte Homologiebasis
(12.5) bezw. (13.1), die zu einer Darstellung von J in Dia-
gonalform fithrte, durch Benutzung der G,,; als einen Teil
der Basiselemente abindern, ohne dabei die Diagonalform
zu verlassen wegen (12.18).

Fir ¢ > 0, s = 0 ist nichts zu dndern. Far ¢ >0, s> 0
ersetzt man Cv,liy durch G,; fir » =1, 2, ..., s und
l=0;1,2, ..., m,—1. Far >0 ist das wegen (12.16)
einfach eine Umbenennung. Fiir I = 0 ist es wegen (12.15)
fur diejenigen Werte », die zu multiplen Randkurven ge-
horen, eine geringftigige Abéinderung der C, ¢. Entsprechend
dem Umstande, dass man wegen (12.10) etwa C,, aus
(12.5) fortldsst, um eine unabhingige Basis zu haben,
lasst man wegen (12.17) auch Gy, fort.

+Far ¢ = 0 hat man s> 0 und tolgenden Sachverhalt:
5*
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Von den unabhiingigen Basiselementen (13.1) erzeugen die
s—1 Elemente

(14‘.1) a, Fl,()’ Fz,o, ey Fs__g’o

die zum Eigenwert 1 geho6rige Untergruppe U; ven H.
Dieselbe Gruppe wird nach (13.11) von den' s —1 Elemer_lten

(142) Gl,O’ Gg,o, “ v ey G341,0

erzeugt, indem man wieder wegen (12.17) G,,o fortlisst
und benutzt, dass weitere Relationen zwischen den G, ,
nicht bestehen. Die zu einem Eigenwert ek, 0 <k<n,
gehorige Untergruppe U, von H wird duarch die s —2 Ba-

siselemente

(14.3) Figs Fagr o oor Fy_op

erzeugt. Unter den G, ; gehdren hochstens s—2 in diese

w1

Untergruppe U,, da die G, ; unabhingig sind. Man bestitigt
das auch so: Fir ein solches G,; muss nach (12.18)

lA, = k sein. Wenn nun mindestens s—1 der G,; zn U,

gehdrten, so wiirden mindestens s—1 der 4, in n und k,
also in dem Teiler (n, k) <n von n aufgehen, also minde-
n
(n, k)
und das ergibt wegen (4.6) und (4.7) einen Widerspruch. —

stens s—1 der m, wiirden den Faktor > 1 enthalten,

Man kann also solche Elemente G, ;, fir welche I, = k
ist, mittels (13.12) als Basiselemente fiir die Untergruppe
U, von H einfithren' und dafiir ebenso viele der Basis-
elemente (14.3) (im Hochstfall alle) eliminieren.

Diese Einfithrung der G, ; mit alleiniger Ausnahme von
G,y in die benutzte Homologiebasis sei nun im Falle s> 0
vorgenommen. Damit ist alles vorbereitet, um den Auto-

morphismus der Homologiegruppe auch im Fall der Ver-
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zweigtheit sofort angeben zu kénnen. Ist nimlich die »-te
Randkurve von M durch Ausschneiden eines multiplen
Punktes entstanden, so bedeutet ihre Schliessung nach 9
die Hinzufiigung der Relationen (9.1), also nach (7.22) der
Relationen g,; =1, 1=10,1, 2, ..., m,—1, zu F. Dem
entspricht in H die Nullsetzung der g, ; und damit nach
(12.14) auch der G, ;. Man hat also in der jetzt benutzten
Basis fiir H einfach die G,; fir den betreffenden Wert
von y fortzulassen und im dbrigen nichts zu andern. Da-
durch verliert man sowohl in dem charakteristischen Poly-
nom P, wie in P, den Faktor (x"”—1). Die Darstellung
von J verbleibt in Diagonalform,

Sind mehrere Rinder von M zun schliessen, so setze
man dies entsprechend fort. Nur fir den Fall, dass alle
s Réinder von M geschlossen werden, ist noch folgende
Bemerkung hinzuzufiigen: Da Gy nicht in der Basis vor-
kommt, bat man beim Schliessen des letzten, s-ten, Randes

nur m —1 Basiselemente zu tilgen, und man verliert in-
m,

[ J—
den charakteristischen Polynomen nur den Faktor mﬁll

Das Ergebnis ist also folgendes: Es sei s = u-- v, indem
die zu » = 1, 2, ..., u gehorigen Réinder von M geschlos-
sen werden und die zu y = u-+1, u+2, ..., utv ge-
horigen Rédnder von M offen bleiben, also von Randkurven
von ¢ tiberdeckt werden. ¢ ist also berandet fir v > 0
und geschlossen fiir » = 0. Dann bekommt man wegen
(12.12), (12.13), (12.19) und (13.4) die folgenden charak-
teristischen Polynome: )

&= 1)
(™ —1) (@™ —1) ... (™ —1)

(Mu+1—1) (™ +2—1) ... (x™+v—1)
x—1

(144) P, =

fiir berandetes ¢

(14.5) Pp=



(14.6) P, =
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(mn - 1)2q+s—2(x _ 1)2
(@™ —1) (™ —1) ... (2™ —1)

Fiir geschlossenes ¢ féllt P, fort, da R verschwindet.
Diese Formeln gelten sowohl fir ¢>0, s> 0, wie far
g = 0, in welchem Fall ja s >2 ist. Die am Anfang von
6 vorweg behandelten Fille a) und b) eines abelschen T
werden mit umfasst: Fiir a) ist ¢ = 0, s = 2 und dabei
my =m, = 1. Im Fall u = 0, v = 2 des Kreisringes hat
H ein Basiselement, und (14.4) ergibt P, = x —1. Im Fall
#a=1, v =1 der Kreisscheibe und im Fall u = 2, v = 0
der Kugel verschwindet H und (14.4) bezw. (14.6) fallen
fort. Far b) ist g =1, s=0, und H wird die freie abelsche
Gruppe mit 2 Erzeugenden und mil F identisch. J ist dabei,
ebenso wie I, der identische Automorphismus, und (14.6)
gibt P, = (x—1)%

Fir die Faklorgruppe g bekommt man in allen Fillen
(14.6) als charakteristisches Polynom.

Einem Fixpunkt von z¢ entspricht der m-Wert 1. Die
Zahl 5, die angibt, wie oft die Zahl 1 unter den Zahlen

u

(14.7) my, my, ..., m

vorkommt, ist also gleich der Anzahl von Fixpunkten von
7zp. Die Ausdriicke (14.4—6) sind ganze rationale Funk-
tionen. Die Spur §, der zu J gehorigen Transformations-
matrix von H ist die Summe der Wurzeln von P, also
'1—ZF in (14.4) und 2—.= in (14.6). Alse erhalt man fir
die Anzahl 5 von Fixpunkten bei z¢

(14.8) E=1-§, fiir berandetes ¢

(14.9) Z=2-8, fir geschlossenes ¢.

fiir geschlossenes ¢.
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In so einfacher Weise ergibt sich aus (14.4) und (14.6)
fiir den von uns betrachteten Fall der periodischen Trans-
formationen von Flichen die bekannte, sehr allgemeine
Spurformel von ALEXANDER [16], LEFscHETZ [17] und Hopr
[18]. Zum Vergleich mit der von Horr benutzten Form,
siehe [18] Seite 498 am Schluss von § 2, sei bemerkt, dass
die dort auftretenden Symbole in unserem Fall folgende
Bedeutung haben: Der Index j, jedes einzelnen Fixpunktes
von zgp ist +1, die linke Seite der Formel ist also =. Die
Zahl n gibt die Dimension der Mannigfaltigkeit an und ist
hier also 2. Die Spur §°f der Homologiegruppe nullter Di-
mension bei der Abbildung f ist hier 1, da ¢ zusammen-
héngt. S'f ist unser S,. S*f ist 0, falls ¢ berandet ist, und
gleich dem Abbildungsgrad, hier also 41, wenn ¢ ge-
schlossen ist. Die Formel ergibt somit (14.8) bezw. (14.9)
fir berandetes bezw. geschlossenes ¢.

Die Anzahl @& der bei ¢ invarianten Randkurven von g
ist gleich der Zahl, die angibt, wie oft die Zahl 1 unter
den Zahlen

(14.10) M, g My ey e, My,
vorkommt, also fiir berandefes ¢ nach (14.3) durch
(14.11) w=1+8,

gegeben, wenn S, die Spur der zu J gehdrigen Transfor-
mationsmatrix von R, also die Summe der Wurzeln von
Pp bedeutet. Aus (14.8) und (14.11) erhélt man

(14.12) Etw=2-8S,+S,= 2~Sg.

Diese Formel zur Bestimmung der Gesamtanzahl von in-
varianten Punkten und invarianten Réndern gilt sowohl



72 . Nr. 1. JakoB NIELSEN:

fir berandete wie fiir geschlossene Flichen. Denn fiir ge-
schlossene Flichen verschwindet R und damit Sy, so dass
man auf (14.9) kommt.

15. Kennzeichnung der Abbildung durch das charak-
teristische Polynom. Es soll untersucht werden, wie weit-
gehende Aussagen man iiber den topologischen Typus der
periodischen Transformation allein auf Grund der Kennt-
nis des charakteristischen Polynoms P, (x) machen kann,

Die im Nenner von (14.4) bezw. (14.6) auftretenden Fak-

m
toren x 7

— 1 entsprechen multiplen Punkten von #¢; daher
ist m, <n. Diejenigen irreduziblen Faktoren des Zihlers,
die (im Falle 2g+ s> 2) die primitiven n-ten Einheits-
wurzeln zu Wurzeln haben, kénnen daher nicht bei der
Division herausfallen.

Ist nun eine ganze rationale Funktion P, (x) als charak-
teristisches Polynom einer periodischén Transformation
vorgelegt, so spalte man sie in Faktoren, die im rationalen
Zahlkorper irreduzibel sind. Dann haben die einzelnen ir-
reduziblen Faktoren das vollstindige System von primitiven
Einheitswurzeln eines gewissen Grades zu Wurzeln. Kommt
dabei kein Grad > 1 vor, so muss man 2¢g+s =2, also
einen der vorweg behandelten Fille a) und b) von 6 haben,
fir die in 14 das P, bestimmt wurde. Man erhilt daher
folgenden Aufschluss {ber die Transformation:

1) Enthalt P, itiberhaupt keinen Faktor, so liegt der
Fall der Kreisscheibe oder der Kugel vor.

2) Far Py = x—1 hat man den Fall des Kreisringes.

3) Far P, = (x—1)" hat man den Fall des Torus ohne
multiple Punkte. .
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In diesen Fillen lisst sich nichts fiber die Ordnung n
der Transformation aus dem Polynom P, erschliessen.

In allen anderen Féllen hat man 2qg-+ s> 2, und es
kommen Grade > 1 von Einheitswurzeln vor. Dann ergibt
sich zunichst die Ordnung n der Transformation als der
hochste vorkommende Grad von Einheitswurzeln. Die Mul-
tiplizitéit, mit der das irreduzible Polynom, welches die primi-
tiven n-ten Einheitswurzeln zu Wurzeln hat, in P, vorkommt,
ist 29+ s— 2, woraus sich die Anzahl 2¢ + s bestimmt.

Nun bilde man das Polynom

@ — 1T @ — 1)
PH(CU)

(15.1) 7(x) =

Wegen (14.4) und (14.6) geht der Nenner von (15.1) jeden-
falls im Zahler auf, und (15.1) lidsst sich auf eine und nur

eine Weise in die Form
(15.2) Ix) = (x™m—DE™—1) ... (™—1)

bringen. Dabei ist w<<s<2q-+s. Wir unterscheiden nun
zwischen zwei Fillen:

I. Ist keine der Zahlen m;, m,, ..., m, gleich 1, so
lasst sich P, nicht auf die Form (14.4) bringen, also muss
¢ notwendig geschlossen sein. Dann ist w = s, und da
man oben 2¢-+s fand, kennt man auch ¢. Aus dem nach
(15.2) bekannten Zahlsystem m;, my, ..., m, findet man r
nach {3.1), und danach ergibt sich p aus (3.2). Im Falle I
kann man also die Ordnung der Transformation, das Ge-
schlecht der geschlossenen Fliche ¢ und ihrer Modulfldche
M und die Verzweigung von ¢ tber M vollstindig bestim-
men. Zur Charakterisierung des topologischen Typus der
Transformation fehlen nur (in dem Unterfalle s> 0) die



74 . : . - .Nr. 1. Jaxop NIELSEN: .

zu den einzelnen Verzweigungsstellen gehdrigen Drehzahlen.
Es ist von vorne herein klar, dass diese sich nicht aus Py
ergeben konnen. Denn ersetzt man » durch z¢, wo (Q, ny=1
ist, so andern sich die Drehzahlen, wihrend sich die Wurzeln
der einzelnen irreduziblen Faktoren von Py nur unter ein-
ander vertauschen, so dass P ungedndert bleibt. — Hervor-
gehoben sei der Spezialfall: Der topologische Typus einer
periodischen Transformation einer geschlossenen Fliche
ohne multiple Punkte ergibt sich eindeutig aus dem zuo-
gehérigen charakteristischen Polynom (abgesehen davon,
dass in dem obigen Spezialfall 3) des Torus die Ordnung
unbestimmt bleibt).

II. Ist mindestens eine der Zahlen mn die 1, etwa m =1,
so besteht dann und nur dann die Méglichkeit eines ge-
schlossenen ¢, wenn w dieselbe Paritit hat, wie die oben
bestimmte Zahl 2q4s. Ist das der Fall, so setzt man
wieder w = s und verfihrt wie unter I. Andererseits kann
man im Fall II immer Py auf die Form (14.4) mit w=n+1
bringen (und man muss das tun, wenn w und 2q'+s un-
gleiche Paritit haben) und kommt damit auf den Fall einer
berandeten Fliche. Dann kann man, mit den Bezeichnungen
von 14, (29 +s)—u = 2¢+ v berechpnen. Nun bietet aber
die Kenntnis von P, keine Handhabe mehr, um die Ver-
teilung der Einbeiten dieser Zahl auf die Anzahlen ¢ und
v zu hestimmen, sodass in diesem Fall eine gréssere Anzahl
von topologischen Realisierungen zu dem gegebenen Py
gehoren. ‘

Wenn man indessen sowohl P wie P, kennt, kann
man v bestimmen und damit die Bestimmung der topo-
iogiscﬁen Realisierung ebensoweit treiben wie im Fall I,
in dem F, fortfiel.
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Fiur geschlossene Flichen enthillt der Nenner von Py
in (14.6) den Faktor (x—1)". Die Multiplizitit der Wurzel
1 in P, ist also eine gerade Zahl, und zwar 2 ¢, sodass
sich das Geschlecht der Modulfliche unmittelbar aus P
ergibt.

Man bemerkt, dass es, abgesehen von den Sonderfillen
1), 2) und 3), di\‘e n unbestimmt lassen, zu einem gegebenen
charakteristischen Polynom P, nur endlich viele topologisch
nicht dquivalente Realisierungen durch periodische Trans-
formationen gibt. Das verhiéltnisméssig grobe Hulfsmittel
der Homologiegruppe gestattet also eine so weitgehende
Typeneinteilung der periodischen Transformationen von
Fliachen, dass das feinere Werkzeug der .Fundamental-
gruppe dariiber hinaus nur die Unterteilung jedes Typus
in endlich viele topologisch nicht dquivalente Untertypen

liefert.
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