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VII.
Stark stationdre und schwach stationire Funktionen.

ie Untersuchungen dieser Note sind durch die schéne und
D wichtige Arbeit von R. CaMERON “‘Almost periodic pro-
perties of bounded solutions of linear differential equations
with almost periodic coefficients” (Journal of Mathematics
and Physics, Vol. XV (1936) pag. 783—81) angeregt worden.
Es sollen hier einige Begriffe, die als wesentliche Hilfs-
mittel in der CamMeronschen Arbeit benutzt werden (und im
Prinzip auf Favarp zuriickgehen), in ihrem gegenseitigen
Zusammenhangniher analysiert werden, was vor allem durch
die Konstruktion und Erdrterung einiger »Gegenbeispiele«
geschieht; diese Konstruktion schliesst sich dbrigens eng
einem interessanten Verfahren an, welches TorpriTz in der
Abhandlung »Ein Beispiel zur Theorie der fastperiodischen
Funktionen« (Mathematische Annalen, Bd. 98 (1927) pag.
281—295) zu anderen Zwecken verwendet hat.

Samtliche auftretenden Funktionen f(x), ¢(x), ... sol-
len komplexwertige Funktionen einer reellen Veriinderlichen
x sein, von denen wir tGiberall stillschweigend voraussetzen
werden, dass sie im ganzen unendlichen Intervalle
—oc < x << o definiert und stetig sind. Wir werden oft mit
Funktionenfolgen f, (x) zu tun haben, die in —oo <x <00
gegen eine Grenzfunktion f(x) konvergieren. Hierbei wer-

1%
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den far uns nur zwei Arten von Konvergenz in Frage
kommen, die wir abkiirzungsweise als »starke« bzw.
»schwache« Konvergenz bezeichnen werden. Die Konver-
genz von f, (x) gegen f(x) soll stark genannt werden, falls
sie gleichméssig im ganzen unendlichen Inter-
valle —oo <<x <<oc gilt, und sie soll schwach heissen,
wenn von ihr nur vorausgesetzt wird, dass sie gleich-
méssig in jedem endlichen Intervall stattfindet. Zu-
nichst wollen wir uns mit starker Konvergenz beschif-
tigen; es ist bekanntlich diese Art von Konvergenz, welche
in der Theorie der fastperiodischen Funktionen die ent-
scheidende Rolle spielt.

1°. Von einer beliebigen (stetigen) Funktion ¢ (x) aus-
gehend, bilden wir die Funktionenmenge {gu (x+h)}. woh
ein reeller Parameter ist, welcher das Intervall —oo << i <o
durchliuft, und erweitern sie im Sinne der starken Kon-
vergenz zur abgeschlossenen Hiille H{gﬂ (oc—!—h)}, welche
also aus allen Funktionen v (x) besteht, die als Grenz-
funktionen von stark konvergierenden Funktionenfolgen
¢ (x+ h,) aunftreten konnen. Jede Funktion w(x) dieser
Hulle H{ ¢ (x+ h)} werden wir als eine starke Trans-
formierte der Ausgangsfunktion ¢ (x) bezeichnen. Durch
die Bildung dieser abgeschlossenen Hiillen wird, wie un-
mittelbar zu ersehen, eine gewisse Klasseneinteilung aller
stetigen F unktioneﬁvorgenommen; denn, falls ¥ (x) eine
starke Transformierte von ¢ (x) ist, wird umgekehrt ¢ (x)
eine starke Transformierte von v (x) sein, und falls v (x)
eine starke Transformierte von ¢ (x) und y (x) eine starke
Transformierte von 1 (x) ist, wird auch y(x) eine starke
Transformierte von ¢ (x) sein.

In dem Falle, wo die Ausgangsfunktion ¢ (x) eine fast-
periodische Funktion ist, habe ich in einer meiner ersten



Kleinere Beitriige zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. VII. D

Arbeiten tber diesen Funktionentypus diese abgeschlossene
Hille H{ ¢ (x + k) } naher studiert; hier ist auch jede starke
Transformierte von ¢ (x) wieder fastperiodisch (iibrigens
mit denselben Fourierexponenten wie ¢ (x)), und wir haben
es also hier mit einer Klasseneinteilung innerhalb der Ge-
samtheit der fastperiodischen Funktionen zu tun.

Ein interessantes Kriterium im Rahmen der obigen Be-
griffe fiir die Fastperiodizitiit einer (wie immer) stetigen
Fanktion ¢ (x) — welches iibrigens fiir die Ausdehnung
der Theorie der fasiperiodischen Funktion auf beliebige
Gruppen von ausschlaggebender Bedeutung gewesen ist —
rithrt bekanntlich von Bocuner her. Es besagt, dass es fir
die Fastperiodizitit einer Funktion ¢ (x) notwendig und
hinreichend ist, dass die Funktionenmenge -{gp(x—l—h)} im
Sinne starker Konvergenz kompalkt ist, d. h. dass jede Funk-
tionenfolge ¢ (ax+ h,) eine Teilfolge ¢ (x+ h,) enthilt,
welche stark gegen eine Grenzfunkiion konvergiert. Indem
wir eine Funktion ¢ (x) mit dieser starken Kompalktheits-
eigenschaft eine stark normale Funktion nennen (ge-
wohnlich wird sie einfach als »normal« bezeichnet) besagt
also der BocuNersche Satz, dass die Fanktion ¢ (x) dann
und nur dann fastperiodisch ist, wenn sie stark normal isl.

Bei verschiedenen Untersuchungen, z. B. bei Problemen
itber Differentialgleichungen mit fastperiodischen Koeffizi-
enten, ist es nitzlich, im Rabmen unserer Begriffsbildun-
gen auch ein Kriterium dafiir zur Verfiigung zu haben,
dass eine Funktion ¢ (x) nicht nur fastperiodisch ist, son-
dern derart fastperiodisch ist, dass ihre Fourier-
exponenten alle einem vorgegebenen abzihlbaren
Zahlenmodul M angehéren. Ein solches Kriterium ist
dem klassischen Tatbestand der Theorie der fastperiodi-

schen Funktionen leicht zu entnehmen und wird z. B. in
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der zitierten Arbeit von CamERON verwendet. Wir werden
von einer reellen Zahlenfolge h, sagen, dass sie an einen
vorgegebenen (immer als abzdhlbar angenommenen) Modul
M »angepasst« ist, wenn fiir jede Zahl w dieses Moduls M

die Kongruenzgrenzbezichung

lim @+ h, =0 (mod 2m)

n—w

gilt, und wir werden eine Funktion ¢ (x) stark stationér
in bezug auf M nennen, falls fir jede an den Modul M
angepasste Zahlenfolge hi, die entsprechende Funktionen-
folge ¢ (x4 h,) stark gegen ¢ (x) selbst konvergiert. Das
erwiahnte Kriterium besagt dann einfach: Damit eine Funk-
tion ¢ (x) fastperiodisch mit lauter Fourierexponenten aus dem
Modul M sei, ist nofwendig und hinreichend, dass sie sfark
stationdr in bezug auf M ist.

Da jede starke Transformierte s (a) einer fastperiodi-
schen Funktion ¢ (x) wieder fastperiodisch ist und dieselben
Exponenten wie ¢ (x) besitzt, folgt z. B. aus dem ange-
gebenen Kriterinm sofort, dass jede starke Transformierte
einer in bezug auf M stark stalionfiren Funktion wiederum
stark stationir in bezug aufl M ist. Ferner ist nach diesem
Kriterium (in Verbindung mil dem Satz von Bocuner) klar,
dass eine in bezug auf einen Modul M stark stationire
Funkiion ¢ (x) von selbst stark normal sein muss.

2°. Wir gehen nun dazu iber, dhnliche Begriffe wie
die unter 1° aufgestellten einzufiihren, indem wir nur iber-
all starke Konvergenz durch schwache Konvergenz er-
setzen. Ausgehend von einer Funktion ¢ (x) bilden wir
wiederum die Funktionenmenge {ga (x+ h)} und erweitern
sie zur abgeschlossenen Hille h {gp (:c—i—h)}, diesmal aber
im Sinne der schwachen Konvergenz, und wir bezeichnen
jede Funktion v (x) dieser Hille h {¢(x+h)} als eine
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schwache Transformierte von ¢ (x). Zur Orientierung
sei hervorgehoben, dass diese Bildung — im Gegensatz zu
der Bildung H{¢(x+h)} — nicht zn einer Klassenein-
teilung der stetigen Funktion fihrt; es gilt wohl, wie leicht
zu sehen, dass, falls ¥ (x) eine schwache Transformierte
von ¢ (x) und g (x) eine schwache Transformierte von ¥ (x)
ist, auch g (x) eine schwache Transformierte von ¢ (x) ist;
dagegen gilt nicht allgemein, dass ¢ (x) eine schwache Trans-
formierte von ¥ (x) ist, wenn ¥ (x) eine schwache Trans-
formierte von ¢ (x) ist. (Z. B. ist die Funktion ¢ (x) = 0
fiir alle x eine schwache Transformierte der Funktion

0 fir —co<a<0 _
g (x) = ~ ; dagegen ist ¢(x) keine

sin x fir 0<x<{o0’
schwache Transformierte von 3 (x), da diese letzte, kon-
stante, Funktion natiirlich nur sich selbst als schwache
Transformierte besitzt.)

Wenn man speziell von einer fastperiodischen Funk-
tion ¢ (x) ausgeht, sind die heiden Hiillen H{ ¢ (x+ h)}
und h{go(x-{—h)} mit einander identisch, denn bei einer
fastperiodischen Funktion ¢ (x) gilt bekanntlich, dass jede
Funktionenfolge ¢ (x+h,), die schwach gegen eine Grenz-
funktion v (x) konvergiert, von selbst — wegen der rela-
tiven Dichte der Verschiebungszahlen — stark gegen v (x)
konvergiert.

Eine Funktion ¢ (x) soll schwach normal (bei Ca-
MERON semi-normal) heissen, wenn die Funktionenmenge
{¢(x-+h)} im Sinne der schwachen Konvergenz kompakt
ist, wenn also jede Funktionenfolge ¢ (x - h,) eine schwach
konvergente Teilfolge ¢ (x-+ h,,) enthdlt. Im Gegensatz zu
dem Begriff stark normal, der eine eingreifende und eigen-
artige Forderung, namlich die der Fastperiodizitit, an die
Funktion ¢ (x) stellt, ist die Eigenschaft der schwachen
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Normalilit an sich keine aufregende, indem sie, wie eine
leichte Ueberlegung zeigt, einfach damit gleichwertig ist,
dass die Funktion ¢ (x) im ganzen unendlichen Inter-
vall beschrankt und gleichmissig stetig ist. Uehri-
gens ersehen wir sofort aus dieser letzten Charakterisierung
einer schwach normalen Funktion, dass jede schwache
Transformierte einer solchen Funktion wiederum schwach
normal ist.

Bei dem Studium der Losungen von linearen Differen-
tialgleichungen, deren Koeffizienten fastperiodisch, d. h.
stark normal sind, wird man zwangsldufig nicht nur auf
schwach normale Funktionen gefiihrt, sondern auch auf
Funktionen ¢ (x), die in bezug auf einen gegebenen
Modul M schwach stationdr sind, d. h. welche die
Eigenschaft besitzen, dass fiir jede Zahlenfolge A , die im
obigen Sinne an den Modul M angepasst ist, die entsprech-
ende Funktionenfolge ¢ (x+ k) schwach gegen die Funk-
tion ¢ () selbst konvergiert. Man mdéchte daber natiirlich
gern einen Satz zur Verfiigung haben, welcher erlaubt, von
der schwachen Stationaritit einer Funktion ¢ (x) etwa durch
Hinzufigung weiterer Forderungen an ¢ (x) aufl ihre starke
Stationaritidt zu schliessen, um dadurch nachweisen zu
koénnen, dass die Funklionen, auf welche man bei den
Differentialgleichungsproblemen gestossen ist, von fastperio-
dischem Charakter sind. Ein diesbeziiglicher Satz ist von
CamERON in der anfangs zitierten Arbeit bewiesen und bildet
gewissermassen die Grundlage seiner weileren wichtigen
Ueberlegungen. Dieser Satz, welcher sich dadurch auszeich-
net, dass sdmltliche Voraussetzungen, die tiber die Funktion
¢{(x) gemacht werden, nur von schwacher Konvergenz
handeln, besagt:

Damit eine in bezug auf den Modul M schwach staliondre
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Funktion ¢ (x) in bezung auf M stark stationdr sei (d. h. also
fastperiodisch mit Exponenten aus M), ist notzbendig und hin-
reichend, dass sie schwach normal ist, und dass nicht nur
¢ (x) selbst, sondern auch jede schwache Transformierte von
¢ (x) ebenfalls schwach stationdr in bezug auf M ist.

Dass die angegebenen Bedingungen notwendig sind, ist
nach dem vorangehenden trivial. Der Inhalt des CAMERON-
schen Satzes ist, dass sie auch hinreichend sind.

Nun ist aber die schwache Stationaritit einer Funktion
g (x) in bezug auf einen Modul A eine an sich recht un-
durchsichtige Eigenschaft, und es entsteht von selbst die
Frage, ob nicht vielleicht bei »schwacher« Konvergenz die
Sachlage tatsichlich eine ganz analoge ist wie bel »star-
ker« Konvergenz in dem Sinne, dass auch jede in bezug
auf einen Modul M schwach stationdre Funktion ¢ (x) von
selbst schwach normal ist, und dass jede schwache Trans-
formierte einer solchen Funktion ¢ (x) wiederum schwach
stationdr in bezug auf M ausféllt. Dies wirde bedeuten,
dass der CamERONsche Satz dahin vereinfacht werden kénnile,
dass jede in bezug auf M schwach stationfire Funktion
immer in bezug auf M anch stark stationir wire. Das
dem nicht so ist, soll im Folgenden gezeigt werden, und
zwar wollen wir durch die Konstruktion zweier »Gegen-

beispiele« nachweisen:

I. Es gibt eine Funktion ¢ (x), die in bezug auf einen

Modul M schwach stationdr ist, ohne schwach normal zu sein,
und ferner, was wichtiger ist,

II. Es gibt eine Funktion ¢,(x), die in bezug auf einen
Modul M schwach stationdr und ausserdem schwach normal
ist, die aber eine schwache Tl'ansforniierte besitzt, welche nicht

schwach staliondr in bezug auf M isl.
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Yorbemerkung: Wenn wir den CaMERoNschen Satz
heranziehen, ist die Aussage II mit der folgenden Aussage
gleichwertig: Es gibl eine schwach normale und in bezug auf
einen Modul M schwach stationdre Funktion ¢4(x), welche
nicht in bezuy auf M stark stationdr ist. Es wird uns bequem
sein, Il in dieser Form darzutun.

Bevor wir an die Konstruktion der Funktionen ¢, (x)
und ¢, (x) herangehen, miissen wir zunfichst einen bestimm-
ten Modul M wihlen, den wir unseren Belrachtungen
zugrundelegen werden. Am bequemsten wire es naliirlich,
den einfachst moéglichen Modul zu benutzen, ndmlich einen
solchen, der aus lauter ganzzahligen Multipla einer einzigen
Zahl, etwa der Zahl 2, besteht. Dieser Modul M, ist aber
zu einfach, um das Gewfinschte leisten zu kénnen; denn
wie wir sofort zeigen konnen, wird jede Funktion ¢ (x),
die in bezug auf M, schwach stationér ist, notwendiger-
weise auch stark stationir in bezug auf M, sein. In der Tat
kommt offenbar jede Folge von lauter ganzen Zahlen unter
den an M, angepassten Zahlenfolgen &, vor, speziell also die
Folge h, = 1 fir alle n, und die Forderung der schwachen
Konvergenz der Funktionenfolge ¢ (x+h,) = ¢ (x+1) ge-
gen ¢ (x) involviert natiirlich, dass ¢ (x+1) = ¢ (x) ist
fir alle @, so dass ¢(x) eine (stetige) rein periodische
Funktion der Periode 1 ist, d. h. in der Sprache der fast-
periodischen Funktionen, eine fastperiodische Funktion mit
lauter Exponenten aus M,, also tatséichlich eine in bezug
auf M, stark stationfire Funktion.

Wir sind also gendétigt, bei der Konstruklion unserer
Gegenbeispiele einen Modul komplizierterer Art als M, zu-
grundezulegen; wie wir sehen werden, kommen wir aber mit
einem relaliv sehr einfachen Modul aus, nimlich einem

solchen, der aus lauter rationalen Multipla einer einzigen
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Zahl besteht, und zwar werden wir den Modul M* betrach-
ten, welcher aus allen Zahlen der Form 2 - r besteht, wo
r eine ralionale Zahl ist, deren Nenner eine Potenz von 2
ist. Machen wir uns zunichst klar, was eigentlich die For-
derung besagt, dass eine Funktion ¢ (x) in bezug auf diesen
Modul M* schwach station&r ist. Wir nennen eine Zahlen-
folge h, »pseudoganz«, wenn sie die Bedingung lim A, = 0
(mod 1) erfillt. Da unser Modul M?# speziell die Zahl
@ = 2m enthdlt, ist evident, dass jede an M* angepassle
Zahlenfolge h, psendoganz sein muss. Indem wir bei einer
pseudoganzen Zahlenlolge h, diejenige ganzzahlige Zahlen-
folge k, als die zu h  gehorige bezeichnen, fiir welche bei

jedem n die ganze Zahl k, der Zahl i, am nichsten liegt,

d. h. fiir welche hn —é <k,=< hn%—é, ist ferner klar (sve-
gen lim (h, —k ) = 0), dass eine pseudoganze Zahlenfolge
h, und ihre zugehérige ganzzahlige Zahlenfolge k, gleich-
zeitig an M* angepasst sind, und dass die beiden Aussagen:
» ¢ (x-+ h,) konvergiert schwach gegen ¢ (x) « und » ¢ (x + k)
konvergiert schwach gegen ¢ (x)« gleichwertig sind. Hier-
aus folgt, dass wir uns bei der Entscheidung, ob eine Funk-
tion ¢ {(x) in bezug auf M*¥ schwach stationir ist, ohne
weiteres auf die Betrachtung von ganzzahligen an M*
angepassten Zahlenfolgen /i, beschrinken kénnen. Wann
aber eine ganzzahlige Zahlenfolge h, an M* angepasst ist,
ist unmittelbar zu sehen. Stait alle Zahlen u des Moduls

M#* zu berticksichtigen, brauchen wir nimlich offenbar nur
2 '

2111
jede Zahl @ aus M#* ein ganzzahliges Multiplum einer dieser

die Zahlen g = (m =20, 1, 2,...) zu betrachten (weil

2. - . .
Zahlen = ist); dass aber hei festem i eine ganzzahlige
2

g 2
Zahlenfolge &, die Bedingung lim - nr

n—-

~h, = 0 (mod2mn)

4

1
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erfiillen soll, ist einfach damit gleichwertig, dass die Zahlen
h, alle von einer gewissen Stelle n>n, = n, (m) ab durch
2" teilbar sind. Zusammenfassend haben wir also gesehen:
Die Forderung, dass eine Funktion ¢(x) in bezug auf M*
schwach stationér ist, ist mit der folgenden Forderung gleich-
werlig: Fiir jede ganzzahlige Zahlenfolge A, fiir welche bei
jedem festen m alle Elemente h von einer gewissen Stelle
an durch 2" teilbar sind, soll die entsprechende Funktionen-
folge ¢ (x+ h,) schwach gegen ¢ (x) konvergieren.

Um bei der nunmehr folgenden Konstruktion der beiden
in den Aussagen I bzw. Il erwihnten Funktionen ¢, (x)
bzw. ¢, (x) Wiederholungen zu ersparen, werden wir erst
eine einzige Funktion ¢ (x) konstruieren, die aber von ge-
wissen Parametern s,, s,,... abhingt, und danach duarch
spezielle Wahl dieser Parameler einerseits zu ¢, (x) und
andererseits zu g, (x) gelangen.

Zunichst teilen wir die Menge aller ganzen Zahlen in
abzéhlbar viele Klassen E,, F,, E;,... ein und zwar fol-
gendermassen. In E; nehmen wir jede zweite ganze Zahl
auf (also entweder alle geraden oder alle nngeraden Zah-
len), in E, wird jede zweite der fbrig gebliebenen Zahlen
aufgenommen, in E; jede zweile der nunmehr {ibrig ge-
bliebenen usw.; die Menge E, besteht also aus allen ganzen
Zahlen einer gewissen arithmetischen Progression der Diffe-
renz 27. Hierbei haben wir nur dafiir Sorge zu tragen, dass
tatséchlich jede ganze Zahl in einer unserer Klassen unter-
gebracht wird; dies kann in mannigfacher Weise erreicht
werden, z. B. in der folgenden: Als F, wihlen wir die
Menge der geraden Zahlen, so dass also 0 schon beim ersten
Schritt aufgenommen wird; als E, wihlen wir diejenige
der beiden nunmehr zur Verfigung stehenden arithmetischen

Progressionen der Differenz 2%, welche die kleinste iibrig ge-
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bliebene positive Zahl enthilt, d. h. I, ist die Menge der Zah-
len 4 n-+1; danach wihlen wir fiir E, diejenige der heiden
zur Verfiigung stehenden arithmetischen Progressionen der
Differenz 2, welche die absolut kleinste ubrig gebliebene
negative Zahl enthilt, also die Menge der Zahlen 8r—1,
und so fort, indem wir abwechselnd das Augenmerk auf
die kleinste ledig gebliebene positive und die kleinste ledig
gebliebene negative Zahl richten. (Man kénnte unmittelbar,
z. B. durch Betrachtung der Dualentwicklung der ganzen
Zahlen, explizite diejenigen Zahlen charakterisieren, welche
bei dem soeben angegebenen Prozess in die Klasse E_ fallen;
wir werden aber nicht dabei verweilen, da es fur das weitere
belanglos ist, in welcher Weise wir die Klassen E;, F,,...
gewiahlt haben, falls sie nur die angegebenen allgemeinen
Bedingungen erfiillen).? Wir werden sagen, dass auf der
ganzen Zahl m cin Hiigel der Hohe s(Z 0) angebracht ist,

1 1 . .
wenn auf das Intervall (m e m—%—§> als Basis ein gleich-

schenkliges Dreieck der Hohe |s| aufgesetzt ist, und zwar
nach oben oder unten, je nachdem s positiv oder negativ
ist. Es sei nun $;, 85, Sy, ... eine zunfchst vollig beliebige
Folge von von Null verschiedenen reellen Zahlen, Auf jeder
Zahl der Klasse E; bringen wir einen Hiigel der Héhe s
an, auf jeder Zahl der Klasse E, einen Hiigel der Hdhe s,,
usw. Hierdurch wird die ganze Abszissenachse mit einer
gewissen Hiigelkette bedeckt; die in — oo << x <C 0o definierte
und stetige Funktion, welche diese Hiigelkette darstellt, soll

mit ¢ (x) bezeichnet werden (siehe Fig.). Wir werden zeigen,

! In der anfangs zitierten Arbeit von Torpritz wird eine éhnliche
Linteilung der ganzen Zahlen in Klassen Ej, Eg, . . . vorgenomméen, wobei
aher — im Gegensatz zu unserem Verfahren — die Einteilung so gewihlt
wird, dass eine einzige Zahl (iibrigens die Zahl 0) in keine der
Klassen untergebracht wird.
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dass diese Funktion — wie auch die Hagelhéhen s, gewdihlt
sind — eine in bezug auf den Modul M* schwach
stationiire Funktion ist. Hierzu geniigt es nach dem oben
festgestellten zu zeigen, dass fiir jede ganzzahlige Folge h,
von der Art, dass bei beliebig gegebenem m die sémtlichen
Zahlen h der Folge von einer gewissen Stelle an durch-
2™ teilbar sind, gilt, dass die entsprechende Funktionenfolge
¢ (x+h, ) schwach (also gleichméssig in jedem endlichen
Intervall I) gegen ¢ (x) konvergiert. Es sei also &, eine
beliebige Folge dieser Art und I ein beliebig gegebenes end-

liches Intervall, das wir von der Form <——Z———;», l—f—%)

(f positiv ganz) annehmen koénnen. Es sei  so gewiihlt,
dass jede der (endlich vielen) Zahlen —1I, —I+1,...,1—1,
[ eincr der Klassen [y, ..., E, angehort, und es sei N so
gross gewdhlt, dass jedes h, mil n> N durch 29 teilbar
ist. Dann gilt fir jedes n> N, dass im ganzen Intervall I
die Funktion ¢ (x - h,) sogar mit ¢ (x) identisch ist. Denn
durch eine Verschiebung um o, also um ein Maultiplum
von 29 geht ja sowohl die Zahlenklasse £, wie die Zahlen-
klasse [iy, ... wie die Zahlenklasse E, in sich iber.

Wir verfiigen nun iiber die hisher véllig beliebigen Zah-
len S, ZF 0 und kénnen dadurch sofort zu einer Funktion
¢, (x) bzw. zu einer Funktion ¢;(x) gelangen.

1). Wihlen wir die Hiigelhohen s, derart, dass [s | fir -
q — 0o gegen Unendlich strebl, so erhalten wir eine Funk-
tion ¢, (x), die in bezug auf M* schwach stationir, aber
offenbar nicht schwach normal, sogar weder beschrénkt,
noch gleichméssig stetig in —oo <a < oo ist.

2). Wiihlen wir etwa s, = (—1)?, so erhalten wir eine
in bezug auf M* schwach staliondire Funklion ¢, (x), die

natiirlich in —oo < x << oo beschriankt und - gleichmissig
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stetig, also schwach normal ist, die aber nicht stark
stationér in bezug auf M* ist. Denn wire dies der Fall,
so misste z. B. die Funktionenfolge ¢, (x4 2") stark gegen
@y () konvergieren, da ja die Zahlenfolge h, = 2" an den
Modul M* angepasst ist, und dies ist gewiss nicht der Fall;

es hat sogar bei jedem n die obere Grenze von

| oy (4 2") — g, () |

in —oo <<x < oo ihren grosstmoglichen Wert 2; betrach-
ten wir némlich die Menge R = E,_ 1T Ep ot allel'
ganzen Zahlen, welche nicht zu einer der n ersten
Klassen E;, E,, ... E,_ gehéren, so bilden diese eine arith-
metische Progression der Differenz 2", und unter den Zah-
len dieser Menge R, gibt es ‘'sowohl solche, die »positive«
als auch solche, die »negative« Hiigel tragen (z. B. sind ja
die Higel auf den Zahlen von E_ ., und von E,  , enl-
gegengesetzt gerichtet), also gibt es anch zwei auf einander-
folgende Zahlen in R, etwa x, und wx,+ 27, fir welche
| 9o (2o +2") — gy (we) | = 2 ist.



VIII.

Uber den Logarithmus einer positiven fastperiodischen
Funktion. ‘

1°. Es sel f(x) eine fiur alle x positive, fastperio-
dische Funktion. Wir bilden die in —oc <<x << oo reelle

stetige Funktion

g (x) = log f(x)

und fragen, unter welchen Bedingungen g(x) wieder-
um fastperiodisch wird.

Eine erste triviale Antwort auf diese Frage lautet:

Damit g (x) = log f(x) fastperiodisch sei, ist notwendig
und hinreichend, dass die untere Grenze m von f(x) grosser
als Null (und nicht gleich Null) ist. In der Tat ist die Be-
dingung m> 0 selbstverstindlich notwendig, weil sonst f(x)
beliebig kleine positive Werte, also g (x) beliebig grosse
negative Werte anndhme, was mit der Fastperiodizitat, also
a fortiori Beschriéinktheit, von g (x) nicht vertriglich ist.
Und sie ist auch hinreichend, denn fiir m> 0 ist ja logy
in dem abgeschlossenen Intervall m<y=<M, wo M die
obere Grenze von f(x) bezeichnet, stetig, und nach einem
bekannten,' unmittelbar zu beweisenden Satz ist daher die
Fastperiodizitit von log f(x) eine Folge der Fastperiodizitit
von f(x) selbst.

Diese triviale Bedingung fiir die Fastperiodizitit von
Vidensk. Selsk. Math.-fys, Medd. XIV,7. 2
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g (x) = log f(x) lasst sich natiirlich auch als eine Bedin-
gung iiber die Funklion g (x) statt iiber die Funktion f(x)
aussprechen, und zwar lautet sie dann, dass ¢ (x) nach
unten beschrinkt sein muss.

Von einer in — oo <x < oo definierten Funktion h (x)
wollen wir sagen, dass sie eine beschrinkte Aenderungs-
tendenz besitzt, falls es zu jedem positiven k ein K = K (k)
derart gibt, dass fiir ein belichiges Punklepaar ', x” mit
o' —a"”| <k die Ungleichung

|h(x") —h(x")| <K

gilt. Natdrlich bleibt diese Forderung an die Funktion h (z)
ihrem Inhalte nach ungeéindert, wenn nur fiir ein einziges
k, etwa k = 1, die Existenz eines entsprechenden K ver-
langt wird.

Wir wollen nun den Satz beweisen:

Damit der Logarithmus ¢ (x) = log [ (x) einer positiven
fastperiodischen Funktion f(x) wiederum fastperiodisch sei,
isl notwendig und hinreichend, dass g (x) eine beschrdnlkte
Aenderungstendenz besilzi.

Dass die Bedingung notwendig ist, ist klar; denn falls
die Funktion g (x) fastperiodisch ist, ist sie ja auch be-
schriankt, also selbstverstindlich von beschrinkter Aende-
rungstendenz. Dass die Bedingung auch hinreichend ist,
erfordert eine kleine Ueberlegung. Nach dem obigen kommt
es darauf an zu zeigen, dass das Erfiilltsein der Bedingung
zur Folge hat, dass g (x) nach unten beschrinkt ist. Wire
dieses letztere nun nicht der Fall, d. h. gibe es Punkte,
in denen ¢ (x) heliebig grosse negative Werte annihme, so
gibe es infolge der beschrankten Aenderungstendenz von
g (x) gewiss auch beliebig grosse Intervalle, in denen

g (x) tberall beliebig gross negativ wire, d.h. in welchen
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f() = & tiberall beliebig nahe an Null herankfime, genau
gesprochen: Es liessen sich zu einer vorgegebenen Folge
positiver Zahlen & mit ¢ — 0 entsprechende Intervalle
(:r x,+ 1) mit [, — oo derart finden, dass

n?’
0<flx) <e, fir ¢, <x<x, +1.
Somit wiirde

xn+In
llgf(:c) dx — 0 fiir n — o0,

Iloxn

also nach dem »gleichméssigen Mittelwertsatze fiar fast-
periodische IFunktionen der Mittelwert M{f(a:)} = ( sein.

Dies ist aber bekanntlich — wegen der relativen Dichte
der Verschiebungszahlen — nicht damil vertriglich, dass
f{x) >0 ist.

Corollar. Weiss man von dem Logarithmus g (x)
einer positiven fastperiodischen Funktion, dass er diffe-
renzierbar mit einer beschriankten Ableitung ist,
so kann man schliessen, dass g (x) faslperiodisch ist. Denn
in diesem Fall ist g (x) natiirlich eine Funktion mit be-
schrinkter Aenderungstendenz.

2°, Als eine Anwendung der vorangehenden Ueberlegun-
gen werden wir zeigen, wie aus dem obigen Corollar sich
sofort ein Satz ergibt, welchen BocHNER in einer Note “On
the integration of almost periodic functions” (Journal of
the London Math. Soc. Bd. VIII (1933), S. 250—254) mit
Hilfe der Normalititseigenschaflten fastperiodischer Funk-
tionen bewiesen hat, und welcher lautet:

Es sei ¢ (x) eine reelle fastperiodische Funktion. Dann ist
die Funktion -

S(/)(m)dm

0

[lx) = ¢

9%
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nur in dem (trivialen) Fall fastperiodisch, wo schon das Inte-

X
gral Sg; (®) dx fastperiodisch isi.

0
In der Tat, falls f(x) fastperiodisch ist, muss nach dem
Corollar auch ¢ (x) = log f(x) = Sga(oc) dx fastperiodisch

sein, weil ja ¢ (x) die beschrinkte 0(sogar fastperiodische)
Ableitung ¢ (x) besitzt.

3°. Nunmehr gehen wir zu einer Anwendung des Satzes
in 1°, oder vielmehr des aus ihm unmittelbar folgenden
Bocungrschen Satzes in 2°, iiber, welche Differential-
gleichungen betrifft.

Als Verallgemeinerung des fundamentalen Satzes, dass
das Integral einer fastperiodischen Funktion immer fast-
periodisch ist, falls es nur beschrinkt bleibt, haben NEuGE-
BAUER und der Verfasser bewiesen, dass jede beschrankte
Lésung einer linearen Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten und fastperiodischer rechter Seite
"y dy

dxn——l +oee +k11~1£+kny = SO(CC)

d"y

dxﬂ

+ ky

von selbst fastperiodisch ist. Fiir den allgemeinen Fall einer

linearen Differentialgleichung mit fastperiodischen — statt
konstanten — Koeffizienten
d" d" dy
e @ e @ e, @y = @)
dx dx dx

gilt bekanntlich kein entéprechender Salz. Fiir diese letzte
wichtige Tatsache hat BocHNER in seiner interessanlen Ar-
beit “Homogeneous systems of differential equations with
almost periodic coefficients” (Journal of the London Math.
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Soc. Bd. VIII (1933), S. 283—288) ein einfaches explizites Bei-
spiel sogar einer Differentialgleichung erster Ordnung ange-
geben, und zwar das folgende, in welchem aber zu beachten ist,
dass komplexwertige fastperiodische Funktionen zuge- _

lassen werden. Es wird die homogene Differentialgleichung

dy
dx

+i-ax) - g=0

betrachtet, wo a(x) eine reelle fastperiodische Funktion
ist. Die Losung dieser Differentialgleichung ist durch
X

—g ialx)de
y@)=C-e

gegeben, wo C cine komplexe Konstante bedeutet. Wie auch
die reelle fastperiodische Funktion a(x) gewiahlt wird, ist
offenbar die Funktion

W

a(x) de

b(x) = e‘iSO

beschrinkt; sie hat ja den absoluten Beirag 1. Es han-
delt sich also nur darum, a(x) so zu wihlen, dass b(x)
nicht fastperiodisch ausfHllt. Zu diesem Zwecke wird
die fastperiodische Funktion a(x) so gewihlt, dass sie die
beiden folgenden — bekanntlich mit einander vertriglichen —
Bedingungen erfiillt.

1) Die Fourierreihe der Funktion a (x) besitzt kein kon-
stantes Glied, d. h. es ist der Mittelwert M{a (x)_\ = 0, also

Sxa(x)dx — o(lx]) fir |2|— oo.
0

2) Das Integral Sma (x) dx bleibt aber nicht beschrankt.
o

Es wird nun ein Satz des Verfassers herangezogen, nach
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welchem eine Funktion der Gestalt ¢*%, wo F(x) eine
stetige reelle Funktion ist, nur dann fastperiodisch sein
kann, falls F(ax) die Form ¢-x-+r(x) besitzl, wo ¢
eine Konstante (die sogenannte Sikularkonstante) und
das Restglied r(x) beschrinkt, sogar fastperiodisch ist.
Dieser Satz =zeigt unmittelbar, dass unsere Funktion
b(x) tatsichlich nicht fastperiodisch ist. Denn die im

~—L'Sr‘cq(:za)d:z:

Exponenten dieser Funktion b(x) = e 0 auftretende

Y

Funktion — \ a (x) dx hat sicher nicht die Form ¢-x -+ r (x)
L] T

mit beschrinklem r(x), denn wegen \a (@) de = o (x|

x L]
miisste ¢ gleich 0 sein, also miisste ga(x) dx selbst beschrankt
o

v

sein, was ja nicht der Fall ist.
Das soeben angegebene »Gegenbeispiel« - von BocHNER

beruht in seinem ganzen Aufbau prinzipiell darauf, dass in

dy P
dx+go(oc) y = 0 fiur

die fastperiodische Funktion ¢ (x) eine nicht reelle Funk-

der betrachteten Differentialgleichung

tion gewihll wurde. Es mag daher von Interesse sein, auch
ein einfaches Beispiel einer homogenen linearen Differential-

gleichung ersler Ordnung
(*) %+y3(x)'y=0

mit einem reellen fastperiodischen Koeffizienlen ¢ (x) zu bilden,
deren Lésungen beschrdnkt, aber nicht fastperiodisch sind. Wir
werden zeigen, dass der in 2° aufls neue bewiesene Satz
von Bocunkr zur Konstruktion eines solchen »Gegenbei-
spiels« verwendet werden kann. Die Lésungen von (¥) wer-

den durch >

——S(/}(m‘)dm
yle)=c-e "
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gegeben. Es handelt sich also darum, eine reelle fast-
periodische Funktion ¢ (x) so zu bestimmen, dass die

Funktion -
——\ga(m)dm
) =e ™

beschrinkt, aber nicht fastperiodisch ausfalll. Eine
solche Funktion ¢ (x) wird, behaupte ich, durch die un-
endliche Reihe

]

p(x) = § g, 8ind,x

v=1

geliefert, wo &, und d, positive Zahlenfolgen sind, welche

nur den bheiden Bedingungen

o

N\

61/ ™
" ey konvergent, —— 0 fiar v—co

£
r=1 v

1 1

geniigen. (Es kénnen also z. B. g, = 7" J, = 5 ver-
» -

wendet werden.) Zundchst ist ¢ (x) fastperiodisch, da

die Reibe >'e, sin 6, wegen der Konvergenz von >'e,
ftir alle x gleichméssig Lkonvergiert. Bezeichnen wir das

X B
Integral Sqa(x) dr mit y(x), so gilt fir jedes fesle x die
0

Ungleichung

= g,
1@ = > (1 —coss,3) 20,

p=1 7

da die séimtlichen Glieder der Reihe nicht negativ sind. Also
isty (x) = ¢ ¥ sicher beschrankt, nimlich 0 < Wwlx)<1.
Um schliesslich die Nicht-Fastperiodizitit von  (x)
= ¢ *™ Qarzutun, geniigt es, nach dem Satz in 2° zu zeigen,

dass das im Exponenten von w (x) aufiretende Integral
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. .
g (x) = S ¢ (x) dx nicht fastperiodisch, d. h. nicht beschrinkt
o

ist. Dies isl aber offensichtlich nicht der FFall, denn bei jedem
festen n gilt (indem wir nur ein einziges Glied in der

obigen Reihe von x (x) beriicksichtigen)

T n 7T &n
RN T L LA RO
(o )25 [ e ) = 6

n

&
und —— wichst ja nach Annahme fir n-— oo iber alle

d

n
Grenzen.
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