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This paper deals with the modifications introduced into the
electrodynamics of the vacuum by Dirac’s theory of the positron.
The behaviour of the vacuum can be described unambigously by
assuming the existence of an infinite number of electrons occu-
pying the negative energy states, provided that certain well de-
fined effects of these electrons are omitted, but only those to which
it is obvious that no physical meaning can be ascribed.

The results are identical with these of Heisenberg’s and Dirac’s
mathematical method of obtaining finite expressions in positron
theory. A simple method is given of calculating the polarisability
of the vacuum for slowly varying fields.

Eines der wichtigsten Ergebnisse in der neueren Ent-

wicklung der Elektronentheorie'ist die Mdglichkeit,
elekiromagnetische Feldenergie in Materie zu verwandeln.
Ein Lichtquant z.B. kann bei Vorhandensein von andern
elektromagnetischen Feldern im leeren Raum absorbiert und
in Materie verwandelt werden, wobei ein Paar von Elek-
tronen mit entgegengesetzter Ladung entsteht.
Die Erhaltung der Energie erfordert, falls das Feld, in

welchem die Absorption vor sich geht, statisch ist, dass das .

absorbierte, Lichtquant die ganze zur Erzeugung des Elek-
tronenpaares notwendige Energie axifbringt. Die Frequenz
derselben muss somit der Beziehung hy = 2mc*+ & + &
geniigen, wobei mc® die Ruhenergie eines Elektrons und &
und &, die tibrige Energie der beiden Elektronenist. Diesen Fall
haben wir z. B. bei der Erzeugung eines Elektronenpaares
durch ein y-Quant im Coulombfeld eines Atomkerns vor uns.

Die Absorption kann auch in Feldern stattfinden, die
von andern Lichtquanten stammen, wobei die letzteren zur
Energie des Elektronenpaares beitragen koénnen, sodass in
diesem Falle die Energie 2mc®+ &, + &, der beiden Elek-
tronen gleich der Summe aller bei diesem Prozess absor-
bierten Lichtquanten sein muss.

Das Phénomen der Absorption von Licht im Vakuum
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stellt eine wesentliche Abweichung von der MaxwELL’schen
Elektrodynamik dar. Das Vakuum sollte namlich unabhéingig‘
von den dort herrschenden Feldern fiir eine Lichtwelle frei
durchdringlich sein, da sich verschiedene Felder nach den
Maxwewrt'schen Gleichungen infolge der Linearitit derselben
unabhingig tiberlagern kdnnen.

Es ist bereits ohne nédheres Eingehen auf die spezielle
Theorie verstandlich, dass auch in solchen Feldern, die nicht
die notige Energie besitzen, um ein Elektronenpaar zu
erzeugen, Abweichungen von der MaxweryL’schen Elektro-
dynamik auftreten miissen: wenn hochfrequentes Licht in
elektromagnetischen Feldern absorbiert werden kann, so
wird man fiar Lichtstrahlen, deren Frequenz zur Paarer-
zeugung nicht ausreicht, eine Streuung oder Ablenkung er-
warlen, analog zur Streuung des Lichts an einem Atom,
dessen kleinste Absorptionsfrequenz grosser als die des
Lichts ist. Das Licht wird sich also beim Durchgang durch
elektromagnetische Felder so verhalten, als ob das Vakuum
unter der Einwirkung der Felder eine von der Einheit
verschiedene Dielekirizititskonstante erhalten wirde.

Um diese Erscheinungen darstellen zu kénnen, muss die
Theorie dem leeren Raum gewisse Eigenschaften zuschreiben,
die die erwihnten Abweichungen von der MaxweLrL’schen
Elektrodynamik hervorrufen. Tatséchlich fihrt die relati-
vistische Wellengleichung. des Elektrons auch zu derar-
tigen Folgerungen, wenn man die aus der Dirac’schen
Wellengleichung folgenden Zusténde mit negativer kinetischer
Energie zur Beschreibung des Vakuums heranzieht.

Die Grundannahre der Dirac’schen Theorie des Positrons
besteht darin, dass das physikalische Verhalten des Vakuums
im gewissen Sinne beschrieben werden kann durch das Ver-
halten einer unendlichen Menge von Elektronen, — die
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Vakuumelektronen — die sich in den Zustinden negativer
kinetischer Energie befinden und samtliche dieser Zustinde
besetzt halten. Die Ubereinstimmung kann selbstverstindlich
nicht vollkommen sein, da die Vakuumelektronen eine un-

- endliche Ladungs- und Stromdichte besitzen, die sicher keine

physikalische Bedeutung haben darf. Es zeigt sich aber, dass
z. B. die Paarerzeugung (und ihr Umkehrprozess) gut wieder-
gegeben wird als ein Spr.ung eines Vakuumelektrons in einen
Zustand positiver Energie unter dem Einfluss elektromag-
netischer Felder, wodurch es als ein reales Elektron in
Ercheinung tritt, wihrend das Vakuum um ein negatives
Elektron drmer geworden ist,/ was sich durch das Auftreten
eines positiven Elektrons #ussern muss. Die von diesem
Bilde ausgehende Berechnung der Paarerzeugung und -Ver-
nichtung zeigt eine gute ﬁbereinstimmﬁng mit der Erfahrung.

Die Berechnung der meisten andern Effekte, die aus der
Positronentheorie folgen, stossen immer auf das Problem,
in welchem Ausmass das Verhalten der Vakuumelektronen
tatséichlich als das des Vakuums anzusehen ist. Dieses
Problem wird noch durch den Umstand erschwert, dass
Ladungs-, Strom- und Energiedichte der Vakuumelektronen
unendlich sind, sodass es sich meistens darum handelt, von
einer unendlichen Summe in eindeutiger Weise einen end-
lichen Tei/l\ébzutrennen und diesem Realitéit zuzuschreiben.
Die L('isung dieses Problems wurde von Dirac und HEISEN-
BERG dadurch durchgefiihrt, dass sie eine wiederspruchsireie
Methode angaben, den physikalisch bedeutungsvollen Teil
der Wirkungen der Vakuumelekironen zu bestimmen. Es

wird im folgenden gezeigt, dass diese Bestimmung weitgehend

frei von jeder Willkiir ist, da sie in konsequenter Weise nur

folgende Eigenschaften der Vakumelektronen als physika-
lisch bedeutungslos annimmt;:
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1) Die Energie der Vakuumelektronen im feldfreien

Raum.
2) Die Ladungs- und Stromdichte der Vakuumelek-
1)) tronen im feldfreien Raum.

3) Eine rdumlich und zeitlich konstante feldunabhiin-
gige elektrische und magnetische Polarisierbarkeit
des Vakuums.

Diese Grossen' beziehen sich nur auf das feldfreie Vakuum,
und es darf als selbstverstindlich angesehen werden, dass
diese keine physikalische Bedeutung haben koénnen. Alle
drei Grossen erweisen sich nach Summierung der Beitrsige
aller Vakunumselektronen als divergierende Summen. Es
sei noch hinzugefiigt, dass eine konstante Polarisierbarkeit
in keiner Weise feststellbar wire, sondern nur samtliche
Ladungs- und Feldstirkenwerte mit einem konstanten Fak-
tor multiplizieren wiirde.

Wir werden im néchsten Abschnitt auf Grund dieser
Annahmen die physikalischen Eigenschaften des Vakuums
bel Anwesenheit von Feldern berechnen, die zeitlich und
rdumlich langsam verénderlich sind. Wir verstehen darunter
solche Felder F, die sich auf Strecken der Lange B und
in Zeiten der Léinge ;1% nur wenig veriindern® und somit

den Bedingungen

I h
) ;lclgl‘adFl«lFls oo

geniigen. Bei Anwesenheit solcher Felder werden im all-
gemeinen keine Paare erzeugt, da die auftretenden Licht-
quanten zu geringe Energie haben. Die Extremfalle, in denen

die Strahlungsdichte so hoch ist, um das Zusammenwirken

! Die Annahmen, 1.) oder 2.) oder 3.) als bedeutungslos anzusehen,
werden im folgenden mit Iy, Iy bzw. I3 zitiert.
* h ist die durch 27 geteilte Prancx’sche Konstante.
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von sehr vielen Quanten zu gestatten, oder in denen elek-
trostatische Felder mit Potentialdifferenzen von iber 2mc?
vorhanden sind (in diesem Falle wiirden auf Grund des
KreIN’schen Paradoxons Paare entétehen) wollen wir von
der Betrachtung ausschliessen. Unter diesen Umstinden
lassen sich die elektromagnetischen Eigenschaften des Va-
kuums durch eine feldabhingige elektrische und magnetische
Polarisierbarkeit des leeren Raums darstellen, die z. B. zu
einer Lichtbrechung in elektrischen Feldern oder zu einer
Streuung von Licht an Licht fithrt. Der Dielektrizitits- und
Permeabilititstensor des Vakuums hat dann fir schwiichere
Feldstarken néiherungswei"se folgende Form: (E, IEI> B,_IE
sind die vier elektromagnetischen Feldgrossent.)

Di :%jfikEk’ Hi ;Zlu’ikBk
e*h
45mmic’

e*h

(2) &y = 0+ {1, i=1l
k0, i # k
g = Oy + 457 mie? [2 (E*—B%) 3, —17 EiEk] .

(2 (E?—B?) d;.+78B,B,]

Die Berechnung dieser Erscheinungen wurde von EvLER u.
KockerL® und von HEISENBERG u. EULER® -bereits durchge-
fihrt. Im néchsten Abschnitt sollen jedoch bedeutend ein-
fachere Methoden angewendet werden. Ausserdem sollen die
Eigenschaften des Vakuums auf Grund der skalaren relativi-
stischen Wellengleichung des Elektrons von KLEIN u. GORDON
berechnet werden. Diese Wellengleichung liefert nach Paur:
u. Wersskopr* die Existenz positiver und negativer Par-
tikel, und ihre Erzeugung und Vernichtung durch elektro-

' Es werden im folgenden nur dort Pfeile iiber Vektorgrdssen ge-
setzt, wo Verwechslungen moglich sind.

* H. EvLEr u. B. Kocker, Naturwiss. 23, 246, 1935; H. EuLer, Ann.
d. Phys. V. 26, 398.

® W. HeisexBERG u. H. EuLknr, ZS. f. Phys. 38, 714, 1936.
* W.PauL1 u. V. Wersskorr, Hely. Phys. Acta. 7, 710, 1934,
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magnetische Felder ohnextjede besondere Zusatzannahme.
Jedoch besitzen diese Partikel keinen Spin und befolgen die
Bosestatistik, weshalb diese Theorie nicht auf die realen
Elektonen anwandbar ist. Es ist jedoch bemerkenswert, dass
auch diese Theorie auf Eigenschaften des Vakuums fiihrt,
denen keine physikalische Bedeutung zukommen kann. So
erhidlt man z. B. ebenfalls eine unendliche rdumlich und
zeitlich konstante feldunabhéngige Polarisierbarkeit des Va-
kuums. Nach Weglassung der entsprechenden Glieder ge-
langt man zu #hnlichen Resultaten, wie die der Positronen-
theorie Dirac’s. Die physikalischen Eigenschaften des Va-
kuums rithren in dieser Theorie von der »Nullpunktsenergie«
der Materie her, die auch bei nichtvorhandenen Teilchen
von den dusseren Feldstirken abhingt und somit ein Zusatz-
glied zu der reinen MaxweLrL’schen Feldenergie liefert.

Im 3. Abschnitt behandeln wir die Folgerungen aus der
Dirac’schen Positronentheorie fiir den IFall allgemeiner dus-
serer Felder und wir zeigen, dass man auf Grund der ge-
nannien drei Annahmmen dber die Wirkungen der Vakuum-
elektronen stets zu endlichen und eindeutigen Resultaten
kommt. Die HeisenBerG'schen Subtraktionsvorschriften er-
weisen sich als identisch mit diesen drei Annahmen und
erscheinen somit bedeutend weniger willkarlich als es in der
Literatur bisher angenommen wurde.

Alle folgende ReChnﬁngen beracksichtigen nicht explizit
die gegenseitigen Wechselwirkungen der Vakuumelektronen
sondern betrachten ausschliesslich jedes einzelneVaknumelek-
tron allein unter der Einwirkung eines vorhandenen Feldes.
Bei diesem Verfahren sind aber die gegenseitigen Einwir-
kungen nicht vollkommen vernachlissigt, da man das dussere
Feld gar nicht von dem Feld trennen kann, das von den
Vakuumselektronen selbst erzeugt ist, sodass das in die Rech-
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nung eingehende Feld die Wirkungen der andern Vakuum-
elektronen zum Teil implizit enthélt. Dieses Vorgehen ist
analog zur HARTREE’schen Berechnung der Elektronenbahnen
eines Atoms in dem Feld, das von den Elekironen selbst
verdndert wird. Zur expliziten Berechnung der Wechsel-
wirkungen miisste man die Quanienelektrodynamik an-
wenden, d. h. die Quantelung der Wellenfelder vornehmen.
Dies fithrt bekanntlich auch bereits ohne die Annahme un-
endlich vieler Vakuumselektronen zu Divergenzen und soll
im folgenden nicht niher beriihrt werden.

iI.

In diesem Abschnitt soll die Elektrodynamik des Vakuums
tiix Felder behandelt werden, die den Bedingungen (1) ge-
niigen. Die Feldgleichungen sind durch die Angabe der Ener-
giedichte U als Funktion der Feldstirken festgelegt. Wir be-
stimmen diese aus der Energiedichte U der Vakuumelek-
tronen, die fiir das Verhalten des Vakuums massgebend sein
sollen. V

Es ist vorteilhaft, auf die Lagrangefunktion L des elek-
tromagnetischen Feldes zuriickzugreifen, da diese durch die

Forderung der relativistischen Invarianz schon weitgehend

festgelegt ist. Zwischen der Lagrangefunktion L und der
Energiedichte U bestehen folgende Beziehungen:

oL
3 U= e — L.
In der Maxwery’schen Elektrodynamik gilt:
L=L1@-p), U= (E+B)
8w ’ 87 ’

Die Zusilze zu dieser Lagrangefunktion miissen ebenso wie

diese selbst relativistische Invarianten sein. Solange wir uns
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nur auf langsam verénderliche Felder beschrinken, (Bedin-
gung (1)), werden diese Zusiitze nur von den Werten der
Feldstirken abhéngen und nicht von deren Ableilungen. Sie
kénnen daher nur Funktionen der Invarianten (E? — B%) und
(EB)? sein. Entwickeln wir die Zuséitze nach Potenzen der
Feldstirken bis zur 6. Ordnung, so erhalten wir:

L = ~1~(E2—B2)+L'
8

L'= o (E*—B%?+ 8 (EB)*+
+ 5 (E*—B*»* 4+ [ (E*—BY) (EB)*+ - - -

und daher nach (3)

U= (B+B)+ U
8w

) U'= o (E*—B®) (3E*+ B®) + 8 (EB)® -+

+E(B— B! (5 E*+ B?) + L(EB)* (3E— BY)+ - - -

Der Zusatz zur Energiedichte ist somit durch die Invarianz-
eigenschaften weitgehend festgelegt; es wird also im fol-
genden nur notwendig sein die vorkommenden Konstanten
e, 8,5, ... zu bestimmen. Diesen Ansitzen liegt schon die
spezielle Annahme zugrunde, dass U’ keine Glieder 2. Ord-
nung in den Feldstirken enthilt, sondern nur hdhere. Dies
ist gleichbedeutend damit, dass das Vakuum keine von den
Feldern unabhéngige Polarisierbarkeit besitzt.

Die Rechnungen von EuLER u. KocgeL und von HEISEN-
BERG u. EULER liefern fiir die vier Konstanten die Werte:

L e*h 1 fnd 13,
“T 0w P T o e TR

Die in (2) angegebenen Dielektrizitits- und Permeabilitits-
~tensoren ergeben sich aus den Beziehungen:
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oL . oL
=4, H = —475-—.
Dy =dmag, H i

Wir werden im folgenden diese Resultate auf eine wesent-
lich einfachere Weise herleiten.

Der Zusatz U’ zur MaxwerL’schen Energiedichte des
Vakuums soll durch den Zusatz U’ bestimmt sein, den die
Vakuumelektironen beitragen. Die Energiedichte bei Anwesen-
heit von Elektronen' in den Zustinden oy, 4,...9, ... ist
gegeben durch

U= (B 4B+ 0
8 :

U= E {””’L*’ [(_t; ﬁi—c'gl‘ad-I-e‘—X)%-ﬂmcz] wi}

l

— —
wobei «, 8 die Dirac’schen Matrizen und A das vektorielle
Potential ist. Der Zusatz U’ zur Maxwerr’schen Dichte ist

somit nicht gleich der ganzen materiellen Energiedichte U__,

. — i
(5) . " Urnat = lh}_{ { i*’ awl}
sondern
(6) U = Upee — > {W0" V)

wobei V das skalare Potential ist. Man kann U’ als die
kinetische Energiedichte bezeichnen. Die gesamte materielle
Energiedichte U, lasst sich, wie wir sehen werden, leicht
befechnenj der zweite Term von (6) — die potentielle Ener-
giedichte — ergibt sich aus U__, in folgender Weise: Wenn

* Zwei Eigenfunktionen ¢ und ¢ in geschwungenen Klammern: {1/), (p}
bedeutet hier und im folgenden das innere Produkt der beiden Spinozen
Kk . - .
P ou. e {1/,-, lp} = qu @ » wobei k der Spinindex ist.
% .
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man sich das skalare Potential proportional zu dem kon-
c O
stanten Faktor A denkt, so gilt:*

@) lgg{wi*, eV'tpl.} dr = X%S Uparde

wobei die Integrationen sich {iber den ganzen Raum er-
strecken. Im Grenzfall konstanter Felder, den wir hier wegen
der Bedingungen (1) betrachten wollen, kénnen wir die
Feldstarke E selbst als den konstanten Faktor 4 ansehen,
und kénnen ausserdem die Beziehung (7) auch auf die Ener-
giedichten iiberiragen. Wir erhalten dann fiir die kinetische

Energiedichte

o ou
(7a) U = Upy =

Vergleicht man dies mit (3) so sieht man, dass zwischen
der materiellen und der kinetischen Energiedichte dieselbe
Beziehung besteht, wie zwischen — L und U. U_,, kann also
hier dem durch die Vakuumelektronen hervorgerufenen Zu-

satz zur Lagrangefunktion gleiéhgesetit werden :
(8) Umat =—L"

Da die Form von U’ weitgehend durch dié relativistischen
Invarianzforderungen festgelegt ist, so geniigt es, U’ fiir ein

! Der Beweis lauft folgendermassen: Wenn der Energieoperator H von
einem Parameter 4 abhingig ist, so dndert sich das Diagonalelement H;; des
Energicoperators bei einer infinitisemalen adiabatischen Anderung di von
A um: :

OH

dH, = (a-)'dl.
i

H = Hy+ eV

Wenn wir nun setzen:

so gilt dann:
6Hii
l(e V)ii = /’L—OT

Uber die Elektrodynamik des Vakunms. 13

spezielles Feld zu bestimmen. Wir wihlen ein homogenes

magnetisches Feld B = (B, 0,0) und ein dazu paralleles
riumlich periodisches elektrostatisches Feld, dessen Poten-
tial durch

igx —igx

) V= Vyeh £ V,re B

gegeben ist. Wir vérgleichen dann dieses Resultat mit dem
allgemeinen Form (4) und werden daraus die Koeffizienten
dieser Form bestimmen.

HersenBERG u. EULER wihlen im Gegensatz hierzu ein

konstantes elektrisches Feld, wodurch Schwierigkeiten in-

folge des KLEN'schen Paradoxons entstehen: Jedes noch so -

schwache homogene elektrische Feld erzeugt Elektronen-
paare, wenn es sich {iber den ganzen Raum erstreckt. Die
Elektronenbesetzung der Energiezustinde ist dann nicht
exakt stationfr. In der vorliegenden Rechnung kann durch
die Periodizitit vermieden werden, dass Potentialdifferenzen
iiber 2 mc? vorkommen, sodass keine Paarerzeugungen statt-
finden, .

Die materielle Energiedichte ist bei voller Besetzung aller

negativen Energiezustinde gegeben durch
(10) " Ugar = Z Wiw™ vy

W, ist die zur Eigenfunktion v, gehérige Energie, summiert
wird {iber alle negative Zustiinde. Die Summe ist selbstver-
stindlich unendlich. Welcher endliche Teil dieser Summe von
physikalischer Bedeutung ist, wird sich eindeutig aus dem
expliziten Ausdruck fiir U, ergeben.

Die 1, befolgen die Wellengleichung:

an {ih 0 eV

., 0
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e
2 _%1B|y|—Ame.
dy dz cI ly Ame

., .0
12) K= ay’ih—a-—f—az th-
Wir folgen vorlaufig der Rechnung HEISENBERGS u. EuLERS
1. c., wobei wir nur unwesentliche Anderungen in der Be-
dentung der Variabeln anbringen.

Als Losung setzen wir an:

1 e%(pzZ—W,-f)

u(y) X (x).

Der Operator K ergibt, zweimal auf @ angewendet:

Ky = —llzﬁ——ia « eﬁ|.B‘+<p —{—e—iB}y)g%—mzcz}w.
lp ayz y7z o z c

Wir setzen nun

2p h) b 2ech
= : =2 b="2B].
g (y+ b ‘/2112’ b ¢ |B]

b ist das Mass des Magnetfeldes. Durch Eillfﬁhl‘ung von 7
erreichen wir, dass K die Form einer Oszillator-Hamilton-
funktion erhilt. Wir setzen daher

w (o) = 1,00 (55)

wobei I-}n () die n-te auf 1 normierte Oszillator-Eigenfunk-
tion ist. Dann gilt S[u () Pdy =1 und

1—
(14) Ky = {mzc2+b (n~]— 2%)}1,0, 0, = il @,

Es lisst sich nun eine Darstellung der 4-komponentigen ¥
wihlen, in der ¢, diagonal ist:
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1 0 0 0
5, = 0 1 0 0
0 0 —1 0
0 0 0 —1

Den ersten beiden Komponenten von 1 entspricht dann ein
positiver, den beiden andern eiﬁ negativer Spin in der
x-Richtung. Bei dieser Wahl zerfallt die Wellengleichung
(11) in zwei getrennte Gleichungssysteme fiir die beiden
Komponentenpaare mit gleichem Spin,i sodass wir zwei
Wellengleichungen mit zweireihigen Matrizen gewinnen. Der
Operator K lésst sich dann in der Form K = y| K| schreiben,
wobel y eine zweireihige Matrix ist, die die Bedingung
7% = 1 erfullt und | K| die gewdhnliche Zahl

1_
|K| = I/1n2c2+b<n—|- 2%)

bedeutet, die vom Wert o, des Spins abhingt. Ebenso ist
die in.der Wellengleichung auftretende Matrix o zweireihig
und ist mit y antikommunativ: e, y +ye, = 0, da «, nach

(12) auch mit K antikommutativ ist. Die beiden Wellen-
gleichungen lassen sich dann in der Form

(16) {% %+axi11%c~i—v+y11{[}¢ =0

schreiben, wobei e, und y zweireihige Matrizen sind, die
sich nur auf ein Komponentenpaar gleichen Spins beziehen.
Der Unterschied in der Wellengleichung fir die beiden
Spinrichtungen liegt nur in dem verschiedenen Wert von | K|.
Nachdem die Abhingigkeit von 1/ von den Variabeln gy and =z
durch (13) bereits festgelegt wurde, stellt (16) eine Wellen-
gleichung fiir die Funktion X (x) allein dar. Bisher ist der




(18)
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Rechnungsgang im wesentlichen identisch mit dem HEISEN-
BERGS und EULERS.
Nun behandeln wir vorerst den Fall V= 0. Die Eigen-

werte und die normierten Eigenfunktionen fiir (16) lauten
i

@) 1 ip.x iWit(pz)t,
+ ik

o 1—a,
W:(Px ::i:CVPi"HKIZ::I:C‘/p:+mzcz+b(n+ 5 )

Der obere Index (+) oder (—) unterscheidet die Zustinde
positiver und negativer Energie. a® (p) ist ein normierter
9-komponentiger »Spinor«. Die Gleichung (16) und ihre
Lésungen (17), (18) stellen ein eindimensionales Analogon
zu Dirac’gleichung dar, in dem y|K|y statt des Massen-
gliedes Amc - steht. Zu einem lmpuls P, gehoren ein po-
sitiver und ein negativer Energiewert. (Die beiden andern
Energiewerte liefert die Wellengleichung mit entgegengesetz-
tem Spin).

Setzen wir nun diese Grossen in die Energiedichte (10)
ein, so erhalten wir

QM=Q§Q§SYE$%n@mﬁww&%ﬁmﬁwgﬁ

g=—1n=90

. b
Die Integration dber p, liefert infolge dp, = l/;d’)] und

1
{—) 9

+1 —w
b _
¢)) Unat = g2 8 2 5 de Wa (p).

g=—1n=0 %4o

Von hier ab schreiben wir p statt p,.

Um die Summation durchzufiihren, bilden wir

(20)
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+1 o . .
§ § W, = W, +2 § W
o0=—1n=0 n=1

~,

Wir verwenden nun die EuLeER’sche Summenformel fiir
eine Funktion F(x):

N “
%F(a)-!—Z’F(a—I-z'b)—%P(a+N17) =

r=1
a—-+ Nb 0
1 ‘ 7 m Bm m —
:b[SF(“”)dx‘Z )" i 0 {F™ Y (a+ Vb —
a m=1

- F(2m —1) (a)}}

B,, ist die m-te BErNoULLI'sche Zahl. F™ (x) ist die m-te Ab-

leitung von F(x). Wenn wir dies auf (19)7 anwenden, erhal-
ten wir:

U o _:l_ d F(.’,C) d + b2 m Bm (_)m F(2m—l) (0)
mat — 7273 \4P * Z (2 m)!
0

m=1

F(z) = —c)p'F et a,

In dem Spezijalfall eines reinen Magnetfeldes, kann man nach
(72) U, und i gleich setzen. Dieser Ausdruck stellt be-
reits die Energiedichte dar, in einer Entwicklung nach
Poténzen der magnetischen Feldstirke b. Nun ist es sehr
leicht, jenen Teil des Beitrages U’ der Vakuumelekironen zu
bestimmen, der fiir das wirkliche Vaknum massgebend sein
soll: Das von b unabhingige Glied stellt die Energiedichte
des feldfreien Vakuums dar und ist ein divergentes Integral;
da die Energiedichie fiir das feldfreie Vakuum verschwinden
muss, kann dieser Ausdruck keine reale Bedeutung haben.
Weiter miissen die (fibrigens auch divergierenden) Glieder
mit b® weggelassen werden, da die Energiedichie keine

Vidensk, Selsk. Math.-fys. Medd. XIV,6. 2

&
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Glieder zweiter Ordnung in den Feldstirken besitzen soll.
Das Weglassen dieser Glieder ist durch die Annahme be-
grindet, dass die Polarisierbarkeit des Vakuums mit ver-
schwindenden Feldern gegen Null strebt. Es sei hervorge-
hoben, dass die hier vorgenommenen Subtraktionen aus-
schliesslich auf triviale Annahmen tiber das feldlose Vakuum
beruhen. -

So erhalten wir fiir den Zusatz zur MaxwELL’schen Ener-
giedichte:

—+ o
¢ = B, =" p2m 13...(4m—5) dp
4% h? e (2m)! 92m—1

21) U =—

4m—3*

£p2 + 1n2 C2)T

Diese Potenzreihe lasst sich leicht durch die Potenzreihen-
entwicklung des hyperbolischen Ctg darstellen. Man erhalt:

S 2<E>3 O;i?l—nf 7 2}
U =gam el ,’]33 Iﬂ%Ctgq]% 1 3%
b .

wobel B die magnetische Feldstirke gemessen in Einheiten
der kritischen Feldstirke I—ILIE— ist:
h
B = ——B.

m-c

Das erste und zweite Glied der Entwicklung liefert:

1 eh , 1 en

U= 36002 m*c" 630 7% m°cl®

B -
Wenn wir dies mit jenen Gliedern von (4) vergleichen, die
das Magnetfeld in 4. und 6. Potenz enthalten, hekommen wir:

1 eth 8 = 1 eb h?
T 360A% mie” T

® 630752 méct®’

e
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Es werde nun das elektrische Feld mitberticksichtigt. Zu
die§em Zweck 16sen wir die Wellengleichung (16) fiir X (x) mit
der Born’schen Néberungsmethode. Wir erwarten, dass die
vom Potential V abhiingigen Teile von U yat in der zweiten, zu

V? proportionalen Niherting erscheinen. Wenn wir U/

mat BaCh

Potenzen von V entwickeln: Upar = Uig)at -+ USl)m +-+- soer-
halten wir nach (10):

(22) Ux(j)at — Z Wi_('Z) ( P, |2)(0)+ Z Wi—(l)) (| ¥, |2)(2)’

— (X . .
w,® w, D™ sind die k-ten Néherungen in der entspre-
chenden Entwicklung von W und [, [%. Man beachte, dass

— (1) .
W, ®in dem angegebenen elektrischen Feld verschwindet.
Es ldsst sich leicht zeigen, dass

{dvp®dsaya = o

sodass der raumliche Mittelwert von U o nur durch das
erste Glied -in (22) gegeben ist:

@ @
Umat _ Z Wi ( )(l Y, |2)(0).
i

(,»” wurde bereits im Falle des reinen Magnetfeldes
berechnet und wir erhalten somit ganz analog zu (19)

L . B
@ —
= 2, D, S"’P W (-

g=—1n=90 — w0

Der Wert von VV;(Q) lisst sich mit der BorN’schen Nihe-
rungsmethode berechnen. Mit den Eigenfunktionen (17) er-
gibt sich:

2*
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(+)# (—) 2
W@ () = 2| V, H{d* (p+ g, 7 (0)) |
o (P =LVl { Wa () — Wy (p+9)

(23) M R ) l

W, (p— W, (p+g)
+ (dasselbe mit —g).

Der zwischen den {}—Klammern stehende Ausdruck stellt
ein skalares Produkt zweier zweikomponentiger Spinoren
dar. Bei der Integration von (23) tber p fallen die zweiten
Glieder in den [ ]-Klammern weg, wenn man die Integration

der Glieder mit —¢ mit der Variabeln p’ = p —g¢g ausfihrt:

gdp wo® = 2 Volgsdpl{am*(ﬁg)’ Aoy
| n WEI_) (p) . WS—) (p + g)
+ (dasselbe mit —g).

(24)

Dieses Vorgehen ist im allgemeinen keineswegs eindeutig, da
die Integration des zweiten Gliedes in den [ ]-Klammern von
(23) zu einem divergenten Resultat fithrt, das aber nach
Addition des entsprechenden Gliedes mit —g¢ endlich ge-
macht werden oder, wie in (24), zum Verschwinden gebracht
werden kann, je nachdem in welcher Weise man die Inte-
grationsvariabeln wihit. Diese Willkiir bertthrt aber unsere
Rechnung nicht, da wir nach Ausfithrung der Summation
iiber n nur die zu b?, b*, etc. proportionalen Glieder verwenden,
in denen auf Grund der EvLer’schen Summenformel nuar
Ableitungen von W';@) (p) nach n auftreten. Wie man sich
leicht iberzeugen kann, divergieren diese Ableitungen des
zweiten Gliedes in den | -Klammern nicht mehr 'bhei der
Integration iiber p, sodass das Resultat dieser Integration un-
abhingig von der Wahl der Integrationsvariabeln ist.
Es ergibt sich weiter aus (24):
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N = —etvpg(op AP
1)+ EP)

wobei bereits eine Reihenentwicklung nach Potenzen von g
durchgefiihrt wurde und die Glieder hoherer als zweiter
Ordnung weggelassen wurden. Dies bedentet die Vernach-
lassigung der Ableitungen der Feldstirke auf Grund der
Bedingungen (1). Ebenso, wie in der vorigen Rechnung, ist
nun Uﬁ;t durch (20) gegeben, wenn man setzt:

F(x) = —é Volzg_z M«

4 c(PP+mPc?+ )t

Man erhilt dann, wenn man zuerst iiber p‘integriert:
@ _ 1 gZele |* .
mat 4w hic 3 0 mzcz—l—:r:+
. 0

o0

=0

< (an)! dx2m—1 m2c2+x

Da dieser Ausdruck quadratisch in den elektrischen
Feldstirken ist, erhalten wir fiir die kinetische Energiedichte

nach (7a)

Aus den frither diskutierten Griinden kénnen erst die Glieder
4. und hoherer Ordnung in den Feldstiirken fiir das Vakuum
von physikalischer Bedeutung sein, sodass das divergierende

Integral wegzulassen ist. Wir ersetzen nun V, durch die
elektrische Feldstirke E:

— gZ
B = 205 v,
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wobel die Querstriche Ranmmittelungen bedeuten und er-
haiten fiir die ersten beiden Glieder:

59 eth 2 2__7 1 e h?
360722 m*c’ 2 6307°% mbcts

F?.B4+

@25 U® =

fiir den Grenzfall schwach veranderlichen Felder bei welchem

die Raummittelungen weggelassen werden koénnen.
Vergleicht man (25) mit den zu E? B® und E® B* propor-

tionalen Gliedern in (4) so erhilt man die Beziehungen

5 ée*h , 7 1 e® h?
360 ¢ T2 6302 mbct®

und mit den bereits berechneten Werlen von « und 8
13

Der in der magnetischen Feldstirke exakte Ausdruck
fir U ergibt sich zu

3
) L (M ea\ 47—l e D1,
0 = game () 5\ rwowe—y
0
2.3

mée .
E ist.
i 1

wobei ¢ =

Die hoheren Naherungen in E lassen sich leicht bis auf
einen konstanten Faktor bestimmen. Denken wir die k-te
Niaherung W;(k) (p) der Energie des durch p und n gegebe-
nen Zustandes bestimmt; sie wird auf Grund der Wellenglei-
chung (16) die folgende Gestalt haben:

W ®(p) = g" |V, [* G (e, b, | K], p)

wobei G eine Funktion isl, in welcher nur die angegebenen

X . Lo . .
Gréssen vorkommen. W¥muss infolge der Eichinvarianz min-
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destens k-ter Ordnung in g sein. Die héheren Potenzen von

g sind vernachlassigt. Die Energiedichte in k-ter Ordnung
wird dann:

oc o0
1
U$;t~8 e g & v, Ik [degadw
0 L2

—o0

d2m~ 1 ﬁ+w
D R e I

m=1 — o

(26)

Das Integral aber G muss die Dimension (Energie)” %~V

(Impuls) ~*~0 haben, und darf nur mehr von den Gréssen

" ¢, h, | K| abhangen, was nur in der Form mdglich ist:

+
S_Gjp = fkrﬁ?z = i KT (m222+ o)t

wobei f, ein Zahlenfaktor ist. _

Wenn man dieses in (26) einsetzt, so lisst sich Uiﬁ)at bis
auf den Faktor f, vollstindig angeben. .

Die Zahlenfaktoren fi. bestimmen sich aber leicht durch
die Uberlegung, dass U .t nach (8) eine relalivistische Inva-
riante sein muss. Da deswegen U mat 11UT VoD E?—B? und.
(EB)* abhingen darf, muss z. B. der Koeffizient von E
s1cl1 von dem Koeffizient von B* nar durch den Faktor

(—)2 unterscheiden. Der letztere Koeffizient wurde bereits
berechnet und ist durch (21) gegeben. Man erhilt dann

(2111) 2111—1Bm
fn =\ m m(2m—1)

und kann damit die Darstellung berechnen, die HEISENBERG 1.
EuLEr fiir L’ angegeben haben?!:

! In der Frage der Konvergenz dieses Integrals verweisen wir auf die
diesbeziiglichen Bemerkungen in der Arbeit von HeiseneerG u. EULER S. 729,
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1 3 o 2
L = ——8—7_?17102<%> S-%Ye ”{W%Ctg%'vj@ctg@—l+%(@2—%2)}

m?¢® m?¢®

= = B.
¢ eh E, %

Dieser Ausdruck ist far parallele Felder berechnet. Um ihn
auf beliebige Felder zu verallgemeinern, muss man ihn
als Funktion der beiden Invarianten E?—B? und (EB)?
schreiben. Dies ist nach HrisexBerec und EuLer in ein-
facher Weise mit der ‘Beziehung

;cos VA2 —®+ 2iaf + conj

Ct tgf = =
geclgf = cosl/,@2—~oc + 2iaf—conj

moglich und man erhélt

QL

* DR : .
L'Zs_l_%g —n_ﬁ{,-,/(EB)cosvzl/@ T 20@EB)+ conj

cosy ]/@_2—%2—# 2i(E B) — conj

n4

et o)

Wegen der Realitit des Gesamtausdrucks ist dieser tatsichlich
nur von E?—B? und (EB)? abhangig.

Die Berechnung der Energiedichte und Lagrangefunktion
des Vakuums ist in der skalaren Theorie des Positrons mit
den gleichen mathematischen Hilfsmitteln durchzuftihren.
Einé Energiedichte des Vakuums entsteht in dieser Theorie
durch die Nullpunktsenergie der Materiewellen. Die Gesamt-

energie ist nach Pauvrr und Wersskopr L. ¢. (Formel (29))
durch

+ —
Emat:Z ‘/Vk (ZVR +NI\ + 1)
k

Uber die Elektrodynamik des Vakuums. 25

gegeben, wobei ch die Energie des k-ten Zustandes ist und N;cF
die Anzahl der Positronen, N, die Anzahl der Elektronen ist,
die diesem Zustand angehéren. Im leeren Vakuum bleibt die
Summe tber alle Energien W, iibrig, wobei die Energie W,
des durch den Impuls p und der Quantenzahl n charakteri-
sierten Zustandes in einem Magnetfeld B den Wert hat:

W (p, B) = él/p“rmzcz—l—b(n—k%).

Die Summation iber alle Zustinde und Division durch das

Gesamtvolumen fithrt zur Energiedichte, die sich leicht analog
zu (19) ergibt:

0 + oo

b g skal
Umat = S_HW de Wnk (P, B)‘

n=10

Der einzige Unterschied gegen die frithere Rechnung besteht
in dem Wegfallen der Summierung tber die beiden Spin-
richtungen. Nun verifiziert man leicht die folgende Beziehung
zwischen der Energie WSI‘al (p,B) in der. skalaren und der
Energie W (p, B) in der Dirac’schen Elektronentheorie:

22 W (p, B) —2 Zwmo B)— Z ZW (b, B/2).

og=—1n=0 g=—1n=

Wir kénnen daher die Energiedichte in der skalaren Theorie

ﬁ;kal durch die Energiedichte U’ der DIrac’schen Positronen-
theorie in folgender Weise ausdriicken:

20,,.,(B) = U (B)— U’ (B/2).

Man sieht daran, dass auch hier der von den Feldstirken
unabh#ngige und der in ihnen quadratische Anteil unendlich

ist. Der letztere liefert also eine unendliche von den Feld-
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stdrken unabhingige Polarisierbarkeit. Um fir das feldlose

Vakuum ein braunchbares Resultat zu erhalten, muss man

wieder diese beiden Anteile streichen und erhilt infolge
der Beziehung

B - L
Ctg 8 Ctg2 = TSing
S 21@3 a’o;_, 7 2]‘
U = 1672 ¢ <h> Sfrf” {W%Sm B 1+E%I' '
)

Die Durchfithrung einer analogen Stérungsrechnung im
elektrischen Feld fithrt in gleicher Weise zu einem Zusatz zur
Lagrangefunktion des Feldes, der mit dem aus der Dirac’-

schen Positronentheorie gewonnenen sehr verwandt ist:

o1& @e_,?{ 2iy (EB) N
skl 167° he \ ° cosy )/ (€2 — B+ 2i(EB) — conj
0

c.

+25 ”(Bﬁ EZ)}.

Fir die in (4) definierten Koeffizienten e, 8 erhilt man daher:

7 1 éh 4 2
~ 16 36072 mic" 7 %

Es sei hier noch auf folgende Eigenschaft der Lagrange-
funktion des Vakuums hingewiesen. Far sehr grosse Feld-
stirken E oder B haben die hichsten Glieder des Zusatzes L'
zur MaxweLL’schen Lagrangefunktion in der Dimac’schen

Theorie des Positrons die Form

2 2

12 ~9, e
L' oo YT E*1g€ bzw. L' oo 942 he

B lg ®.

Das Verhiltnis zwischen diesem Zusatz L' und der Max-

) . 1 - . .
weLL’schen Lagrangefunktion L, = STT(EzﬁBz) ist somit
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logarithmisch in den Feldstirken fiir hohe Werte derselben
2
und ist ausserdem mit dem Faktor — multipliziert:
L/ Ty &2

L
L= 37rh ho!8€ baw. -eo o 18D

Die Nichtlinearitaten der Feldgleichungen stellen somit auch

bei Feldstarken, die wesentlich héher als d1e kritische Feld-
2 .3

m®c
starke 7 sind, nur kleine Korrektionen dar. Die in der
eh

Note von EuLErR und KockiL L. ¢. und in der Arbeit von
EvLer 1. c¢. zitierte Verwandschaft der aus der Positro-
nentheorie folgénden Nichtlinearitdt der Feldgleichungen
mit der nichtlinearen Feldtheorie von BorN und INFELD!
ist daher nur ausserlich. In der letzteren Theorie sind die
MaxweLL’schen Gleichungen bei der kritischen Feldstérke

2 .4
F, = —5— »am Rande des Elektrons« bereits vollkommen
e

abgeindert, wodurch -dann die endliche Selbstenergie einer
Punktladung erreicht wird. Hier hingegen sind die Abweich-
ungen von den MaxweLL’schen Feldgleichungen. fir Felder
der Grosse Fy noch sehr klein und wachsen viel zu langsam
an, um eine dhnliche Rolle in den Selbsfenergieproblem zu
spielen. Die Extrapolation der vorliegenden Rechnungen auf
die Felder am »Rande des Elektrons« ist allerdings nicht
elnwandfrei, da dort die Bedingungen (1) nicht erfiillt sind.
Es ist jedoch nicht wahrscheinlich, dass eine exakiere Be-
trachtung in dieser Hinsicht ein wesentlich verschiedenes
Resultat liefert.
I1I.

In diesem Abschnitt soll der Einfluss beliebiger Felder
auf das Vakuum behandelt werden. Wir beschrinken uns
vorerst auf statische Felder. Die stationfren Zustinde des

! M. Born u. L. INFELD, Proc. Roy. Soc. 148, 410, 1933.
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Elektrons auf Grund der Dirac’schen Wellengleichung und
ihre Energieeigenwerte werden sich im allgemeinen in zwei
Grgppen einteilen lassen, die bei einer adiabatischen Ein-
schaltung des statischen Feldes aus den posiliven bzw. aus
den negativen Energieniveaus des freien Elektrons entstan-
den sind. Dies ftrifft z. B. im Coulombfeld eines Atomkernes
zu und bei allen in der Natur vorkommenden statischen
Feldern.

Es sind jedoch auch solche statische Felder angebbar,
in denen eine derartige Einteilung versagt, da infolge der
Felder Uberginge von negativen zu positiven Zustiinden
vorkommen. Ein bekanntes Beispiel hierfiir ist eine Poten-
tialstufe der Hohe > 2mc® Diese Ausnahmsfille sind sta-
tionér nicht behandelbar und miissen als ein zeitabhéngiges
Feld betrachtet werden, das zu einer gegebenen Zeit einge-
schaltet wird. Dies ist umsomehr schon deswegen notwendig,
da derartige Felder infolge der fortwihrende Paarentstehtung
gar nicht stationir aufrechterhalten werden koénnten.

Im Falle dass aber das Eigenwertspektrum sich ein-
deutig in die beiden Gruppen einteilen Iasst, kann man die
Energiedichte U und die Strom-Ladungs_dichte?tg der Va-
kuumelektronen nach den Formeln

. 0
U= th{’Pi*’ gj‘;”i}
e DWWy
{ = e (wr, w)

(29)

o
Il

berechnen, wobei iiber die Zustiinde zu summieren ist, die
den negativen Energiezustinden des freien Elektrons ent-

sprechen. Die angeschriebenen Summmen werden divergieren.
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Wenn aber die physikalisch bedeutungslosen Teile abge-
trennt werden, erhalten wir konvergente Ausdriicke.

“Um diese Teile auf Grund der Annahmen (I)'festzulegen,
entwickeln wir die Summanden der Ausdriicke (29) nach
Potenzen der 4usseren Feldstirken in der Weise, dass wir
uns die letzteren mit einem Faktor 1 multipliziert denken
und nach Potenzen dieses Faktors entwickeln. Dieses Ver-
fahren ist identisch mit einer successiven Stérungsrechnung,
die von den freien Elektronen als nullte Niherung ausgeht.

Die Annabmen I, I, verlangen vor allem das Ver-
schwinden der von A unabhingigen Glieder, die aus den
Beitrigen der vom Felde unabhingigen freien Vakuum-
elektronen bestehen. Wenn wir vorliufig nur jene freien
Vakuumelektronen beriicksichtigen, deren Impuls |p| < P
ist, so erhalten wir hierfiir folgende Beitriige:*

1 >
0, = __Whggdp e
IpI.<P ‘
. e >
G0 e = mgdp’
4 ipl<P.
>
T e > cp
o= 4753]135_(1[3 VP + e
lpi<P ’
Die Beitrfige samtlicher Elektronen — P—>o0o — diver-

gieren nattirlich. _

Durch das Abtrennen der von A unabhingigen Glieder
ist aber die Annahme I, noch nicht vollstindig erfiillt.
Die Ladungs- und Strofndichte Qo’—i: der feldfreien Y}akuum-

ecp
————u
Vp2+ m%c?-

>
' Es ist ndmlich der zum Impuls p gehérige Strom: nd
5

di « : > dp
ie Anzahl der Zustinde in Intervall dp: .
47313
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elekironen #ussert sich nimlich auch dadurch, dass sie
bei Anwesenhelt von Potentialen V, A einen Zusatz ¢,V

und (10 A) zur Energiedichte liefert, der ebenfalls abgetr ennt
werden muss. Diese Zusétze treten auf, da auch die Ener gle
und der Impuls der von den Feldern noch unbeeinflussten
Vakuumelektronen bei Anwesenheit von Potentialen um

—
den Betrag eV bzw. E—A gedndert wird.

Die Annahmen I, und I, sind dalier erst vollkommen
erfilllt, wenn man die wegzulassende Beilriage (30) folgender-
massen modifiziert: -

A .(7['/< + 8—A>2+mzc2+eV]
T TaR) P‘ P _
Ipi<P
0 e >
(31) € = Py dp
Ipl <P
> e >
. e > C(p+*A>
lh, = RS dp —
|p['<P |/<P+ ) + m?*c?

wobei auch wieder nur der von freien Vakuumelektroﬁén
mit Impulsen |p| << P herrithrenden Teil angeschrieben ist.
Nun ist noch die Bedingung I; zu erfillen. Hierzu beachten
wir, dass eine konstante feldunabhéingige Polarisierbarkeit zu
Gliedern in Energiedichte U(x) fiihrt, die proportional zu
den Quadrat E?(x) und B?(x) der Feldstirken an der
Stelle « sind. Ebenso fithrt sie zu einer Strom- und Ladungs-
dichte, die zu den ersten Ableitungen der Felder propor-

tional ist, auf Grund der Beziehungen

, dP
i = rotM-l—dt
= divP

S
I
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worin M und P die magnetischen und elektrischen Polari-
sationen sir}d, die im Falle einer konstanten Polarisierbarkeit
zu den Feldern proportional sind. Um die Annahme I; zn
erfillen, miissen daher in der Energiedichite U der Vakuum-
elektronen die zu E® und zu B? proportionalen Glieder
verschwinden und in der Strom-Ladungsdichte die zu den
ersten Ableitungen proportionalen Glieder weggelassen wer-
den. Es ist praktischer, die Form dieser Glieder nicht ex-
plizit anzugeben, sondern dieselben im Laufe der Rechnung
an thren Eigenschaften zu erkennen.

Als Erldaterung berechnen wir die Ladungs- und Strom-
dichte des Vakuums unter dem Einfluss eines elektrischen
Potentials

in _iGn
(32) ' V= "Vieh +V,*e

und eines magnetischen Potentials

>~
Xl(qr) o @D

—
(33) A= At Agte B, (4,9) =0

mit Hilfe der Stérungstheorie. Diese Berechnungen sind

. bereits von HEisensErRG' und noch viel allgemeiner von

SErBER® und PavLtu. Rose® durchgefiihrt worden und sollen
hier nur als Ilustration zu unserer physikalischen Inter-
pretation der Substraklionsterme dienen. Die Ladungsdichte

¢ ist bis zur ersten Ordnung gegeben durch ¢ = @4 o™,

= FZHHC{%A 77Uk}-&-conj

! HEISENBERG, Z. f. Phys. 90, 209, 1934.
* R. SERBER, Phys. Rev. 48, 49, 1935.
® W. Paun! u. M. Rosg, Phys. Rev. 49, 462, 1936.
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wobel die 1 iiber die besetzien, die k {iber die unbesetzten
Zustinde zu summieren sind, und H, das Matrixelement
der Storungsenergie ist. Setzen wir das Potential (32) als
Stdrung ein, so erhalten wir (W(p)= c]/pg——i—m_zgé)

w_ &V _Sd {W(p) W(p+g)—c*(p, p+g) —mict
T S W(p) W(p+g) [W(p)+ W(p+g)
T e

iGgr)
+ (dgsselbe)} e +conj.

mit —g

—
Entwickelt man dies nach Potenzen von ¢ so erhélt man

@ _ 2 Vo 2 zT)
¢ T AR P VV&(P)

{gz 2(pq)2 C q 11 ¢ (P(])Z 2 21 c6(pg)4 .

Welcher Teil dieser Ladungsdichte hat nun physikalische
Bedeutung? Wegen der Annahme I, muss g, wegfallen;
-~ in ¢® sind die Glieder mit ¢* proportional zur zweiten
Ableitung von V und somit zur ersten Ableitung der Feld-
stirken und miissen wegen I; weggelassen werden. Man
bemerke, dass auch nur diese Glieder zu Divergenzen fithren.
Der Rest liefert endliche Integrale und ist nach HEIS[}NBERG
in der Form

1 2
34 "

2402 he < )A A V+ hohere Ableitungen von V

zu schreiben. Die exakte Ausrechnung der ersten Naherung
wurde von SeErRBErR und Paurr u. Rose I c. geliefert.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Stromdichte_; in
der ersten Niherung des Feldes (33)

Ay § H,, {77”1 ’ 0”7”1.1
1 =ce 1“71- W, -+ conj

ik

S Wy AW (T s Wiy 16 W (p) "}+C°nj'

(35)
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Es ergibt sich

71*) X * +@
i =——L-\dpet
8% h?

LA

{W (P) W(p+9)+E*(p)+c*(pg)—2(n,p+9) (1, p)
Wp+g) Wp) [Wip+g)+ W(p)]

+ (dasselbe)} + conj

mit — g

_I_

wobei n der Einheitsvektor in der Richtung g ist. Dieses
ergibt nach g entwickelt:

l.Tf) _ ez_f? d** 1 @
48\ Wi(p) ¢

g* 3 *(pg)* 5 ¢ (np)*(pg)®
2 4Wi(p) 2 Wi(p)

{W2 (p)—* (np)* —

4 2 2
L34 (np)*g

1 Wz( ) + Glieder 4. u. hoherer Ordnung in g}-

Hier treten auch von g unabhiingige, "also nicht eichin-
variante Glieder auf. Diese sind aber mit den wegzulassenden

—-).
Beltragsn i, aus (31) identisch: Entwickelt man namhch—lz
nach 4, so erhilt man:

— —
'?3‘4;3“1{3&;{ @ _y A _dpldip),
. Wi(p)  W(p) W2 (p)

—

= zo—I—e 3thdp Wi (o ){W (p) — A (np)*+- - }

Die Glieder erster Ordnung in A stimmen mit den von g
unabhéngigen Gliedern in (35) iiberein. Die zu g* proportio-
nalen Glieder von (35) werden ebenfalls Weggelassen,rder Rest

‘ergibt das zu (34) entsprechénde konvergierende Resultat:

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd XIV, 6. 3
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_71) 1 62 h - " -
== = (——) O AN A+ hohere Ableitungen.
2407* hc \mc

Die beiden Beispiele sollen zeigen, dass bei einer Stérungs-
rechnung die wegzulassenden Beitrige unmittelbar erkennt-
lich sind und dass die tbrigen durch die Annahmen (I)
nicht beriihrten Beitrige der Vakuumelektronen bel der
Summierung zu keinen Divergenzen mehr fihren. Die ange-
- fithrten Beispiele beweisen dies zwar nur in erster Néihe-
rung. Die Uberlegungen lassen sich aber ohne weiteres auf
hohere Naherungen ausdehnen.

Die Behandlung zeitabhéingiger Felder ist im wesent-
lichen nicht von dem obigen Verfahren verschieden. Es ist
hotwendig, die zeitabhéngigen Felder von einem Zeitpunkt
t, an wirken zu lassen, an welchem die Vakuumelektronen
in feldfreien Zustfinden waren, oder in solchen stationiren
Zustinden, die sich einwandfrei in besetzte und unbesetzte
einteilen lassen. Die zeitliche Verinderung dieser Zustinde
von diesem Zeitpunkt #;, an lasst sich dann mit Hilfe einer
Stérungsrechnung in Potenzen der Ausseren Felder darstellen.
Die Ausdriicke (31) und die aus der Bedingung (I3) fol-
genden Glieder konnen dann abgetrennt werden, wobei der
tibrigbleibende Rest nicht mehr zu Divergenzen fiihrt. Die
Berechnung der Ladungs- und Stromdichte des Vakuums
bei beliebigen zeithangigen Feldern in erster Niherung findet
sich bei SErBer 1. c. und bei Pavrr u. Rosg 1. ¢, Die abzu-
ziehenden Teile werden dort aus der HEISENBERG'schen
Arbeit formal entnommen. Sie sind aber mit jenen, die aus
den Annabhmen I folgen, vollkommen identisch.

Wie #ussert sich nun die Entstehung von Paaren durch
zeitabhéingige Felder? Die Paare kommen bei der Berechnung
der Energie-, Strom- und Ladungsdichte nicht unmittelbar
zum Ausdruck. Die Paarerzeugung zeigt sich nur in einer
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prop'ortion‘al' zur Zeit wachsenden Gesamtenergie, die der
Energie der entstehenden Elektronen entspricht. Die La-
dungs- und Stromdichte ist nicht unmittelbar von der
Paarentstehung beeinflusst, da stets positive und negative
Elektronen zugleich erzeugt werden, die die Strom-Ladungs-
dichte erst dadurch beeinflussen, dass die Ausseren Felder
auf die entstandenen Elektronen je nach der Ladung ver-
schieden einwirken.! ‘

Es ist daher praktischer, die Paarentstehung durch &us-
sere Felder direkt zu berechnen als Ubergang eines Vaknum-
elektrons in einen Zustand positiver Energie. Die Entste-
hungswahrscheinlichkeit des Elektronenpaares ist dann iden-
tisch- mit der Zunahme der Intensitit der betreffenden Eigen-
funktion positiver Energie bzw. mit der Abnahme der Intensitit
der entsprechenden Eigenfunktion negativer Energie infolge
des Einwirkens der zeitabhingigen Felder auf die Zustinde,
die bis zur Zeit #, geherrscht haben. Die Berechnung wurde
von BeETHE u. HerrLer®?, HuLME u. Jaecer® u. s. w. aus-
geftihrt. i

Die Paarvernichtung unter Lichtausstrahlung lisst sich
wie jeder anderer spontane Ausstrahlungsprozess nur durch
Quantelung der Wellenfelder behandeln, oder durch korre-
spondenzmissige Umkehrung des Lichtabsorptionsprozesses.

In der bisherigen Darstellung wurden die abzutren-
nenden Teile der Vakuumelektronen nicht explizit ange-
geben, sondern nur ihre Form und ihre Abhingigkeit von

! Die von SERBER berechnete Strom- und Ladungsdichte bei paar--
erzeugenden Feldern ist daher dem Mitschwingen der Vakuumelektronen
zuzuschreiben und ist nicht etwa die »erzeugte Strom-Ladungsdichte«.
Die auftretenden Resonanznenner rithren daher, dass ‘dieses Mitschwingen
besonders stark ist, wenn die Aussere Frequenz sich einer _Absorptions-
frequenz des Vakuums nihert. .

® H. BeTHE u. W. HEITLER, Proc. Roy. Soc. 146, 84, 1934.

* H. R. HuLME u. J. C. JAEGER, Proc. Roy. Soc.

3*
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den dusseren Feldern bestimmt. Um sie explizit darzustellen
muss man ein etwas anderes Verfahren wihlen, da diese
Teile ja divergente Ausdriicke enthalten. Hierzu eignet sich
die von Dirac eingefiihrte Dichtematrix, die dann von Dirac
und spezieller von HEISENBERG l. ¢. aul dieses Problem
angewendet wurde. Die Dichtematrix R ist durch folgenden
Ausdruck gegeben:

(x/ , kr lR ] .’L‘N k”) — Zwl £ (.’L'l, kl) ’!,l/l- (mu ku)

wobei x' und x” zwei Raum-Zeitpunkte, &' und k" zwei
Spinindizes bedeuten. Die Summe soll iiber alle besetzten
Zusténde erstreckt werden. Aus dieser Matrix kann man dann
leicht die Strom- und Ladungsdichte_it ¢ und der Energie-
Impuls-Tensor* Uf bilden auf Grund den Beziehungen

— —
i= lime o), . (" K| R|x" K"
, Jim k%( Do @ K |R|
= lime x' k| R|x” k"
¢ pra—— ;( | | )

i . 1. d a “w ’ “ "
v = hm—{lch [Bar" ——%;]—e[A‘ (') + A" (x )}}

VR | 5
T =z w u

D) (@ K| R ). «* = Einheitsmatrix
g
Die Dichte-Matrix hat den Vortell, dass fir o &= 2" die
Summation {iber die Vakuumelektronen nicht divergieren,
sondern einen Ausdruck ergeben der fir x’ = x” singulir
wird.
Man kann nun aus den Annahmen (1) eindeutig angeben,
welche Teile der Dichtematrix der Vakuumelektronen fiir
' Der vollstindige Energie-Impuls-Tensor besteht aus der Summe von

Uff und dem MaxweLL’schen Energie-Impuls-Tensor des Feldes. Die Uz-

komponente ist daher nicht die gesamte materielle Energiedichte, sondern
nur die kinetische.
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a’ = " in die wegzulassenden Teile fibergehen und ge-
winnt auf diese Weise eine explizite Darstellung dieser Glieder.

Der physikalisch bedeutungslose Teil der Dichtematrix
muss' dann aus jenen Gliedern bestehen, die von den Feld-
stirken unabhiingig sind, aus denen, die zu Gliedern in
der Stromdichte fithren, die zu den Ableitungen der Felder
proportional sind und aus denen die zu Gliedern in der
Energiedichte fithren, die proportional zum Quadrat der
Feldstiarke sind. Ausserdem muss der abzuziehende Teil
der Dichtematrix noch mit dem Faktor

. x’f
' = exp [—‘%S (23:' Adx, — th)}
_ Jwri=1

multipliziert werden, wobei das Integral im Exponenten
in gerader Linie vom Punkte a’ zu dem Punkt x”’ zu er-
strecken ist. Dieser Faktor figt zum abzuziehenden Energie-
Impuls-Tensor gerade die Beitrage hinzu, die davon her-
riithren, dass die noch ungestdrten Vakuumelektronen im
Feld eine Zusatzenergie eV und. einen Zusatzimpuls %X
erhalten, und die infolge der Annahme I, mit abgezogen wer-
den sollen. |

Da der abzuziehende Teil der Dichtematrix bis auf den
Faktor u’ hochstens zweiter Ordnung in den Feldstirken
ist, ldsst er sich durch eine Stérungsrechnung aus der
Dichtematrix der freien Elektronen gewinnen. Diese im
Prinzip einfache, in der Ausfithrung jedoch sehr kompli-
zierte Rechnung liegt der Bestimmung dieser Matrix von
HEISENBREG 1. ¢. zu Grunde. Das Ergebnis lisst sich mathe-
matisch einfacher formulieren, wenn man bei jeder Grésse
stets das Mittel bildet aus der Berechnung it Hilfe der vorlie-
genden Theorie und aus der Berechnung mit Hilfe einer Theo-

rie in der die Elektronenladung positiv ist, und das negative
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Elektron als »Loch« dargestellt wird. Das Resultat ist ja
in beiden Fallen dasselbe. Die Dichtematrix R wird dann
durch R’ ersetzt:

(.’L" k' I R | "’ kn) — %{IZ' l/jlx (.’L‘I k/) wi (CC” ]C“) .
J— ‘kZ: wk* (xf I{") wk (x// ]{'”)} ,

wobei die erste Summe tiber die besetzten, die zweite Summe
iiber die unbesetzten Zustinde zu erstrecken ist.
Der abzuziehende Teil (x'k"|S|x” k") hat dann die Form

(x;krlslxukﬂ) = u’SO—f—Im%'—“E—F —b_]g

wll'

lx’ _xn Iz

C

Hierbei ist S; die Matrix R’ far verschwindene Potentiale, a
und b sind Funktionen der Feldstérken und ihrer Ablei-
tungen, C ist eine Konstante. Diese Grossen sind bei HEr-
sENBERG 1. ¢. und bei HEersensere u. EuLer 1. c. explizit
angegeben. ,

Fir die Ausfithrungen spezieller Rechnungen ist es prak-
tischer, nicht auf den expliziten Ausdruck HEISENBERG'S
zuriickzugreifen, sondern die wegzulassenden Glieder an

ihrer Struktur zu erkennen. Dies ist vor allem deshalb ein-

facher, da die tibrig bleibenden Ausdriicke nicht mehr bei -

"=z singular werden, sodass man fir die Berechnung
derselben gar nicht das formale Hilfsmittel der Dichte-
matrix benétigt. Die Summierungen tiber alle Vakuumelek-
tronen fithren hierbei nicht mehr zu divergenten Ausdriicken.
Allerdings eignet sich die explizite Darstellung HEISENBERG'S
gut dazu, die relativistische Invarianz und die Gultigkeit
der Erhaltungssitze in dem Verfahren zu zeigen.

Es ist hieraus ersichtlich, dass die hier beschriebene
Bestimmung der physikalischen Eigenschaften der Vakuum-
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elekironen im wesentlichen keine Willkiir enthilt, da aus-
schliesslich nur jene Wirkungen derselben weggelassen wer-
den, die infolge der Grundannahme der Positronentheorie
wegfallen miissen: die Energie und die Ladung der von
den Feldern ungestérten Vakuumelektronen, und die physi-
kalisch sinnlose feldunabhiingige konstante Polarisierbarkeit
des Vakuums. Alle physikalisch sinnvollen Wirkungen der
Vakuumelektronen werden mitberiicksichtigt und fithren zu
konvergenten Ausdriicken. Man darf daraus wohl den Schluss
ziehen, dass die Lochtertheorie des Positrons keine wesent-
lichen Schwierigkeiten fiir die Blektronentheorie mit sich
gefiihrt hat, solange man sich auf die Behandlung der unge-
quantelten Wellenfelder beschrankt.

Ich mochte an  dieser Stelle den Herren Prof. BoﬁB,
HerseNsERG und ROSENFELD meinen herzlichsten Dank fiir
viele Disskussionen aussprechen. Auch bin ich dem Rask-
Orsted-Fond Dank schuldig, der es mir erméglicht hat,

diese Arbeit am Institut for teoretisk Fysik in Kopenhagen
auszufiithren.

Feerdig fra Trykkeriet den 24. November 1936.
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to s = 0 we find K° the dissociation constant of the ani-
linium ion at infinite dilution. From the variation with
temperature (Fig. 3 and formulae 13 and 14) we find the
heat of dissociation .of the anilininum ion 7100 cal./mole.

In order to make the above extrapolation (2) we have
measured cells of the following composition with the hy-
drogen electrode:

H, | Solution X | 3.5 m. KCl | Solution S | H,,

where X is a mixture of hydrochloric acid and sodium
chloride solution, while § is 0.01011 n. HC1 (Table 6). From

the measurements we find —Iog]]@, which we extrapoléte
(S)

to X = pure sodium chloride solution (Fig. 4 and 5).

In the last part of the paper we have discussed the
definition of the single values of f It has been shown
from the measurements in this paper that the usual pro-
cedure of extrapolating to infinite dilution by means of
DerYE-HGCKEL's law for the real activity coefficients may
give meaningless results.

Chemical Laboratory of the Royal Velerinary

and Agriculiural College, Copenhagen. October 1936.

Feerdig fra Trykkeriet, den 3. Marts 1957.
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