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Den Inhalt dieser Arbeit bilden gewisse Verallgemeine-
rungen klassischer Sitze von KronEcker [3] iiber dio-
phantische Approximationen und hieran anschliessender

o

Siitze von H. WeyL [5] tiber Gleichverteilung™.

Zunichst sollen einige zu benutzende Hilfsmittel kurz
besprochen werden. .

® bezeichne iberall im folgenden eine willktrliche (ab-
strakte) abelsche Gruppe. Das Gruppenprodukt der Ele-
mente ae® und be® wird wie gewthnlich mit ab bezeich-
net; 1 sei das Einselement der Gruppe.

Ich erinnere an den Begriff des Mittelwertes einer in &
definierten, komplexwertigen, in v. NEumaNNschem Sinne
[4] fastperiodischen (f.p.) Funktion f(¢): Es existiert eine
und nur eine komplexe Zahl, die gleichméssig approximiert

werden kann durch Summen der Form
oy flag )+ an flay D+ o e flayd),

wo die a; feste Elemente von &, die «, reelle positive Zah-
Ien mit der Summe e+ e+ ...+, =1 sind und { die
Gruppe & durchliuft. Diese Zahl wird mit M{f} oder aus-
fihrlicher mit ﬂtl { f(t)} bezeichnet und der Mittelwert von
[ genannt.

' Die eingeklammerten Zahlen beziehen sich auf das Literaturver-

zeichuis,
1*
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Fir das Funktional M{f} gilt:

1o, M{1} = 1.
2, M{f+g)=M{y+m{g}.
3°. M{af} = aM{f}, wo « eine komplexe Zahl ist.
4°, Wenn f(f) nur reelle nichinegalive Werte annimmt,
dann ist M{f} =0, und in dieser Ungleichung gilt
. das Gleichheitszeichen nur, wenn f(f) == 0.
5°. Ag{ f(a)} = M{f(D}, wo a ein willkiirliches Grup-

penelement ist.

Eine nicht identlisch verschwindende, in & definierte

komplexwertige Funktion ¢ (), die der Funktionalgleichung

¥ (tl L) =g (tl) ¢ (tz)

geniigl, heisst ein Charakter der Gruppe. ¢ (i) = 1 heisst
der Hauptcharakter. Im folgenden werden nur beschrinkte
Charaktere ¢, 1, .... betrachtet. Diese spielen in der v.
Neumsnnschen Theorie der in & f p. Funktionen eine
Rolle, die der Rolle der reinen Schwingungen e2™'** (der
stetigen, beschrankten Charaktere der additiven Gruppe der
reellen Zahlen) in der Bourschen Theorie der f. p. Funk-
tionen entspricht, und haben &ahnliche Eigenschaften,
nimlich:

1° (1) = 1.

2 |e®] =1 und ¢t = ¢ fir alle 1:@.

3° Das Produkt von endlich vielen beschrinkten Cha-
rakteren ist ein beschrankier Charakter.

4°, Jeder beschrankte Charakter ist f. p.

5° Fiir jeden vom Hauptcharakter verschiedenen, be-
schrinkten Charakter ¢ () ist M{¢} = 0.
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Weiter sei bemerkt: Ist
P(l) = (4] 9)1(t)+02902(t)+ Cee +039‘S(t)’

WO C,Cos o ovn e » ¢, willktirliche komplexe Zahlen, und ¢,
Pos oo » ¢, untereinander verschiedene beschriankte Cha-
raktere sind, dann ist

cG=At/I{P(t)m}. (6=1,2,....,s)

Dieses folgt unmittelbar aus 1°—5°,

N beschrinkte Charaktere ¢, (f), ¢, (8, ... ., g () heis-
sen unabhiingig, wenn eine Relation

L@} LoD} {on O} =1

mit ganzzahligen »y,%,, ...., »y, nur staitfindet, sofern
Y=y = L. = yy = 0.
Fir stetige Charaktere

27ildyt 27i 4,1 27iAnt
5 s

p () = ¢ (1) = e o) =e

'in der additiven Gruppe der reellen Zahlen ist Unabhéingig-
keit gleichbedeutend mit der linearen Unabhingigkeit der
N Zahlen 24,2,, ... ., An-

® bezeichne die Produktgruppe (&,,®,, ....,,,) der
M abelschen Gruppen 8,,®,, ....,®,, und t = (4,4, ...,
) ein Gruppenelement von &. Ist ¢, ({,) ein beschrink-
ter Charakter von @M (v =1,2, ..., M), dann ist die
Funktion ¢(f) = ¢;(t) 9, () .... ¢,,(,,) ein Charakter
von . Die Funktion ¢(¢) ist dann und nur dann der
Hauptcharakter von &, wenn ¢, (tM) fur alle p der Haupt-
charakter von @, ist.
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Die Menge der komplexen Vorzeichen — geometrisch:
die Menge der Punkte auf dem Einheitskreis — bildet eine
Gruppe € mit der gewohnlichen Multiplikation als Gruppen-
operation. Die Produktgruppe

QN:(C’C”C)

von N Einheitskreisen nennt man den N-dimensionalen
Torusraum. Ein Punkt z aus Q, ist also ein N-tupel

(1) Z=(Z1,22, ----’ZN)

von N komplexen Vorzeichen. Eine Folge z',z”, .... von
Punkten aus (, heisst konvergent, wenn Konvergenz in
gewoOhnlichem Sinne in jeder der N Koordinaten stattfindet.
Die Begriffe: Haufungspunkt einer Punktmenge, abgeschlos-
sene und offene Punktmenge, abgeschlossene Hiille einer
Punktmenge, stetige Funktion u. s. v. werden wie gewohn-
lich definiert. Speziell sei erwihnt, dass eine Punklmenge
E aberall dicht in Q. heisst, wenn Q, mit der ab-
geschlossenen Hiille von E identisch ist.

In Q, gilt der WerersTrASSsche Approximationssatz:

Fir eine willkiirliche in @, stetige, komplexwertige Funk-
tion g(z) gibt es zu jedem &> 0 ein Polynom

Vi Ve ¥
= 2tz !

V1 Ve« s Vy
so dass ‘

lg(@—SE) | =<+
fir alle z&Qy.

Auf dem Einheitskreis C soll die Bogenlinge mit der
Linge der Kreisperipherie als Einheit gemessen werden.
by, by, .. .., by seien N Bogen; die Léinge von b, sei eben-
falls mit b, bezeichnet. Die Menge der Punkte (1) mit
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zyeby, Zoeby, ... ., zyyeby heisst ein Intervall in Q. Das
Produkt
byby .. .. by

wird der Inhalt des Intervalles genannt. Speziell ist Q,, ein
Intervall, dessen Inhalt gleich 1 ist.

Hiernach koénnen die Begriffe: Riemann-integrierbare
Funktion und Jordan-messhare Punktmenge auf gewdhn-
liche Weise eingefiihrt werden. Das Integral der in ()
Riemann-integrierbaren Funktion f(z) bezeichnen wir mit

SQ((Z) dwy, .

Hierzu sei bemerkt: zu einem gegebenen ¢ > 0 lisst sich
ein ¢ derart bestimmen, dass jede zu einer Intervallein-
teilung des Q von der »Feinheit« < J gehorige Naherungs-

summe ¢ der Relation

G—S f@Ddwy | < ¢
Q

N

geniigt. Es seien I, I, ...., I, die Intervalle einer be-
stimmten Einteilung von der Feinheit < §; der Inhalt
von IV sei o, und z, sel ein willkiirlicher Punkt von IV.

Dann ist also

Z ai,f(zp) MS f(Z)dwN < e
=1

Oy

Ist nun u ein willkiirlicher Punkt von @, so ist, wie
leicht einzuschen, >'« f(z,u) eine Niherungssumme, die
ebenfalls zu einer (im allgemeinen neuen) Einteilung von

der Feinheit < ¢ gehért, so dass also die Ungleichung
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n

Z a, f(z,uw) -S f(2)dwy

y=1 QN

< ¢

fur jedes e Qy gilt.

I. Approximationssitze.

§ 1. Es seien Ay, 4y, ... ., 4y reelle, linear unabhiingige
Zahlen; wir betrachlen die Punktmenge

(lit+71, I'{zt'i‘}/g, S X'Nt_‘_?’N)

im N-dimensionalen Zahlenraum R,;, wo { die Menge aller
reellen Zahlen und (y(, 73, - - - ., yy) die Menge aller Punkte
in Ry mit ganzzahligen Koordinaten durchlaufen. Ein be-
kannter Satz von KRrRONECKER besagt, dass diese Punkt-
menge tberall dicht in R, liegt, oder anders ausgedriickt:
Die Menge der Punkte

C(t) _ (€2niklt’ e27n'/l2t, o, 627[ilz\vt)

liegt in Q, tberall dicht. _

Es zeigt sich nun, dass dieser Satz seine Giiltigkeit be-
hiilt, wenn die beschrinkten, unabhingigen, stetigen Cha-
raktere e27tht, @27mthi o e2mNE der additiven Gruppe
der reellen Zahlen durch N unabhingige Charaktere von

®& ersetzt werden. Es gilt ndmlich der

Satz 1. Sind ¢ (f), ¢5(f), ...., ¢(H) unabhéngige
beschrinkte Charakterein &, dann liegt die Menge
der Punkte

C(t) = ((PI (t)’ Tz(t), s g)N(t))

iberall dicht in Qy.
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Wir betrachten ferner die Menge E der Punkte
()vllb“"’}/l, lzt‘}—}/z, P Z/Nl+;’N)

in Ry, wo 1y, Ay, . ..., Ay nun willkiirliche, also nicht mehr
als linear unabhfngig vorausgesetzte, feste reelle Zahlen
sind; ¢ ist eine freie reelle Variable, und (yq,ys, ... ., 750
durchliuft die Menge aller »ganzen« N-tupel. Ein allge-
meinerer Satz von KRONECKER besagt: Die abgeschlossene
Hiille von E ist identisch mit der Menge derjenigen Punkte
(ag, az, . ..., ay), far welche

Grait gt . T gnay
fiir alle ganzzahligen N-tupeln (gq, ¢s, . ..., g) mit
Grogtgodo+ .. T gyiy =0

eine ganze Zahl ist,
Dieser Satz lasst sich auch so formulieren: Die ab-
geschlossene Hiille der Menge der Punkte

C(t) — (627Z1.)v1[’ 62ni}v21, o, e27‘LikNi)

in Qu, wo Ay, 4,5, ...., Ay willkiirliche reelle Zahlen sind
und ¢ eine freie reelle Variable ist, ist identisch mit der
Menge der Punkte

2= (21,2, -5 Z)s
fiir welche

g1, Gz, S9N

i zg g =1

bei allen N-tupeln (g1, 93, .. .., g5) von ganzen Zahlen mit

{ezﬂiklt }gl {e2nikgt }gz o .{e2ﬂiiwt}gNE 1
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Auch dieser Satz bleibt richtig, wenn e27ihl, 271t

27Nt qurch N willkirliche beschriankte Charalktere von

.2

® ersetzt werden:

Satz2. Esseien ¢ (1), 9,(t), ... .,95(D) beschriankte
Charaktere in & Dann ist die abgeschlossene
Hille der Punktmenge

LW = (91D 92D, ..., 95 (D)

in Q, identisch mit der Menge der Punkte

2= (21,2, ..., Ip),
far welche
z‘c{"zgﬂ' 'zf,N= 1
fiir jedes ganzzahlige N-tupel (g{, g2, . ..., gy) mit
91 92 In
{pD) L@} {on®) =1

gilt.

Ausserdem erwihne ich einen noch allgemeineren Kro-
NeCcKERschen Satz: Von den N Linearformen

L, = bt datot . hgty (=12 .. ..,N),

-

wo die 4 wiliktrliche feste reelle Zahlen und #,#4, ...
t,; freie reelle Variable sind, ausgehend, bilden wir die
Menge E der Punkte

(Ll—‘_;/l’ L2+}/29 EEE ) LN+;/N)’

WO (71, y2s - ..., ¥5) die Menge aller ganzen N-tupel durch-
lduft. Die abgeschlossene Hiille von E ist dann idenlisch
mit der Menge derjenigen Punkte (ay,ay, ...., ap), fur
welche die Zahl

a g1t g+ ... Faygy
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ganz ist far alle ganzzahligen (gy,g,, ...., gy) mit der
Eigenschaft, dass '

Ligi+Lygs+ .. .. T Lygy

identisch in den M Variabeln #;,4, ..., ty; verschwindet.
Mit Hille der Exponentialfunktion ausgedriickt lautet
dieser Satz: Die abgeschlossene Hiille der Menge der Punkte

G PR

— (e2nilutl_ o -ezn“mltﬂvr,_ o, 627li)~N1tJ_. o _e2niLNMtM)

in Qy ist identisch mit der Menge derjenigen Punkte

z2 = (20, Zgs vy Zp)s
fur welche
ARy RN 'ZgN =1
gilt fir jedes ganzzahlige (g4, 9,, ...., g5) mit der Eigen-

schaft, dass die Gleichung

{62711‘]»115. o .e2ni)~1MtM}g.14 B '{ezﬂi)”mtl- o .e2niLNMtM}gM= 1
identisch in den Variabeln #,t,, ... ., t,, erfillt ist.

Auch dieser Satz, der ebenfalls ein Satz tiber beschrankte
Charaktere der additiven Gruppe der reellen Zahlen ist,
lasst sich auf abelsche Gruppen verallgemeinern; in dieser
Verallgemeinerung wird jede der Variabeln t, ihre cigene
Gruppe &, durchlaufen:

Satz 3. Es seien &,,@®,, ...., ®,, abelsche Grup-
pen und ¢, (8, 92, (8D, ..., 9nu(ty) N Dbeschrankte
Charaktere von G, (=12, ....,M). Die ahge-
schlossene Hiille der Menge der Punkte
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Eltotys oty
= (g o G)s e (D) e (D)

ist identisch mit der Menge der Punkte

2 = (29,25, -5 Zp)s
fiir welche '

g1, G2 9N

ZyZg Ltz =1

fir jedes ganzzahlige N-tupel (g4,¢s, ...., g)) mit
der Eigenschaft, dass

{9"11 )R SPIM(tM)}Q"l. - ‘{9”1\71(11)' ce 'SPNM(fM)}gN =1

identisch in #, 4, ...., t,, gilt.

§ 2. Fir die angefithrten klassischen KroweckERschen
Satze sind im Laufe der Zeit viele Beweise, teils von ana-
lytischer, teils von geometrischer Natur gegeben worden.
Mehrere von ihnen — z. B. einige von H. Bour und H.
Bonr- B. JESSEN gegebene analylische Beweise — lassen
sich in einfacher Weise zu Beweisen fiir die entsprechen-
den Sitze 1—3 verallgemeinern. Beispielsweise will ich im
folgenden Paragraphen den Beweis fiir Satz 1 durch Uber-
tragung eines Bourschen Beweises [1] fiibren und in § 4
zeigen, wie eine geometrische Beweismethode von M.
Riesz' sich zur Herleitung des Satzes 2 verwenden ldsst.

Zuletzt zeige ich, dass der Satz 3 schon im Satz 2 enthal-
ten ist.

§ 3. Bei den genannten analytischen Beweisen — die
ihren Ausgangspunkt in der frither erwidhnten Arbeit von

! Dieser Beweis wurde von M. Riesz in einem Vortrag in Matema-
tisk Forening in Kopenhagen am 26. Mai 1935 mitgeteilt.
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H. WEYL haben — ist die Bildung des Integralmittelwertes

T
.1 . . . . '
lim ?S ein wesentliches Hilfsmittel. Entsprechend be-
T=0w
0

ruhen die auf Gruppen tibertragenen Beweise auf der Bildung
des v. NEumanNschen Mittelwertes.

Der angekiindigte Beweis fiir den Satz 1 verliuft so:

Wir betrachten die in & f. p. Funktion
F) =1+2091 D+ 29O+ ... + 2y,

WO Py, Pa, . ..., ¢y die in & unabhingigen Charaktere des
Satzes 1 sind und zy,7,, . ..., z5 willkiirliche komplexe Vor-
zeichen bezeichnen. Der Satz 1 ist — wie leicht einzusehen —
bewiesen, wenn wir gezeigt haben, dass die obere Grenze I’
der Funktion | F(#)| gleich N+ 1 ist; da offenbar I'<X N+ 1
ist, ist alles gezeigt, wenn die Giiltigkeit der Relation

(2) r'=N+1
bewiesen wird.

Wir setzen, indem x,x,, ...., ) Unbestimmte be-
zeichnen,

Gy, g, ..., xy) = 14x +a+ ... Fay,

und
) vy 2 N
G R A C N E (‘3‘1);112,-"31'3.-',”1 S S A
ViyVay " ¥N
Dann ist
{F@) )P
7 Vi N
=N (O (e O™
Vi, ¥y

Die Funktionen { ¢, (f) }Vl{ 95 (1) },,2 o A{en® }VN sind als
Produkte von beschrinkten Charakteren wieder beschrinkte
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Charaktere, und sie sind paarweise verschieden, da ¢,

@2, . ..., Py unabhingig sind. Daher ist (vergl. Bemerkung
auf Seite 5)

(o) T .

Vis V2 "',VNZ’{ '212 RN ZNA

= M{{FOV O (9D Loyt ),
woraus folgt, dass
o, = M{I") =T"

Die Anzahl der Glieder auf der rechten Seite von (3) ist,
wie man durch eine grobe Abschitzung sieht, héchstens
(p—l—l)N; also ist

( N
Wy < (NI,
vy, 7/2, AN

Da aber

v
*°N

E A vy = (N1

Vis Vos .. 2 ¥y

ist, gilt fir jedes p die Relation
re MR
(p+ 1>

Der Grenziibergang p — oo zeigl danach die Giiltigkeit von (2).

§ 4. Obzwar der eben mitgeteilte Beweis sehr einfach
erscheint, muss man doch bedenken, dass die Mittelwert-
bildung ein entscheidendes Hilfsmitiel des Beweises bildet.
In dem jetzt zu besprechenden Beweis fiir Satz 2 wird dieses
Hilfsmittel nicht benutzt. Dagegen wird der folgende Satz
von M. Riesz dber Vektormoduln zur Anwendung kommen:

Es bezeichne V einen Vektormodul in R,. Die Menge
der Vektoren u = (uy, u,, ... ., i), fir welche das innere
Produkt
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(w,v) = wyoy+uv+ ... Fuayoy

fiir alle zu V gehdrigen Vektoren v = (v, vy, . ..., vy) ganz
ist, ist ein Modul, der mit V! bezeichnet und der zu V
reziproke Modul genannl wird. V bezeichne die abgeschlos-
sene Hiille von V. Dann ist

(4) | (v =V.

Mit Hilfe dieses Satzes kann der Beweis folgendermas-
sen gefihrt werden: Wir verlegen die Betrachtungen von
Qy nach Ry, indem wir fiir jede der in Satz 2 auftreten-
den Funktionen ¢,(f) eine reellwertige Funktion 4,(¥) durch
die Feslsetzung:

g, = 2@ g< 1 D <1 (=12 ....,N)

definieren. Dann ist fir jedes Paar von Elementen { ¢®
und t,e®

Lty =2,(t) —24,(&) (mod1) (»=1,2,. . ., N).
Hieraus folgt, dass die Menge der Vektoren
U(i's }’) = (2-1(t)+2’1’ lz(ﬂ‘*‘)’z: DR lN(i)‘H/N),

wo § die Grappe &, und y = (54, ys, . ..., 75) die Menge
der »ganzen« Vektoren von R, durchlaufen, ein Modul V
ist, Der Satz 2 lasst sich hiernach so formulieren: Der
Modul V ist identisch mit der Menge derjenigen Vektoren

(a,as, .. .., ay), fir welche
grai gt T gyay

eine ganze Zahl ist, sobald (g, g5, ...., gy) ein »ganzer«
Vektor ist mit der Eigenschaft, dass
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g O+ gl D+ ...+ gxhy (D

fir alle {¢® ganz ausfillt. V ist aber zufolge der Rela-
tion (4) mit (V-1 "" identisch. V! besteht aus den Vek-

toren g = (g, ga, - - .., gy, fiir welche das innere Produkt

(g, vt 1)
= 91]~1.(i')+92}vz(t)+ - -+QNZN(O+Q1J’1+922’2+ ot gNTN

fir alle t#® und alle ganzen Vektoren y eine ganze Zahl
ist. Notwendig hierfir ist aber, dass gy, 9., ... ., g5 ganze
Zahlen sind, denn fiir + = 1 und dasjenige p fir welches
v, = 1 und alle tibrigen Koordinaten gleich Null sind, ist
(9,v) = g, Der Modul V—! ist also identisch mit der
Menge derjenigen Vektoren (gy,9s, ...., g5) mit ganzen
Koordinaten, fiir welche die Zahl

G2+ 22O+ .+ gndn(©

fir alle t¢® ganz ist. (V=1"! besteht also aus allen Vek-
toren (aq, dy, . ..., ay), fur welche die Zahl

grayFgaast ... T gnay
ganz ist, sobald

912D+ g2 O+ ... Fgndn©

fiir jedes {¢® ganz ist. Hiermit haben wir den Satz 2
bewiesen.

§ 5. Endlich soll gezeigt werden, dass der Satz 3
schon im Satz 2 enthalten ist. Es bezeichne ¢ = (f;, &, ... .,
ty) ein Gruppenelement der Produkigruppe & = (&,
®,, ...., ®,,) der im Satz 3 genannten abelschen Grup-

pen &, 8,, ... ., ®,,. Die Funktion



Uber die Werteverteilung der Charaktere Abelscher Gruppen. 17
¢, (O = gom(l‘l)'giw(fz) g,y w=12, ... N)

ist dann (vergl. Bemerkung auf Seite 5) ein Charakter in
® und Satz 3 die wortliche Wiederholung des Satzes 2.

II. ‘Verteilungssitze.
§ 6. Wir betrachten wieder die Funklion

C(l) — (é2ni}.112 627”"121, - Zni},Nt)’

L e
deren Definitionshereich die reelle £-Achse ist, und deren Werte
Qy angehoren. Der erste in I erwiihnte KkonEckERsche Satz
besagt, dass die Wertmenge von £ (#) iiberall dicht in Q, verteilt
ist, wenn die Zahlen 1;, 4,, ... ., 4, linear unabhingig sind.
Dieses Resultat ist von H. WevL [5] folgendermassen ver-
scharlt worden:

Satz A: {(D) ist in Q, gleichverteilt.

Die genaue Bedeutung des Wortes »gleichverteilt« wird
weiter unten angefiihrt.

Die genannte Verschirfung wird erst durch Einfiithrung
eines Masses fiir Punktmengen auf der reellen Achse er-
moglicht. Es bezeichne E eine solche Menge und A(f) ihre
charakteristische Funktion, d. h. die Funktion, die in den
Punkten von E gleich 1 und sonst gleich 0 ist. E heisst

relativ messbar, wenn der Grenzwert

1 x+ T
w(E) =lim — § h{D) dt
T T-w 1 v
gleichméssig in x existiert, sowohl wenn das Integral als
das obere wie als das untere Darrouxsche Integral gedeu-

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XIV, 4. 2



18 Nr. 4. SvENDp B. E. BUNDGAARD:

tet wird. Der Menge E wird der relative Inhalt w(E) zu-
geschrieben.

Es bezeichne hiernach z(#) = (z; (D), (@), ... ., z2y(D)
eine auf der t-Achse definierte Funktion, deren Werte Qy
angehéren. z(#) heisst in Qy gleichverteilt, wenn fol-
gendes gilt: Far jedes Intervall I in (), ist die Menge
E, der -Werte, fir welche z(t) dem Intervall I angehort,
relativ messbar und

w(E, = Inhalt von I

(Ersetzt man in dieser Definition »Intervall I« durch »Jor-
dan-messbare Menge I«, bekommt man wiederum einen
Gleichverteilungsbegriff; dieser ist nur scheinbar vom hier
genannten verschieden).

Der Beweis des Satzes A kann bekanntlich [5] mittels des
folgenden WEvLschen Kriteriums gefithrt werden: Notwen-
dig und hinreichend dafiir, dass z(f) = (z,(®), 22 (D, . .. .,
zy (D) gleichverteilt ist, ist dass die Relation

lim 1 % T ", ’, vy
g \ La @ {a®) . gy Tdt=0,
WO (v, g, ..., vy) F (0,0, ..., 0), gleichméssig in x gilt

sowohl wenn das Integral als oberes wie als unteres Dar-
Bouxsches Integral verstanden wird. Bei Herleitung dieses
Kriteriums ist der (auf Seite 6 formulierte) WEIERSTRASS-
sche Approximationssatz ein wesentliches Hilfsmittel.

Dass der Satz A in der Tat eine Verschirfung des
KroneckERschen Satzes ist, ist klar; denn wenn eine Funk-
tion z(¢) gleichverteilt ist, dann liegt ihre Wertmenge in
Q, fiberall dicht. '

§ 7. H. Bour und R. Courant [2] haben einen vom
WEeEvLschen wesentlich verschiedenen Beweis fiir den Satz A
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gegeben. WEYL benutzt, wie schon bemerkt, den WEIER-
sTrassschen Approximationssatz. Dass die Wertemenge von
(D) in Q4 tiberall dicht liegt, wird bei ihm gleichzeitig
bewiesen. Das Uberalldichtliegen von {(¥) ist dagegen der
Ausgangspunkt des Borr-Courantschen Beweises, der in-
sofern einfacher erscheint, als er ausser dem KRONECKERS-
chen Satz nur solche Eigenschaften des relativen Inhaltes
w(E) benutzt, welche schon in der Definition des Inhaltes
als Integralmittelwert ausgesprochen sind.

In den folgenden Paragraphen wollen wir zeigen, wie
sich. der Satz A zu einem Satz tiber unabhfngige Charak-

verall-

tere in @ — dem Haupisatz dieses Abschnittes
gemeinern lésst. In § 8 definieren wir einen Masshegriff fiir
Teilmengen in &; dieser soll den oben definierten Inhalt
w(E) ersetzen. Hieran anschliessend wird dann die Gleich-
verteilung einer in & definierten Funktion z(9) definiert,
und nach dem Vorbild von WEYL einige Kriterien fir die
Gleichverteilung angefiihrt. Fiir den Hauptsatz, der in § 10
formuliert wird, gebe ich zwei Beweise. Der erste (in § 11)
ist eine Ubertragung des WEeyLschen Beweises fiir Satz A.
Im zweiten werden wie im erwihnten Bonr-CouranTschen
Beweis fiir Satz A ausser dem Satz 1 nur unmittelbare
Konsequenzen der Definition des Masses benutzt.

§ 8. Es sei f(x) eine in a < x << b beschrinkte reell-
wertige Funktion; e(x) bzw. 8#(x) durchlaufe die Menge
der in @ =< x < b stetigen, reellwertigen Funktlionen, fir
welche a(x) < f(x) bzw. f(x) < 8(x). Die DarBouxschen

b (1]
Integrale S f{x)dx und S f(x) dx haben dann, wie unmit-
a

a

telbar zu sehen, die Werte
2*
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b
f(ac) dx = Obere Grenze aller g o (x)de.
L2

o

b b
g f(x) dxe = Untere Grenze aller S B(x) dx

Mit dieser Bemerkung als Ausgangspunkt werden wir
die v. Neumannsche Mittelwertbildung folgendermassen
verallgemeinern:

Fur eine in & definierte, beschrinkte, reelwertige Funk-
tion f(#) setzen wir

M{f} = Untere Grenze aller M{ﬂ}
bzw. M{f} = Obere Grenze aller M{oc},

wo B(8) bzw. a() die Menge der reellwertigen in & f. p.

Funktionen, fiir welche f(£) < A(%) bzw o () < f(D), durch-
lauft,

Aus trivialen Griinden ist dann M{f/ = Z\_l{f}

Definition: Die Menge der in & definierten beschrink-
ten Funktionen f(t) = u(H+iv(t), fiir welche Al{u } =
M{u} und M{U} = M{U}, bezeichnen wir mit 9. Einer
der Klasse 9t angehorigen Funklion f soll der Mittelwert
M{f} =M {u}—l—iﬂl {U} = M{u}—l—iﬂ{u} zugeordnet
werden.,

Man sieht unmittelbar, dass jede f. p. Funktion % angehort,
Die Klasse % hat folgende Eigenschaften:

1°. Aus feR und geHR folgt (f+g)59% und M{f—l—g;
Mify+M{g).

2°. Aus feR folgt (kf)eR und M{kf} = kM{f}, wo
k eine willkiirliche komplexe Zahl ist.

3°. Aus feR und gsR folgt (frg) e N.
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4° i), o), ..., f, (B, .. .. sei eine in & gleichmis-
sig konvergente Iolge von Funktionen, die % ange-
héren; dann gehért auch die Grenzfunktion f{f) der
Klasse 9% an und M{f,} — M{f}.

5°. fi. fa» - ..., [y seien Funktionen, die % angehoren,
g(xy, @y, ..., xy\) eine Funktion der N komplexen
Variabeln x, x5, . ..., 2y, die in einem abgeschlos-

senen Intervall, welches (fi(£), .. .., fy D) fir jedes
te® enthiilt, stetig ist. Dann gehort F(¥) = g (f; (D),
(@, ..., [y(®) der Klasse R an.

Um die in den angefithrten Eigenschaften 1°—5° her-
vortretende Analogie zwischen M und der Klasse der Rie-
mann-integrierbaren Funktionen weiter zu beleuchten, sei
noch hemerkt:

6°. Zu jeder der Klasse R angehérigen Funktion f gibt -
es eine und nur eine komplexe Zahl, die durch Summen
der Form ‘

ay flag )+ oy fla )+ ... + e, fla,t),

n

WO «; eine reelle positive Zahl und >'¢; = 1 ist, gleich-
=1

méssig approximiert werden kann, und diese Zahl ist M{f}.

7°. Eine reelle Funktion f(#) gehért dann und nur dann
R an, wenn

Obere Grenze aller M{y} = Untere Grenze aller M{ 6},

wo y(f) bzw. d(9) die Menge aller ;% angehérigen Funktio-
nen durchliuft, fiir welche y (&) < f(D) bzw. f(H) < d(F) ist.

Analog der Definition der auf einem Intervall Jordan-
messharen Mengen wird nun die Messbarkeit von Teil-
mengen von & definiert.



o
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Definition. E sei eine Teilmenge von & mit der
charakteristischen Funktion H(t). Wir wollen E
messbar nennen, wenn HeRX. Die nicht negative
Zahl M{H} nennen wir den Inhalt (oder ausfiahr-
licher: den relativen Inhalt) von E, und wir be-
zeichnen diesen mit m(E).

Fur das System der in & messbaren Mengen gilt:

Sind E; und E, messbare Mengen, dann sind
E,+ E, und E;-E, messbhar, und es ist m(E;+E,)
+m(E;" E;) = m(E;)+ m(E,).

Die Beweise fir die oben angefiihrten Tatsachen liegen
auf der Hand; daher fithre ich sie hier nicht aus.

Beziiglich des Spezialfalles, wo & die additive Gruppe
der reellen Zahlen ist, bemerken wir folgendes:

Es sei E eine Menge auf der reellen Achse und H (¥)
jhre charakteristische Funktion; H({) habe die folgende
Eigenschaft: Zu jedeni ¢ > 0 gibt es zwel stetige, reell-
wertige, f. p. Funktionen « (¥) und 2(t) mit e« (1) éH(t)é/o’(t)
und M{,@}—M{a}ge. Dann ist £ sowohl in dem in
§ 6, wie auch in dem socbhen auseinandergesetzten Sinne
messhar, und es ist

w{E) = m(E).

Fur eine stetige f. p. Funktion auf der reellen Achse stimmt
nimlich der v. NEumannsche Mittelwert mit dem Integral-
mittelwert tiberein.

§ 9. Da wir jetzt ein Mass fiir Teilmengen in & zur
Verfiigung haben, kénnen wir wie oben die Gleichverteilung
einer in ® definierten Funktion z(#), deren Werte Q, ange-
horen, definieren:

z(t) soll gleichverteilt heissen, wenn fir jedes
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Interval I in Qy die Menge E; derjenigen Elemente
te®, far welche z(f) dem Intervall I angehért,

messbar ist und

m (E;) = Inhalt von I

Fir die Gleichverteilung gelten die folgenden Kriterien:

Hilfssatz 1. Notwendig und hinreichend fir die
Gleichverteilung von z({) ist, dass fiir eine will-
kiirliche in Qu
f(z) die Funktion f(z()) der Klasse % angehort

und dass
(5) | 7@ dwy = {70}
YOy .

ist.

Riemann-integrierbare Funktion

Beim Beweis kénnen wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit vorausselzen, dass f reellwertig ist.

Dass die genannte Bedingung hinreichend ist, ist klar.
Dass sie notwendig ist, kénnen wir folgendermassen zeigen:
z(t) sei in Q, gleichverteilt; also gill sicher die Relation
(6), wenn f(z) die charakteristische Funklion eines willkiir-
lichen Intervalles von Q,, bezeichnet; also auch wenn f(z)
eine willkiirliche in @, intervallweise konstante Funktion
ist. Es bezeichne jetzt f(z) eine willkiirliche (reellwertige)
Riemann-integrierbare Funktion in Q,; dann gibt es zu
jedem &> 0 zwei intervallweise konstante, reellwertige
Funktionen h, (z) und h,(z), fiir welche

Iy (2) < f(2) = hy(2)

und

S hy (2) dwy, —g hy (2) dwy < e
Oy YRy

Die Funktionen hy (z() und h, (z(») gehdren der Klasse

N an und geniigen den Relationen
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hy (z (1)) <z (D) < hy (z(D)

und
S hy (z) dwy = Zy[{ hy(z (t))} und g hy(z (D)= M {hy (= (D)}.
QN N QN

Also ist
14 { hy (2(D) } e I}I‘{ hi(z(D) } < e,

woraus die Richtigkeit des Hilfssatzes 1 folgt.

Ersetzt man in der Definition der Gleichverteilung
»Intervall I« durch »Jordan-messhare Menge I«, so erhilt
man wiederum einen Gleichverteilungsbegriff. Der eben be-
sprochene Hilfssatz zeigt, dass die zwei Begriffe identisch
sind.

Hilfssatz 2. Notwendig und hinreichend fiir die
Gleichverteilung von z(?) ist, dass fiir jede in Qy
stetige Funktion g¢(z) die Funktion g¢(z(¥) der
Klasse 9 angehért und dass

(6) \ 9@ duwy = 1{g (=)}
Q

‘N

Beweis: Wie oben kénnen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dass g (z) reellwertig ist. — Dass
die Bedingung notwendig ist, ist eine unmittelbare Folge
des Hilfssatzes 1. Dass sie hinveichend ist, konnen wir
folgendermassen einsehen: z(f) sei eine in & definierte
Funktion, welche der Relation-(6) fir alle stetigen g (z)
gentgt, und f(z) eine willkiirliche in Q, intervallweise
konstante Funktion; dass z(¥) gleichverteilt ist, beweisen
wir, indem wir die Giiltigkeit der Relation (5) wie folgt
nachweisen: zu jedem & >> 0 gibt es zwei stetige Funktio-
nen g, (z) und g,(z) so, dass
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91(2) = f(2) < g5 (2)

und

S g5 (2) dwy, — g g, (2) dwy = e.
Q

N *On

Die Funktionen g, (z ()) und 9 (z(®) gehoren der Klasse
R an, und wegen (6) gilt

Sle (2) dwy = M {91(z(®)} und Sng (D dwy =M {92 (z(D)}-

N

Hieraus schliesst man, dass f(z) der Klasse 9% angehért,
und dass die Relation (5) gilt.

Hilfssatz 3. Notwendig und hinreichend fir die
Gleichverteilung der Fanktion z(H) = (z,(0), z,(t),
s zy(B)) ist, dass fir jedes ganze N-tupel (v,
L) (0,0, .,0) die Funktion {z, (1)} {z0) }*
'{ZN(t)}VN der Klasse &% angehort, und dass

@z {am) {0 =0

Beweis: Dass die Bedingung notwendig ist, ist im Hilfs-
satz 2 enthalten, da die Funktion z:‘ zg“ e z‘;N eine in Qy
stetige Funktion ist. Auch beim Beweis dafir, dass die
Bedingung hinreichend ist, wollen wir den Hilfssatz 2 be-
nutzen. Es sei g (z) eine willkirliche in Q, stelige Funk-
tion; dann gibt es zufolge des WEIERsTRASsschen Approxi-
mationssatzes (vergl. Seite 6) eine Folge von Polynomen
S (@), S (2), . ..., die gleichmissig gegen g (z) konvergierl.
Nehmen wir an, dass z(f) der Bedingung des Satzes geniigt;

dann gehdrt jede der Funktionen der Folge

(8) Sy (Z (t)), S, (Z(f)), -
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zu der Klasse R, und wegen (7) ist

g S, (2) dwy = I{Sr(z (t))} r=12 ...
. Q."\' ¢

Die Folge (8) konvergiert natiirlich gleichmissig gegen
g(z (l’)); also gehért: g(z (t)) zu R, und wir haben

S g (2)dwy =lim g S, (2) dwy =1lim ZEI{ST (= (t))} :1}4{g (z (t))}
On QN

Also ist nach dem Hilfssatz 2 die Funktion z(#) gleich-
verteilt.

§ 10. Nach diesen Vorbereilungen sind wir nun im
Stande, den Hauptsatz zu formulieren und zu beweisen;

der Hauptsatz lautet:

Satz 4. ¢, (D, (D), ...., py(t) seien in & be-
schrinkte unabhéangige Charaktere. Dann ist die
Funktion (D) = (¢,(D, 92(8), .. .., pp(H)) in Qy gleich-
verteilt.

Bevor wir in den zwei folgenden Paragraphen den Satz
béweisen, bemerken wir:

Wenn eine in & definierte Funktion z(#) gleichverteilt
ist, dann liegt natiirlich ihre Wertemenge in Q, iberall
dicht; also enthiilt der Hauptsatz den Satz 1.

P (D), ¢o (1), ... ., g5 (1) seien stetige beschriinkte Cha-
raktere der additiven Gruppe der reellen Zahlen, [ ein In-
tervall in Q. mit der charakteristischen Funktion h(z)
und E; die Menge derjenigen Zahlen {, fiir welche £ (¥) =
(70D, 92 (), ... ., gy(D) dem Intervall I angehort. Es gibt
zu jedem &> 0 zwel stetige reellwertige Funktionen h; (z)
und f,(z) mit hy (z) < h(z) < hy(z) und Sh2 (z) dwy, —

0

{ 2 (@) iy = & Wir setzen H@) = B (£ (0), H, () = by (2 (D)
doy
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und H, () = h, (¢()); H(®) ist die charakteristische Funk-

tion von E,, und H;(#) und H,(#) sind stetige f. p. Funk-

tionen, fir welche H,(H) < H() < H,(f); nach Satz 4

und Satz 2 ist M(H,) =S hy (2)dwy, und M (Hy) = S hy (2) dwy,
QN QN

also M{HZ}—M{Hl} < & Zufolge der Bemerkung auf

Seite 22 ist also w (E;) = m(¥;). Hiermit ist gézeigt, dass der
Satz 4 in der Tat eine Verallgemeinerung des Satzes A ist.

§ 11. Unter Benutzung des Hilfssatzes 3 kann der Salz
4 in wenigen Worten bewiesen werden. Sind nimlich ¢,
@2, - ..., 95 unabhiingige Charaktere in &, dann ist die
Funktion

(o) L) Aoy

fur jedes ganzzahlige N-tupel (vy, vy, . ..., 7) = (0,0, ... .,
0) ein vom Hauptcharakter verschiedener Charakter. Also
ist

{07 @) o Aoy O} = 0;

also ist () = (¢ (D), 95 (D), . ..., p5(D) gleichverteilt.

§ 12. Der zweite der in § 7 angekiindigten Beweise hat
Hilfssaltz 2 zum Ausgangspunkt. Wir fithren ihn dadurch,
dass wir zeigen:

Hilfssatz 4. Bezeichnet g(z) eine willkiirliche
in Q, stetige Funktion, dann gilt fir die in & f. p.
Funktion G(8) = ¢(¢(®) die Relation

S g (2) dwy, — M{G(D .

On

Dieser Satz ist bewiesen, wenn nachgewiesen wird, dass
zu einem willkiirlichen ¢ > 0 endlich viele Elemente
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ay, Q3 ..., Q, in @ und ebenso viele positive Zahlen
0yy B9, oy, 0 Mit @yt eg+ ... 4, = 1 existieren, fir
welche
n
S g (2) dwy — § cciG(aif) | =
On i=1

far alle t¢@®.
Da g (z) stetig ist, gibt es ein d > 0 so, dass alle Niihe-
rungssummen ¢, die zu Intervalleinteilungen des Q,; von einer

Feinheit < ¢ gehoren, der Ungleichung

cr——-S g (z) dwy ' <e

On

geniigen™. I, I,, ...., 1. bezeichnen die Intervalle einer
bestimmten Einteilung der Feinheit < d; da ¢, ¢y, ... .,
¢y unabhingige Charaktere sind, gibt es zufolge des Satzes
1 ein Element q;¢@® (i = 1,2, ..., n) so, dass z, = {(a;)
dem Intervalle I; angehort. Bezeichnet ¢, den Inhalt von
I, so ist ey +ay+ ...+, =1 und

n . n

N 7
5 o, 9(z) = E «; G(ay)
i=1 i=1

eine zu einer Einteilung der Feinheit << § gehérige Nahe-
n

rungssumme; fiir jedes u in Q, ist ?_ «; g (z;1) eben-
i=1
falls eine solche; speziell gilt dies fiir die Summe

n

D e (=, L) = Z ;g (£ (@) = Z o, G (a,).

i=1 i=1 i=1

Also ist »

! Fiir das folgende beachte man die Bemerkung auf den Seiten 7——8.
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ggg(z) dwN—Zn’ a; G(a;f) ‘ <«
YN

i=1

fir alle ¢ ®.

Die in dieser Arbeit bewiesenen Siize wurden Lleilweise
von Prof. H. Borr und Prof. B. Jessen als Vermulungen
ausgesprochen; auch wurden Ansétze fiir die im ersten
Teil geftihrten Beweise von ihnen angedeutet. — Ich danke
den beiden Herren fiir ihre freundliche Anregung, die mich
veranlasst hat, mich mit diesen Fragen zu beschiftigen,
und fir das freundliche Interesse, das sie dem Vorwirts-
schreiten meiner Arbeit bezeugt haben.
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