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D
en Inhalt dieser Arbeit bilden gewisse Verallgemeine-

rungen klassischer Sätze von KRONECIiER [3] über dio-

phantische Approximationen und hieran anschliessender

Sätze von H. WEYL [5] über Gleichverteilung' .

Zunächst sollen einige zu benutzende Hilfsmittel kur z

besprochen werden .

Ci bezeichne überall im folgenden eine willkürliche (ab -

strakte) abelsche Gruppe . Das Gruppenprodukt der Ele-

mente a e@3 und b e C
3
3 wird wie gewöhnlich mit ab bezeich-

net ; 1 sei das Einselement der Gruppe .

Ich erinnere an den Begriff des Mittelwertes einer in @

definierten, komplexwertigen, in v . NEUMANvschem Sinn e

[4] fastperiodischen (f. p.) Funktion f(t) : Es existiert eine

und nur eine komplexe Zahl, die gleichmässig approximier t

werden kann durch Summen der For m

alf(alt)+a2f(a,t)+ . . . . +an f(an t) ,

wo die ai feste Elemente von Ci, die a i reelle positive Zah-

len mit der Summe a1 + a 2 + . . . . + an = 1 sind und t di e

Gruppe @3 durchläuft . Diese Zahl wird mit 112{ f} oder aus-

führlicher mit 1V1 { f (t) } bezeichnet und der Mittelwert vo n

f genannt .

1 Die eingeklammerten Zahlen beziehen sich auf das Literaturver-

zeichnis .
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Für das Funktional 11{6 gilt :

1° . M{1} = 1 .

2°. M{ f+g} = M{f}+M{g} .

3°. M { a f} = cc NI{ f}, wo a eine komplexe Zahl ist .

4° . Wenn f(t) nur reelle nichtnegative Werte annimmt,

dann ist M{ f} > 0, und in dieser Ungleichung gil t

das Gleichheitszeichen nur, wenn f(t)	 0 .

5°. M{f(at)} = M{ f(t)}, wo a ein willkürliches Grup -

penelement ist .

Eine nicht identisch verschwindende, in d definiert e

komplexwertige Funktion y (t), die der Funktionalgleichun g

p ( t1 t2) = p ( t l) ( t 2)

genügt, heisst ein Charakter der Gruppe . p (t)	 1 heisst

der Hauptcharakter . Im folgenden werden nur beschränkt e

Charaktere p, 2fi, . . . . betrachtet . Diese spielen in der v .

NEUMANNSChen Theorie der in ® f . p . Funktionen eine

Rolle, die der Rolle der reinen Schwingungen e2TrrÅt (der

stetigen, beschränkten Charaktere der additiven Gruppe de r

reellen Zahlen) in der BolRschen Theorie der f. p. Funk-

tionen entspricht, und haben ähnliche Eigenschaften ,

nämlich :

10 . p(1) = 1 .

2° .

	

(t) ~ = 1 und 0-9 = p (t) für alle tr i .

3° . Das Produkt von endlich vielen beschränkten Cha-

rakteren ist ein beschränkter Charakter .

4° . Jeder beschränkte Charakter ist f. p .

5° . Für jeden vom Hauptcharakter verschiedenen, be -

schränkten Charakter p (t) ist M { p } = 0 .
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Weiter sei bemerkt : Ist

Pe) = c 1 9,1 (0 + c 2 9,2 ( t ) + . . . . + cs p s (0 ,

wo c1 , c2 ,	 cs willkürliche komplexe Zahlen, und T1 ,

p2 , 	 ps untereinander verschiedene beschränkte Cha -

raktere sind, dann is t

cc = 1Y1 { P(t ) p6( t)

	

(d = 1, 2,	 s . )

Dieses folgt unmittelbar aus 1°-5°.

N beschränkte Charaktere pl (t), p2 (t), 	 pw (t) heis-

sen unabhängig, wenn eine Relation

{Pl(oÎ J .{ç02(o 2
. . . .{TN(t)}yN = 1

mit ganzzahligen vl, v2 , 	 v1U nur stattfindet, sofer n

vl = v2 = . . . . = v11 = 0 .

Für stetige Charakter e

p1(t) = e2~zil~lt

	

p2(t)
= e2niÎi 2 t

	

. ,
pN (t) = e2ni).N t

in der additiven Gruppe der reellen Zahlen ist Unabhängig-

keit gleichbedeutend mit der linearen Unabhängigkeit de r

N Zahlen	 2, N .

Ci bezeichne die Produktgruppe (@i 1 , 032 , 	 Om) der

M abelschen Gruppen Ci f , Ci 2 ,	 uni und t = (t 1 , t2 , 	

tM) ein Gruppenelement von Ci . Ist pu (I LL) ein beschränk-

ter Charakter von ®,, (pu = 1, 2,	 M), dann ist die

Funktion T (0 = cp l (0 . 9)2 (t2 ) . . . . Tm (tM) ein Charakte r

von O . Die Funktion cp (t) ist dann und nur dann de r

Hauptcharakter von 0, wenn pµ (tt,) für alle pu der Haupt-

charakter von C3 1,,, ist .
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Die Menge der komplexen Vorzeichen - geometrisch :

die Menge der Punkte auf dem Einheitskreis - bildet eine

Gruppe C mit der gewöhnlichen Multiplikation als Gruppen -

operation . Die Produktgrupp e

Q1v = (C, C,	 C )

von N Einheitskreisen nennt man den N-dimensionalen

Torusraum. Ein Punkt z aus Qmm, ist also ein N-tupel

z = (z i , z2 ,	 zN)

von N komplexen Vorzeichen . Eine Folge z' , z" , . . . . von

Punkten aus QN heisst konvergent, wenn Konvergenz in

gewöhnlichem Sinne in jeder der N Koordinaten stattfindet .

Die Begriffe : Häufungspunkt einer Punktmenge, abgeschlos-

sene und' offene Punktmenge, abgeschlossene Hülle eine r

Punktmenge, stetige Funktion u. s . v. werden wie gewöhn-

lich definiert . Speziell sei erwähnt, dass eine Punktmenge

E überall dicht in Q mm, heisst, wenn QN mit der ab -

geschlossenen Hülle von E identisch ist .

In QN gilt der WEIERSTRASSSChe Approximationssatz :

Für eine willkürliche in Qmm, stetige, komplexwertige Funk-

tion g(z) gibt es zu jedem e> 0 ein Polynom

(1)

S (z) = c
yle y 2, . . . ,

î2 z`\ . . ,

yi,ya, . . ., v~,

so dass

~g (z)-S(z) ~ <

für alle z e QN .

Auf dem Einheitskreis C soll die Bogenlänge mit der

Länge der Kreisperipherie als Einheit gemessen werden .

b 1 , b2 ,	 b1U seien N Bogen ; die Länge von b i sei eben -

falls mit b i bezeichnet. Die Menge der Punkte (1) mit
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z 1 e b i , z 2 e b 2 , . . . , zN e b N heisst ein Intervall in QN . Das

Produkt

bi -b 2 - . . . • b N

wird der Inhalt des Intervallen genannt . Speziell ist QN ein

Intervall, dessen Inhalt gleich 1 ist .

Hiernach können die Begriffe : Riemann-integrierbar e

Funktion und Jordan-messbare Punktmenge auf gewöhn-

liche Weise eingeführt werden. Das Integral der in QN

Riemann-integrierbaren Funktion f(z) bezeichnen wir mi t

f (z) d mN .

Q N

Hierzu sei bemerkt : zu einem gegebenen e > 0 lässt sich

ein d derart bestimmen, dass jede zu einer Intervallein-

teilung des QN von der »Feinheit« < cl gehörige Näherungs-

summe a der Relation

a- S f(Z) d LUN
QN

genügt . Es seien Il , I2 , 	 IZ2 die Intervalle einer be -

stimmten Einteilung von der Feinheit < Il ; der Inhalt

von IJ, sei a ,, , und zv sei ein willkürlicher Punkt von .

Dann ist also

n

~ a f (zy) - f (z) d LUN
r

	

Q N

Ist nun u ein willkürlicher Punkt von QN, so ist, wi e

leicht einzusehen, ~av f(z„u) eine Näherungssumme, die

ebenfalls zu einer (im allgemeinen neuen) Einteilung vo n

der Feinheil < c1 gehört, so dass also die Ungleichung

< 8

< g ,
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n

~ ay (z lt ) - f (z) d tvN
v-1

	

Q N

für jedes u e QN gilt .

I . Approximationssätze .

§ 1 . Es seien %, 1 , 7 2 , 	 2,N reelle, linear unabhängig e

Zahlen ; wir betrachten die Punktmeng e

(Â. 1t+y1, t+y2 ,	 %Nt +yN)

im N-dimensionalen Zahlenraum RN , wo t die Menge alle r

reellen Zahlen und (y1, y2,	 TN ) die Menge aller Punkte

in RN mit ganzzahligen Koordinaten durchlaufen . Ein be-

kannter Satz von KRONECKER besagt, dass diese Punkt-

menge überall dicht in RN liegt, oder anders ausgedrückt :

Die Menge der Punkte

c(t) _ (
e2niÀl f

,
e 27ca 2 t

	

27ciÂn.tl
i

liegt in QN überall dicht.

Es zeigt sich nun, dass dieser Satz seine Gültigkeit be -

hält, wenn die beschränkten, unabhängigen, stetigen Cha-

raktere e2nil
.lt, e2Tci4t

	

e 2Ti1 Nt der additiven Gruppe

der reellen Zahlen durch N unabhängige Charaktere von

C3 ersetzt werden . Es gilt nämlich der

Satz 1 . Sind 90 1 (t), cp 2 (t),	 9)N (t) unabhängig e

beschränkte Charaktere in Ci, dann liegt die Meng e

der Punkte

~(t) - (T1(t), 932(t),	 T A\T (t)>

überall dicht in QN .

< E
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Wir betrachten ferner die Menge E der Punkt e

(111+y1, 2'2t+Y2,	 2' N t+YN)

in RN , wo	 Â .v nun willkürliche, also nicht meh r

als linear unabhängig vorausgesetzte, feste reelle Zahlen

sind ; t ist eine freie reelle Variable, und (y1 , y2, • . • •, YN)

durchläuft die Menge aller »ganzen« N-tupel . Ein allge-

meinerer Satz von KRONECKER besagt : Die abgeschlossene

Hülle von E ist identisch mit der Menge derjenigen Punkt e

(a 1 , a	 al), für welche

g1 a1 -f- g 2 a 2 -1- . . . . -F- g rv ar,

für alle ganzzahligen N-tupeln (g 1 , g 2 ,	 gN) mit

g1 2,1 + g2 ;0,2 + . . . . -f- gN 2,2v = 0

eine ganze Zahl ist.

Dieser Satz lässt sich auch so formulieren : Die ab -

geschlossene Hülle der Menge der Punkt e

~(t) _ ( e 27tiÀ l i e2niÀ2i
, •

	

e 2niÀArt1
1

in Q1„ wo 4 , 2 2 , 	 ~ ~; willkürliche reelle Zahlen sind

und t eine freie reelle Variable ist, ist identisch mit de r

Menge der Punkte

z = (z 1 , z2 ,	 zN) ,

für welche

^
'~g' •
1 • 4,N = 1

bei allen N-tupeln (g 1 , g2 ,	 gN) von ganzen Zahlen mit

f e2sCtÀyt ~ 9i f e 2TLtÀgf ~ ga

	

.( e 27riÀ N t)gN _ 1 .
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Auch dieser Satz bleibt richtig, wenn e 2nt).l t , e2Tii. 2 t ,

ez2 i t durch N willkürliche beschränkte Charaktere vo n

Cri ersetzt werden :

Satz 2 . Es seien 99 1 (t), p 2 (t), 	 pN (t) beschränkt e

Charaktere in 03 . Dann ist die abgeschlossen e

Halle der Punktmeng e

( t) = (p1( t), p2 ( t), 	 pN(t))

in QN identisch mit der Menge der Punkt e

z - (z 1 , Z2 ,	 z N )

für welche

z1

	

. . . .

	

gV ='

für jedes ganzzahlige N-tupel (g1 , g2 , 	 gî ) mi t

{ p1 ( t)},
p (t) } g . . . . { TN (t) 1 9'N

gilt .

Ausserdem erwähne ich einen noch allgemeineren KRo -

NECKERSChen Satz : Von den N Linearforme n

L„ _ ~ v1 t 1 +

	

t 2 + . . . . + ;t,, m tM (y = 1, 2,	 N) ,

wo die 2 willkürliche feste reelle Zahlen und t1 , t2 , 	

t -m freie reelle Variable sind,, ausgehend, bilden wir di e

Menge E der Punkte

(L1+ï1, L2+y2, . . , LN + IN) ,

wo (y1 , y2 , 	 yN) die Menge aller ganzen N-tupel durch -

läuft. Die abgeschlossene Hülle von E ist dann identisch

mit der Menge derjenigen Punkte (a 1 , a 2 , 	 aN), für

welche die Zahl

a 1 g1+ a 2 gg + . . . . + aNgN
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ganz ist für alle ganzzahligen (g i , g 2 ,	 gN) mit der

Eigenschaft, dass

L l g 1 +L2g2+ - . . . +LN gN

	

identisch in den M Variabeln

	

t2 , 	 iM verschwindet .

Mit Hilfe der Exponentialfunktion ausgedrückt laute t

dieser Satz : Die abgeschlossene Hülle der Menge der Punkte

	

S (ti, t2 , 	 tM)

(e2na11t1•

	

•e
2ni), int tmr, .

	

.,

	

2niJi~rlfl,

	

•e
2niti n t_

	

. . . .

	

. .

	

e

	

. . . .

	

ør ml)

in QN ist identisch mit der Menge derjenigen Punkt e

	

z = (z i , Z 2 ,	 ZN ) ,

für welche

gi

	

g az i z 2 • zg N = 1

gilt für jedes ganzzahlige (g i , g2 , 	 gN) mit der Eigen-

schaft, dass die Gleichun g

~ e 2nil f

	

• e2ni%. im tN ~ 9 a
11 1 .

	

f f e2ni ~ ~ I t1 .

	

. e2ni%. vmr t mrl gm
r

il

	

- 1

identisch in den Variabeln t1 , t2 , 	 tM erfüllt ist .

Auch dieser Satz, der ebenfalls ein Satz über beschränkt e

Charaktere der additiven Gruppe der reellen Zahlen ist,

lässt sich auf abelsche Gruppen verallgemeinern ; in diese r

Verallgemeinerung wird jede der Variabeln ihre eigene

Gruppe CSK durchlaufen :

Satz 3 . Es seien 03i, (5 2 , 	 (

/M

abelsche Grup -

pell und yi,1 (tu), 992p(tlc)	 TNu (tu ) N beschränkt e

Charaktere von

	

(s = 1, 2,	 M) . Die abge -

schlossene Hülle der Menge der Punkte
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C (ti , t2 ,

	

	 t1yr)

- (T11 ( tl)	 T1M(tM),	 ~N1 (t1)' 	 TNRq( tlyl) )

ist identisch mit der Menge der Punkt e

für welche
g

	

g2

	

• Z
g n'

= 1Z t Z 2

	

. . . .

für jedes ganzzahlige N-tupel (g i , g 2 , 	 giv ) mi t

der Eigenschaft, dass

v -f
Yu (ti)'	 P1M (tM)} 	 {ï~N1(tt)	 TNM(tM)}ry - 1

identisch in ti , t 2 , 	 tM gilt .

§ 2. Für die angeführten klassischen KRoNEcaEBsche n

Sätze sind im Laufe der Zeit viele Beweise, teils von ana-

lytischer, teils von geometrischer Natur gegeben worden .

Mehrere von ihnen - z . B. einige von H. BOHR und H .

BOHR- B . JESSEN gegebene analytische Beweise lassen

sich in einfacher Weise zu Beweisen für die entsprechen-

den Sätze 1-3 verallgemeinern. Beispielsweise will ich im

folgenden Paragraphen den Beweis für Satz 1 durch Über-

tragung eines BoHRschen Beweises [1] fahren und in § 4

zeigen, wie eine geometrische Beweismethode von M .

RIEsz' sich zur Herleitung des Satzes 2 verwenden lässt .

Zuletzt zeige ich, dass der Satz 3 schon im Satz 2 enthal-

len ist .

§ 3. Bei den genannten analytischen Beweisen - di e

ihren Ausgangspunkt in der früher erwähnten Arbeit vo n

1 Dieser Beweis wurde von M . RIESZ in einem Vortrag in M a t e m a -

tisk Forening in Kopenhagen am 26 . Mai 1935 mitgeteilt .
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H. WEYL haben - ist die Bildung des Integralmittelwerte s
z

lim 1 \ ein wesentliches Hilfsmittel . Entsprechend be-
T

0
ruhen die auf Gruppen übertragenen Beweise auf der Bildun g

des v. NEUMANNschen Mittelwertes .

Der angekündigte Beweis für den Satz 1 verläuft so :

Wir betrachten die in C~3 f. p. Funktion

F(t) = 1 -{' zl pl ( t) + z 2 p2 ( t) + . . . . -f- zNpN (t) ,

wo

	

, p 2 ,	 TN die in 03 unabhängigen Charaktere de s

Satzes 1 sind und z 1 , z2 ,	 zN willkürliche komplexe Vor -

zeichen bezeichnen . Der Satz 1 ist - wie leicht einzusehen -

bewiesen, wenn wir gezeigt haben, dass die obere Grenze T

der Funktion I F (t)
I

gleich N+ 1 ist ; da offenbar T < N+ 1

ist, ist alles gezeigt, wenn die Gültigkeit der Relation

(2 )

bewiesen wird .

Wir setzen ,

zeichnen,

G (xt , x 2 ,

?N + 1

., xN) = 1-f-x i +x 2 -I- . . . . -I-xN„

indem x 1 , x2 ,	 xN Unbestimmte be -

und

(3) { G (xI , x 2 , - -

Dann ist

,

	

}p =

	

Cc
(P)

	

xi xv~xN )

	

vz, . ,\, i

	

2

	

vxv'

7Y3 , V2, ''' :VN

{F(t) }p

zn,v • {pt(t)
fvi	

{ pN (t) )
v N~(A )

v, , " , VN
, •

	

v N

Die Funktionen { p i ( t)) { p2 (t) }v . . . - { pN (t) fyn sind als

Produkte von beschränkten Charakteren wieder beschränkte
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Charaktere, und sie sind paarweise verschieden, da 991 ,

ç02, . . . 9)N unabhängig sind . Daher ist (vergl . Bemerkun g

auf Seite 5)
a (A)

	

Zv ,
Za

9

	

	
Z

vn,
VG Ys,

	

, VN I

	

2

	

n'

= llll{F(t))P{P1(f-1) h { . . . {(Piv(t-1)}"A' },

woraus folgt, das s

av y;>

	

Ç 1V1 { FP} = FP .

Die Anzahl der Glieder auf der rechten Seite von (3) ist ,

wie man durch eine grobe Abschätzung sieht, höchsten s

(p + 1)N; also ist

a(A)
ya, . . . , v N

< (p+ 1)N
FP

Da aber
7

(P)

	

-
(N+ 1)P

aw ve, • , ~N
p 2 , . . ., v,y

ist, gilt für jedes p die Relation

N+ 1

(p + l)p

Der Grenzübergang p ->- co zeigt danach die Gültigkeit von (2) .

§ 4. Obzwar der eben mitgeteilte Beweis sehr einfach

erscheint, muss man doch bedenken, dass die Mittelwert-

bildung ein entscheidendes Hilfsmittel des Beweises bildet .

In dem jetzt zu besprechenden Beweis für Satz 2 wird diese s

Iilfsmittel nicht benutzt . Dagegen wird der folgende Satz

von M . RInsz Tiber Vektormoduln zur Anwendung kommen :

Es bezeichne V einen Vektormodul in RN . Die Menge

der Vektoren u = (u1 , u2 ,	 u N), für welche das inner e

Produkt

(A)
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(li, v) = li t U1 + u 2 U2 + . . . . + uN UN

für alle zu V gehörigen Vektoren v = (v 1 , v 2 , 	 v N) gan z

ist, . ist ein Modul, der mit V 1 bezeichnet und der zu V

reziproke Modul genannt wird . V bezeichne die abgeschlos-

sene Hülle von V. Dann ist

(4)

	

(V- 1 )-1 = V .

Mit Hilfe dieses Satzes kann der Beweis folgendermas-

sen geführt werden : Wir verlegen die Betrachtungen vo n

QN nach RN , indem wir für jede der in Satz 2 auftreten -

den Funktionen T„(t) eine reellwertige Funktion 4(t) durch

die Festsetzung :

9) v(0 = e2"iJ,y(t) 0 < 7„(t) < 1 (v = 1, 2,	 N)

definieren. Dann ist für jedes Paar von Elementen t 1 8 CS

und t2 a .b

7. p (tl t2 1) = 4 (t1)- 2v( t2) (mod 1) (v = 1,2,	 N) .

Hieraus folgt, dass die Menge der Vektore n

v (t, y) _ (~1(t) + y l , ;. 2 ( t) + y2,

	

•,

	

( t)+yN) ,

wo t die Gruppe 03, und y = (y1 , y 2 ,	 yN) die Menge

der »ganzen« Vektoren von RN durchlaufen, ein Modul V

ist . Der Satz 2 lässt sich hiernach so formulieren : Der

Modul V ist identisch mit der Menge derjenigen Vektore n

(a1 , a 2 , 	 aN) , für welche

9'1 a1+ g 2 a2+ . . . . + gN aN

eine ganze Zahl ist, sobald (g 1 , g 2 , 	 gN) ein »ganzer «

Vektor ist mit der Eigenschaft, dass
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g1 ( t) + g2 2, 2 (t) + . . . . + gN),N (t)

für alle l e C33 ganz ausfällt . V ist aber zufolge der Rela-

tion (4) mit (V- 1 )-1 identisch . V' besteht aus den Vek-

toren g = (g,, g 2 ,	 gN), für welche das innere Produkt

(g, v (t, y) )

- gl(t)+g24 (t)+ . . . + gN,ZN(t)+g1Y1+g2Y2+ . . +gN yN

für alle te® und alle ganzen Vektoren y eine ganze Zahl

ist . Notwendig hierfür ist aber, dass g 1 , g 2 ,	 gN ganze

Zahlen sind, denn für t = 1 und dasjenige y für welche s

yv = 1 und alle übrigen Koordinaten gleich Null sind, is t

(g, v) = g1, . Der Modul V' ist also identisch mit de r

Menge derjenigen Vektoren (g,, g2 ,	 gN) mit ganzen

Koordinaten, für welche die Zah l

g1(t)+g2,'2(t)+ . . . . +gN2, N(t)

für alle te® ganz ist .

	

besteht also aus allen Vek-

toren (a 1 , a2 ,	 aN), für welche die Zahl

g, al + g2 a2+ . . . . + gN aN

ganz ist, sobald

g, ( t)+g2(t)+ . . . . + giv2N( t )

für jedes t e C3 ganz ist . Hiermit haben wir den Salz 2

bewiesen .

§ 5. Endlich soll gezeigt werden, dass der Satz 3

schon im Satz 2 enthalten ist . Es bezeichne t = (t,, t2 , 	

t M) ein Gruppenelement der Produktgruppe (53 = ((SS 1 ,

(33 2 , 	 (33 M) der im Satz 3 genannten abelschen Grup -

pen	 C33 M. Die Funktion
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~v(t) = so v1(t1)
ff Y~(t2 ) • . . . .

	

9.)vM(t17)

	

(v = 1, 2, . . . . N)

ist dann (vergl . Bemerkung auf Seite 5) ein Charakter in

Cri und Satz 3 die wörtliche Wiederholung des Satzes 2 .

H. Verteilungssätze .

§ 6. Wir betrachten wieder die Funktion

p(t) =
ll
/ e2nia.l i

,
e2zi~, Z t

	

e2n;i1.Ni
i
1 '

b

	

, •

deren Definitionsbereich die reelle t-Achse ist, und deren Wert e

Q N, angehören . Der erste in I erwähnte KKONECKERsChe Sat z

besagt, dass die Wertmenge von 4 (t) überall dicht in QNverteilt

ist, wenn die Zahlen a1, z i . . . . À ., linear unabhängig sind .

Dieses Resultat ist von H . WEYL [5] folgendermassen ver-

schärft worden :

Satz A : C(t) ist in QN gleichverteilt .

Die genaue Bedeutung des Wortes »gleichverteilt« wird

weiter unten angeführt .

Die genannte Verschärfung wird erst durch Einführun g

eines Masses für Punktmengen auf der reellen Achse er-

möglicht . Es bezeichne E eine solche Menge und h (t) ihre

charakteristische Funktion, d . h. die Funktion, die in den

Punkten von E gleich 1 und sonst gleich 0 ist . E heiss t

relativ messbar, wenn der Grenzwert

p, (E) = lim
• T=co

x+ T

1 ~ h(O dt
T

gleichmässig in x existiert, sowohl wenn das Integral al s

das obere wie als das untere DARnouxsche Integral gedeu -

Vidensk.Selsk.\1ath .-fys . Medd . X1V, 4 .

	

2
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tet wird . Der Menge E wird der relative Inhalt pw (E) zu -
geschrieben .

Es bezeichne hiernach z (t) = (z 1 (t), z 2 (t),	 zN(t) )

eine auf der t-Achse definierte Funktion, deren Werte QN

angehören . z(t) heisst in QN gleichverteilt, wenn fol -

gendes gilt : Für jedes Intervall I in Q N ist die Meng e

EI der t-Werte, für welche z (t) dem Intervall I angehört ,

relativ messbar und

p , (Ej) = Inhalt von I .

(Ersetzt man in dieser Definition »Intervall I«( durch »Jor-

dan-messbare Menge I«, bekommt man wiederum eine n

Gleichverteilungsbegriff ; dieser ist nur scheinbar vom hier

genannten verschieden) .

Der Beweis des Satzes A kann bekanntlich [5] mittels de s

folgenden WEYLschen Kriteriums geführt werden : Notwen-

dig und hinreichend dafür, dass z(t) = (z 1 (t), z 2 (t),	

zN (t)) gleichverteilt ist, ist dass die Relatio n

x-{-%'
lim
T

	

~I, {z1(t)} .{z2(t)}v . . . . {zN(t)}')Ndt=0 ,
x

wo (v1 , v2 , 	 vN) $ (0, 0,	 0), gleichmässig in x gil t

sowohl wenn das Integral als oberes wie als unteres DAR-

Bouxsches Integral verstanden wird . Bei Herleitung dieses

Kriteriums ist der (auf Seite 6 formulierte) WEIERSTRASS -

sehe Approximationssatz ein wesentliches Hilfsmittel .

Dass der Satz A in der Tat eine Verschärfung des

KRONECKERSChen Satzes ist, ist klar ; denn wenn eine Funk-

tion z(t) gleichverteilt ist, dann liegt ihre Wertmenge in

Q N überall dicht .

§ 7 . H. BOHR und R . COURANT [2] haben einen vom

WEYLschen wesentlich verschiedenen Beweis für den Satz A
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gegeben. WEYL benutzt, wie schon bemerkt, den WEIER -

sTRAssschen Approximationssatz . Dass die Wertemenge von

ç(t) in QN überall dicht liegt, wird bei ihm gleichzeitig

bewiesen . Das Überalldichtliegen von ç(t) ist dagegen der

Ausgangspunkt des BOHR-COURANTSChen Beweises, der in -

sofern einfacher erscheint, als er ausser dem KRONECKERS -

chen Satz nur solche Eigenschaften des relativen Inhalte s

u (E) benutzt, welche schon in der Definition des Inhaltes

als Integralmittelwert ausgesprochen sind .

In den folgenden Paragraphen wollen wir zeigen, wi e

sich der Satz A zu einem Satz über unabhängige Charak-

tere in IN - dem Hauptsatz dieses Abschnittes verall-

gemeinern lässt . In § 8 definieren wir einen Massbegriff für

Teilmengen in Cal ; dieser soll den oben definierten Inhal t

t,(E) ersetzen . Hieran anschliessend wird dann die Gleich-

verteilung einer in Cri definierten Funktion z (t) definiert ,

und nach dem Vorbild von WEYL einige Kriterien für di e

Gleichverteilung angeführt . Für den Hauptsatz, der in § 1 0

formuliert wird, gebe ich zwei Beweise . Der erste (in § 11)

ist eine Übertragung des WEYLschen Beweises für Satz A .

Im zweiten werden wie im erwähnten BOHR-CouRANTSChe n

Beweis für Satz A ausser dem Satz 1 nur unmittelbar e

Konsequenzen der Definition des Masses benutzt .

§ B . Es sei f(x) eine in a < x< b beschränkte reell-

wertige Funktion ; a (x) bzw . ,3(x) durchlaufe die Menge

der in a < x < b stetigen, reellwertigen Funktionen, fü r

welche a (x) < f(x) bzw . Rx) < ,8(x) . Die DARBouxsche n
b

	

Çi
Integrale f(x) dx und f(x) dx haben dann, wie unmit-

a

	

a

telbar zu sehen, die Werte

2*
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b

	

b

wa

f(x) dx = Untere Grenze aller 4(x) dx
a

b

	

b

f(x)dx = Obere Grenze aller
Ç

a (x) dx .
a

	

e, a

Mit dieser Bemerkung als Ausgangspunkt werden wi r

die v. NEUMANNSChe Mittelwertbildung folgendermassen

verallgemeinern :

Fiir eine in 05 definierte, beschränkte, reelwertige Funk-

tion f (t) setzen wir

lbl { f } = Untere Grenze aller M{4 }

bzw . M{ f} = Obere Grenze aller M {

wo ß(t) bzw . a(t) die Menge der reeliwertigen in 03 f. p .

Funktionen, für welche f (t) < ß (t) bzw . a (t) < f (t), durch-

läuft .

Aus trivialen Gründen ist dann M{ f} < M{ f} .

Definition : Die Menge der in ® definierten beschränk-

ten Funktionen f (t) = u (t) + i v (t),' für welche M { u } _

111{u } und M { v } = M { v }, bezeichnen wir mit % . Einer_

der Klasse % angehörigen Funktion f soll der Mittelwert

M{ f} = M {u}+iM {v} = M{u}+iM{v} zugeordnet

werden .

Man sieht unmittelbar, dass jede f . p . Funktion SJt angehört .

Die Klasse at hat folgende Eigenschaften :

1° . Aus fe gt und ge~Jt folgt (f+g)el und M { f+g} =
M{ f}+M{g} .

2°. Aus feit folgt (k f)et und M{k f} = kM{ f}, wo

k eine willkürliche komplexe Zahl ist .

3° . Aus fe SJt und ge 5Jt folgt (f•g) eel .
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f1 (t), f2 (t), 	 fn(t), . . . . sei eine in @5 gleichmäs -

sig konvergente Folge von Funktionen, die SJt ange -

hören ; dann gehört auch die Grenzfunktion f(t) der

Klasse SJt an und { fn } > M t f} .

fi> t2,	 fN seien Funktionen, die tt angehören ,

g (x 1 , x 2 ,	 xN) eine Funktion der N komplexen

Variabeln x 1 , x 2 , 	 xN , die in einem abgeschlos -

senen Intervall, welches (f1 (t), 	 fN (t)) für jedes

t e (b5 enthält, stetig ist. Dann gehört F(t) = g (f1 (t) ,

f2 (t), 	 fN (t)) der Klasse SJt an .

Um die in den angeführten Eigenschaften 1°-5° her-

vortretende Analogie zwischen SJl und der Klasse der Rie-

mann-integrierbaren Funktionen weiter zu beleuchten, se i

noch bemerkt :

6° . Zu jeder der Klasse lJt angehörigen Funktion f gibt

es eine und nur eine komplexe Zahl, die durch Summe n

der Form

alf(a1t)+a2f(a2t)+ . . . . -f-an f(an t) ,

wo ai eine reelle positive Zahl und >' ai = 1 ist, gleich -
i

mässig approximiert werden kann, und diese Zahl ist

	

f) .

7°. Eine reelle Funktion f(t) gehört dann und nur dan n

SJl an, wenn

Obere Grenze aller M (7) = Untere Grenze aller M. { å} ,

wo y(t) bzw. J(t) die Menge aller sJt angehörigen Funktio-

nen durchläuft, für welche y (t) < f (t) bzw . f(t)

	

Ô (t) ist .

Analog der Definition der auf einem Intervall Jordan -

messbaren Mengen wird nun die Messbarkeit von Teil -

mengen von @3 definiert .

4° .

5° .
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Definition . E sei eine Teilmenge von C3 mit de r

charakteristischen Funktion H(t) . Wir wollen E

messbar nennen, wenn HDie nicht negativ e

Zahl M{H} nennen wir den Inhalt (oder ausführ-

licher : den relativen Inhalt,) von E, und wir be -

zeichnen diesen mit rn(E) .

Für das System der in 0 messbaren Mengen gilt :

Sind E1 und E2 messbare Mengen, dann sin d

E 1 + E2 und E1 •E2 messbar, und es ist rn(E1 -1 -E2)

+ m (E1' E2) = m (E1) + in (E2) •

Die Beweise für die oben angeführten Tatsachen liege n

auf der Hand ; daher führe ich sie hier nicht aus .

Bezüglich des Spezialfalles, wo Ci die additive Grupp e

der reellen Zahlen ist, bemerken wir folgendes :

Es sei E eine Menge auf der reellen Achse und H(t)

ihre charakteristische Funktion ; H(t) habe die folgend e

Eigenschaft : Zu jedem e > 0 gibt es zwei stetige, reell-

wertige, f . p. Funktionen a (t) und ß (t) mit a (t) < H(t) < /3(t )

und M{ß}-M{a} < s . Dann ist E sowohl in dem in

§ 6, wie auch in dem soeben auseinandergesetzten Sinne

messbar, und es ist

p(E) = m (E) .

Für eine stetige f. p . Funktion auf der reellen Achse stimm t

nämlich der v. NEUMANNSChe Mittelwert mit dem Integral -

mittelwert überein.

§ 9. Da wir jetzt ein Mass für Teilmengen in 05 zur

Verfügung haben, können wir wie oben die Gleichverteilun g

einer in (l definierten Funktion z(t), deren Werte QN ange -

hören, definieren :

z(t) soll Bleichverteilt heissen, wenn für jedes
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Interval I in QN die Menge EI derjenigen Element e

trCsi, für welche z(t) dem Intervall I angehört ,

messbar ist un d

m (E 1) = Inhalt von I.

Für die Gleichverteilung gelten die folgenden Kriterien :

Hilfssatz 1 . .Notwendig und hinreichend für di e

Gleichverteilung von z(t) ist, dass für eine will -

kürliche in QN Riemann-integrierbare Funktion

f(z) die Funktion f(z(t)) der Klasse lt angehör t

und das s

(5)

	

f (z) dwN = M { f(z(t)) Î
QN

ist .

Beim Beweis können wir ohne Beschränkung der All-

gemeinheit voraussetzen, dass f reellwertig ist .

Dass die genannte Bedingung hinreichend ist, ist klar .

Dass sie notwendig ist, können wir folgendermassen zeigen :

z(t) sei in Q N gleichverteilt ; also gilt sicher die Relation

(5), wenn f(z) die charakteristische Funktion eines willkür -

lichen Intervalles von QN bezeichnet ; also auch wenn f (z)

eine willkürliche in Q N intervallweise konstante Funktion

ist . Es bezeichne jetzt Az) eine willkürliche (reellwertige)

Riemann-integrierbare Funktion in QN; dann gibt es zu

jedem r > 0 zwei intervallweise konstante, reellwertig e

Funktionen h 1 (z) und h 2, (z), für welche

h i (z)

	

f(z)

	

h 2 (z)
und

~ h2 (z) dwN - ~ hl (z) dwN < E .
Q,v

	

~ Q N

Die Funktionen h 1 (z (t)) und h 5 (z (t)) gehören der Klass e

'DI an und genügen den Relationen
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h i (z (t)) < f (z ( t)) < hz (z (t ) )
un d

hi (z) dwN =

	

hi (z (t))) und S h z (z (0) = NI the (z (t)))
.

QN Q N
Also ist

M{h2(z(t))) -ML h1(z(1))) < f ,

woraus die Richtigkeit des Hilfssatzes 1 folgt .

Ersetzt man in der Definition der Gleichverteilung

»Intervall I« durch »Jordan-messbare Menge I«, so erhal t

man wiederum einen Gleichverteilungsbegriff. Der eben be-

sprochene Hilfssatz zeigt, dass die zwei Begriffe identisch

sind .

Hilfssatz 2 . Notwendig und hinreichend für di e

Gleichverteilung von z(t) ist, dass für jede in QN

stetige Funktion g(z) die Funktion g(z(t)) de r

Klasse t angehört und das s

(6)

	

g (z) dwN = M { g (z (t)) ) •
Q A,

Beweis : Wie oben können wir ohne Beschränkung de r

Allgemeinheit annehmen, dass g (z) reellwertig ist . - Dass

die Bedingung notwendig ist, ist eine unmittelbare Folg e

des Hilfssatzes 1 . Dass sie hinreichend ist, können wir

folgendermassen einsehen : z (t) sei eine in 01 definiert e

Funktion, welche der Relation-0) für alle stetigen g (z)

genügt, und f (z) eine willkürliche in Q N intervallweise

konstante Funktion ; dass z (t) gleichverteilt ist, beweisen

wir, indem wir die Gültigkeit der Relation (5) wie folg t

nachweisen : zu jedem e > 0 gibt es zwei stetige Funktio-

nen g1 (z) und g 2 (z) so, dass



Ober die Werteverteilung der Charaktere Abelscher Gruppen . 25

9.1 (z) Ç f (z) Ç g2 (z)
und

~ g2 (z) dwN -
~

g1(z) du)N < E .
Q,V

	

'ON

Die Funktionen g1 (z (t)) und g2 (z (t)) gehören der Klass e

sJt an, und wegen (6) gilt

s g1(z) du~N = D2{g1(z (t))} und
Q~

g 2 (z) diaN = M {g2 (z (t))) 'Q

Hieraus schliesst man, dass f(z) der Klasse D t angehört ,

und dass die Relation (5) gilt .

Hilfssatz 3 . Notwendig und hinreichend für di e

Gleichverteilung der Funktion z(t) = (z 1 (t), z2 (t) ,

zN (t)) ist, dass für jedes ganze N-tupel (v 1 , v2 ,

. . .,vN)$ (0,0, . . .,0) die Funktion {z 1 (t)}v' .{z2(t) }' •

• {zN (t)}v ^' der Klasse sJi angehört, und das s

(7)

	

li ( { z1 (t)P . 1 z2 (t) P .

	

zN(t))vN } = 0 .

Beweis : Dass die Bedingung notwendig ist, ist im Hilfs -

satz 2 enthalten, da die Funktion zi'z2 ' . . . . z^ eine in QN

stetige Funktion ist . Auch beim Beweis dafür, dass di e

Bedingung hinreichend ist, wollen wir den Hilfssatz 2 be -

nutzen. Es sei g (z) eine willkürliche in QN stetige Funk-

tion ; dann gibt es zufolge des WEtERSTRASSSChen Approxi -

mationssatzes (vergl . Seite 6) eine Folge von Polynome n

S1 (z), S2 (z), 	 die gleichmässig gegen g (z) konvergiert .

Nehmen wir an, dass z (O der Bedingung des Satzes genügt ;

dann gehört jede der Funktionen der Folg e

(8)

	

s1(z (t)), S2 (z (t)), . . . .
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zu der Klasse at, und wegen (7) is t

Sr(z) dwN = M{Sr (z (t)))

	

r = 1, 2, .
, Q N

Die Folge (8) konvergiert natürlich gleichmässig gege n

g (z (t)) ; also gehört g (z (t)) zu , und wir haben

S (z)dwN = lim ÇS r(z)dwN =limM{Sr (z(t))) =M{g(z(t))} .
QN

	

'QN

Also ist nach dem Hilfssatz 2 die Funktion z (I) gleich-

verteilt .

§ 10. Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun i m

Stande, den Hauptsatz zu formulieren und zu beweisen ;

der Hauptsatz lautet :

Salz 4. w ( ' ) , cp 2 (t), . . . , yN(t) seien in @i be -

schränkte unabhängige Charaktere . Dann ist di e

Funktion (t) =(cp 1 (t), cp 2 (t), 	 cpN(t)) in Q N gleich -

verteilt .

Bevor wir in den zwei folgenden Paragraphen den Satz

beweisen, bemerken wir :

Wenn eine in Cri definierte Funktion z ( t) gleichverteil t

ist, dann liegt natürlich ihre Wertemenge in QN überal l

dicht ; also enthält der Hauptsatz den Satz 1 .

cp 1 (t), cp 2 (t),	 T N (t) seien stetige beschränkte Cha -

raktere der additiven Gruppe der reellen Zahlen, I ein In-

tervall in QN mit der charakteristischen Funktion h (z)
und E I die Menge derjenigen Zahlen t, für welche (t) =

(cp1(t), cT2 (t), 	 cpN(t)) dem Interval] I angehört . Es gib t

zu jedem E > 0 zwei stetige reellwertige Funktionen h 1 (z)

und h 2 (z) mit h1 (z) < h (z) h 2 (z) und h 2 (z) dw N -
Q N

S h 1 (z) dwN E. Wir setzen H(t) = h (t)), H1 (t) = h 1 (7 (t) )
QN
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und H2 (t) = h 2, (C (t)A ; H(t) ist die charakteristische Funk -

tion von EI , und H1 (t) und H2 (t) sind stetige f. p . Funk-

tionen, für welche H1 (t) Ç H(t) < H2 (t) ; nach Satz 4

und Satz 2 ist M (H1) = S h 1 (z) dwN und M (H2) = ` h 2 (z) dw N ,
QN

	

Q N
also M { H2 } - lig { H1 } e . Zufolge der Bemerkung auf

Seite 22 ist also ,t (EI) = in (EI) . Hiermit ist gezeigt, dass der

Satz 4 in der Tat eine Verallgemeinerung des Satzes A ist .

`3 11 . Unter Benutzung des Hilfssatzes 3 kann der Satz

4 in wenigen Worten bewiesen werden . Sind nämlich T i ,

Y'2,	 9' N unabhängige Charaktere in 05, dann ist di e

Funktion

{ Pl (t)
}vi

{ cT2 ( t) } "2' . . . . { y, N (t) }vN

für jedes ganzzahlige N-tupel (v1 , v2 , 	 vN) ± (0, 0, . . .

0) ein vom Hauptcharakter verschiedener Charakter . Also

ist

1V1 {{Y1(t)I''' { 2(t)I'2' . . . . ' TN( t)IrN} = 0 ;

also ist (t) _ (cp 1 (t), T, (t), 	 cc N (t)) Bleichverteilt .

§ 12. Der zweite der in § 7 angekündigten Beweise hat

Hilfssatz 2 zum Ausgangspunkt. Wir führen ihn dadurch ,

dass wir zeigen :

Hilfssatz 4 . Bezeichnet g(z) eine willkürlich e

in QN stetige Funktion, dann gilt für die in t f. p .

Funktion G(t) = g(t•(t)) die Relatio n

g(z)dtUN =M {G(t)} .

Q N

Dieser Salz ist bewiesen, wenn nachgewiesen wird, das s

zu einem willkürlichen e > 0 endlich viele Elemente
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al , a2 , 	 an in Ci und ebenso viele positive Zahle n

a l , a 2 ,

welche

., an mit a 1 + a 2 + . . . . + an = 1 existieren, für

n

~ g (z) dmN- ~ a i G (a i t )
Qrv

	

i= 1

für alle tr0S .

Da g (z) stetig ist, gibt es ein rl > 0 so, dass alle Nähe-

rungssummen a, die zu Intervalleinteilungen des QN von einer

Feinheit < 6' gehören, der Ungleichung

d-
S

g(z)divN
Q N

genügen' . Il ,	 Irz bezeichnen die Intervalle eine r

bestimmten Einteilung der Feinheit < d ; da T1, p,,	

TN unabhängige Charaktere sind, gibt es zufolge des Satze s

i ein Element ai 6'05 (i = 1, 2,	 n) so, dass zi = (a i)

dein Intervalle Ii angehört. Bezeichnet ai den Inhalt von

Ii , so ist al -I- a2 + . . . . + an = 1 und

	

n

	

n

a i g (z i )

	

a i G (a i)	 ,

	

i=1

	

i

eine zu einer Einteilung der Feinheit < Ô gehörige Nähe -
n

rungssumme ; für jedes u in QN ist

	

a i g (zi u) eben-
i

falls eine solche ; speziell gilt dies für die Summ e

n

aig(zi~(t)>=

	

a i gG(a i t)) = ~ a i G(a i t
= 1

Also ist

< E

< E

1 Für das folgende beachte man die Bemerkung auf den Seiten 7-8.
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n

g (z) dwN -

	

ee i G(a i t) <

QN

	

z =

für alle t e Ø .

Die in dieser Arbeit bewiesenen Sätze wurden teilweise

von Prof. H. BOHR und Prof. B . JESSEN als Vermutungen

ausgesprochen ; auch wurden Ansätze für die im ersten

Teil geführten Beweise von ihnen angedeutet . - Ich danke

den beiden Herren für ihre freundliche Anregung, die mic h

veranlasst hat, mich mit diesen Fragen zu beschäftigen ,

und für das freundliche Interesse, das sie dem Vorwärts -

schreiten meiner Arbeit bezeugt haben .
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