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§ 1. Einleitung.

usgangspunkt der vorliegenden Arbeit ist ein Satz von
A H. Bonr! iiber fastperiodische Bewegungen auf einem
Kreis. Es handelt sich dabei um eine Ubertragung der fol-
genden einfachen Eigenschaft von periodischen Bewegungen
auf fastperiodische.

Es sei z = f(!) eine stetige Funktion der Periode p mil
| £()| = 1. Wir schreiben f({) = ¢!7®, wobei das Argnment
p(f) = arg f(t) stetig gewihlt and etwa durch die Fest-
setzung — s < 9 (0) < s normiert sei. Aus der Periodizitit
von f(t) folgt, dass die Differenz ¢ (t+ p)— ¢ () fiir jedes
¢t ein ganzes Vielfaches von 27 ist, das aus Stetigkeitsgriin-
den von t‘unabhéingig ist; bezeichnen wir es mit n-27, so

ist offenbar die Funktion vy (f) = ¢(f) 2w

{ eine perio-
dische Funktion der Periode p. Es gilt also fiir ¢(¢) die

Darstellung
n .

27w ().

g (1) = ’

¢

Die Konstante " nennen wir die Sakularkonstante von 7.

Eine stetige gunkﬁon z = f(t) heisst bekanntlich fast-
periodisch, wenn es zu jedem & > 0 eine »relativ dichte«
Menge von Verschiebungszahlen gibt, d. h. Zahlen = = 7 (¢),
sodass fiir alle ¢

[+ —fD] =

" Bour [1], [2]; vgl. auch WintxER [1], [2]. )
1!0:
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ist. Hierbei wird eine Zahlenmenge relativ dicht genannlt,
wenn es eine Zahl /> 0 derart gibt, dass jedes Intervall
der Lénge [ wenigstens eine Zahl der Menge enthiilt.

Der Bownrsche Satz besagt nun, dass auch bei einer
fastperiodischen Funktion z = f(f) mit |f(#)| = 1 ein dem
obigen #hnlicher Sachverhalt besteht. Wir schreiben f(¥)
= ¢!7®, wobei ¢(f) = arg f{t) wie oben festgelegt ist. Dann
gilt

¢ (D) = ct+y(D),

wo ¢ eine Konstante, die Sékularkonstante der Funk-
tion, und w(#) fastperiodisch ist. Aus der Beschriinktheit
von ¥ (f) ergibt sich fiir ¢ die Darstellung
. t
¢ = lim m
t— o

Der cinfache Beweis dieses Satzes beruht auf der fol-
genden Bemerkung: Es sei ¢ = z(¢) eine zu einem posi-
tiven ¢ < 2 gehdrige Verschiebungszahl von f(#), also

[f+D =[O =70 — 70 < e <2

far alle £. Dann ist far jedes { die Differenz ¢ (i+¢) —¢ (9
.
2

. T
ganzes Vielfaches von 27, das wegen ¢5 <7 von { unab-

hangig sein muss. Bezeichnen wir es mit n, 2, so gilt

bis auf einen Fehler von hochstens 2 arcsin _<£§ ein

also fir alle ¢

IqJ(t—‘r-fs)——g:(t)—nT~2n|Ss;—r..

Hieraus lasst sich ohne Miihe die Existenz des Grenzwertes

) t . . .
lim —w und dann mit dem so bestimmten ¢ die Fast-
i—

periodizitat von ¥ () = ¢(#) —ct einsehen.
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In der folgenden Untersuchung werden wir den Satz in
etwas anderer Formulierung verwenden: Es sei ¢ (#)
(—oo < t << 00) eine reelle stetige Funktion und 2 == 0 eine
reelle Zahl. Wir wollen die Zahl » = % (&) eine zu ¢ ge-
hérige Verschiebungszahl von ¢($) modulo 2 nennen, falls
es zu jedem ! eine ganze Zahl n,, derart gibt, dass die

Ungleichung
lot+)—9@O—n d|<e

. Ao .
besteht. (Diese Zahl n,; ist dann far s <3 eindeutig be-

stimmt und tiberdies von ¢ unabhfngig). Wir nennen ¢ ()
fastperiodisch modulo 2, falls es zu jedem &> 0 eine
relativ dichte Menge von Verschiebungszahlen modulo 4 gibt.

Da die Fastperiodizitit modulo 2 der Funktion ¢ () mit

27
. T . . i — ()
der gewohnlichen Fastperiodizititder Funktion f(f) = e &7

gleichbedentend ist, ergibt sich der Bommsche Satz in der
folgenden Form: Jede modulo A fastperiodische Funk-
tion ist von der Form

(D = cl+y (D),

wo ¢ konstant und @ (f) fastperiodisch ist.

Wir betrachten nun eine fastperiodische Funktion z =
f(O, von der wir annehmen, dass sie gewissen Punkten
a;, Gy, ..., dr hicht beliebig nahe kommt, d. h. es sollen
far alle f und w = 1, 2, ..., m die Ungleichungen

| fD—a,|= k>0
bestehen. Schreibt man fiir jedes ¢ = 1,2, ..., m
Fy—a, = [ F(O—a,|e ™Y,

so ist jeder der beiden Faktoren auf der rechten Seite fast-
periodisch, insbesondere also nach dem Bommschen Satz
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00 (O = e b4, (0.

Bounr hat die Frage gestellt, welche Systeme von Sikular-
konstanten ¢, ¢g, ..., cm hier auftrelen kénnen. Fiir perio-
dische Bewegungen lasst sich leicht einsehen, dass alle und
nur die Wertsysteme ¢4, ¢,, ..., ¢n vorkommen, bei denen
die Verhilinisse zwischen je zwei ¢, rational sind. Der
eine von uns®! hat nun kirzlich bewiesen, dass dies auch
allgemein fir fastperiodische Bewegungen gilt, m. a. W.
dass die Menge der bei fastperiodischen Bewe-
gungen auftretenden Systeme von Sidkularkonstan-
ten ¢;,¢, . .,cmnichtumfassender ist als die Menge
der schon bei periodischen Bewegungen auftre-
tenden.

In der vorliegenden Arbeit zeigen wir, dass dem ein
allgemeinerer Tatbestand zugrunde liegl.

Es sei G ein, etwa von endlich vielen Kreisen begrenz-
tes, ebenes Gebiet. Zwei stetige Bewegungen z = f(f) und
z == g(t) (oo < t<o0) in G werden homotop genannt,
wenn es moglich ist, sie gleichmissig stelig in G in ein-
ander iiberzufiithren, d. h. wenn es eine Schar z = Ry (¥),
0 =< 6<1, von stetigen Bewegungen in G gibt, derart dass

hy(®) = f(©), hy(®) = g(®)
| ho () —hy (D] < & fiir |6, —0,| < & = d(e).

Es gilt dann: Jede fastperiodische Bewegung z =
f(D in G ist einer periodischen Bewegung z = g(?)
in G homotop. v

Hierin ist, wie unmittelbar zu sehen, der erwihnte Satz
iiber die Sdkularkonstanten enthalten. Wihlt man némlich

! Jessen [11.
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fiir G das von den Kreisen ]z—aMI = k und einem geni-
gend grossen Kreis |z| = K begrenzte Gebiet, so ist klar,
dass zwei in G homotope fastperiodische Bewegungen z =
f(t) und z = ¢ (1) dieselben Sikularkonstanten ¢, ¢;, ..., tm-
besitzen, da fir jedes p die Differenz der Argumente
arg (f(t)wap) und arg (g() —a,) fir alle ¢ beschrankt ist.

Es erwies sich zunichst, dass der Beweis fiir den Satz
fiber die Sikularkonstanlen zu einem Beweis des zuletzt-
genannten Satzes ausgebaut werden konnte. Hierbei wurde
aber der tiefliegende Approximationssatz fir fastperiodische
Funktionen herangezogen. Bei dem im folgenden darge-
stellten Beweis gelang es auf Grund einer Anregung von
J. NieLseN mit den elementarsten Eigenschaften der [ast-
periodischen Funktionen auszukommen.

Wir gehen zur universellen Uberlagerungsfliche @ des
Gebietes G iiber und fithren in dieser in bekannter Weise
eine nichteuklidische Metrik ein. Der fastperiodischen Be-
wegung in & entspricht dann eine »modulo einer Gruppe
(der Fundamentalgruppe von G) fastperiodische« Bewegung
in @®. Von dieser wird dann in sehr einfacher Weise ge-
zeigt, dass sie in beschrankter nichteuklidischer Entfernung
von einer gleichférmigen Bewegung aul einer nichteukli-
dischen Geraden in @ verlduft, und zwar einer Geraden,
der eine geschlossene Kurve in G entspricht. Indem man
wieder zum Gebiet G tibergeht, erhall man mihelos die
Behauptung.

Diese Schlussweise ldsst sich nun nicht nur fiir ebene
Gebiete, sondern wortlich ebenso fiir eine umfassende Klasse
von offenen und geschlossenen Flichen durchfithren, und
zwar fiir alle diejenigen Flichen, auf denen sich eine (in
einem spiter zu priizisierenden Sinne) regulidre Melrik kon-

stanter negativer Kriimmung einfithren lisst. Dazu gehdéren
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neben den ebenen Gebieten endlichen Zusammenhangs u. a.
simtliche geschlossenen Flichen mit folgenden Ausnahmen:
Kugel, projektive Ebene, zweiseitige und einseitige Ring-
fléiche. i

Nimmt man diese vier Flachentypen aus, so gilt also
folgender Satz: Jede fastperiodische Bewegung auf
einer geschlossenen Flache ist einer periodischen
Bewegung homotop, d. h. sie lisst sich auf der Fliche
gleichmaissig stetig in eine periodische Bewegung deformie-
ren. Dass die Ausnahmen nicht durch die Beweismethode
bedingt sind, zeigt das Beispiel der Ringfliche, auf der es
fastperiodische Bewegungen gibt, die keiner periodischen

Bewegung homotop sind.

§ 2. Vorbemerkungen iiber diskontinuierliche Bewegungs-
gruppen in der hyperbolischen Ebene.

Es sei E der Einheitskreis der Ebene und @ sein In-
neres. Wir lassen @ in der iiblichen Weise als nichteukli-
dische Ebene auf, indem wir darin die Poincarésche Mass-
bestimmung einfithren. Den nichteuklidischen Abstand
zwejer Punkte bezeichnen wir mit ¢[P, Q). Es gilt die

Dreiecksungleichung
o[P,Ql+¢0[Q. R = ¢[P, R].

Die geraden Linien dieser Metrik sind die zu E orthogo-
nalen Kreishégen. Die auf E gelegenen Endpunkte eines
solchen Orthogonalkreishogens sind als die unendlich fer-
nen Punkte der betreffenden Geraden anzusehen. Es seien a
eine nichteuklidische Gerade, U und V ihre unendlich fer-
nen Punkte.. Dann ist jeder U und V verbindende, in @
gelegene Kreisbogen eine Abstandslinie von a, d. h. seine
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Punkte haben konstante nichteuklidische Entfernung von
a. Die auf a senkrechten (nichteuklidischen) Geraden ste-
hen auch senkrecht auf den Abstandslinien von ¢ und sind
die kirzesten Verbindungen zwischen je zwei dieser Ab-
standslinien. Die kiirzeste Verbindung zwischen je zwei
Senkrechten zu « liegt auf a. Wir erwahnen noch: Sind «
und 8 die Katheten und y die Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreiecks, so ist

Cos y = Cos «-Cos 8.

Unter einer nichteuklidischen Bewegung verstehen wir
-wie iblich eine eineindeutige stetige Abbildung von @ auf
sich, die die Abstinde uangefindert ldsst. Die nichteukli-
dischen Bewegungen zerfallen bekanntlich in folgende Typen:

I. Bewegungen mit Erhaltung des Umlaufssinnes.

1) Drehungen. Es gibt genau einen Fixpunkt in @,
und kein unendlich ferner Punkt bleibt fest.

2) Grenzdrehungen. Es gibt genau einen unendlich
fernen Fixpunkt und keinen Fixpunkt in @.

3) Eigentliche Schiebungen. Es gibt genau zwei
unendlich ferne Fixpunkte und keinen in @. Die die un-
endlich fernen Fixpunkte verbindende Gerade, die Achse
der Schiebung, sowie jede ihrer Abstandslinien geht in
sich iber.

I1. Bewegungen mit Wechsel des Umlaufssinnes.

1) Spiegelungen. Eine Gerade bleibt punktweise fest.
2) Klappschiebungen. Es gibt genau zwel unendlich
ferne Fixpunkte, deren Verbindungsgerade a, die Achse, in
sich tibergeht. Eine Klappschiebung seizt sich aus einer
eigentlichen Schiebung mit der Achse ¢ und einer Spiege-

lung an a zusammen.
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Im folgenden spielen nur diejenigen Bewegungen eine
Rolle, bei denen der nichteuklidische Abstand eines Punk-
tes von seinem Bildpunkt fiir alle Punkte von @ eine posi-
tive untere Grenze besitzt. Es ist klar, dass Drehungen und
Spiegelungen diese Eigenschaft nicht zukommt, da bei ihnen
wenigstens ein Punkt von @ festbleibt. Aber auch die
Grenzdrehungen sind ausgeschlossen, da es bei ihnen
Punkte gibt, deren Entfernung vom Bildpunkt beliebig
klein ist. Es bleiben also nur die eigentlichen Schiebungen
und Klappschiebungen, die wir der Kiirze wegen im all-
gemeinen gemeinsam als Schiebungen bezeichnen. Bei
einer Schiebung erreicht der Abstand von Punkt zu Bild-
punki sein Minimum 2 > 0 fiir die Punkte der Achse. Wir
bezeichnen 1 als Verschiebungslinge.

Zwei Schiebungen sind dann und nur dann
vertauschbar, wenn sie dieselbe Achse, also die-
selben unendlich fernen Fixpunkte haben.

Dass zwei Schiebungen j;; und y, derselben Achse «
vertauschbar sind, liegt auf der Hand. Versehen wir nim-
lich ¢ mit einem Durchlaufungssinn und zdhlen die Ver-
schiebungslangen 1, und 4, von y, und y, positiv oder nega-
tiv, je nachdem die Schiebung lings a in diesem oder dem
entgegengesetzten Sinn erfolgt, so ist sowohl y, y, als auch
727y eine Schiebung lings a mit der Verschiebungslinge
J1+ 2%, und zwar eine eigentliche Schiebung, wenn y, und
7o beide eigentliche oder beide Klappschiebungen sind,
sonst eine Klappschiebung./

Es seien nun umgekehrt y, und y, vertauschbar, also
2, 1) Yi¥s = rare

Ferner sei a die Achse von y; und o die aus ihr bei y,

hervorgehende Gerade. Dann ist nach (2, 1) wegen y,a = o
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’

’
/1@ = a;

d. h. nicht nur @ sondern auch o’ wird bei y; in sich iiber-
gefihrt. Nun kann aber bei einer Schiebung ausser der
Achse a keine Gerade @' in sich -tibergehen; sonst wiren
némlich entweder die unendlich fernen Punkte von o' Fix-
punkte, was ausgeschlossen ist, oder ¢ wiirde mit Um-
kehrung des Durchlaufungssinnes auf sich abgebildet, und
dann gibe es auf o', also in @ einen Fixpunkt. ¢’ muss
daher mit a identisch sein. Also ist y,a = a; d. h. a ist
auch Achse von y,.

Es sei nun I" eine Gruppe von nichteuklidischen Bewe-
gungen mit der Eigenschaft, dass der Abstand zweier dqui-
valenter Punkte stets grosser oder gleich einer positiven
Konstante k ist. Hierbei werden zwei Punkte #dquivalent
genannt, wenn es eine zu I" gehdrige Bewegung gibt, die
den einen in den anderen tiberfithrt. Eine solche Gruppe
werde als stark diskontinuierlich! bezeichnet. Nach
dem obigen ist klar, dass eine stark diskontinuierliche
Gruppe abgesehen von der Identitdt, nur Schiebungen, und
zwar nur solche mit Verschiebungslingen > & enthalten
kann.

Ferner folgt: Ist Z eine (nicht nur aus der Identi-
tit bestehende) kommutative Untergruppe der
stark diskontinuierlichen Gruppe I', so haben alle
Elemente von Z die gleiche Achse, und Z ist eine
unendliche zyklische Gruppe.

Die erste auf die Achse beziigliche Behauptung ergibt
sich unmittelbar aus einer oben gemachten Bemerkung,
Dass Z zyklisch ist, sieht man so: Die gemeinsame Achse
a moge orientiert und die Verschiebungslingen der Ele-

! Es wird hier mehr verlangt als bei eigentlich diskontinuierlichen
Gruppen; vgl. § 5.
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mente von Z entsprechend mit Vorzeichen versehen wer-
den. Wegen der Diskontinuitiitseigenschaft von 7" kénnen
zwei verschiedene Elemente von Z nicht dieselbe Ver-
schiebungslinge haben, und es gibt unter den Elementen
von Z genau eins, {,, mit minimaler positiver Verschie-
bungslinge i, Ist nun 1 = ni,+r (n ganz, 0 <r <i,)
die Verschiebungslidnge eines beliebigen anderen Elementes
{ von Z, so hat {.{," die nicht negative Verschiebungs-
lange r < A, Folglich ist r = 0 und {-{, " die Identitit.
Jedes Element von Z ist also 'ganzzahlige Potens von .

§ 3. Fastperiodische Bewegungen modulo einer
diskontinuierlichen Bewegungsgruppe.

F (1) sei ein fiir —oo < f << o0 stetig' von t abhéngiger
Punkt der nichteuklidischen Ebene @. Wir sprechen dann
von einer Bewegung F(#) in @. Unter einer zu ¢ gehdérigen
Verschiebungszahl von F(i) wird man hier eine Zahl z =
7 (&) verstehen, derart dass fiir alle ¢ der nichteuklidische

Abstand :
o[F(t+2), F(D] <«

ist. F(O soll fastperiodisch -heissen, wenn es zu jedem
&> 0 eine relativ dichte Menge von zu & gehorigen Ver-
schiebungszahlen gibt. Wir nehmen nun eine fiir das fol-
gende grundlegende Erweiterung dieser Begriffsbildung vor.

Is sei eine stark diskontinuierliche Bewegungsgruppe I'
in der nichteuklidischen Ebene @ gegeben. Eine Zahl = =
7(¢) soll dann eine zu & gehérige Verschiebungszahl
der Bewegung F(#) modulo I' genannt werden, wenn
es ein (von = und eventuell von ¢ abhiingiges) Element
yr1 aus I" gibt, so dass fiir alle ¢

¢F(t+70), 7 F(B)] <e
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ist, wo y,4F den aus F bei der Bewegung y,; hervorgehen-
den Punkt bedeutet. Die Bewegung F(I) heisse fast-
periodisch modulo I, wenn es zu jedem &> 0 eine
relativ dichte Menge von Verschiebungszahlen = (¢)
von F(f) modulo I gibt,

Bevor wir zur niheren Untersuchung dieser Bewegungen

iibergehen, bemerken wir, dass fir ¢ < g wo k die in der

Definition der Gruppe I’ vorkommende Konstante ist, das
Gruppenelement ;,, durch ¢ + und f eindeutig be-
stimmt und tberdies von f unabhéingig ist. Ange-
nommen, dies wire nicht der Fall, so gibe es ein {, und
eine Folge ¢, - f, (v = 1,2, .. .), sowie entsprechende

Gruppenelemente y.; , y., sodass

Yrt,,:\:}’n(,
fir » = 1,2, ..., also nach Definition von k
CBY) olre, F(O), v, FOl 2 ke
fir alle + und » = 1,2, .. .. Andererseits isl
3,2) P (1), 7o U= e <5,
3,3) o[F(t,+2), ru, P& <6 <3

- 2

Aus (3,1) und (3,3) ergiibe sich aher nach der Dreiecks-
ungleichung

Q[F([V+T)s i’rtoF(t1/)]§k_€>

NES

und daraus fiir y — o0 wegen der Stetigkeit von I ein
Widerspruch gegen (3,2). Wir koénnen also p, statt y

schreiben und haben fir & < o9 als Definitionsungleichung
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einer zu ¢ gehorigen Verschiebungszahl «+ modulo I

(3, 4) elF(+7), rF()] < e

Unser nichstes Ziel ist der folgende Salz, aus dem sich
mit Hilfe des in der Einleitung genannten Satzes von Bour
miihelos alle aufgestellten Behauptungen ergeben werden:

Eine modulo I' fastperiodische Bewegung F(f)
ist stets fastperiodisch modulo einer zyklischen
Untergruppe Z von [I.

Der Beweis hierfiir kann sehr einfach folgendermassen

gefithrt werden: Wir nehmen €<i—€ an, was ohne Be-

schrinkung der Allgemeinheit méglich ist, und betrachten
zwel zu e gehdrige Verschiebungszahlen #; und z, modulo
I Wir haben also fiir alle ¢

(3, 5) olF(t+7), 7, F(D < e <

N

(3.6) o[F(t+v), yi, F(D] < e <

|

Aus (8,5) folgt wegen der Bewegungsinvarianz des Abstandes

., k
ol Fi+e), i FOl =6 <

und aus (8, 6), wenn ¢+, statt ¢ geschrieben wird,

Q[F([+'51+T2), }/Tzlr(t_}—'z-l)] i & <]_/;:,’

also nach der Dreiecksungleichung

k
o[F(t+7 + 1), 772711F(t)] =2 < 9"
Dies besagt, dass r; -7, eine zu 2¢ gehérige Verschiebungs-

zahl modulo I und .y, das entsprechende Gruppenele-
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ment ist. Indem man die Rollen von z, und =, vertauscht,
schliesst man ebenso, dass z,+7, = 7z, + 7, eine zu 2 ge-

horige Verschiebungszahl modulo I" ist, und zwar mit dem

. k .
Gruppenelement y, .. Nun ist wegen 2¢ <—2—, wie oben

bemerkt, das zu ¢, + 7, gehdrige Gruppenelement eindeutig
bestimmt. Folglich ist

Vo, /ey = Vg Ve

. k . .
Das heisst: Die den zu ¢ <Z gehorigen Verschiebungszah-

len entsprechenden Gruppenelemente sind paarweise ver-
tauschbar. Sie erzeugen also eine kommutative Untergruppé
Z von I, und diese ist nach dem lelzten Satz des vorigen
Paragraphen zyklisch.

Es kann der Fall eintreten, dass die Gruppe Z nur aus
der Identitat besteht. Dann ist F(#) fastperiodisch im ge-
wohnlichen Sinne, die Bewegung F() verlduft ganz in
einem beschrinkten Teil der nichteuklidischen Ebene, und
es ist moglich, F({f) gleichmissig stetig in einen Punkt zu
deformieren. Dieser Fall soll zunéchst ausgeschlossen werden.

Z sei also eine unendliche zyklische Gruppe von Schie-
bungen. Es ist miihelos einzusehen, dass man ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen kann, dass Z nur
eigentliche Schiebungen und keine Klappschiebungen ent-
hélt. Sonst betrachte man nfmlich bei gegebenem & > 0

die zu ;— gehorigen Verschiebungszahlen = und Gruppen-

elemente y,. Offenbar sind 27 und y,® Verschiebungszahlen
und Gruppenelemente zu ¢ und mit den = bilden auch die
27 eine relativ dichte Menge. Z kann also durch die aus
den Quadraten der Elemente von Z gebildéte Gruppe er-
setzt werden, und. diese enth#lt keine Klappschiebungen.

Wir gehen nun dazu tuber, Folgerungen fiir den Verlauf
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einer modulo I" fastperiodischen Bewegung F(#) zu ziehen.
Zu diesems Zweck fithren wir in der nichteuklidischen
Ebene @ in folgender Weise ein Koordinatensystem ein: a
sei die gemeinsame Achse der Elemente von Z. Auf a werde
ein Punkt O und eine Orientierung gewiahlt und als Abs-
zisse x eines Punktes P von « der in gewd&hnlicher Weise
mit Vorzeichen versehene nichteuklidische Abstand ¢[O, P]
eingefithrt. a zerlegt @ in zwei Halbebenen, von denen die
eine als positiv, die andere als negativ bezeichnet sei. Unter
der Ordinate y eines Punktes P von @ soll dann der
senkrechte Abstand von P und a verstanden werden, und
zwar positiv oder negativ gerechnet, je nachdem P in der
positiven oder negativen Halbebene liegt. Die Abszisse x
von P ist die Abszisse seiner senkrechten Projektion auf a.

Ist nun F(#) eine fastperiodische Bewegung modulo Z
und 4 die kleinste positive Verschiebungslinge, die in Z
vorkomml, so folgen aus (3,4) fiir die Koordinaten x ()
und y () von F(#) die Ungleichungen

(3,7)" la(t+o)—x@®—nd| <,
(3,8) ly(t+n)—y®O | =< &

denn bei den Schiebungen von Z wird die Abszisse x nur
um ein ganzzahliges Vielfaches n, 4 von 4 gefindert, und die
Ordinate bleibt ungedndert!. (3, 8) besagt, dass y(f) eine
gewdhnliche fasiperiodische Funktion, insbesondere also
beschrankt ist. Daraus kann man entnehmen, dass die Be-

wegung F (1) zwischen zwei Abstandslinien von a verlaufl.

' Vgl. den Beginn von § 2. Legt man durch die Punkte F(f) und
th(t) die Senkrechten und die Abstandslinien zu @, so ergibt sich (8, 7)
daraus, dass die Achse a die kiirzeste Verbindung je zweier Senkrechten
zu a ist, und (3,8) daraus, dass die Senkrechten zu a die kiirzesten
Verbindungen zweier Abstandslinien von a sind.
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(3,7) besagt, dass x(?) fastperiodisch modulo Z in dem in
§ 1 angegebenen Sinne ist. Nach dem dort genannten Satz
von BoHR ist also

(D) = ct+ (),

wo ¢ konstant und w(#) fastperiodisch ist. Bezeichnel G (1)
den Punkt von a mit der Abszisse cf, so hat man in G(?)
eine (im nichteuklidischen Sinne) gleichformige Bewegung
auf a. Aus dem eben Gesagten kann man insbesondere ent-

nehmen, dass
Cos o[F (), G(©)] = Cos w(®)- Cos y ()

und daber auch o[F(f), G(I)] selbst fastperiodisch, insbe-
sondere beschrinkt ist. Betrachtet man ferner die Schar
Hg(® (0<6=<1) von Bewegungen, deren Koordinaten
4+ (1—0) y() und (1—0)y() sind, so erhédll man
schliesslich:

In der nichteuklidischen Ebene gibtes zu jeder
fastperiodischen Bewegung £(f) modulo einer stark
diskontinuierlichen Bewegungsgruppe 7 eine Ge-
rade a und auf dieser eine gleichférmige Bewegung
G(1), sodass der Abstand ¢ [F(#), G(¢] beschrankt,
sogar fastperiodisch ist. Ferner gibt es eine Schar
Ha(t) (0 <8 <1)von (ebenfalls modulo I" fastperio-
dischen) Bewegungen, derart dass

Hy(H) = F(1), H; (1) = G
und bei gegebenem &> 0
Q[Hel (t)s Hez([ﬂ é &

fﬁr l92~01|§ 6 = 6(5) gilt.
Die Gerade a ist hierbei Achse von Bewegungen

aus I
Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XII1, 6. . 2
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In dieser Formulierung gilt der Satz auch in dem oben
ausgeschlossenen Fall, dass die zyklische Gruppe Z nur
aus der Identitit besteht. Man hat nur die Achse a beliebig
und G () = G konstant aul ¢ zu wihlen.

§ 4. Fastperiodische Bewegungen in Killingschen
Raumformen.

Es sei " wieder eine stark diskontinuierliche Bewegungs-
gruppe der nichteuklidischen Ebene @. Wir betrachten @
modulo I'; d. h. wir fassen jede Klasse von beziiglich I’
dquivalenten Punkten aus @ als einen Punkt einer neuen
Mannigfaltigkeit @ auf und ibertragen die Metrik von @
auf @p in folgender Weise: Sind p und g zwei Punkte
von @y, also zwei Klassen -dquivalenter Punkte von @, so
soll unter dem Abstand g [p, ¢} das Minimum der nicht-
euklidischen Abstinde eines Punktes der Klasse p von
einem Puonkt der Klasse g verstanden werden. Dass dieses
Minimum existiert, ist sofort zu sehen. Sind nimlich P,
P, ... die Punkte der Klasse p und (,, Q,, ... die der
Klasse ¢, so gibt es zu .jedem P, ein Element Yu von I,
das P, in Py dberfiibrt. Folglich ist

[P Q) = efrulus 7u Q0] = e[Po. 7. Q)]s

und y, (), ist wieder ein (),. Folglich ist es hinreichend,
das Minimuom von Q[PO, Q,] fir v = 0,1, ... zu suchen.
Dessen Existenz ergibt sich daraus, dass sich die (, inner-
halb @ nicht hiufen kénnen. Zugleich folgt, dass es fur

geniigend kleines ¢y [p, g] auch nur ein Q, gibt, sodass

91‘[1)’ q_] = Q[PO’ Q?/]
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wird. Da wegen der starken Diskontinuitit von I' der Ab-

stand je zweier (), mindestens k ist, konnen wir sogar be-
. . k .

haupten, dass dies stets fiir oy [p, q] < 3 der Fall ist.

Es sei p ein Punkt von @ und P, ein beliebiger Punkt
der zu p gehorigen Klasse von Punkten in @. Jedem Punkt
q von @p mit

k
(4. 1) orlp, gl <5

ordnen wir denjenigen nach dem eben Gesagten eindeutig
bestimmten Punkt Q, von @ zu, fir den

orlp, ¢l = 0[Py, Q.

Auf diese Weise entsteht eine eineindeuntige und entfer-
nungstreue Abbildung des »Kreises« (4,1) um p auf einen
Kreis um P in der nichteuklidischen Ebene @. Die Mannig-
faltigkeit @ ist also eine mit einer Metrik derarl versehene
(offene oder geschlossene) Fliche, dass es eine Zahl r > 0
mit folgender Eigenschaft gibt: Jeder Kreis vom Radius r
im Sinne der Metrik lasst sich umkehrbar eindeutig und
entfernungstreu auf einen Kreis der nichteuklidischen Ebene
abbilden.?

! Man kann sich die Entstehung der Fliche #r durch Einfithrung

eines Fundamentalbereichs der Gruppe [' veranschaulichen. Darunter
versteht man bekanntlich einen Bereich in €, der von jeder Klasse be-
ziiglich I" dquivalenter Punkte genau einen Punkt enthidlt. Es gibt stets
einen Fundamentalbereich, der von endlich oder abzihlbar vielen (nicht-
euklidischen) Strecken, Halbgeraden oder Geraden begrenzt wird. Die
Gesamtheit dieser Randstiicke zerfillt in Paare, so dass die Strecken
(Halbgeraden, Geraden) eines Paares dquivalent, also durch Bewegungen
aus I’ in einander iiberfithrbar sind. Heftet man nun je zwei Aquiva-
lente Randstiicke des Bereichs zusammen (was patiirlich Verzerrungen
und eventuell sogar Selbstdurchdringungen des Bereichs erfordert), so
erhilt man ein »Modell« der oben abstrakt konstruierten Fliche Pp.

& ist die universelle [Uberlagerungsfliche von %, und I' ist der
Fundamentalgruppe von < isomorph.

2>‘|=
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Eine solche Mannigfaltigkeit @y bezeichnen wir als
hyperbolische Killingsche Raumform?™.

Ist F(f) ein beliebiger stetiger Kurvenbogen in @, so
entspricht ihm auf @ wieder ein stetiger Bogen f(¢). Um-
gekehrt entspricht einer stetigen Kurve f(f) auf @ eine
Klasse #quivalenter stetiger Kurven in @. Unter diesen
Kurven kann man nun z. B. dadurch eine auszeichnen,
dass man aus der f(0) entsprechenden Klasse #dquivalenter
Punkte einen beliebigen als F(0) wihlt. Durch diese
Normierung in Verbindung mit der FForderung der -Stetig-
keit ist dann die Bildkurve F(f) von f() eindeutig fixiert.
Eine geschlossene Kurve auf @ geht in einen Kurvenbogen
tiber, der zwei Aquivalente Punkie verbindet, und umge-
kehrt. Die Geraden in @ entsprechen den geoditischen Li-
nien auf @p. .

Wir betrachten nun eine inr Sinne der eingefithrien
Metrik ¢ fastperiodische Bewegung f(#) auf @p. Dieser
entspricht nach Fixierung von F(0) eine wohlbestimmte
stetige Bewegung F(¥) in ®. Ist v eine zu ¢ gehdrige Ver-
schiebungszahl von f(#), also l

orlf D), [ < e,

so folgt nach Definition des Abstandes oy, dass es ein
Gruppenelement y,, gibt, so dass

e[F(+1), yi F(Ol = orlf(t+2), fOI < &

ist, Das bedeutet aber, dass F(¢) fastperiodisch modulo I
ist. Umgekehrt ist leicht zu sehen, dass jeder modulo I
fastperiodischen Bewegung F(!) in @ eine fastperiodische

Bewegung f(f) auf @ entspricht. Indem wir nun die am

! ygl. Hoer (1] § 1.
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Schluss des vorigen Paragraphen zusammengefassten Re-
sultate auf F (¢) anwenden, erhalten wir entsprechende Aus-
sagen fir die fastperiodische Bewegung f(f) auf ®r.

Wir bemerken zunichst: Ist a eine Achse von Elemen-
ten der Gruppe I, so entspricht a auf der Fliche @; eine
geschlossene geodétische Linie; denn a verbindet ja dqui-
valente Punkte. Daher geht die gleichférmige Bewegung
G (1) auf a in eine periodische gleichférmige Bewegung g (¥)
auf dieser geschlossenen geoditischen Linie iiber. Ferner
folgt fiir die der Schar Hy(#) entsprechende Schar hg ()

auf @p
hy( = f(), h (D =9g®

or [hei ®, hg, (f)] =&

fiar |6, —6,] < § = d(¢). Das heisst:

Jede fastperiodische Bewegung f(#) auf einer
hyperbolischen Killingschen Raumform @, ist
einer periodischen Bewegung g(f) auf @y homotop,
wobei die Bewegungen der tberfihrenden Schar
selbst fastperiodisch gewédhlt werden konnen.

Zu einer zweiten Formulierung des Satzes gelangt man,
wenn man beachtet, dass die Verbindungsstrecke von F(1)
und G(H) in @ beschrinkte Linge hat. Auf @p iibertragen
besagt dies: f(f) und g(¥) lassen sich durch einen
auf @ verlaufenden, stetig von f abhéngigen Kur-

venbogen beschrinkter LLinge verbinden.

Wir bemerken noch, dass sich die bisherigen Uberle-
gungen fast wortlich auf hyperbolische Killingsche Raum-
formen von n Dimensionen iiberiragen lassen. Man hat
dazu nur zu beachten, dass auch jede kommutative Unler-

gruppe einer stark diskontinuierlichen Bewegungsgruppe
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des n-dimensionalen hyperbolischen Raumes zyklisch ist,
was ebenso wie in § 2 daraus folgt, dass jedes von der
Identitil verschiedene Element einer solchen Gruppe genau

zwel unendlich ferne IFixpunkte besitzl

§ 5. Fastperiodische Bewegungen auf geschlossenen
Flichen und in ebenen Bereichen.

Wir wollen nun diese Resultate einerseits auf geschlos-
sene Flichen, andererseits auf ebene Gebhiete spezialisieren.
Dazu haben wir zunéchst festzustellen, welche Typen
geschlossener Flachen sich als hyperbolische Killingsche
Raumformen auffassen lassen.

Es ist eine geldufige Tatsache, dass sich jeder topo-
logische Fliachentypus mit den unten zu nennenden vier
Ausnahmen aus der nichteuklidischen Ebene @ durch Re-
duktion modulo einer eigentlich diskontinuierlichen
Gruppe I' erhalten ldsst, worunter eine Gruppe fixpunkt-
freier Bewegungen von @ verstanden wird, bei der dquiva-
lente Punkte niemals einen Hiufungspunkl in @ haben™.
Bei einer geschlossenen Fliche @ muss aher diese Gruppe
I’ von selbst stark diskontinuoierlich sein. Dies kann
man efwa so einsehen®. In der am Anfang von §4
angegebenen Weise wird auf @y eine Metrik induziert, so-
dass jeder Punkt von @y eine Umgebung (Kreis im Sinne
der Metrik) besitzt, die auf einen Kreis in @ umkehrbar
eindeuttg und entfernungstreu abbildbar ist. Ein solcher
Kreis in @ kann wegen der Eineindeutigkeit der Abbildung
keine zwei Aquivalente Punkte enthalten. Es geniigt also

' Einen Bericht iiber dieses »Clifford-Kleinsche Raumproblem« findet
man bei Horr [2]. Man vergleiche ferner Kiein [1], Hoer [1], sowie fir
geschlossenc Flichen GIEsExinG [1] und Niersex [1].

2 Horr [1] S. 316.
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zu zeigen: Es gibt eine positive Konslante r, sodass jeder
Kreis vom Radius r auf @, eineindeutig und entfernungs-
treu auf einen Kreis in @ abgebildet werden kann, Ange-
nommen, dies wére falsch. Dann gibe es auf @ eine Folge
P1s Pos ... von Punkten, derart dass der Radius r, des
grossten Kreises um p, mit der genannten Eigenschaft gegen
Null konvergiert. Die p, hitten wegen der Geschlossenheit
von @p einen Hiufungspunkt p’. Um diesen gibe es einen
Kreis der obigen Beschaffenheit; es sei #’ > 0 dessen Radius.

Dann miisste fiir alle p,, deren Entfernung von p’ kleiner

ro. ro . . . .
als 5 ist, r, > 5 seln, womit man zu einem Widerspruch

gelangt ist.

Die erwihnten Ausnahmen sind erstens die zweiseitige
und die einseitige Ringflache, bei denen man von der eu-
klidischen Ebene statt von @ ausgehen muss, zweitens
Kugel und projektive Ebene, auf denen sich eine ellip-
tische, aber keine hyperbolische oder euklidische Metrik
einfiihren lidsst. Diese vier Flachen haben bzw. die Eu-
lersche Charakteristik 0, 0, 2, 1, und alle iibrigen geschlos-
senen Flichen haben negative Eulersche Charakteristik.
Der Hauptsalz von § 4 gilt also insbesondere fiir alle ge-
schlossenen Flichen mit negativer Charakteristik.

Nachtraglich kénnen wir uns noch sehr leicht von der
speziellen Annahme einer nichteuklidischen Metrik befreien.
Es sei namlich ¢[p, ¢] ein beliebiger zweiter Abstandsbe-
griff auf der Fliche, vom dem nur verlangt werde, dass
erstens ¢[p, g/ > 0 und dann und nur dann o[p, g} = 0 ist,
falls p und ¢ identisch sind, und dass zweitens ¢[p, ¢
stelig von p und ¢ abhéngt. Dann ist jede im Sinne dieser
Metrik fastperiodische Bewegung auch fastperiodisch be-
ziiglich der alten Metrik op[p, ¢J, und zwei im Sinne der
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Metrik or(p,q] homotope Kurven sind auch beziiglich
alp, ¢ homotop. Um dies einzusehen, hat man offenbar
nur zu zeigen, dass der Abstand zweier Punkte iin Sinne
der einen Metrik gleichmissig klein ist, wenn ihr Abstand
im Sinne der anderen klein ist, m. a. W. dass es zu jedem
£¢>0 ein 0 = d6(¢) >0 und ein 9 = 5(¢) > 0 derart gibt,

dass
orlp, gl = s, falls o[p, q] é I
und

alp.ql <&, falls orlp, ¢l <4.

Dies folgt aber unmittelbar aus der Geschlossenheit der
Flache. Wire néimlich die erste Behauptung falsch, so gibe
es eine gegen einen Punkt, etwa p, konvergierende Folge
von Punktepaaren p,, q, mit ¢[p,, q,] > 0 und oy [p,, q,] > «.
Also wire op[p, p] = ¢ > 0. Ebenso ergibt sich die zweite
Behauplung. Wir haben daher:

Auf einer geschlossenen Fliche mit negativer
Eulerscher Charakteristik sei einebeliebige Metrik
eingefihrt. Dann ist jede beziiglich dieser Metrik
fastperiodische Bewegung auf der Fliache einer
periodischen Bewegung homotop. Hierbei kénnen
die Bewegungen der idberfiithrenden Schar fast-
periodisch gewahlt werden.

Fir eine gewdhnliche Fliche ohne Selbstdurchdringun-
gen im Raume kann man z. B. als Abstand zweier Flichen-
punkte ihren euklidischen Abstand wihlen.

Wir betrachten nun ein ebenes Gebiet von endlichem
Lusammenhang > 1, das wir uns der h111fach11e11 halber
von endlich Vlelen Kreisen begrenzt denken Es ist unschwer
einzusehen, dass ein solches Gebiet als ‘hyperbolische
Klllmgbche Raumform aufﬁefasst Werden kann sodass die
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fritheren Resultate anwendbar sind. Der in der Einleitung
genannte Satz, dass jede (im gewdhnlichen Sinne) fast-
periodische Bewegung in einem solchen Gebiet einer perio-
dischen Bewegung homotop ist, liasst sich aber auch, wie
jetzt gezeigt werden soll, unmittelbar aus dem vorstehen-
den Satz tber geschlossene Flichen entnehmen.

Zunachst bemerken wir, dass wir das Gebiet als minde-
stens dreifach zusammenhingend annehmen kénnen. Denn
bei einem zweifach zusammenhingenden Gebiet haben wir
es mit einer fastperiodischen Funktion f(¢) zu tun, fiir die

bei einem passenden a
[ —alz= k>0

gilt. Nach dem Bonrschen Salz ist also
fO—a=|fO—aldVO = f()—aleVO,
wo t (f) fastperiodisch und c¢ konstant ist. Die Schar
he () = e (| F(D—a| VD)= (0<6<1)

filhrt f(#) offenbar gleichmissig stetig in die periodische
Bewegung efct iiber und verbleibt im Gebiet, wenn dieses
in der Form 0 <k <|z—a| < K mit k <1 < K angenom-
men wird, was ohne wesentliche Beschrinkung der All-
gemeinheit moglich ist.

Es sei also G ein mindestens dreifach zusammenhén-
gendes Gebiel in der Ebene, das von endlich vielen Krei-
sen begrenzt ist, und f(¥) eine fastperiodische Bewegung in
G. Wir errichten iiber G als Grundfliche einen geraden
Zylinder der Héhe 1. Dieser Zylinder ist eine geschlossene
Flache vom Geschlecht p > 1, hat also negative Eulersche
Charakteristik 2 —2p. Als Abstand auf dieser Fliche wéh-
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len wir den rdumlichen euklidischen Abstand, der fir die
Punkte von G mit dem ebenen Abstand iibereinstimmt.
Dann ist f({) auch auf der Fliche fastperiodisch, also nach
dem Obigen einer periodischen Bewegung auf der Fliche
homotop. Projizieren wir nun die ganze Fliache senkrecht
auf G zuriick, so geht diese periodische Bewegung in eine
periodische Bewegung g(f) in G tber, und f(f) ist g (D
homotop in G; denn bei der Projektion kdénnen die Ab-
stinde hochstens verkleinert werden.

§ 6. Die Ausnahmeiille.

In der euklidischen x, y-Ebene FE betrachten wir die
Translationsgruppe I

x=x+m, y =y+n,

wo m und n ganze Zahlen sind. Diese Gruppe ist stark
diskontinuierlich, da ja der Abstand é#quivalenter Punkte
mindestens 1 ist. Die euklidische Ebene modulo I' ist eine
Ringfliche Erp.

Es ist leicht zu sehen, dass jede periodische Bewegung
aul Ep einer gleichférmigen Bewegung auf einer geschlos-
senen geodatische Linie homotop ist. Einer solchen gleich-
formigen Bewegung auf Ep entsprechen in E gleichférmige
Bewegungen auf Geraden mit rationalem Bichtungstan:
gens, da diese Geraden Aquivalente Punkte, also Punkte
mit ganzzahligen Koordinalendifferenzen verbinden miissen.

Wir betrachten nun die gleichférmige Bewegung

(D=1t y()=pt
in E, wo g eine irrationale Konstante ist. Diese Bewe-
gung ist fastperiodisch modulo I'; denn die Koordinaten sind

sogar periodisch modulo 7. Auf Ey entspricht ihr also eine

fastperiodische Bewegung (und zwar eine gleichférmige
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Bewegung auf einer offenen geodétischen Linie). Wire nun
diese Bewegung aufl FEy einer periodischen homotop, so
misste die Gerade y = pa beschriankten Abstand von einer
Geraden mit rationalem Richtungstangens haben, was nicht
der Fall ist. Damit ist gezeigt, dass der Hauptsaiz von § 5
fur die Torusfliche nicht gilt.

Ganz &ahnlich schliesst man bei der einseitigen Ring-
fliche. Man hat dann nur von der Gruppe

=x+m, y =(—1m"y+n (m, n ganz)
aunszugehen.

Man kann ohne Miihe die plausible Behauplung be-
weisen, dass sich jede fastperiodische Bewegung auf der
Kugelfliche gleichmissig stetig in einen Punkt dberfithren
lasst. Ob sich aber die Bewegungen der fiberfiihrenden
Schar wie bei den Flichen negativer Charakteristik fast-
periodisch wihlen lassen, muss dahingestellt bleiben. Ver-
mutlich trifft dies nicht zu.

Identifiziert man je zwei diametrale Punkie der Kugel, so
entsteht die projektive Ebene; als Abstand zweier Punkte
der projektiven Ebene sei der Abstand der entsprechenden-
den Paare diametraler Punkte gewihlt. Jeder stetigen Bewe-
gung f(#) in der projektiven Ebene entspricht daher nach
Fixierung des Bildpunktes F(0) von f(0) eine eindeutig be-
stimmte stelige Bewegung F (f) auf der Kugel. Ist ¢ eine zu '
einem hinreichend kleinen &> 0 gehorige Verschiebungszahl
von f(t), so ist 2¢ eine zu 2e¢ gehdrige Verschiebungszahl
von F(f); hieraus entnimmt man, dass F(f) fastperiodisch
ist, wenn f(1) fastperiodisch ist; umgekehrt ist natiirlich
auch f(f) fastperiodisch, wenn F ({) fastperiodisch ist. Daher
lasst sich auch jede fastperiodische Bewegung in der projek-
tiven Ebene gleichmissig stetig in einen Punkt tiberfithren.
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