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EINLEITUNG

uf Anregung von Professor H. Bohr habe ich mich
A frither mit dem folgenden Problem beschaftigt*:

Es sei f(s) = f(o-F i) eine im Streifen « < ¢ << # ana-
lytische  Funktion. ;

In welchem Grade werden der Funktlion gleichartig
fastperiodische Eigenschaften erteilt durch die Forderung,
dass f(o-+it) auf jeder Geraden o = oy(e < o, < 8) fasl-
periodisch sei?

Das Ergebnis dieser Untersuchungen ldsst sich kurz in
den folgenden zwei Sitzen zusammenfassen:

Hauptsatz I. Zu der Funktion f(s+-if) gehdrt eine
endlich(_a oder abzédhlbare Anzahl von Maximalstreifen I,
die im Streifen & <o < 4 tberall dicht gelegen sind, d. h.
ein beliebiger Teilstreifen y << ¢ << J enthilt Geraden o = a,
welche mindestens einem dieser Maximalstreifen angehoren.

Hauptsatz I1. Es ist mdglich, eine ganze transzen-
dente Funktion zu konstruieren, fiir welche die Menge der -
Maximalstreifen, welche die in I erwihnte Bedingung er-
fillen, gegeben ist. .

Nach dem Erscheinen der besprochenen Abhandlung
stellte mir Docent B. Jessen folgende Frage:

Gibt es eine im Streifen o < ¢ < g analytische Funk-

! Om en Klasse nastenperiodiske analytiske Funktioner (Habilitations-
schrift). Kopenhagen. 1933.

1%
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tion f(s), welche auf einer und nur einer Geraden ¢ = g
dieses Streifens fastperiodisch ist?

Diese Frage habe ich neulich beantworten kdnnen, in-
dem ich mittels Runges Polverschiebung eine Funktion
mit den verlangten Eigenschaften konstruiert habe®’. Schon
withrend ich an der Losung dieses Problems arbeitete,
wurde es mir aber klar, dass es natiirlich und nicht
ohne Interesse wire, zu versuchen die Frage zu verallge-
meinern und zwar in folgender Weise:

Falls man die in [ und II.erwihnte Menge von Maxi-
malstreifen entfernt, bleibt eine Menge von Trennungslinien
zuriick. Die Verallgemeinung ist nun die folgende:

Ist es mdglich, eine analytische Funktion aufzubauen,
welche auf jeder dieser Trennungslinien fastperiodisch ist,
ohne in irgendeinem der Streifen gleichartig fastperiodisch
zu sein?

Ich werde mich in dieser Abhandlung darauf beschréin-
ken, nur einen Teil der Aufgabe zu behandeln, nimlich
den Aufbau einer Funktion, die nur auf einer einzelnen
Geraden oder auf einer endlichen Anzahl von Geraden fast-
periodisch ist. Hoffentlich werde ich spéter zu dem allge-
meinen Problem zurtckkehren kénnen.

Ich gehe jetzt zu einer kurzen Besprechung der wich-
tigsten Hilfsmittel tber. Ich glaube aber davon ausgehen
zu dirfen, dass die Sétze fiber fastperiodische Funktionen
einer reellen Verinderlichen schon so bekannt sind, dass
es sich ertibrigt, sie an dieser Stelle zu erwiihnen, und ich
werde deshalb nur die im Folgenden zur Anwendung kom-
menden Sitze {iber fastperiodische Funktionen einer kom-
plexen Veranderlichen aufzihlen.

! En analytisk Funktion med specielle neestenperiodiske Egenskaber.
Matem. Tidsskrift B. 1933. Kopenhagen.
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Es sei f(s) = f(o¢-+it) eine im Streifen « < ¢ < 8 ana-
lytische Funktion; der Streifen wird mit (e, 8) bezeichnet.

Die. reelle Zahl v = ¢(¢) heisst die zu &> 0 gehorige
Verschiebungszahl fiir f(s) im Streifen (e, 8), wenn fiir
jedes s in (&, 8) die Ungleichung

[fs+in)—f()] <«

besteht. Falls f(s) zugleich im Streifen « < ¢ < 8, der mit
{(x, ,8} bezeichnet wird, stetig ist, wird diese Ungleichung
auch fiir v = ¢ und o = B8 gelten.

Die Zahlen ¢ = z(¢) werden auf einer Zahlenachse ab-
getragen, dadurch entsteht eine Menge E (e, f(s)), die rela-
tiv dicht heisst, wenn es eine solche Zahl I = I(s) gibt,
dass jedes Intervall der Lénge I mindestens eine Zahl
v = 7(¢) enthalt,

Hauptdefinition. Die Funktion f(s) soll fastperio-
disch in (¢, #) heissen, wenn zu jedem s > 0 eine relativ
dichte Menge E (e, f(s)) von Verschiebungszahlen 7 = ¢ (¢)
gehort; wird. iiber f(s) ferner vorausgesetzt, dass sie im
abgeschlossenen Streifen {a, ,8} stetig ist, sind die Zahlen
dieser Menge auch Verschiebungszahlen = = z(¢) far die
Geraden ¢ = « und ¢ = 8, und f(s) heisst dann fastperio-
disch in {«, 8}

Der Ausdruck »eine Funktion f(s) ist fastperiodisch in
[e, 8]« soll bedeuten, dass f(s) in jedem Teilstreifen (ey, 8y),
wo o << e < 8, < 8, fastperiodisch ist.

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen kénnen wir jetzt die zu
verwendenden Sitze formulieren. Wo nicht anderes bemerkt
ist, handeit es sich um Sétze von H. Bohr.

[. Die Summe und das Produkt zweier in [e, 8] fast-
periodischer Funktionen sind wieder fastperiodisch in

lee, 8]
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Die  Grenzfunktion F(s) einer in (e, 8) gleichméssig
konvergenten Folge von in (e, 8) fastperiodischen Funk-
tionen f;(s), f5(s), ..., f,,(s), ... ist wieder fastperiodisch
in (z, 8).

Uber Differentiation und Integration gilt: Ist f(s) fast-
periodisch in [e, 8], wird auch f'(s) fastperiodisch in [e, 5]
sein; wenn das unbestimmte Integral dieser Funktion f(s)
in [e, 8] beschrinkt ist, wird es wiederum eine in [e, 8]
fastperiodische Funktion.

II. Die Fourierentwicklungen der in [«, 4] fastperio-
dischen Funktion f(s) fir Fy() = f(o+il) (e« <o < ),

kénnen in der Dirichletentwicklung
[(s) oo ZAneffns

gesammelt werden. Ist f(s) fastperiodisch in {e, 8}, gilt die
Entwicklung auch auf den Geraden ¢ = « und ¢ = 8.

III. Die Dirichletentwicklungen der Summe und des
Produkts zweier in [«, 8] fastperiodischer Funktionen er-
héilt man durch formale Rechnung.

Die Dirichletentwicklung der Grenzfunktion F(s) einer
in (a, ) gleichmissig konvergenten Folge von fastperio-
dischen Funktionen f, (s) entsteht durch formalen Grenz-
tibergang in der Entwicklung von f, (s).

1V. Eine in der Halbebene (—oo, «] fastperiodische
Funktion f(s) & >, Ape4ss, deren Exponenten alle positiv
mit einer von Null verschiedenen unteren Grenze sind, hat
ein unbestimmtes Integral F(s), das ebenfalls in (—oo, «]
fastperiodisch ist, und man erhédlt die Entwicklung von
F(s) durch gliedweise Integration.

Schliesst die Gerade o = o« sich der Halbebene o< «
an, oder mit anderen Worten: setzt man iiber f(s) voraus,

dass sie in (—oo, oe} fastperiodisch ist und die Entwicklung
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£(s) o D Apedns, —00 < ¢ < « hat, folgt aus dem Beweise
des obigen Satzes unmittelbar, dass das unbestimmte Inte-
gral von f(e = it) beschrinkt ist, d. h. das Integral ist eine
fastperiodische Funktion der reellen Verinderlichen 7 Nach
diesen Bemerkungen ist es moglich, den fir die nach rechts
abgeschlossene Halbebene (— oo, a} geltenden und dem
obigen entsprechenden Satz herzuleiten.

V. Ist f(s) fastperiodisch in [e, 8] und sind die Expo-
nenten 4, numerisch beschrinkt, z. B. |4,| <1, dann
ist f(s) eine ganze Transzendente und fastperiodisch in
o0, 400l

Ich habe damit die Sétze tber fastperiodische IFunk-
tionen, welche ich anwenden werde, aufgezéhlt, und es
fehlt nur noch, an Runges Methode der Polverschiebung
zu erinnern; ich formuliere den Runge’schen Satz in der
speziellen Form, in welcher ich ihn anwenden werde:

VI. Bezeichnet man ein Polynom mit P,(x), so ist
Ry(2) = P, (—zzj*_iJ eine rationale Funktion von z mit dén
Polen z = i, Winschl man die Pole z = 4i in einen
Punkt z = a zu verlegen, wo —1 < a <0, wird zunichst
ein Verschiebungsgebiet G in der z-Ebene gewahlt, welches
ausserhalb einer einfachen geschlossenen Kurve liegt, die
z =41 und z = a ganz umschliesst. Der Satz von Runge
besagt dann, dass es mdoglich ist, fir jedes ¢ > 0 ein solches
Polynom P(x) zu bestimmen, dass fir alle z im Gebiete G —

d. h. ausserhalb der geschlossenen Kurve — die Ungleichung

1 /1
1P<z—a>— P, (-—-—Z2+ 1> 1 < &
bestehi. R

Zum Schluss der Einleitung werde ich zur Orientierung
eine kurze Ubersicht der vorliegenden Arbeit geben:
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In § 1 konstruiere ich eine ganze Transzendente, die
in den Halbebenen (— oo, O} und {0, +o00) fastperiodisch
ist, aber in den zwei Halbebenen voneinander verschiedene
Dirichletentwicklungen hat. Diese Funktion ist die in meiner
Habilitationsschrift konstruierte, hier kommt aber bei meiner
Anwendung von Runges Methode der Polverschiebung noch
ein neues Moment hinzn, nadmlich die Abschitzung der
Grésse des numerischen Beitrags, der von den Gliedern
der Dirichletentwicklungen mit Exponenten zwischen 0 und
1 bzw. zwischen —1 und 0 herriihrt. ‘

In § 2 konstruiere ich eine ganze Transzendente @(s),
die in den beiden Halbebenen (—oo, a} und {,8,—!—00)
fastperiodisch ist, ohne auf irgendeiner der Geraden
0 = 6y(a < g, < 8) fastperiodisch zu sein.

Bei der Konstruktion einer solchen analytischen Funk-
tion gilt es ein Mittel zu finden, welches die Hebung der
fastperiodischen Eigenschaft bewirken kann. Man muss
sich nun erst daran erinnern, dass, wenn eine fastperio-
dische Funktion einer reellen Veréinderlichen eine Fourier-
entwicklung besitzt, deren konstantes Glied von Null ver-
schieden ist, so wird das unbestimmte Integral dieser Funk-
tion nicht beschrinkt sein, d. h. nicht fastperiodisch sein —
hiernach sieht man sofort ein, dass eben Integration
das gesuchle Mittel ist.

Wir verfahren folgendermassen:

Durch Anwendung der in § 1 konstruierten Funktion
w(s) bilden wir eine Funktion, welche sowohl in der Halb-
ebene (—oo, a}, im Streifen [e, 8], wie auch in der Halb-
ebene {,8, =+ o0) fastperiodisch und so beschaffen ist, dass
die konstanten Glieder der Dirichletentwicklungen. in den
beiden Halbebenen gleich Null sind, wihrend das kon-
stante Glied im Streifen [«, 8] von Null verschieden ist.
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Die den Dirichletentwicklungen in den beiden Halbebenen
(— oo, a} und {,8, + o) angehorigen Exponenten werden
sich zwar im Punkte Null hiufen, wir haben aber schon
in 8 1 die von diesen Gliedern herrihrenden Beitriige ab-
geschilzt; es wird somit durch spezielle Wahl der bei der
Polverschiebung zu verwendenden Zahlen & maglich sein
zu erreichen, dass das Integral der Funktion in den beiden
Halbebenen .(— oo, ) und {ﬂ, 4 o0) fastperiodisch wird,
ohne auf irgendeiner der Geraden o = g(a << 6y < #) fast-
periodisch zu sein.

Danach wird es sehr einfach sein, durch Anwendung
der in § 1 und & 2 aufgebauten Funktionen ganze Trans-
zendenten zu konstruieren, welche nur auf einzelnen Ge-
raden fastperiodisch sind. Dies wird in & 3 durchgefiihrt,
wie schon bemerkt, beschrinke ich mich aber darauf, das
Problem nur fiir eine endliche Anzahl von Geraden zu be-
handeln.

Ich bemerke, dass ich durch die Bezeichnung »Haupt-
salz« die besondere Bedeutung der Funktion @(s) habe
‘betonen wollen; ich glaube nimlich, dass diese Funktion
bei vielen Konstruktionen, welche eigentiimliche fastperio-
dische Eigenschaften von 'analytischen Funktionen be-
leuchten koénnen, sich als brauchbar erweisen wird.

§ 1. Konstruktion eines wichtigen Beispiels.

Wir wollen nun an die erste Aufgabe herangehen, nim-
lich an die Konstruktion einer Funktion ¢(s) mit folgen-
den Eigenschaften: :

1) ¢(s) sei eine ganze Transzendente.

2) ¢(s) sei fastperiodisch in (—oc, 0} und [0, + o).
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3) ¢(s) habe voneinander verschiedene Dirichletent-
wicklungen in den beiden Halbebenen.

‘Als' Bausteine verwenden wir reinperiodische Funktionen
mit Polen auf einer Geraden ¢ = qj.

Wir fangen mit einer Funktion an, deren Pole auf
o = 1 liegen, z. B.

1 1
po(s) = Py (en(sfi)‘}_ 1> T etG—D

welche die Pole s = 1-+-(Q2¢+1)i(q =0, +1, -2, ---+)
und die Periode 2i hat.
Auf ¢,(s) wendet man die Transformation

7 =

Tis—1)
o

(1)

an, welche die Funktion in

1 1
R = B z5) = oy

mit den Polen z = 4+ iiberfiihrt.

Fur diese Funktionen erhilt man die Entwicklungen

2 :
PSS 2] <1
1 m=4
Ry(z) = 2] = w
) < 7
5 (—1)ym—1z=2m, |z] > 1
m=1
=
E (__ l)memﬂ(s—l)’ g <1
=0
9o (s) = " w (2)
— .
2 (_1)m—1e—maz(s—1), > 1

m=1
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Das konstante Glied der Entwicklung von gp(s) ist in
o<1 gleich 1, in o> 1 gleich 0.

Ferner bemerkt man, dass die Dirichletentwicklung (2)
in der Halbebene ¢ <1 nur ein. einziges Glied enthilt,
dessen Exponent kleiner als 1 ist, namlich das zun m = 0
gehorige Glied ,(s) = 1; die Entwicklung in der Halb-
ebene ¢>1 enthdlt aber kein Glied, dessen Exponent
grosser als —1 ist — dies wird durch y,(s) = 0 ausge-

driickt.

1
9

Wir werden jetzt Runges Methode anwenden, indem

Verschiebung der Pole von ¢ =1 nach ¢ =

wir die Pole 47 in der z-Ebene durch den einzigen Pol
- v

4

—e ersefzen.

Durch die Transformation (1) erhilt man:
z =41 ergibt die Pole s = 1+ (29 + 1)i
g=—e * — - — s=%+2(2q+1)i.

Durch diese Verschiebung in der z-Ebene gelingt es, die
Pole in der s-Ebene von o =1 nach ¢ = % zu verschieben
und gleichzeitig diejenigen aul o = 5 ZU zerstreuen.

Es wird hiernach notwendig, ein passendes Verschie-
bungsgebiet (I'}) in der s-Ebene und das zugehérige Gebiet
(G,) in der z-Ebene zu wihlen.

Das Gebiet I, wird definiert durch

1
92

——l<l‘<l‘ 1<0“
b 2 21 3

o< 5

So=

E

N3l
e
bR~

mittels (1) erhilt man — indem z = rei® — dass Gy durch

37 fi¥erd 37 T T 3m
— kg ; 3
r<e %5; e 8 <r<eb, —Z<9<Z; e <r

definiert ist.
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Diese Gebiete haben wir so gewihlt, dass die Pole
IT

z=4iund z=—e *in dem zu G, komplementaren Ge-
biete gelegen sind, wihrend die Pole s =1+ (2qg-+ 1)i
and s = ;——i— 2(2¢g41)i in dem zu Iy komplementiren Ge-
" biete liegen.

Nun wird die Folge der po%tiven Zahlen & > gy > -+«

so gewihlt, dass die Reihe Zen konvergiert und eine
1

1 .
Summe hat, welche kleiner als ) ist; diese Zahlen wer-

den spéaterhin noch zwei Bedingungen unterworfen.
Mit Runges Verfahren bestimmen wir danach das Poly-
nom P;(x) so, dass im Gebiete G, die Ungleichung

1 |
P]_ < -7_"5_ >""R0 (Z) < 6'1
etz+1

JT
etz+1
festgelegt, die in der z-Ebene analytisch ist bis auf den
. 3 .
Pol z = —e *.

besteht. Hiermit ist eine Funktion R;(z) = P1< 1 )

Durch die Transformation (1) ergibt sich

1
pi(s) = Py (‘ﬁ—l—) .
e 1)

Diese Funktion ist analytisch in der s-Ebene bis auf die
Pole s = é—f— 2(2¢g+1)i und hat die Periode 4i. Ferner
erfillt sie in 7'y die Ungleichung

|91 () =90 () | < & 3

und wir haben nun die Entwicklungen
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2 -
> ai?zm, |z|<e *
m=0

R (D) —Ry(zx) =4

! (63)] m
_S_bmz , |z|>1
m=20

Durch die Transformation (1) ergibt sich weiter

@D

mrm
§ al(i)e 3 ¢ 1), o<
m=0
% B (s—1)
Z b 2 , o> L
m=10

Fiar die konstanten Glieder erhalten wir zufolge (3):

Do | =

p1(s)— 9o (s) = 29

‘ agl)\ <& -und )bg)l < &y

. . N e L
In der Dirichletentwicklung (2) fir ¢ < 5 gibt es nur

ein einziges Glied, dessen Exponent kleiner als 1 ist, nadm-

lich ¢, (s) = ag); wihrend die Entwicklung in der Halb-

ebene o> 1 ein einziges Glied enthilt, dessen Exponent

grosser als —1 ist, namlich yx;(s) = b(ol).

der Pole von 0’=l nach o=

Der zweite Schritt besteht aus einer Verschiebung

und ist ganz analog

o |

2

dem vorhergehenden.

Wir wollen nun sehen, wie der n'® Schritt verlauft.
Nach n—1 Schritten haben wir

1
Pp—1(5) :PH—1< 7 (s_ 1 ) )
6211—1 2n~1‘_+‘1
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erreicht; diese Funktion ist analytisch in der s-Ebene mit

271,—1"*‘ or=1(2g41)7 und erfullt

im Gebiete ',y die Ungleichung

Ausnahme der Pole s =

Lo 1 (D=9, ()] < e,

. . 1
Nun verschieben wir die Pole von ¢ = o1 nach
1 .
p— §r—l"

o
Als Ausgangsfunktion wird ¢, ,(s) verwendet, und die

Transformation ist

7 1
T’z(s_ nfl)
7z = 62 2 .

»

dadurch erhélt man in der z-Ebene

1
Rn~1(Z) = Pn_l <7*2;|~*1> .

Diese Funktion ist analytisch in der ganzen z-Ebene
bis auf die Pole z = 4-i.

In der z-Ebene werden die Pole 41 nach dem Pole
Tt

T on
—e¢ % verschoben.

1

z =1 ergibt die Pole s = 2n71+2’1*1(2q+ 1)i

1 .
z=—ce —_ . = s:2—n+2"(2q+1)1.

Durch diese Verschiebung in der z-Ebene gelingt es,

h o — 1
*—*211‘_1 nac g = F zu

verschieben und gleichzeitig diejenigen auf ¢ = on ZU ZeT-

die Pole in der s-Ebene von ¢ =

streuen. .
Das Gebiet Iy ist definiert durch

1

o1 7 7
on+1’ Qn—#—i -

- — 2 —2.
onii — 2" Pt 2m S ERI

IA

a <<

g

IA
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und das entspfechende Gebiet G, in der z-Ebene wird

3 37 37 3
T o2nFl T oint1 2n+1 2n+1
2. e 2 <r<ée , — <<+ & <.

r<e

Durch Runges Methode wird das Polynom P,(x) so
bestimmt, dass im Gebiete Gn die Ungleichung

Pn<. - 1 )—Rn_i (z) | < en
etz + 1
besteht.
Damit ist eine Funktion R,(z) = P, <%1> festge-
L eﬁz +1

legt, die nur den Pol —e +* hat, und durch Anwendung
der Transformation ergibt sich

(S) = Pn 41“-— ,
"0 =)

welche analytisch in der s-Ebene mit Ausnahme der Pole

s = ;;—I— 2n(2q+1)i ist und die Periode 2°%'{ hat. Diese

neue Funktion erfillt im Gebiete I, die Ungleichung

|9’n(3)—50n,1(5) | < &

Ferner haben wir

= _T
§ a,(;l)zm, |z|<e *"
m=20
Rn(z) —Rp—1(2) = .
E bf::)zim, |z] >1
m=10

= ) ( 1 )

@l 1

. . n n—1 .
Die Transformation z = e? ¥ ergibt
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o mat 1 .
9o () —9p_1 () = mzz_ w1 €Y
zlbf:)e_;n—(s_p), o> o1
m=0

1 . . .
In der zu der Halbebene o < o gehorigen Dirichlet-
entwicklung von ¢, (s)—¢, ,(s) gibt es héchstens 271
Glieder, deren Exponenten kleiner als 1 sind; ihre Summe

bezeichnen wir mit
n

E ) %(5“‘"1?1) |
Y (s) = ay’e? 2 , &)
m=0
. . . . qn’
wo ¢, die grosste ganze Zahl ist, fir welche on << 1.
1
In der Halbebene o> —— enthilt die Entwicklung (4)

gn—1
hochstens 2°—! Glieder, deren Exponenten grosser als —1
sind; ihre Summe bezeichnen wir mit '

In_ Jnn(s_ 1 )
" (S‘) — E bg:)e on gn—1 , (6)
m=0

wo ¢, dieselbe Zahl wie oben ist.
Wir wollen jetzt die Grosse von [, (s)|in ¢ < 0 ab-
37

schétzen. Da |Rn(z)—Rn_i(z)| <e, fiir ]z [<e g2t __ o,
ergibt sich aus dem Cauchy’schen Koeffizienlensatze
& 3mm
|| < g = e ™

m
n
611

und es gilt somit in der linken Halbebene des Gebietes I’

<d. b. fiir ¢ < 2Tﬂ_q> die Ungleichung

Iwn(s)l é 2n_1€n'
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Da die Halbebene o < 0 simtlichen Gebieten I, ange-
hort, ergibt sich, dass die Ungleichung

()| < 2n e, (8)

richtig ist fir ¢ < 0 und n=1, 2, 3, ....
Wir gehen nun dazu iber, die Grosse von |y, (s)| in
einer Halbebene, die in sidmtlichen Verschiebungsgebieten

I'n (z. B. ¢ = 2) enthalten ist, abzuschitzen.
37T

2 1 . .
Da fiir |z| > ¢? ! =5 die Ungleichung | R, (2) —Rn—1(2) | <e,
n
besteht, erhiilt man ebenso, dass
3m

I bg:)l § Enegzn-rl (9>
woraus die Ungleichung

|4, ()| < 20t (10)

folgt, die richtig ist z. B.fir ¢ =22 und n=1, 2, 3, .. ..

Fir die konstanten Glieder haben wir

la] <& und || <e,.

Die oben gefundene Majorisierung von w1, (s) und y, (s)
wird erst im folgenden Paragraphen zur Anwendung kom-
men; an dieser Stelle kehren wir wieder zur Untersuchung
der Funktionen

ONAONNRINE NONEE

zuriick, um zu zeigen, dass diese Folge von Funktionen
eine Grenzfunktion ¢(s) hat, welche eine ganze Transzen-
dente ist.

Wir betrachten die Verhéltnisse innerhalb eines festen

Kreises |s]| < o.
Vidensk. Selsk, Math.-fys, Medd. XII, 14. 2
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Das Gebiet Iy, ist definiert durch

1 1 7 L, T
<§I¢E; Wlidié—m’ —on < b= 2n ; 2n+l<d’

g

und es ist somit mdéglich, eine solche Zahl N zu wihlen,
dass alle Gebiete I'y, TI'y.,, ... den Kreis |s| <o ent-
halten. ' '

Die gesuchte Grenzfunktion wird in der Form
# () = on @+ 2 (9,6 =9, 1)

geschrieben. Die einzelnen Glieder dieser Reihe sind ana-
lytische Funktionen im Kreise |s| < o.

Da im Kreise |s| <o diegngleichung lp () —o, (D]<e,
besteht, und da ferner N§1€” konvergent 1ist, ergibt sich,

dass die Reihe gleichmiissig konvergiert; ¢(s) ist also ana-
lytisch im Kreise |s| < ¢, und da ¢ beliebig gross gewdhlt
werden kann, ist ¢(s) eine ganze Transzendente.

Jetzt haben wir ¢(s) festgelegt und wollen nun ihre
fastperiodischen Eigenschaften untersuchen. .

Da die Halbebene ¢ < 0 sémtlichen Gebieten I, ange-
hort, die Funktionen ¢ (s) fastperiodisch (sogar reinperio-
disch) in diesen Gebieten sind, und die Ungleichung
o () —9, ()| <&, in 0 < 0 besteht, kénnen wir durch
eine Majorantenbetrachtung schliessen, dass die Folge gleich-
missig konvergent in der Halbebene ¢ << 0 ist, d. h. ¢(s)
ist fastperiodisch in (—oo, O}.

Indem ¢ eine beliebig kleine, positive Grésse ist, wird
die Halbebene ¢ > d séimtlichen Gebieten I', von -einer ge-
wissen Stelle an angehoren; in genau derselben Weise wie
oben lisst sich dann beweisen, dass ¢(s) fastperiodisch in
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der Halbebene J < ¢ << -}-00 ist, d. h. ¢(s) ist fastperio-
disch in [0, + o).

Da ¢(s) fastperiodisch in (—oo, 0} und in [0, + o) ist,
kénnen — infolge des Satzes II der Einleitung — die Fourier-
entwicklungen der bei jedem festen Wert von ¢ entsiehen-
den fastperiodischen Funktionen in zwei Dirichletentwick-
lungen gesammelt werden:

p(s) oo AO—I—ZAneJ"S (A, = 0) fir o=0

® aun
p(s) oo BO-I—ZBHeM”s (M, £ 0) fir o> 0.
T

Diese Entwicklungen entstehen aber durch formalen
Grenziibergang in den entsprechenden Entwicklungen von
¢,(s) —— Satz IIl der Einleitung — also ergibt sich aus
der Darstellung

¢(s) = 500(8)+$ (9, — 9,1 (),

dass 4, = 1+ Z & und B, =0+ Zbgﬂ.

Von den konstanten Gliedern zeigten wir: |a'™| < €,
g . & 1

und |b3| < e ; da nun ferner die Ungleichung e, < 5
1 4

besteht, ergibt sich sofort, dass

|4, > 1—;‘sn>§ wnd | By| < e, <

DD | =

d. h. 4, = B,.

Die Dirichletentwicklungen der Funktion ¢(s) in den
beiden Halbebenen sind also voneinander verschieden.

Damit haben wir bewiesen:

Satz. Es gibt ganze transzendente Funktionen, die sowohl
in (—oo, 0} wie auch in [0, -+ o0) fastperiodisch sind und in
den beiden Halbebenen voneinander verschiedene Dirichletent-

wicklungen haben.
9%



20 Nr. 14. RicHARD PETERSEN:

§ 2. Eine ganze Transzendente, die in zwei getrennten
Halbebenen fastperiodisch ist.

Wir gehen nun zu der eigentlichen Aufgabe tiber, nam-
lich zu der Konstruktion einer Funktion @(s) mit folgen-
den Eigenschaften:

1) @(s) sei eine ganze Transzendente.

2) @(s) sei faslperiodisch in (— oo, a} und in {,8, + o0),
WO — 00 < ¢ < B << -|-oo,

3) ®(s) sei auf keiner Geraden o = ¢, (& < g, < 8) fast-
periodisch.

Beim Aufbau von ®@(s) werden die in § 1 eingefithrten
Funktionen ¢(s), ¥, (s) und x (s) angewendet.

Wir werden zunichst die Glieder der Dirichletentwick-
lungen von ¢(s) — § 1, (11) — welche Exponenten haben,
die numerisch kleiner als 1 sind, abschitzen; mit anderen
Worten: wir wollen die Reihen

Wo () F ()4 (D4
106) 1) F e g ) - } W
untersuchen.
Es ist frither bewiesen worden, dass die Glieder dieser
Reihen fir jedes n > 1 die Ungleichungen

[y, <20 1e,, ¢=<0
| @) < 2 te, o> 2 } (2)

erfilllen. Jelzt wird es notwendig sein, die Zahlen &, einer
weiteren Bedingung zu unterwerfen, namlich der, dass

«0
22”—16n konvergent ist; diese ist mit der ersten Bedin-
1 - o

- .
gung an < 5 vereinbar.
1
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Dadurch ist es uns ermdglicht, mittels einer Majoranten-
betrachtung einzusehen, dass die durch die Reihen (1) de-
finierten Summen (s) und x(s) in (—oo, 0} bzw. in
{2, + o0) fastperiodisch sind.

Aus dem Satze V der Einleitung schliesst man nun,
dass diese beiden Funktionen ganze Transzendenten und
in (—oo, + 00| bzw. in [—oo, 4 o) fastperiodisch sind.

Da die Dirichletentwicklungen von ¥ (s) und x(s) durch
formale Addition der zu v, (s) und y, (s) gehdrigen Ent-
wicklungen entstehen, hat man

Y(s) oo Ag+ 2 Apedns

0< An<i

' (3)
1 {(s) =~ B, —i-ZBn eMns

—1<M,<0

Auf Grund der absoluten und gleichméssigen Konver-
genz der Relhen (1) und aus der Art und Weise, in wel-
cher wir die Ungleichungen (2) gefunden haben, sehen wir
sofort, dass die Reihen (3) absolut und gleichmiissig kon-
vergent in (— oo, 0} bzw. {2, +o00) sind.

Wird das konstante Glied nach der linken Seite trans-

portiert, erhilt man aus (3):

Wws)— 4, oo _S_ Apedns

0<dpy<1

4)
x(s)— B, NZBH eMus,

—1 < Mp<0

Wir wollen nun ein unbestimmtes Integral jeder der
Funktionen betrachten:
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w(s) = { (y(s)—A4,) ds

(5)
X(s) = { (x(s) — By) ds
Zu untersuchen ist, ob diese ganzen transzendenten
Funktionen #(s) und X(s) wiederum fastperiodisch sind.
Wir miissen deshalb zu den urspriinglichen Ausdriicken —
§ 1, (5) und (6) — zuriickkehren:

qn

’ ma 1
moafo L
w (s)—al = E e ( 2"*1)

(6)

ma 1 )

s
9= = § e

Durch Entfernung der konstanten Glieder von jedem

einzelnen Glied der Reihen (1), wodurch die Funktionen
Ww(s) und x(s) definiert wurden, erhalt man

W= do =2 (, () — o) ]
3 ™
1) =By =2 (1,(5) ="} , [

die in der Halbebene o << 0 bzw. in ¢ > 2 absolut und
gleichmissig konvergent sind.
Durch Integration erhalt man nun aus (6) das Folgende:

mn 1 )

( n ST T
S(wn(s)—agn) Jds = g o a e 2
_mxm 1
S( (s)~b(”) d — E b(n) 2n (SMF)
Tm m ’

®)
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welches in Verbindung mit den in § 1 gefundenen Un-

gleichungen
amm

laﬁg)’ < .9neziﬁi

3nm
2211+1

|6 < &6

schon durch eine lose Abschitzung ergibt:

%

P (s)—d(") ds| < 22n—2g = ¢< 0
lS( n 0) i—— n
o } (9

‘ S (Xn(s) — bgl)) ds ‘ <2 g

. Jetzt macht man iber ¢ die dritte Voraussetzung, dass
222“*2511 konvergent sei, welche Bedingung mit den zwei
fi‘ﬁheren vereinbar ist. Wenn wir diese Voraussetzung in
Verbindung mit (9) anwenden, kénnen wir — durch eine
Majorantenbetrachtung — sofort schliessen, dass die aus
(7) durch gliedweise Integration und Verwendung der durch
(8) festgelegten Integrale entstehenden Reihen

\ (v,bn (s)— ag")) ds

(10)
§ (40 ) — B) ds

"Ms "‘[\/Js

in der Halbebene ¢ < 0 bzw. in ¢ > 2 absolut und gleich-
méassig konvergent sind.

Daraus folgt, dass die durch die Reiken (10) definier-
ten Funktionen eben unbestimmte Integrale &(s) und X(s)
von ¥ (s)— A4, bzw. x(s)— B, sind, d. h.

w(s) = > { (¢ (D —a®)gs, <0

1

. (1)
X(s) = ;S(xn(s)—"bg”)>ds, ¢ =2
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Wir haben damit die frither erwibnten Funktionen

@(s) = § (p(s)—4,)ds
X(s) = S(x(s)~—B0> ds

festgelegt. Aus der Darstellung (11) l4sst sich sofort schlies-
sen, dass & (s) und X(s) in der Halbebene (— oo, O} bzw.
in der Halbebene {2, -+ oc) beschriankt bleiben; infolge des
Satzes I der Einleitung sind diese Funktionen also fast-
periodisch in [—oc, -+ 0] bzw. in [2, -+ oc].

Aus einem bekannten Satze ergibt sich nunmehr, dass
die Dirichletentwicklungen von #(s) und X(s) durch glied-
weise Integration von (4) entstehen:

T A
& (s) o /]—:e”'ls, o< 0
O<dpy<l (12)
‘Bl Mpns 2 <
.X(S) oo ‘Z\Jne 5 ag.
—1l<M,<0

Indem man sich daran erinnert, dass die Exponenten
dieser Entwicklungen positiv bzw. negaliv sind, erhall man
aus dem Satze V der Einleitung, dass &' (s) und X(s) in
(— o0, + 00| bzw. in [—oco, +0c0) fastperiodisch sind.

Damit ist das Folgende erreicht:

Wir haben die untenstehenden Entwicklungen der in
§ 1 aufgebauten Funktion ¢(s) gefunden:

p(s) o Ag+ D Ane®, <0
1

9 (s) ~ By+ > BueM®*, 0 < o
: 1
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Zufolge der Voraussetzung, dass ZQ"_lsn konvergent ist,
1
wird die zu 0 << An << 1 gehorige Teilreihe der ersten Ent-
wicklung eine in (—oo, + oo] fastperiodische Funktion
Ul
"7[)(3) o AO+ Anezlns

0<.dp<1

bestimmen, wihrend die zu —1 < M, << 0 gehorige Teil-
reihe der zweiten Entwicklung eine in [—oo, +0o0) fast-

periodische Funktion bestimmt:
-

x(8) o By+ _S_ By eMns,
—1<M,<0

Macht man nun iber die Zahlen ¢, die Voraussetzung,
dass sogar 222"‘26H konvergent ist, werden die Funk-
tionen 1,lf(s)iA0 und %(s) — B, die unbestimmten Integrale
&w(s) und X(s) haben, welche wiederum ganze transzen-
dente Funktionen und in (—oo, +o0] bzw. in [— oo, 4+ o)
fastperiodisch sind.

[Indem wir diese Voraussetzung fiber & festhalten, gehen

wir jetzt dazu tiber, die Funktion
p(s—a) toy(—s+8)—4,—By,

wo —00 < ¢ < 8 < -+oco, zu betrachten. Diese Funktion
ist eine ganze Transzendente, fastperiodisch in (—oo, oc},
[«, 8], {8, +0o0) und hat die Entwicklungen

Z’ Ane/fn(s_‘“) _I__ Z Bn_ e—l‘un(s—ﬁ) , o é o
By—Ag+ > B MaC—eL DR o Mal—=h -y << B

ZB 81\/111(3'—“)_}_ ZJA e’—/In(S—ﬂ) ’8 < o

n n ? A
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Da die in den Entwicklungen auftretenden Teilreihen,
welche den Exponenten zwischen 0 und 1 oder —1 und 0
entsprechen, ganze iranszendente Funktionen bestimmen,
die in (—o0, +-00] bzw. in [—co, 4-oc) fastperiodisch
sind, wird

1) die den Exponenten > 1 entsprechende Teilreihe
der ersten Entwicklung eine Funktion bestimmen, welche
in (— oo, a} fastperiodisch ist,

2) die den Exponenten > 1 oder =< —1 entsprechende
Teilreihe der zweiten Entwicklung eine Funktion bestim-
men, welche in [«, 8] fastperiodisch ist,

3) die den Exponenten <X —1 entsprechende Teilreihe
der dritten Entwicklung eine Funktion bestimmen, welche
in {,8, - 00) fastperiodisch ist.

Aus dem Satze IV der Einleitung kénnen wir in Ver-
bindung mit den fritheren Ergebnissen schliessen, dass

D(s) = S(g)(s—oc)—l—rp(—er,@)——Ayo—BO) ds

fastperiodisch in (— oo, oc} und {,8, ~+ o0), aber auf keiner
Geraden ¢ = g, & << g, < 8, fastperiodisch ist.

Damit ist hewiesen:

Hauptsatz. Es gibt ganze transzendente Funktionen, die
sowohl in der Halbebene (— oo, a} wie anch in der Halb-
ebene {/3, +0o<) faslperiodisch sind, ohne auf irgendeiner der
Geraden o = 6y, a << g, << B, fastperiodisch zu sein.

Wir betrachten jetzt die Funklion

p(s—B)+op(—st+a)—24,;

ihre Dirichletentwicklung im Streifen {a, /3} wird das kon-
stante: Glied Null haben, wihrend die konstanten Glieder
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der Entwicklungen in den Halbebenen o < & bzw. 8 <o

von Null verschieden sind. Das unbestimmte Integral
Hp =B+ (—sta)—24,)ds

wird dann eine ganze Transzendente sein, die fastperio-
disch im abgeschlossenen Streifen {oe, /8} aber auf keiner
Geraden ausserhalb dieses Streifens fastperiodisch ist.
Man erhilt somit den
Satz. Es gibt ganze transzendente Funktionen, die in
einem abgeschlossenen Streifen fastperiodisch sind, ohne auf
irgendeiner der Geraden ausserhalb dieses Streifens fast-

periodisch zu sein.

§ 3. Eine ganze Transzendente, die nur auf einer end-
lichen Anzahl von Linien fastperiodisch ist.

Durch Anwendung der in § 1 konstruierten Funktion
¢(s) bilden wir zunichst die ganze Transzendente

9(s)+ p(—s)—24,,

wo A, das konstante Glied der der Halbebene ¢ < 0 ent-
sprechenden Dirichletentwicklung von ¢(s) ist.

Diese Funktion ist fastperiodisch sowohl in den Halb-
ebenen (—o0, 0] und [0, - oc), wie auch auf der Geraden
o= 0. In den Halbebenen ¢ < 0 und ¢ > 0 werden die
konstanten Glieder der Dirichletentwicklungen von Null
verschieden sein, wihrend das konstante Glied der zu
der Geraden ¢ = 0 gehorigen Fourierentwicklung gleich
Null ist.
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fens fastperiodisch zu sein. Wir bauen nun die dem Strei-
fen I = {o‘l, o’n} entsprechende Funktion 2,(s) auf.

Uber die Funktion

n—1 )
D0, 0+2,6)

kénnen wir Folgendes aussagen:
n—1

"
1) Da 2 @, (s) und 2,(s) ganze transzendente Funk-
q
-

tionen sind, wird auch ihre Summe eine ganze Transzen-

dente sein.
n—1

2) Da § @, (s) in den beiden Halbebenen (—oc, oy
a

1

und {an, -+ o0) fastperiodisch ist, und da ferner 2,(s) aunf
keiner Geraden ¢ = g, < ¢y oder o= g, > o, fastperiodisch
ist, wird ihre Summe auf keiner der Geraden ¢ = ¢, < gy

und ¢ = g, > o, fastperiodisch sein.
n

—1
3) Da § @, (s) auf den Geraden o = oy, ..., 0 = 0,
q
1

fastperiodisch ist, und da ferner £,(s) im abgeschlossenen
Streifen {0‘1, an} fastperiodisch ist, wird ihre Summe auf
eben diesen Geraden, aber auf keinen anderen fastperio-
disch sein.

Damit haben wir bewiesen:

Satz. Es gibt ganze lranszendente Funktionen, welche auf
einer endlichen Anzahl von Geraden und nur auf diesen fast-
periodisch sind. '

Feerdig fra Trykkeriet den 2. Juni 1934,





