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Dans mon livre »Les problémes des isopérimétres el des
isépiphanes« (Paris, 1929) j'ai traité'le probléme d’ex’
trémum lié qui consiste & rechercher le minimum de la
fonction f(x,y) de deux variables réelles assujetties a la
condition de donner & une autre fonction f*(x, y) une va-
leur fixée, en introduisant la notion de I'inégalité extrémale
entre les deux fonctions. Pour indiquer une condltlon suf-
fisante de minimum il est nécessaire de considérer les termes

du second ordre du développement des fonctions en puis-

sances de (x—x,, y—y,) an voisinage du point (xy. y,)
ot a lieu le minimum. La condition prend dans ce cas une
forme assez simple qui permet en particulier d’indiquer:les
circonstances dans lesquelles on peut parvenir 4 une.ingé-
galité extrémale améliorée.

Dans. ce mémoire je vais reprendre la questlon sous la
forme plus génerale: minimer une fonction de n wari-
ables assujetties &4 donner & p autres fonctions des valeures
fixées. Il est clair que dans ce cas le terme du second ordre
sera bien plus compliqué. Cepend'ant, grice au langage
vectoriel il est possible d’atiribuer a la condition suffi-
sante de minimum une signification géoméirique simple
qui peut servir & comparer le probléme de Pextrémum lié
au probleme libre associé. Pour cela je commence par

donner au No. 1 les notions vectorielles nécessaires. — Pour
1*
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les extréma liés du calcul des variations, c. a d. pour les
problémes isopériméiriques on peut obtenir un résultat

analogue (No. 12).

1. Dans un espace & n dimensions nous considérerons
des vecteurs = = (x', x?, ..., ) aux composantes carté-
siennes contravariantes &', A l'aide d'une forme quadratique
donnée

(1) ‘P (x19 ‘,L.Z’ ey xn) = (91] xixj) (i’ i = 13 23 LS ] n)

on introduit les composantes covariantes (x;, 5, ..., x,) de
x en posant

(2) x; = (g, %) . (j=1,2,...,n

Ici (gi,-ocj) signifera la somme des n termes de celte
forme qu’'on obtient en donnant aux indixes superieures et
inférieures j toutes les valeurs 1, 2, ..., n. L’expression
(g;; z'x') a la signification analogue.

La forme ¢ peut étre définie ou non. Si elle est indé-
finie, U'équation ¢ (%, 22, ..., ) = 0 définira un codne, dont
le sommet peut étre choisi arbitrairement. L’espace sera
divisé par ce cone en deux parties, une partie positive et
une partie negative selon le signe de ¢.

A un vecteur x on attribue une mesure, dont le carré

sera délinie par la formule
(3) x? = (g; x 2.

De cette maniére la mesure de x peut bien étre ima-
ginaire, mais le carré en est toujours réel et dans ce qui
suit c’est ce carré du vecteur seulement qui interviendra.
Dans le cas ol ¢ est indéfinie il existe des vecteurs de

mesure nulle dont les composantes ne sont pas toutes égales
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A

a zéro. Ce sont les vecteurs paralléles a une directrice du
céne ¢ = 0.
Le produit scalaire de deux vecteurs x et y est dé-

finie par la formule
) ay = (gyx'y) = @'y) = (x;p).

Deux vecteurs x et y seront dits orthogonaux si leur
produit scalaire est nul: xy = 0, c. a d. si I'un des vec-
teurs est situé dans le plan polaire de l'autre par rapport
au coébne fondamental. Dans ce cas on aura en posant

z=x+y la relation de Pythagore
(5) 22 = 22+ g%

Multivecteurs. Soient (&, 8, ..., ) p vecteurs linéaire-
ment independants parlants d’'un méme point aux coor-
données & = (&4 &%, ..., £). Pris dans un ordre donné les
vecteurs constituent par définition un p-vecteur situé dans
un p-plan (plan 2 p dimensions), dont les points sont dé-

terminés par les vecteurs
(®) y==&t+aat+bf+---+kz,

ou y et § partent de l'origine des coordonnées. a, b, ..., k
sont des nombres réels quelconques.

Au p-vecteur orienté on attribue une mesure ./, dont
nous considérons seulement le carré défini par le détermi-
nant

o af ... ax

™ 4 ﬂ.aﬁz...,@x

]

xee x8 ... #°
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dont “la" valeur -est indépendant de Pordre des veeteurs.
Cette définition n’est que la généralisation de la mesure
d’un bivecteur (e, 8) dans l'espace ordinaire en posant
¢ (xh, 2% %) = (@)?+ («®)% + (=®)% Dans ce cas la mesure
4 de (e, 8) est égal a I'aire du parallélogramme déterminé
par « et A. Ainsi ciﬁe la mesure d'un trivecteur (e, 8,7)
est égal au volume du parallélopipéde détermine par «, 8 et ;.
- On aura #? = 0, si les p vecteurs «, 8, .. ».', % sont liné-
airement dépendants ou bien s'il existe un vecteur o =
ac+bB+ -+ +kx qui est perpendiculaire & ces vecteurs.
Dans le dernier cas on aura w® = 0.
En effet, si ./ = 0 il existent p nombres a, b, ..., k
non tous nuls tels que.

[
g

'aa2—|~boc,8+ R o 7%
aaB b+ -+ kBx = 0,

acx+ bRzt - +ka® = 0.

Ces équations montrent que le vecteur w = aa+bg -+
+++ +kzx est perpendiculaire a &, 8, ..., #, et on en deduit
que ®® = 0, en multipliant les équations réspectivement
par a, b, ..., k. Inversement, s’il existent p nombres a, b,
..+, & pour lesquels les p équations sont vraies, on aura
4* = 0. En particulier on peut avoir @ = 0, c¢. a d. que
bc, A, ... ,4x sont linéairement dépendants. Si la forme qua-
dratique ¢ est définie c’est le dernier cas seul qui peut
avoir leu. Si ¢ est indéfinie et w o= 0, le vecteur w sera
situé 4 une génératrice ‘du céne fondamental, et le p-plan
(e, 8, ..., x) sera situé dans le (n— 1)-plan tangent du céne
le long de cette génératrice; ce plan contient en effet tous

les vecteurs perpendiculaires & w.



Extréma liés. 7

Ajoutons aux vecteurs «, 8, ..., » un vecteur nouveau

(x—&) partant du sommet & du p-vecteur & un point .
Le carré de la mesure du (p—+ D-vecteur ((x——_E), e, B,

.., %) est
(x—§? a(@—8 Bx—8 ... x(x—8§
S (x—8e - o u,@ N 2
®) D= (x—848 af ! B cee Bz
(x— &)z a;c Bx - \”‘2
Abaissons du point x = (2%, % ..., x™) la »perpendi-

culaire« an plan du vecteur (e, 8, ..., ). Soit (y', 1%, ... g")
le pied de la perpendiculaire et cherchons une expression
pour la valeur de (x—p)®. Pour déterminer les paramétres

a, b, ..., k de (6) corréspondants au point y on n’a qu'ex-
primer que (x—y) est perpendiculaire aux p vecteurs, ce
qgue donne:

(=g a=0, x—pPB=0,..., (x—y «=0.

En posant x—y = (x—§)—(y—&) on a a Yaide de
(6) les équations:

(t—a = aa® +baft -+ kax,

: r—} =qau 2+ kB,
©) x—858=a /34:‘5,3 +e- kg

(x—8 2= aex +DbRx-+ -+ ki,
dont le déterminant est égal a 42, qui sera supposé diffe-

rent de zéro.
Ceci posé on 'a (5).
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(x—p? = (x— 5 —(@Y—¥54,
(x—y)?=@Y—E>—(aa+bB+ - kx)

La multiplication des équations (9) par a, b, ..., k yés-
pectivement et 1'addition suivante donne:

(@) = (e (ae (@ +DA @D+ -
+hkx(x—8)).

Iei a, b, ..., k seront remplacés par les valeurs tirées
des équations (9), et on vérifera sans difficulté qu'on a:

(10) (x—p* = 7.

Dans l'espace ordinaire ou ¢ (x', 2%, «®) = (x)? + (x?)?
+ (x®)* celte formule signifie simplement que la hauteur
d’un parallelopipéde est égale au volume de ce parallele-
pipéde divisé par l’aire de la base.

Ajoutons que la mesure du vecteur (y—§), projection

de (x—&) sur le p-plan (e, 8, ..., %), est déterminée par
n?
—_x2 - _1
(y—¥9 it

ou D? signifie le déterminant qui provient de D? en rem-
placant le premier élément (x—§)* par 0.

2. Soient
flx) = f(a!, 22 ..., &)
(1 ffx) = f* (ac'l, % ..,

Flx)=f (’I:l, 22 .., ah)
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p+1 fonctions réelles des variables réelles x!, 2% ..., «",
ot p << n. Nous nous poserons le probléme d’extrémum lié
suivant:

Trouver la valeur minima de la fonction f(x)

pour des valeurs de (!, 2?

e ) assujetties 2
donner aux fonctions f'(x),..., f(x) des valeurs
fixées.

Pour fixer les idées nous supposerous les p+1 fonc-
tions définies dans un domaine fermé D de I'espace des
x = (z', 2% ..., 2"), dans lequel les fonctions f'(x), ...,
f’ (x) sont continues. Quand le point x parcourt le do-
maine D, les systtmes de valeurs (m', m% ..., m") que
peuvent prendre les fonctions f'(x), ..., ff(x) formeront
un ensemble fermé M. Pour que le prohléme de minimum
posé ait un sens, le systeme des valeurs fixées de ces p
fonctions doit étre choisi dans I'ensemble M. Ceci posé,
I'ensemble des valeurs de x pour lesquelles f'(x) = m?,
coo, fP(x) = mP sera aussi fermé. Et si la fonction f(x)
est semi-continue inférieurement dans D, f(x) atteindra une

valeur minima absolue sur cet ensemble. Cette valeur mi-

nima est donc une fonction bien définie de (mt, ..., m"),
soit @ (m', ..., m"), de sorte que I'inégalité
©)) f@—o{fi@, ... @}=0

a lieu dans tout le domaine D.

Si f(x) est supérieurement continue on aura une iné-
galité analogue exprimant les maxima liés de [f(x). Les
inégalités de cette nature seront dites inégalités exirémales
entre f(x) et f* (x), ..., f* (x).

On peut démontrer que si f(x) est semi-continue infé-

rieurement dans D, @ (m?*, ..., mp) sera semi-continue in-
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ferieurement dans M, tandis que la continuité de f(x) n’en-
trainera pas nécessairement la continuité de @.!
Le probléme des extréma liés peut donc étre ainsi posé:
Etant données les p+1 fonctions (1), détermi-

ner une fonction (D{fl, ces fp} telle que la fonc-
tion ‘ :
®) 2@) = f@—o{[ @, ... @]

ait pour minimum zéro pour tout systéme de va-
]euls que peut prendre les fonctions f1(x), ..., f* (x).

AJoutons quil ne suffit pas d’exiger de la fonctlon o
que la différence f— @ ait pour minimum zéro dans le do-
mainé D. 1l faut exiger de plus que l'ensemble de points
de D ou f— @ = 0 soit le plus grand possible. L’inégalité
extrémale entre les fonctions x+y et ]/xJ (x>0, y=>0)
par exemple n’est pas: x4 y— /ey = 0, bien que le mini-
mum du premier membre soit égal 4 zéro pour x = 0,

= 0. L’inégalité extrémale est: x+y—2)xy >0, ou le
signe d’egalité est valable pour x© = y.

3. Jusqu'ici nous avons parlé du minimum absolu.
Dans ce que suit nous allons trouver des minima relatifs,
c’est 2 dire que nous exigerons seulement qiie l'inégalité
extrémale (2) soit valable dans un certain voisinage des
points x des minimas, et il ne sera question que de points
x intérieurs au domaine en question.

Supposons pour cela que les dérivées partielles des trois

premiers ordres de f(x), f (x), ..., ff (x) existent et posons
TR hw. I =@, e
ox 0

! La condition de la continuité de & 4 été indiqué par M. G. Scorza-
Dracont (Rénd. dei Lincei 1929, p. 579-83 et plus particuliérement 1930,
p. 865-72). .
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Quant & la fonction inconnue ®{f*, ..., fp} nous sup-
poserons pour commencer I'existence de ses derivées par-

tielles des lrois premiers ordres:

00 _
8](_.1

o, ..., "), aiz"?f" = o, {1, .Ll, ff} ete.

Pour les valeurs extrémes de
(3) @) = f@—0{[*@),.... " @)}

seront alors satisfaites les n conditions nécessaires

@

Ces équations sont une conséquence de la forme que
nous avons donné au probléme. En effet, on peut donner
aux coordonnées du minimum cherché des accroissements
quelconques, en faisant varier éventuellement les valeurs
de f'(x), ..., fp (x). Si, au contraire, le probléme est posé
sous la forme cité au début du no. 2, ¢, & d. que les va-
leurs f1(x) = m', ..., ff (x) = m" sont fixées davance, les
accroissements i1 de x seront assujettis aux. conditions
fH(x+ h) = m' etc.,, ce qui aménera certaines -difficultés.

Dans les équations (4) entrent oulre les n coordonnées
inconnues (x%, ..., 2™) les p fonctions inconnues @, ...,
®@,. Mais comme les équations doivent &tre salisfaites sur
I'ensemble des x le plus grand on peut chercher & donner
aux coefficients @, ..., @, des valeurs quelconques. En
posant '



12 Nr. 3. T. BONNESEN:

Oy =hy, ..., O, =1,

il s’agit de résoudre les équations

fr@ =0 fl@ 444, (@) =0
(B)

-pour des valeurs réelles des a.

On voit que les coeflicients 1 sont précisément les mul-
tiplicateurs introduits par LAGRANGE pour résoudre le pro-
bléme d’extrémum lié, et que les conditions (5) sont celles
qui interviennent dans le 'prohléme d’extrémum libre, qui

Y

consiste & minimer la fonction

(6) 9@ = f@— L @+ +1, @)

pour des valeurs données de A4, ..., Zp.

Nous avons donc affaire & deux problémes associés: le
probléme lié et le probléme libre, dont les conditions de
minimum du premier ordre sont les mémes. Mais nous
verons qu’il n’est plus du méme pour les conditions du

second ordre.

4. Si l'on considére 1y, ..., 4, comme des coordonnées
variables les équations (b) représenteront dans 1'espace
(G VR SR 4,) de n-p dimensions des hyper-
surfaces qui auront en général des multiplicités de dimen-
sion p en commun. Sur une telle multiplicité les n+p
coordonnées peuvent étre exprimées en fonctions de p para-
metres appropriées. Nous nous occuperons dans ce mé-
moire du cas ou (%, ..., "), peuvent étre exprimés en
fonctions de (4, ....2)). Mais il faut remarquer que ceci
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n’est pas toujours possible. Si p. ex. les fonctions f, f,

., ¥ sont des polynomes homogenes du méme dégré, les
equations (5) seront satisfaites par at = a?—=---— 2" =0
quelles que soient les valeurs des A.

Citons ici le probléme important qui consiste & mini-

mer une forme quadratique

f(x) = (aij x ncj) (ai]. = a]-i)

by

pour des valeurs (x!, ..., x") assujettis 2 la condition de
donner 4 la forme quadratique ‘

1 (@) = = (@)?
une valeur donnée.

Puisque les details de la solution de ce probléme sont
bien connus nous pouvons nous borner & ces quelques re-
‘marques: Il suit du raisonnement du no. 2 que f(x) atteint
une valeur minima pour toute valeur (positive ou nulle)
de f'(x). Pour trouver l'inégalité extrémale il faut résoudre

les équations
) (g ) —da' =0, (=12....,n)
qui représentent dans I'espace (a%, ..., x", ) n surfaces du

second ordre qui ont n-1 droites en commun, dont la

premieére est simplement:

Les aulres n droites sont délerminées 4 'aide de 'équa-

tion séculaire:

an i l 611.2 (11 n
(yy  Ugg— A ay, .
- 5
a a a._—2
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qui a n racines réelles A = I, ..., I . Pour chacune de ces
racines, A =1, p. ex., on aura une droite d’intersection,

dont'les équations peuvent étre écrites:
ot =k 2=k, ., =K A =1,

o kL, ,.., K sont des constantes, f un parameétre variable.
Le long de cette droite on a

f@)—1 f'@) = 0.

En effet, cette équation resulte de la multiplication de
(7) par o et de I'addition suivante des n équations. 8i I,
est la plus petites des racines,. I'inégalité extrémale cher-
chée est o

f@—Lf" (@) = 0.

5. Dans ce qui suit on supposera que les équations (5)
peuvent .étre satisfaites par n fonctions de 1., coes dyt

|
xn: lgn(ll, e },p)
dont les derivées partielles existent pour toutes les valeurs

d’un certain intervalle: [, <4 < L;.

Introduisons p vecteurs (e, 8, ..., ) partants du point &:

o= (&', ...

n)_<5§“ o E)
" 8hy 6ay T 2y

gt 98 as">

=\gi @
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Si ces vecteurs sont linéairement indépendantes (nous
illdiclllel‘bns plus tard une condition suffisante pour que
cela ait lieu (no. 8)) ils constituerons un p-vecteur de 1'espace
(x', ..., 2™ par lequel un p-plan est déterminé: le plan
tangenl de la multiplicité (8). Cette multiplicité qui a alors
p dimensions sera dile la multiplicité stationaire 5.

Introduisons les valeurs (8). dans les fonctions f(x),
frx), ..., ff(x) et posons

FO) = M. O,
A=, . 8w
POy =80, .. 8o,

Pour les valeurs considérées de 4 = (i, -. ., l'p) les va-
leurs de f', ..., f’ formeront un continu dans lequel nous
supposerons qu’il est possible d’exprimer inversement 4y,

., &, en fonctions de %, ..., f*. Alors f(i) peut étre ex-
primée en fonction de f*, ..., f™:

AR, .., W)=

(10) A
O{fE D, L DY, L RO, L W)

En somme nous avons obtenu une fonction (Z){fl, ces fp}
telle que la différence f— o A } s’annule identifique-
menl sur Z.

De plus on a sur =, comme nous l'avions supposé
d’avance:

Jm

O = g7 =

Ay, elc.

-
'51

En effet, si I'on multiplie les équations (5) par -

i3 l.°
o0& 0%

., —n‘) respectivement on aura par addition des équations
04,
i

nouvelles:
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OB NGIRO) 6;‘"’(1)1'_
(Wbi _lll {)li _{_...—{—Zp—_ali J—~0.

La comparaison de ces p équations aux équations (10)

montre que @y = Ay, ..., @, = 1.

6. Introduisons de nouveau la fonction
®) 9@ =f@— @42, @),

ou les coefficients sont des constantes. Les dérivées par-
tielles du premier ordre g, (x) s’annulent sur £ 2 cause
des équations (5). A l'aide des dérivées du second ordre
g;; () nous introduirons pour tout point & de 5 une forme

quadratique

¢ (x) = 9’1'1'(15) xixj,

qui peut définir une métrique vectorielle.
La differentiation de I'identitée

(5) FO—SE@+ 1 ©®) =0

par rapporl 4 4, donne

gt 08 o
(1) gil(§)8TLTgi2(§)a—}‘:+ '+gin(§)ml*ﬁ(§),

ou bien selon (9)
(11bis) g, (D '+ g, (D e+ - +g,, (O " = f1(5)

c’est & dire que f} (&) est le composant covariant e, de «.

i

c . 0 .
Par la mulliplication de (11) avec (97{:. et la sommation sur
1

[ on a
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s _ 0f1(®)
(12) | o = 8i,
. - gE
En multipliant (11) par ﬁ on trouve
_ ot (®
(13) af = Ey

Ces expressions des produits scalaires des vecteurs
(e, B, ..., ) deux & deux nous seront utiles pour le calcul
des dérivées partielles @,.

7. De l'identité

o G, PR =y

on déduit par differentiation par rapport & 4,, ..., 4, res-
pectivement:
aft af* _ 0
‘Dﬂag +‘Dmaﬁ +"'+q’1pa£ - b
aft 3 ] |
(D11n[+(D198£ + +q)1p8£ =Oa ]
gft o2 3 P
Pugh +'Dmai + +‘D1pa£ =0

ou bien en tenant compte de (12), (13) et des expressions
analogues:

Dy e+ Opaf+ - + @ ax =1
G OneEOeR 0

D\ ax+ QO Be+ -~ + @ x = 0.

- Vidensk. Selsk Math,-fys Medd.XI, 3. 2
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Le déterminant de ces équations est égal au carré de

de la mesure 4 du p-vecteur (a, 8, ..., x). Supposé que
4% 30, les dérivées @y, Dy, ..., @, sont déterminées
par ces équations, el les autres derivées @y, @y, ..., Dy,

etc. peuvent étre calculées par des procédés analogues. En
particulier il faut supposer que . les vecteurs «, 8, ..., #

soient linéairement indépendantes (voir la fin du no. 1).

~ 8. Intercalons ici ume remarque sur l'indépendance
linéaire des vecteurs (e, 8, ..., ). Supposons qu’il existe

une relation de la forme

ace+bBf+---+ke=20,
ou bien . _ )
ae +bgF - Fkd=0. (i=1,2,...,n).

Multiplions les équations (11 bis)

9i1 (§) 0‘1+gi2(§) .. +9in (5) o' = fil (E)
G (O B+ g (BB + g, (B =12

par a, b, ..., k respectivement. L’addition suivante donnera

alors

0=aff@+bffE+---+kff®. (=12,...,0).

Pour que ces n équations soient vraies quand les co-
efficients a, b, ... k ne sont pas tous égaux a zéro il faut

que tous les déterminants d’ordre p de la matrice

rrf

B
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soient égaux a zéro. Or, les vecteurs «, 8, ..., » seront
lineairement indépendantes si I'un de ces déterminants n’est
pas égal a zéro, c’est a dire que les fonctions f%, % ..., f©
ne sont liés par aucune relation indépendante des x. Et
dans ces circonstances on verra de la méme manidre que
le déterminant ||g,; (§)|| est différent de zéro.

Dot il suit P'existence supposé des dérivées partlelles

al,...,a,ﬂl ,,B"etc

9. Nous pouvons maintenant trouver une condition
suffisante pour que la fonction

(@) = f@—0{f @@),..., @)

soit minimum sur la multiplicité 5. Dévéloppons pour cela
z (x) suivant les puissances de x— & au voisinage du point
§(4). Puisque z(x) et ses derivées partielles z; (x) s’aunu-
lent pour & = £(4), nous n’avons qu'a considérer les ter-
mes du second ordre. On a

fi— 2 O fy— 2 O [ i m,n=1,2,...,p)
ou en posant @, = 4,
Zi]' = gu_Z (Dmn/zmi;n

En multipliant avec (a:i——‘gi) (ocjﬁ‘gj) el sommant sur

Lj=1,...,n on irouve
z(x) = f(x)-co{fl(x), e P (@)
— 5 S0, —8) @ —¥)
— 52> Cuu 2= S DO,

9%
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ce qui peut s’écrire

z(x)=—<x—s)2 unu( (x—8))
(15)
+20, (e (@x—8) B@—)+---F+(),

ot () indique les termes du troisiéme ordre. Si I'on in-
troduit ici les valeurs de @,,, ®,,, etc. tirées de (14) et

des équations analogues on aura
® f@—0lf@. ... @ =% 0.

ol 4% et D® sont les déterminants (7) et (8) du no. 1. Pour
le voir il suffit de considérer le développement de D?® par
rapport & sa premiére colonne et de conférer les mineurs
avec les équations (14). ;

Le résultat est donc que le terme du second ordre du
dévéloppemént de z(x) est égal a la moitié du carré du
vecteur que represente la distance du point x au p-plan
tangent au point £ de la multiplicité 5.

Il est intéressant de comparer le dévéloppement (16) de
la fonction z(x) a celui dont on ferait usage pour le pro-
bleme libre associé savoir de minimer la fonction

9@ = f@—{ 1, @+ AP @)

pour des valeurs donneeq des 4. Soit de nouveau x = §(l) _
la solution des équations (5). Alors on a

1
2

a7 g@)—gk) =

ou bien

18 g@—g® =3 @—9+().

3, —H @ H+O)
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Le terme du second ordre est égal au premier membre
du développement (15).

10. Quant 2 la formule (16) il faut remarquer que le

1 ,
terme de second ordre EDZ:J2 s’annule non seulement

pour x = &, o la fonction f— @ s’annule elle-méme, mais
dans le cas aussi ol le point x est situé sur le plan tan-

I

gent de = au point §. On pourrait craindre qu’il ne soit
alors impossible de juger du signe de f—®@ 2 l'aide du
terme de second ordre. Mais il n’en est pas ainsi. '

En effet, au voisinage du point ¥ il existe certainement
sur £ des points § tels que le plan tangent & & ne passe
pas par le point x en question. En dévéloppant z(x) en
des puissances de ax— & on obteindra alors un terme du
second ordre qui n’e sera pas égal a zéro.

L’étude de la condition de minimum sera divisé en
deux cas selon que la forme quadratique ¢ (x) = (g x 2’

est définie ou non.

N

1°. Rappelons nous que les coefficients g;; sont fonc-
tions du point & sur = et supposons que ¢ (x) soit posi-
tivement définie en tout point de 5. La formule (17) montre
alors qu’il existe un voisinage de &, dans lequel g (x)—
g (¥) = 0 de maniére qu’il existe un minimum pour le pro-
bléme libre pour toutes les valeurs de (4, .... 1)) en
question. On peut aussi dire que le carré du vecteur (x— &)
est positif au voisinage du point § quelque soit la direc-
tion du vecteur (18), ce qui permet de constater que le
minimum existe aussi pour le probléme lié. En' effet, le- '
terme du second ordre de (16) est égal a la moitie du

carré du vecteur qui mesure la distance »perpendiculaire«
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du point x au plan tangent de £ au point &, quantité po-
sitive ou nulle comme tout carré de vecteur. En d’autres
termes, il existe un voisinage de la multiplicité stationaire

& dans lequel on a

F@—0{f @, ... @) =0,

le signe égal étant valable aux points de =\

Le résultat est donc que si le probleme de minimum
libre a une sdlution, il en sera de méme pour'le probléme
lié. Ce qui était d’ailleurs évident d’avance. En effet, dire
que le probléme libre a une solution au point & pour des

”

valeurs données de 4, ..., Ay, c’est dire que I'inégalité

F@—{hf @+ +i, " @}
if@) —{a fr® +"'+lpfp(.}:)}

est vrali au voisinage de §. En particulier elle est aussi
vraie pour des valeurs de x telles que fi(x) = f1(¥), ...,
[P (x) = fF (%), si elles existent. Et alors on a f(x) > f(&),

et cette inégalilé résout le probléeme lié.

2°. Si la forme ¢ (x) = (g, x'2') est indéfinie en tout
point de =, le probléme libre n’a pas de solution, mais
néanmoins il peut bien exister un minimum pour le pro-
bléme lié. Considérons en effet les vecteurs qui satisfont a
Péquation ¢ (x — £) = 0; ils definissent un céne & n— 1 dimen-
sions, de sommet §. L’espace est divisé par ce cdne en deux
parties, une partie positive ou ¢ (x— &) > 0 et une partie
negative ou ¢ (x—§) < 0. Les »normales« de 5 au point
- & remplissent un (n-—p)-plan »perpendiculaire« au p-plan
tangent. Le terme du second degré du dévéloppement

(16) sera positif, si ce plan normal est situé au coté positif
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[nd

du coéne. Et si ceci-a lien a tout point de 5, on peut in-

diquer un voisinage de E ou
f@— 0 @), ..., @)= 0.

On peut p. ex. se figurer qu’il existe sur 5 un domaine
ol ¢ (x) est definie de maniére que le probléme libre et
le probléme lié aient de solution tous les deux. Sur la
frontiére de ce domaine, ¢ peut étre semidefinie, et au dela
de la frontiére elle peut étre indéfinie; mais le probléme
lié peut encore avoir de solution dans un domaine nou-
veau. Ce domaine peut étre limitée par une frontiére, sur
laquelle #/% = 0, ce qui aura lieu quand le p-plan tangent
de 5 et tangent au cone. Sur cette frontiére le probleme
lié n’a pas de solation.

11. Considérons en particulier le cas p = 1. Dans ce
cas la multiplicité = se réduit & une courbe, le p-plan
tangente est la tangente de la courbe, le plan normal a
n—1 dimensions. Supposons que le probléeme libre n’a
pas de solution, c¢. & d. que ¢ (x) est indéfinie. Pour que
le minimum existe'il faut alors que le plan normal soit
situé du cdte positif du cdne ¢ (x—§) = 0, et la tangente
sera alors située du coté negatif. Soit y = (y', ..., y") le
pied de la »perpendiculaire« abaissé du point x & la lan-
gente. Ceci posé le dévéloppement (16) peut étre écrite sous
la forme

[@—o{f @ = He— G-+,

ot (y—&)* < 0. Quand le point x est choisi au voisinage

de la courbe

0

indiqué ci-dessus il est possible de choisir
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le point & sur 5 de maniére que (x—&)? >0, c. 4. d. que
x sera situé du coté positif du céne au sommet ¥, est alors

on a l'inégalité

- . 1 .
f@— 0 @)=~ @—9 20,
ou bien , ‘
o 1le@—9)
[@—0{f (@)= —5 5"
i [44
dite inégalité extrémale améliorée, le second membre de
I'inégalité ordinaire, zéro, étant remplacé par une quantité
positive.
Dans les cas oli p>1 aussi on peut obtenir des iné-
galités améliorées, mais nous n’entrerons pas dans les dé-

tails de cette question.

12. Les extréma liés du calcnl des varialions c. & d.
les problémes isopérimétriques peuvent étre traités
d'une maniére analogue. Soient deux points donnés 1 et 2
de coordonnées (xy, y;) et (x,, y,) respectivement et les
p—+ 1 integrales

2

F=\r@ ) d
e S

[y

M :
1Fl(x, ¥, y')dx. i=1,2,...,p).

Nous nous proposons de délerminer une courbe y =gy (x)
joignant les points 1 et 2, minimant I'intégrale f et assu-
jettie a donner aux intégrales fi des valeurs fixées. Ou bien
nous nous proposons de déterminer une fonctionnelle
@, f3 ..., ) telle que la fonctionelle

2= =0 ..., )
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ait pour minimum zéro pour tout systéme ‘de valeurs que
peuvent prendre les intégrales f, f% ..., f".

Nous supposerons dans ce que suit que les courbes
minimantes cherchées se trouvent & Pintérienr du champ
des (x, y) en question de maniére qu'on peut faire subir
aux fonctions y = y(x) des variations bilatérales. Soient
y = y(x) la courbe minimante et y = y(x)+ ey (x) une
courbe voisine, ott 7 (x) est une fonction arbitraire telle
que 7(x)) =0, 7(xy) = 0, et ¢ un paramétre variable.
L’existence des derivées partielles

5 2
OQ: D, aicLL‘ =0,
of af of !

étant supposée, la variation premiére dz de z est donnée par

d - 2 . 2 . -
f == Sl(I'yqy =+ Fy 7') de— @, Sl(F;iy + F;, %) dx,
et la variation seconde ¢®z par

24"z 2 ) . -
2 - 1(Fyy,'] +2Fyy’ n +Fy’y’/’7 )dx

&
2o 2 gl ’ i 2
— O, l(I*yyr)] +2F, 4+ F, .1 Y dx
2 i 2 o
._(Dz.]. 1(Fy7]+Fy,fr/)d7c 1(Fy7]—i— y,ﬁ)dx.
La condition de minimum de premier ordre: dz = 0,
conduit, comme il est bien connu, & 'équation différen-

tielle d’Euler-Lagrange:

' iod
F,——EF,—CDI.<Fy—£Fy,> — o0,
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oli nous essayerons de donner aux fonctionnelles inconnues
@, des valeurs. arbitraires, 1,:

: d i od o
(2) F-”_E:Fy’_li<Fy_d_9cﬁ?’ = 0.

Cette équation presente aussi la condition de minimum
pour le probléme libre qui consiste 4 déterminer le mini-

mum de la fonctionnelle
g="71—%4 fl

pour des valeurs données des ;.
Soit
=g B, ..., 1)

I'intégrale générale de 'équalion differentielle (1) dependant
de deux paraméires « et 8, et supposons qu’il est possible
pour toutes les valeurs de (4,,...,4,) d'un certain inter-
valle de déterminer « et 8 de maniére que la courbe in-

tégrale passe par les points 1 et 2. Soit
y=5@ Ay, )
I’équation de.cette courbe intégrale de sorte qu'on a
y, = '§(:c1_, Lisoows dy)s Up = E(ay, Ay, s ).

pour tout (4, ..., Xp).
Remarquons qu’on a

8‘5(.'1:1, }-1, “eay lp)
04,

BE (g, hgs - -+ s Ap)
By

:0’ :.O,

c’est & dire que
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q(@) = 5 (@ Ay, ..o )

est une variation admissible, d’ou suivent les identitées
2 .’ 2 i i r.
3) SI(F_V LE+F, §k)—liS1(Fy §+F, §)=0 (k=1,2,...,p)

pour y = §, n = &

Quand on introduit y = §(x, 44, ..,, lp) dans les fonc-
tionelles £, f', ..., f¥, elles deviendront des fonctions de
(21, ..., A,) et nous supposerons qu’il est possible de ré-
soudre les p équations fi= f (4, ..., 7,) par rapport aux
.. En substituant les valeurs trouvées dans f on aura une
équation de la forme

f~o(" ..., ) =0,

valable pour les valeurs que peuvent prendre f, [, ..., [
pour y = E(x, Ay, ..., lp).
Les équations (3) qui peuvent étre écrites sous la forme

o, af o
51, lialk“O k=1,2,...,p)

montrent qu’on a

=01 D),

comme nous l'avions supposé d’avance. De ces identités
on peut tirer les dérivées partielles @,;. Les differentiations
successives par rapport & Ay, 4y, ..., 4, de

}’1: q)i(fls"-’fp)

par exemple, donnent les équations
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art 3/’2 arf
P Pugy T Pugy T Pagg
_ g B, P i
@) 0= Pugy, TPyt T Pugy
_ ﬁf 8f2 (9fp
Oﬁ a)ual +(D12 2’ + .'+®1p5—/1p’
qui permettent de trouver les valeurs de Dy, Ogps ..., O,

pourvu que le déterminant de ces équations ne soit pas
égal & zéro. ’

Posons maintenant

Gz, y.y) = F(x, gy, y)— 2 F (z, g, y)

_— — K 4i —
P = Gy,v - ﬁy}'—z’ipyy’ Q=0

vyt ?

== Gy/y/’
ou P,Q, R pour y = &(x, Ay, ..., lp) sont des fonctions
de x et de (4, ..., 4,). Pour I'étude de la variation seconde

nous aurons affaire de l'integrale
02
By Sl(Pﬁz +2Q9" + Ry dx,

ol g signifie une fonction de x, 5 (x), telle que 75 (x,) = 0
7(x,) = 0. On peut appeler 7 (x) une fonction vecteur, et
regarder l'intégrale (5) comme la mesure de ce vecteur, ou
bien comme le carré du vecteur. Nous introduirons pour
cela le symbole (7)%:

® @* =\ P42 0n + Ry do.

De plus on peut définir le produit (9{) des deux fonc-
tions 4 et ¢ ({(x) = 0, {(xy) = 0) par la formule
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2
M G0 =\ (P0G )+ Ry T da,

7 et [ seront dites brthogonales quand (9{) = 0.
Ceci posé, la différentiation de I'identité (dz = 0)

°2 ‘ . )
" ol ’ ol 7 .
51((Pya;+fy,q;)—li(waFy,q)) de =0
par rapport 4 1; donnera la formule
A i
&) = SI(Fy 7+ F,q) dx,

oL § = 5%—-%‘(;'0, Ay -+ .5 Ap). Dans cette formule on peut

en particulier poser g = §j, d'olt
(s §)—§(Fis+F"é')d _of _of
Sip 5p) = YUy 5Ty s) 0T g = G

14

e
A

Les équations (5) peuvent maintenant étre écrites sous
la forme

1= (§)? @+ (EE) Op+ - +(&E) D,
(8) 0= (51 &) 0+ (;cz)z D+ - +(§z §p) @1p

Nous supposerons gue le déterminant

D (EE) - (GiE)

(5,8 (&8 . .. (&)?
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de ces équations est différent de zéro. #* peut étre appelé
le carré du p-vecteur (&, &, ..., .‘;‘b). En ajoutant le vee-

teur arbitraire g, on aura un (p -+ 1)-vecteur dont le carré est

@) (&) @& .. (5

D® = (ﬂ§1) (51)2 (51;52) s (§1.§p)

%) (E5) (6E). .. (5

Maintenant la variation seconde 2z du probléme iso-

périméirique peul é&tre écrite sous la forme
2 2 , '
20z= Sl(Pﬁg-F 2Quy’ + Ry'"®) dx — (&) (&) @

la sommation étendue a i, j = 1, 2, ..., p. Et on peut alors
constater & 'aide des équations (8) et des équations ana-
logues que :
0z 112

ERREE

Pour faire I'analogie avec la recherche antérieure com-
plete T'on peut considérer I'ensemble des vecteurs e, & -+
@yt - o +a,,, ot vy, @y, ..., «, sont des nombres ar-
bitraires, comme le plan du p-vecteur (%, ..., Ep). Alors
on peut determiner un vecteur §¥ = y— (e, &5+ - + ocpifp)
qui est orthogonal a &, &, ..., .'{Ep, pourvu que le déter-
minant /2 soit different de zéro. Et on peut constater, comme
nous ‘I'avons fait auparavant que

D2
=75
Tandis que la condition de minimum dans le probléme

libre est que le ‘carré du- vecteur de variation
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2
()? = S]L(Pv2 +2Quy + Ry'®) dx

soit positif pour toute variation 5 admissible, il suffit pour
le probléme isopérimétrique que (7)* soil positif pour des
variations qui sont orthogonaies au plan du p-vecteur
(&, &%, ..., §p). Quand cette condition est satisfaite le pro-
bleme est resolu par l'inégalité isopérimétrique

f—Oh L ) 2 0.

Dans le chapitre III de mon livre cité j’ai montré com-
ment on peut dans certains cas parvenir & une inégalité
améliorée.

Forelagt paa Mpdet d. 14. November 1930.
Feerdig fra Trykkeriet d. 11. Juli 1931.








