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On a cru jusqu'ici que les fonctions sphériques de pre-
miére espéce P"(x), n étant égal A zero ou a un
positif entier, sont introduites dans l'analyse par EULER,
puis par LEGENDRE qui ne connaissait pas les développe-
ments de son prédécesseur.

EuLER part de I’équation différentielle
€Y A—2)y'—2xy+nn+1)yg =0,
et il démontre qu’elle est satisfaite par le polynome entier

g = Dn T(:Lg . 1)11] ,

L

fait qui a plus tard conduit & la formule importante

c (2!1-1) Dt L(xg_ l)nJ .

n b -
2 =
(2) P (x) 4.6 --- 9n x

1-3:
2

LecENprE a pris pour point de départ la série de

puissances
1 S
(3) (1—2ax-+a?) 2= 5 P () ",
n=40

convergente pourva que

|| < |a+VeP—1
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et il a démontré la formule intégrale

-
0] S P"(x) PM(x)de = 0, mZn;
—1

c’est-a-dire que les P"(x) forment, dans D'intervalle de —1
i +1, un systéme de fonctions orthogonales.

On voit, en intégrant par parties, que la formule (4)
est une conséquence immédiate de la formule (2), c’est-a-
dire du quotient différentiel d’EvrLER.

Or, notre opinion sur l'introduction des fonctions sphé-
riques dans l'analyse est fausse, parce que le chevalier de
LouviLLg, déja en 1722, a trouvé les fonctions P"(x), en
indiquant un développement qui n’est au fond auire chose
que la formule de LEGENDRE, fait qui m’oblige & donner
une correction historique A mon livre sur les fonctions
sphériques .

LouviLLE a été conduit & sa formule remarquable par
un paradoxe apparent de la mécanique.

GALILEE avait démontré que des chutes par les cordes
quelconques du méme cercle vertical sont toutes isocrones;
HuveeNs donnait plus tard sa démonstration intéressante
de I'isocronisme des chutes par les différents arcs de la
méme cycloide verticale et renversée.

SaurinN? a défini clairement le paradoxe apparent susdit,
comme il suit:

»A cette démonstration [de Huvcens| étendue jusqu’au
cas de la chute par le dernier arc infiniment petit de la
cycloide, on oppose (et c’est la difficulté) la démonstration

! Théorie des fonctions métasphériques. Paris 1911.
* Mémoires de 1’Academie des sciences 1722, 70.
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de GALILEE, étendue jusqu’au cas de la chute par la corde
infiniment petite du cercle«.

Il s’agit donc des ares infiniment petits issus du point
le plus bas de la cycloide verticale et reuversée.

ParReENT', qui a observé le premier le paradoxe appa-
rent susdit, prétendait que les démonstrations de GALILEE
et de HuvyeEeNns poussées ainsi jusqu’au cas des infiniment
‘petits, se combattent I'une lautre. Il se déclarait contre
la démonstration de HuyGeNns et décidait hardiment qu’elle
n’était point applicable dans ce cas. De plus, il ecroyait
appuver solidement sa décision par l'examen de sa dé-
monstration méme.

SauriN® démontrait, I'année suivante, qu'une erreur
s’était glissée dans les développements de PARENT.

Le méme jour que paraissait cet article de Savrin, il
recut une lettre de PARENT qui faisait remarquer, qu'ayant
été averti par 'HOprTAL depunis quelques temps que SAURIN
s'occupait de cette question, il s’était apercu lui-méme de
son erreur.

Le premier article de son livre®, paru en 1703, était
consacré a cette question et contenait sa rétraction, mais
un exirait que le Journal des savants donnait de cetl
article offensait PARENT, et Saurin devint dés lors I'objet
de son ressentiment, ce qui se manifestail clairement dans
la seconde édition du livre de ParenT®

En avril 1720, LouviLLe proposait & I'Académie des
sciences, le paradoxe susdil, sans savoir évidemment que
ParenT I'avait déja observé, il y avait une vingtaine d’années.

! Journal des savants du 23 mai 1701.

Mémoires de Trévoux pour l'année 1702.
Recherches de mathématiques et de physique. I—11, Paris 1703—1705.
* II, 806; cette édition, de 1718, est en trois volumes. :
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LouviLLE ne décidait point, ce n’était qu’une difficulté
qu’il proposait, et sa modestie lui faisait dire qu’il s’en
rapportait 4 des géométres plus habiles que Iul.

SavriN' démontrait de nouveau que le paradoxe n’était
qu'apparent; c'est-a-dire que les théorémes de GALILEE et
de HuvcENs s’accordent bien.

LouviLLE? obtenait le méme résultat, et c’est dans ce
mémoire qu’il donne sa série remarquable, en étudiant la

fonction

(S

(5) | F(x,p,q) = (0 2qx—a?) 2,

dont il indique le développement d’aprés les puissances
ascendantes de x, 4 savoir?

formule que nous écrivons sous la forme

: n=cw
il
(6) F(x,p,q) = E fa(p. 2"
n=20
Posons ensuite
x =1ipy, q= p—la

! Mémoires de I'Académie des sciences 1722, 70—95.
? loc. cit. 128—142.
® Voyez p. 132 bis.
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ce qui donnera

1

| 1 —
F(x,p,)q) = '-p'(léaeryz) z,

de sorte qu’il résulte, en vertu de (3),

n=uw

1 § n n
F(x’p>Q):; P (“)y >

4t n=0

ou, ce qui est la méme chose,
n=w

1 ! nlq CCH
Fapg =1 > () ()
(@, p. q » 2 \ip

n=20

c’est-a-dire que nous aurons finalement

(7 fo(p @) = pl”— ;_P" (-’f).

Remarquons en passant que FoNTENELLE", secrétaire
de 1'Académie des sciences, a donné une démonstration
assez philosophique de la coincidence des théorémes de
GaniLEe et de HuvGENS, en ce qui concerne les arcs infini-
ment petits. Il remplacait I'arc infiniment petit de la cy-
cloide par V'arc correspondant de son cercle osculateur:

Reste encore a donner quelques renseignements sur
LOUVILLE, qui n’est pas mentionné par CANTOR et qui esl

cerlainement inconnu.a la plupart des géomeétres.

1 Histoire de 1’Académie des sciences 1722, 82—89.
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JacQUES-EUuGRENE d’ALLONVILLE de LOUVILLE naquit au
chiateau de Louville! (Eure-et-Loire) le 14 juillet 1671 et
mourut & Carré, pieés d’Orléans, le 10 décembre 1732.

Fils cadet il entra dans le service et se retira avec la
charge de colonel pour se consacrer exclusivement a ses
études scientifiques. 11 devint un astronome distingué, el,
en 171 4, il fut élu membre de I’Académie des sciences.

LovuviLLE exécutait de ses propres mains, dans ses ins-
truments astronomicques, ce qu’il y avait de plus fin et le
plus difficile. Il a appliqué le premier le micromeétre au
quart du cercle et perfectionné d’autres instruments astro-
nomiques. Il a donné des observations exactes du diamétre
du soleil, et I'on a de lui une novelle méthode pour cal-
culer la grandear d’une éclipse de soleil dans un temps
donné, '

Quant aux publications mathématiques de LouviLLE
nous avons déjd mentionné la plus importante; nous
pouvons ajouter qu’il était le premier de I’Académie, qui
osa se déclarer contre LEmBNITZ concernant les forces vives.
I1 continuait ces recherches, et Marran se joignit & lui
avec une nouvelle théorie; c¢’était alors JeaNn BrrnourLi
quils attaquaient.

Ajoutons que LouviLLE a proposé un probléme qui fat
résolu par RenNaU, Savriny et Nicork?,

Ces deux derniers géomeétres ont généralisé le probleme
proposé en celui-ci: Trouver deux nombres qui soient
tels que le second soit dans le premier p de fois
avec un reste, que ce reste soit dans le second

encore p de fois avec un nouveau reste, que ce

' [1 y avait au moins trois siécles que ses ancétres possédaient la
terre et la seigneurie de Louville.
2 Mémoires de I’Académie des sciences 1716, 22-—26, 26—29, 30—34.
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second reste soit dans le premier p de fols, et
ainsi de suite a I’infini.
ReNavu n'étudie que le cas spécial p = 1, ce qui est
précisément le probléme proposé par LOUVILLE. »
Remarquons encore que notre géometre a donné des
suppléments importants aux recherches de Marran sur la
roue d’ARISTOTE.

! Histoire de 1'Academie des sciences 1715, 31

TForelagt paa Madet den 1. November 1929,
Feerdig fra Trykkeriet den 20. December 1920,








