Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskab.
Mathematisk-fysiske Meddelelser. X, 10.

KLEINERE BEITRAGE ZUR
THEORIE DER FASTPERIODISCHEN
FUNKTIONEN
[—II

VON

HARALD BOHR

KO@OBENHAVN

HOVEDKOMMISSIONZR : ANDR. FRED. HOST & S@N, KGL. HOF-BOGHANDEL

BIANCO LUNOS BOGTRYKKERI A/S
1930






n einigen kleineren Abhandlungen unter dem gemein-
I samen Titel »Kleinere Beitrige zur Theorie der fast-
periodischen Funktionen«, von denen ich hier die zwei
ersten vorlege, werde ich verschiedene Einzelprobleme aus
der genannten Theorie behandeln.

Dem Charakter dieser kleinen Abhandlungen entspre-
chend sind diese so abgefasst, dass ihr Verstindniss die
Kenntniss der Definition und der Haupteigenschaften der

fastperiodischen Funktionen vorausselzt.
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I.

Uber die Argumentvariation einer fastperiodischen
Funktion.

as Ziel der vorliegenden Note ist der Beweis des fol-
D genden von Herrn WINTNER fiir die zwecke eines
astronomischen Problems in einem speziellen, fiir die astro-
nomische Fragestellung allerdings ausreichenden, Fall be-
wiesenen?, im allgemeinen Fall als Vermutung hingestell-

ten Satzes:

Es sei f(z) = 7™ (—oo < < o0) eine stetige und
fastperiodische Funktion vom konstanten abso-
luten Betrage Eins; dann ist die durch die Forde-
rung der Stetigkeit in Verbindung mit der nor-
mierenden Festsetzung —sw < p(0) <~ eindentig
bestimmte Funktion ¢(x) = argf(x) in dér Gestalt

p(x) = cx+ Y (x)

darstellbar, wobei ¢ eine Konstante und ¢ (x) eine
fastperiodische Funktion bedeutet.

Bemerken wir, dass die Umkehrung dieses Satzes iri-
vial ist: Eine Funktion der Form '@, wobei ¢(x) =

1 A. WINTNER, Sur I’analyse anharmonique des inégalités séculaires,
Rend. Accad. Lincei 1930, Marzo 3.
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ca -+ (x) ist mit konstantem ¢ und fastperiodischem v {(x),
ist gewiss eine fastperiodische Funktion. Es folgt dies dar-
aus, dass ¢?™ das Produkt zweier fastperiodischen Funk-
tionen ist, nimlich der periodischen Funktion e® und
der (mit denselben Verschiebungszahlen wie w(x)) fast-
periodischen Funktion e'¥®.

_ Um das Versténdniss des folgenden zu erleichtern, fithren

wir den Beweis des aufgestellten Satzes zunichst [dr den
einfachen Fall, wo ¢'?® eine periodische Funktion ist,
etwa mit der Periode p; es wird sich herausstellen, dass
in diesem Falle ¢p ein ganzes Multiplum von 27 und v (x)
eine periodische Funklion mit der Periode p ist.

Aus e 9@ TP — 9@ fyr alle x folgt zunichst, dass
¢(x+p) —¢(x) = einem ganzen Multiplum von 2 fir
jeden Wert von « ist, hieraus aber, da ¢(x) stetig ist, dass
dieses Multiplum far alle x dasselbe ist. Es gibt also eine

Konstante ¢, so dass fiir alle x

p(x+p)—g(x) = cp,
d. h.

¢(x)—cx = g(x+p)—clx-+p)

wird; dies bedeutet aber, dass die Funktion ¢ (x)— cx eine
periodische Funktion mit der Periode p ist; mennen wir
sie (x), so wird

p(x) = cx+y(x).

Bemerken wir, dass der soehen bewiesene Satz auch in
umgekehrter Richtung richtig ist: Eine Funktion der Form
'@ wobei ¢(x) = cx+1w(x) und w(x) periodisch mit
der Periode p ist, ist periodisch mit derseiben Periode, so-
bald ¢p gleich einem ganzen Multiplum von 27 ist.
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Um den behaupleten Satz im allgemeinen Fall einer
fastperiodischen Funktion e!?@ 7u beweisen, gehen
wir von der folgenden Bemerkung aus: Besteht fiir irgend-

ein ¢ <C 2 and irgendwelche Zahlen x und = die Ungleichung
(1), Ieiq;(sc—kr)_eirp(m)‘gg’

dann gibt es eine eindeutig bestimmte ganze Zahl g, fir die
@) \sv(x+f)~—rp(x)ﬂg-2n|§g-;—’

ist; ferner ist diese Zahl g, wegen der Stetigkeit von ¢(x),
unabhingig von x und = in jeder solchen zusammenhingen-
den Punktmenge der xz-Ebene, auf welcher die Ungleichung
(1) gilt. Von dieser Bemerkung ausgehend fithren wir den
Beweis des aufgestellten Satzes in drei Schritten: Zunéchst
wird die gleichmiissige Stetigkeit der Funktion ¢(x) aus
der der Funktion e'®® gefolgert; sodann mit Hilfe der
Existenz beliebig grosser Verschiebungszahlen von elP®
die Konstante ¢ definiert und endlich fir diesen Wert von
¢, jetzt erst mit voller Ausnutzung der Fastperiodizitit von
e?7®  die Fastperiodizitit der Funktion ¢ (x) — cx bewiesen.
1°. Die gleichméssige Stetigkeit der Funktion e'?® be-
sagt folgendes: Es gibt zu jedem &> 0 ein d = d(s) > 0,
so dass, sobald |z| < d, gleichzeitig fiir alle & des ganzen
Intervalles — oo << & < 0o die Ungleichung (1) gilt. Wir
wihlen ¢ << 2; nach dem soeben gesagten folgt dann aus
dieser Ungleichung, ebenfalls fiir |z|< d und fiir alle =,
die Richtigkeit einer Ungleichung (2) mit einer passen-
den festen ganzen Zahl g¢; diese muss aber gleich Null
sein, weil fiir ¢ = 0 die Ungleichung die Form |g- 27|
< 25 - m << 77 annimmt. Fiir g = 0 ist aber (2) eben die Bedin-
gung der gleichmissigen Steligkeit der Funktion ¢(x).
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Aus der gleichmissigen Stetigkeit von ¢(x) folgt un-
mittelbar die folgende'Eigenschaft der Funktion ¢(x): Zu
jedem =z > 0 gibt es ein K = K(z) > 0, so dass, sobald
| k| < ¢ isl, gleichzeitig fiir alle

lo@+Lk)—gx)| < K.

Wir brauchen nur fur irgendein ¢ << 2 und ein entspre-
chendes d eine natiirliche Zahl n so gross zu wihlen, dass

2 < ¢ wird; dann gilt ivegen

N R |

n

loGt+D—p@ < - -

y =1

die Behauptung fir K = ¢ - g - n.

2°. Um den Wert der Konstanten ¢ zu definieren, be-
trachten wir fiir irgendein x und irgendein # > 0 den Quo-

tienten

90(96-1—1‘)—9)(:6);

gx,t) = ;

wir werden beweisen, das ¢(x, ) fir {— oo gleichmiissig
in x einem bestimmten Grenzwert ¢ zustrebt, d. h. dass es
eine Zahl ¢ gibt, so dass fiir jedes 5 > 0 gleichzeilig fiir
alle = die Ungleichung

|(I(ﬂ3,i)_cl < %

besteht, sobald nur f grésser als eine nur von 4 abhéngige
Grosse 4 = A (y) ist; die hierdurch bestimmte Zahl ¢ wird
das ¢ des Satzes sein. Wir werden den Beweis fiithren,
indem wir zeigen, dass fiir hinreichend grosses « der Unter-
schied zwischen der oberen und der unteren Grenze von
g(x, ) im Gebiete —o00 << x <C 00, t > A beliebig klein ist.
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Sei & < 2 eine positive Zahl und 7 > 1 eine zuge-
hérige Verschiebungszahl der Funktion e'?® Far alle x
besteht dann die Ungleichung (1), also nach dem oben
Gesagten auch eine Ungleichung (2) mit einer gewissen festen,
d. h. von x unabhiingigen, ganzen Zahl g. Sei jetzt { > <7
eine beliebige Zahl; um den Quotienten ¢(x, f) abzuschit-
zen, schreiben wir # in der Form ¢ = ne+k mil ganzem
n und 0 < k < 7; dann folgt aus

g+ —px) =

ple+D—9¢(x+no)+ j (p(x+ve)—¢ (x+—1)7))

=1

in Verbindung mit der Schlussbemerkung von 1° und der

Ungleichung (2) ohne weiteres fiir alle x

Igﬂ((l:-l—t)—-(_‘p(x)—n‘g'2ﬂf‘é[((’[)-i—n'b“g,

... . n 1
also, nach Division mit {, wegen ?£*< 1
3

g2 K(7)
t

+e-

o
N
&
=
l
I
SIE

Hieraus folgt aber, dass fiir hinreichend grosses # der
Unterschied zwischen der oberen und der unteren Grenze
von q(x, ) fir —oo < x < oo und { > A kleiner als z. B.
3- e-g sein muss, womit die aufgestellte Behauptung be-
wiesen ist.

3°. Mit der gefundenen Konstante ¢ betrachten wir
jetzt die Funktion v (x) = ¢(x) —cx. Unsere Aufgabe ist,
die Fastperiodizitit von w(x) zu beweisen. Bemerken wir
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zunéichst, dass es hierfiir hinreichend ist, den Fall ¢ = 0
zu betrachten, wo w(x) = ¢(x) ist; die Funktlion v (x)
steht ndmlich in derselben Beziehung zur fastperiodischen
Funktion e'¥® = ¢1® ;~% e o (2) zur Funktion 9@,
yon EFD—y (@)

und fir ¥ (x) istoffenbar der Grenzwert von ;

fiir #— oo gleich Null.

Bei der Annahme ¢ = 0 beweisen wir die Fastperio-
dizitit von ¢(x) folgendermassen. Sei s << 2; wie oben ge-
zeigt, gibt es dann zu jeder zu ¢ gehérigen Verschiebungs-
zahl ¢ von ¢'?®, d. h. zu jeder Zahl z, fir die die Un-
gleichung (1) fir alle = besteht, eine von x unabhiingige
Zahl g, so dass die Ungleichung (2) fiir alle x besteht.
Wir wollen beweisen, dass hierbei immer ¢ = 0 sein muss;
damit wird der Beweis vollendet sein, denn fiir g = 0 ist
(2) eben die Bedingung firr die Fastperiodizitit von ¢ (x).
Dass immer g = 0 sein muss, ist aber unmittelbar klar;
gibe es namlich eine Zahl =, fir die g = 0 wire, so wiirde
fir dieses 7z entweder fir alle x die Ungleichung

gx+o)—¢lx) > m,
oder fir alle x die Ungleichung
plato)—glx) < —m,

gelten, also beidemal fiir jede natiirliche Zahl n die Unglei-

chung
[g)(ac+nlrl>—¢(:c)| >nm,
also
le| = lim|(’)(x+"|'”l>~97(x)|zi> 0,
n—> o n|z| =l

gegen unsere Annahme.
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Zum Schluss sei bemerkt, dass der bewiesene Satz, wo-
nach fiir jede fastperiodische Funktion f(x) vom konstanten
absoluten Betrage Eins die durch die Forderung der Stetig-
keit in Verbindung mit der normierenden Festzelzung
— 7 < arg f(0) < = eindeulig bestimmte Funktion arg f(x)
in ein lineares Glied cx und ein fastperiodisches v (x) zer-
fallt, nicht allgemein fiir jede durchweg von Null ver-
schiedene fastperiodische Funktion f(x) richtig ist; dies
zeigt z. B. die Funktion

flax) = 2o+ 7

fiir die arg f(x), in derselben Weise wie oben eindeutig
erklirt, nicht einmal gleichméssig stetig wird. Bemerken
wir aber, dass der Satz richtig ist, sobald die Funktion
f(x) nicht beliebig nahe an Null herankommt, d. h. so-
bald |f(x)| eine positive untere Grenze hat; dies folgt
unmittelbar daraus, das in diesem Fall bei der Schreibweise

f(x) = | f@) ] e'7®
ipw _ 1)

die Funktion e =1k und somit nach dem obigen
Satze auch die Funktion ¢(x) = arg f(x) selbst, fastperio-

disch wird.



II.

Eine Bemerkung iiber die Wertverteilung fast-
periodischer Funktionen.

Es sei f(x) (—oo << x < o0) eine stetige reellwertige
periodische Funktion, etwa mit der Periode p. Bei
einer beliebig gewidhlten festen reellen Grosse a bezeich-
nen wir mit M(X) die Menge aller Punkte x des Inter-
valles 0 < o < X, fir welche f(x) = a ist, und mit L(X)
das Mass dieser (abgeschlossenen) Menge. Aus der Perio-
dizitat von f(a) folgt dann sofort, dass der Grenzwert

. LX)
\Erg X

existiert (und zwar gleich dem Werte é% ist).

Fir den Fall einer fastperiodischen Funktion hat
Herr WINTNER? u. a. bewiesen, dass ein entsprechender Satz
fiir alle Werte von a, mit eventueller Ausnahme von héch-
stens abzdhlbar vielen Werten, gilt, Die Frage, ob der Satz
bei jedem a richtig ist, wurde dahingestellt gelassen.
Der Zweck der vorliegenden Note ist, durch Angabe eines
passenden Beispiels zu zeigen, dass solche Ausnahme-

werte a tatsichlich existieren koénunen.

! A. WinTNER, Diophantische Approximationen und Hermitsche Ma-
trizen, Math. Zeitschr. Bd. 30.
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Indem wir der Bequemlichkeit halber a = 0 wihlen,
haben wir also zu zeigen: _

Esgibleine (reellwertige) fastperiodische Funk-
tion f(x) mit der folgenden Eigenschaft: Bezeich-
net L{X) das Mass der abgeschlossenen Menge aller
Punkte z des Intervalles 0<x <X, in welchen
f(x) den Wert 0 annimmt, so strebt der Quotient

L(X)
X
fiir X — oo keinem bestimmten Grenzwerte zu, d. b.
es ist
— L(X) . LX)
lim X >1_1£13 X

In der Tat kdénnen wir eine fastperiodische Funktion
mit der gewiinschten Eigenschaft durch das folgende Ver-
fahren konstruieren.

Es sci ¢, &,... eine Folge positiver Gréssen, so dass
>'s, konvergiert. Ferner sei (2 <) m; < m,... eine Folge
positiver ganzer Zahlen, fiir welche

J/f
nm
n=1 m

ist; zur Abkiirzung setzen wir

Po=1,p =my, pp=mMy, ..., p, = MMy - M, ...
also

Pp=m, 0, 4 (po = 1)
Bei jedem n = 1,2, ... bezeichnen wir mit ¢,(x) die ste-

tige, nicht negalive, reinperiodische Funktion mit der Periode
pr, welche im Periodizitiitsintervall 0 < a < pp, durch die
folgende Festlegung definiert ist (siehe Fig. 1):
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0 Cfar 0= x=<p,
7

(x "‘pn—l) far pa- == 2pn—1

x) = ¢ sin
‘an( ) DPn—1

fur 2p, 1 < a < P,

x T — N "
o Pt 2bn-s 3pn Pr="n Pn-s

Fig. 1.

Wegen 0 < gp(x) <1 ist die Funktion

[(x) = > e,9,(x),
n=1

als Summe einer fiir alle x gleichméassig konvergenten
Reihe von fastperiodischen (sogar stetigen reinperiodischen)
Funktionen, eine fastperiodische Funktion von x. Von dieser
Funktion f(x) wollen wir nachweisen, dass sie die im
obigen Satz geforderte Eigenschaft besitzt.

Es bezeichne wie oben L(X) das Mass der Menge aller
x des Intervalles 0 <ax < X mit f(x) = 0, d. h. die Ge-
samtlinge derjenigen Teilintervalle von (0,X), in welchen
f(x) durchweg gleich 0 ist. Entsprechenderweise bezeichne
L. (X) (n=1,2, .. .)die Gesamtlinge der Teilintervalle von
(0,X), wo die (mit der Periode p, periodische) Funktion

n

ﬁl (&E) = Z‘ 81/ 931/ (x)

Y=

den Wert 0 hat.

Da die Funktion ¢,(x) fir jedes » > n im ganzen
Intervalle 0 < x < p_ gleich Null ist, gelten offenbar (vgl.
die Figur) fiir jedes n > 2 die beiden Gleichungen

Lp,) = L,(p,) = (m,— D L, ;(p, ;)
und
L (2p11—1) = Ln (2pn—]) = Ln (Pn——l) = Ln—l (pn—l) ‘
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Die letzte Gleichung ergibt

L (QPn——l) . 1 Ln—l (pn—l) 1

- S -
2'pn—l 2 Prn =2
alsao (fiir n— oc)
ﬁ_mfpg‘) < %

Die erste Gleichung liefert dagegen

L (pn) _ Ln (pn) . (Inn— 1) Ln—f1 (pnf1) _
pn pn mn ' pn——l
(1 __L) L_n—l (pn—l)

mn Pn

und hieraus weiter

(po) s (Pn_p)
S e

Pn Inn pn—?

n n

e )

¢ =

Der Grenzibergang n— 0o ergibt

X0 > o (1- L)
1

X n 2
y =1
Somit st
i 0 - i 20,

womit unsere Behauptung bewiesen ist.

15
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Wir fiigen noch einige Bemerkungen hinzu tber die
Werteverteilung fastperiodischer Funktionen, die komplex-
wertig sein dirfen, f(x) = u(x)+iv(x), d. h. wo nicht
ausdriicklich verlangt wird, dass die Funktionswerte alle
reell sind. Fir gewisse spezielle fastperiodische Funktionen
— némlich fiir die Riemann’sche Zetafunktion, auf vertikalen
Geraden betrachtet — haben Herr Borge Jessen und ich
in einer gemeinsamen Arbeit. (Acta mathematica Bd. 54)
die Wertverteilung genau studiert, Fiir diese Funktionen
haben wir unter anderem gezeigt, dass es zu jedem achsen-
parallelen Rechteck R der komplexen Ebene eine bestimmte
»Walirscheinlichkeit« Wy in dem Sinne gibt, dass der

Quotient
Lr(X)
X’

wo Lr(X) das Mass derjenigen Punktmenge des Intervalles
0 < x < X bezeichnet, in deren Punkien x der zugehorige
Funktionswert dem Rechteck R angehért, fiir R — oo gegen
einen bestimmten Grenzwert Wz strebt. Das oben konstru-
ierte Beispiel einer fastperiodischen Funktion f(x) er-
laubt nun unmittelbar zu zeigen, dass ein entsprechender
Satz nicht fir beliebige fastperiodische Funktionen gilt,
und zwar weder wenn ein offenes Rechteck noch wenn
ein abgeschlossenes Rechteck betrachtet wird. Genau aus-
gedriickt:

Es gibt eine fastperiodische Funktion [f(x)
(—oo<x <o) und dazu ein offenes (bzw. abge-

schlossenes) Rechteck R in der komplexen Ebene,

Lr(X)
X

stimmten Grenzwerte zustrebt.
In beiden Fillen (d. h. sei das Rechteck offen oder ab-

geschlossen) konnen wir zum Nachweis unserer Behaup-

nicht einem be-

so dass der obige Quotient
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tung die obige fastperiodische Funktion f(x) = >'¢, gn(x)
heranziehen.

1°.  Wir betrachten zu-
nichst ein offenes Rechteck
R,etwa das Rechteck 0 < u <K,
—1<$ <1, wo K cine Kon-
stante bezeichnet, die grosser
ist, als die obere Grenze von f(x) (siehe Fig. 2). Die Punkt-
menge des Intervalles 0 = x =< X, in welcher der Funk-
tionswert f(x) unserem Rechteck R angehért, ist offenbar
die Komplementéirmenge derjenigen Punktmenge, in wel-
cher f(x) = 0 ist. Mit den obigen Bezeichnungen ist also
Lr)X)+L(X) = X, d. h.

Fig. 2.

Lx(D _ LD
X X -
' X), .
Nun strebt aber, wie wir oben gezeigt haben, ¢ )kemem
Lr(X
Grenzwerte zu, und dies gill somit auch fir Ré )

2°. Fiir den Fall eines abge-
schlossenen Rechtecks R kdnnen
wir noch einfacher verfahren. Wir LO_—
brauchen nur (siehe Fig. 3) etwa das
Rechteck —1 <u<0,~1<p< 1

. . Fig. 3.
zu betrachten. Hier gilt offenbar &

Lr(X) = L(X) und es ist somit klar, dass ein Grenzwert
Lp(X) . .
von —I}{f) nicht existiert.
e

Forelagt paa Medet den 11, April 1920.
Frerdig fra Trykkeriet den 30. Juni 1930.








