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I
n einigen kleineren Abhandlungen unter dem gemein -

samen Titel »Kleinere Beiträge zur Theorie der fast -

periodischen Funktionen«, von denen ich hier die zwe i

ersten vorlege, werde ich verschiedene Einzelprobleme au s

der genannten Theorie behandeln .

Dem Charakter dieser kleinen Abhandlungen entspre-

chend sind diese so abgefasst, dass ihr Verständniss di e

Kenntniss der Definition und der Haupteigenschaften de r

fastperiodischen Funktionen voraussetzt .





I .

Über die Argumentvariation einer fastperiodische n

Funktion .

D
as Ziel der vorliegenden Note ist der Beweis des fol-

genden von Herrn WINTNER für die zwecke eine s

astronomischen Problems in einem speziellen, für die astro -

nomische Fragestellung allerdings ausreichenden, Fall be-

wiesenen 1 , im allgemeinen Fall als Vermutung hingestell-

ten Satzes :

Es sei f(x) = e 'T(x) (-Do < x < cc) eine stetige un d

fastperiodische Funktion vom konstanten abso-

luten Betrage Eins ; dann ist die durch die Forde -

rung der Stetigkeit in Verbindung mit der nor-

mierenden Festsetzung -TC < 99(0) < Tc eindeuti g

bestimmte Funktion 999 (x) = arg f(x) in dér Gestal t

(x) = cx+ (x )

darstellbar, wobei c eine Konstante und 299(x) ein e

fastperiodische Funktion bedeutet .

Bemerken wir, dass die Umkehrung dieses Satzes tri -

vial ist : Eine Funktion der Form e i `F(x) , wobei 99(x) =

1 A . \V INTNER, Sur l'analyse anharmonique des inégalités séculaires ,

Rend . Accad . Lincei 1930, Marzo 3 .
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cx + (x) ist mit konstantem c and fastperiodischem (x) ,

ist gewiss eine fastperiodische Funktion . Es folgt dies dar-

aus, dass eim(x) das Produkt zweier fastperiodischen Funk-

tionen ist, nämlich der periodischen Funktion ex und

der (mit denselben Verschiebungszahlen wie V (,x)) fast -

periodischen Funktion
e iy(x>

Um das Verständniss des folgenden zu erleichtern, führe n

wir den Beweis des aufgestellten Satzes zunächst für den

einfachen Fall, wo e l
(x) eine periodische Funktion ist ,

etwa mit der Periode p ; es wird sich herausstellen, das s

in diesem Falle cp ein ganzes Multiplum von 2 m und lp(x)

eine periodische Funktion mit der Periode p ist .

Aus e I `P
(x ± P) = e

z'P (x) für alle x folgt zunächst, das s

g )(x +p) - cp (x) = einem ganzen Multiplum von 2 für

jeden Wert von x ist, hieraus aber, da w(x) stetig ist, das s

dieses Multiplum für alle x dasselbe ist . Es gibt also eine

Konstante c, so dass für alle x

(x +p)-P(x) = cp ,
d. h .

y(x)-cx = (x -I- p) -c(x-}-p)

-wird ; dies bedeutet aber, dass die Funktion (x) - cx eine

periodische Funktion mit der Periode p ist; nennen wi r

sie 'lp(x), so wird

ry (x) = cx -}- (x) .

Bemerken wir, dass der soeben bewiesene Satz auch i n

umgekehrter Richtung richtig ist : Eine Funktion der Form

e m (x) wobei (x) = cx + (x) und (x) periodisch mi t

der Periode p ist, ist periodisch mit derselben Periode, so -

bald cp gleich einem ganzen Multiplum von 2 Ir -ist .
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Um den behaupteten Satz im allgemeinen Fall einer

fastperiodischen Funktion e l()) zu beweisen, gehen

wir von der folgenden Bemerkung aus : Besteht für irgend-

ein e < 2 und irgendwelche Zahlen x und r die Ungleichun g

e ,-

dann gibt es eine eindeutig bestimmte ganze Zahl g, für di e

(2)

	

I p(x+z)-p(x)-g • 2n< .

ist ; ferner ist diese Zahl g, wegen der Stetigkeit von p(x) ,

unabhängig von x und in jeder solchen zusammenhängen -

den Punktmenge der xz-Ebene, auf welcher die Ungleichun g

(1) gilt. Von dieser Bemerkung ausgehend führen wir den

Beweis des aufgestellten Satzes in drei Schritten : Zunächs t

wird die gleichmässige Stetigkeit der Funktion 99(x) aus

der der Funktion e i`plxi gefolgert ; sodann mit Hilfe de r

Existenz beliebig grosser Verschiebungszahlen von e i m (x)

die Konstante c definiert und endlich für diesen Wert vo n

c, jetzt erst mit voller Ausnutzung der Fastperiodizität vo n

e i (x), die Fastperiodizität der Funktion p (x) - ex bewiesen .

1° . Die gleichmässige Stetigkeit der Funktion e i`p(x) be-

sagt folgendes : Es gibt zu jedem e > 0 ein å = å(e) > 0 ,

so dass, sobald r < 6, gleichzeitig für alle x des ganze n

Intervalles - oo < x < oo die Ungleichung (1) gilt . Wir

wählen e < 2 ; nach dem soeben gesagten folgt dann aus

dieser Ungleichung, ebenfalls für z I< à und für alle x,

die Richtigkeit einer Ungleichung (2) niit einer passen -

den festen ganzen Zahl g ; diese muss aber gleich Nul l

sein, weil für z = 0 die Ungleichung die Form ~ g 2 g

< 2 • n < g annimmt. Für g = 0 ist aber (2) eben die Bedin -

gung der gleichmässigen Stetigkeit der Funktion (x) .
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Aus der gleichmässigen Stetigkeit von p (x) folgt un-

mittelbar die folgende Eigenschaft der Funktion 99(x) : Z u

jedem t > 0 gibt es ein K = K(r) > 0, so dass, sobald

l k I< r ist, gleichzeitig für alle x

~cy(x +k) -p(x)~ < K .

Wir brauchen nur für irgendein e < 2 und ein entspre-

chendes Ô eine natürliche Zahl n so gross zu wählen, das s

< d wird ; dann gilt wegen

ny
p (xI p(x +k) -p(x) I<- .,-,-I„-1 nç)-

p
(\
/x+ (y ~1)k\

~

die Behauptung für K = e • . n .

2° . Um den Wert der Konstanten c zu definieren, be -

trachten wir für irgendein x und irgendein t > 0 den Quo-

tienten

q(x,t) =	
(x+t)-(x) .

t

wir werden beweisen, das q(x, t) für t> oc gleichmässig

in x einem bestimmten Grenzwert c zustrebt, d . h. dass es

eine Zahl c gibt, so dass für jedes ryt > 0 gleichzeitig fü r

alle x die Ungleichung

q(x , t)- c l <

besteht, sobald nur t grösser als eine nur von li abhängig e

Grösse 4 = J(rt) ist ; die hierdurch bestimmte Zahl c wir d

das c des Satzes sein . Wir werden den Beweis führen ,

indem wir zeigen, dass für hinreichend grosses J der Unter -

schied zwischen der oberen und der unteren Grenze vo n

q(x, t) im Gebiete -oc < x < oc, t > J beliebig klein ist .
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Sei e < 2 eine positive Zahl und z > 1 eine zuge-

hörige Verschiebungszahl der Funktion m(x0 . Für alle x

besteht dann die Ungleichung (1), also nach dem obe n

Gesagten auch eine Ungleichung (2) mit einer gewissen festen ,

d. h. von x unabhängigen, ganzen Zahl g . Sei jetzt t > z

eine beliebige Zahl ; um den Quotienten q(x, t) abzuschät-

zen, schreiben wir t in der Form t = nz + k mit ganze m

n und 0 < k < z ; dann folgt au s

p (x t) -p (x) =

n
p(x-E-t)- p(x+nZ) + f (cp(x-}-vz)- p (x+(v-1)T) )

v

in Verbindung mit der Schlussbemerkung von 1° und de r

Ungleichung (2) ohne weiteres für alle x

(x-I-t)- (x)-I7 g

	

~< K(z)-{-n • e• 2 ,

also, nach Division mit t, wegen It < a < 1

K (r)

	

;-r,
<

	

+E . .
g•2,r

g (x , t) -

	

k
Z -r

t

Hieraus folgt aber, dass für hinreichend grosses .d der

II

Unterschied zwischen der oberen und der unteren Grenz e

von q(x, t) für -co < x < oo und t > .d kleiner als z. B .

3 . s
• 2

sein muss, womit die aufgestellte Behauptung be -

wiesen ist .

3° . Mit der gefundenen Konstante c betrachten wir

jetzt die Funktion eß (.x) = p (x) - cx. Unsere Aufgabe ist ,

die Fastperiodizität von ip(x) zu beweisen . Bemerken wir
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zunächst, dass es hierfür hinreichend ist, den Fall c = 0

zu betrachten, wo tp (x) = 99(x) ist ; die Funktion yi (x )

steht nämlich in derselben Beziehung zur fastperiodischen

Funktion e H1J
= e i `~ tx ~ e tax

wie y (x) zur Funktion e i `P (x) ;

und für

	

(x) ist offenbar der Grenzwert von

für t- no gleich Null .

(x +

	

(x)
t

Bei der Annahme c = 0 beweisen wir die Fastperio-

dizität von y(x) folgendermassen. Sei s < 2 ; wie oben ge-

zeigt, gibt es dann zu jeder zu e gehörigen Verschiebungs-

zahl r von e lo' 00 , d. h. zu jeder Zahl r, für die die Un-

gleichung (1) für alle x besteht, eine von x unabhängige

Zahl g, so dass die Ungleichung (2) für alle x besteht .

Wir wollen beweisen, dass hierbei immer g = 0 sein muss ;

damit wird der Beweis vollendet sein, denn für g = 0 is t

(2) eben die Bedingung für die Fastperiodizität von cp (x) .

Dass immer g = 0 sein muss, ist aber unmittelbar klar ;

gäbe es nämlich eine Zahl r, für die g 0 wäre, so würd e

für dieses r entweder für alle x die Ungleichun g

y(x+r)-y(x) > 7r ,

oder für alle x die Ungleichung

y(x+r)(x) < - 7c ,

gelten, also beidemal für jede natürliche Zahl n die Unglei-

chung

also

y l x I 11 I `L Il

	

Ÿ(x) > nT(, ,

lim	
y ( x + n Irl)-y(x) > n

> 0
n I r I - IZ'I

	

'

gegen unsere Annahme .
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Zum Schluss sei bemerkt, dass der bewiesene Satz, wo-

nach für jede fastperiodische Funktion f(x) vom konstante n

absoluten Betrage Eins die durch die Forderung der Stetig-

keit in Verbindung mit der normierenden Festzetzun g

-Tc < arg f(O) < rr eindeutig bestimmte Funktion arg f(x)

in ein lineares Glied ex und ein fastperiodisches (x) zer-

fällt, nicht allgemein für jede durchweg von Null ver-

schiedene fastperiodische Funktion f(x) richtig ist ; dies

zeigt z. B . die Funktio n

f(x) = 2+e ix -i-e ixV 2

für die arg f(x), in derselben Weise wie oben eindeuti g

erklärt, nicht einmal gleichmässig stetig wird . Bemerken

wir aber, dass der Satz richtig ist, sobald die Funktion

f(x) nicht beliebig nahe an Null herankommt, d . h. so -

bald I f(x) ~ eine positive untere Grenze hat ; dies folg t

unmittelbar daraus, das in diesem Fall bei der Schreibweis e

f(x) _ I f(x) I e im(x)

die Funktion e z m (x)
=

f(x) und somit nach dem obige n
f(x)I '

Satze auch die Funktion cp (x) = arg f(x) selbst, fastperio-

disch wird .



II .
Eine Bemerkung über die Wertverteilung fast-

periodischer Funktionen .

Es sei f(x) (- oo < x < oo) eine stetige reellwertige

periodische Funktion, etwa mit der Periode p . Bei

einer beliebig gewählten festen reellen Grösse a bezeich-

nen wir mit M(X) die Menge aller Punkte x des Inter -

valles 0 < x< X, für welche f(x) = a ist, und mit L(X)
das Mass dieser (abgeschlossenen) Menge . Aus der Perio-

dizität von f(x) folgt dann sofort, dass der Grenzwert

lim L	 (X)
i, . X

existiert (und zwar gleich dem Werte L	 (p) ist) .
P

Für den Fall einer fastperiodischen Funktion hat

Herr WINTNER 1 U . a. bewiesen, dass ein entsprechender Satz

für alle Werte von a, mit eventueller Ausnahme von höch-

stens abzählbar vielen Werten, gilt . Die Frage, ob der Satz

bei jedem a richtig ist, wurde dahingestellt gelassen .

Der Zweck der vorliegenden Note ist, durch Angabe eine s

passenden Beispiels zu zeigen, dass solche Ausnahme -

werte a tatsächlich existieren können .

1 A . WINTNER, Diophautische Approximationen und Hermitsche Ma-

trizen, Math . Zeitschr . Bd . 30 .
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Indem wir der Bequemlichkeit halber a = 0 wählen ,

haben wir also zu zeigen :

Es gibt eine (reellwertige) fastperiodische Funk-

tion f(x) mit der folgenden Eigenschaft : Bezeich -

net L(X) das Mass der abgeschlossenen Menge alle r

Punkte x des Intervalles 0 < x< X, in welche n

f(x) den Wert 0 annimmt, .so strebt der Quotien t

L (X)

X

keinem bestimmten Grenzwerte zu, d. h .

es ist

lim L(ŸX) > lim
LX)

r

In der Tat können wir eine fastperiodische Funktion

mit der gewünschten Eigenschaft durch das folgende Ver -

fahren konstruieren .

Es sei e , 2 , . . . eine Folge positiver Grössen, so das s

£n konvergiert. Ferner sei (2 <) In 1 < m z, . . . eine Folge

positiver ganzer Zahlen, für welch e

II (1 - nT
n tn = 1

ist ; zur Abkürzung setzen wir

Po - 1 , Pl =

	

P2 = n7 1 177 2 , . . . , Pn = In11n2 . . . I17 ti , .

also

Tiir X -± oc

Pn - In n Pn-1
(po = 1) .

Bei jedem n = 1, 2, . . . bezeichnen wir mit ptt (x) die ste-

tige, nicht negative, reinperiodische Funktion mit der Period e

pn, welche im Periodizitätsintervall 0 < x < pn durch die

folgende Festlegung definiert ist (siehe Fig. 1) :



14 Nr . 10 . HARALD BOHR :

0

	

für 0 < x < p zt _ 1

cpn (x) = sin 'T (x -pn-1) fiir pjl-1 x < 2pn-1pn-1
0

	

far 2pn_ 1 < x < pn

°

	

hn-,

	

2/),, ., hR° mn hn-r3hn - ,

Fig . 1 .

Wegen 0 < CJrn(x) < 1 ist die Funktion

f(x) = ~ ,nTn (x) ,
n= 1

als Summe einer für alle x gleichmässig konvergenten

Reihe von fastperiodischen (sogar stetigen reinperiodischen)

Funktionen, eine fastperiodische Funktion von x . Von dieser

Funktion f(x) wollen wir nachweisen, dass sie die im

obigen Satz geforderte Eigenschaft besitzt .

Es bezeichne wie oben L (X) das Mass der Menge alle r

x des Intervalles 0 < x < X mit f(x) = 0, d. h. die Ge-

samtlänge derjenigen Teilintervalle von (0,X), in welche n

f(x) durchweg gleich 0 ist. Entsprechenderweise bezeichn e

Ln (X) (n = 1, 2, . . .) die Gesamtlänge der Teilintervalle von

(0,X), wo die (mit der Periode p n periodische) Funktio n

fn (x) =

	

F„ yv (x)
v = 1

den Wert 0 hat .

Da die Funktion Ty(x) für jedes v > n im ganzen

Intervalle 0 < x < pn gleich Null ist, gelten offenbar (vgl .

die Figur) für jedes n > 2 die beiden Gleichungen

L (p,7.) = Ln (pn) = (mn- 1) Ln-1 (tpn-1)
und

L (2p,r-1) = Ln (2pn-1) ° Ln (pn-1)
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Die letzte Gleichung ergibt

L (2pn1) = 1 Ln-1 (pn-1) < 1

2pn-1

	

2 pn

	

= 2

also (für n-> oc)

L (X) 1
lim-	

,
Ç

Die erste Gleichung liefert dagegen

L (pn) Ln (pn)

	

(mn-1) Ln_1 (pn1)

pn

	

p , z

	

mn pn- 1

_
(1

1 Ln1(p -1)

pn-1

und hieraus weiter

L	 (pn) _

	

)( l -
mn

	 	 }	 (pn_2 )
/

	

mn-1

	

pn-2

	

n

	

n

(_- I

	

1 ' L1(p1) -

	

(

v/ pl771

Der Grenzübergang I1 -* oo ergibt

Somit ist

- L (X)

	

L (X)
lim	 > lim	

X

	

X
	 ,

womit unsere Behauptung bewiesen isl .

v=2

	

v = 1
m„ i
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Wir fügen noch einige Bemerkungen hinzu über di e

Werteverteilung fastperiodischer Funktionen, die k o m p l e x -

w e r t i g sein dürfen, f (x) = u (x) + iv (x) , d. h. wo nicht

ausdrücklich verlangt wird, dass die Funktionswerte all e

reell sind . Für gewisse spezielle fastperiodische Funktione n

- nämlich für die Riemann'sche Zetafunktion, auf vertikalen

Geraden betrachtet - haben Herr Børge Jessen und ich

in einer gemeinsamen Arbeit . (Acta mathematica Bd . 54)

die Wertverteilung genau studiert . Für diese Funktionen

haben wir unter anderem gezeigt, dass es zu jedem achsen -

parallelen Rechteck R der komplexen Ebene eine bestimmt e

»Wahrscheinlichkeit« WR in dem Sinne gibt, dass der

Quotient
LR (X)

X '

wo LR(X) das Mass derjenigen Punktmenge des Intervalle s

0 < x < X bezeichnet, in deren Punkten x der zugehörige

Funktionswert dem Rechteck R angehört, für R - oo gegen

einen bestimmten Grenzwert WR strebt. Das oben konstru -

ierte Beispiel einer fastperiodischen Funktion f (x) er-

laubt nun unmittelbar zu zeigen, dass ein entsprechende r

Satz nicht für beliebige fastperiodische Funktionen gilt ,

und zwar weder wenn ein offenes Rechteck noch wenn

ein abgeschlossenes Rechteck betrachtet wird . Genau aus -

gedrückt :

Es gibt eine fastperiodische Funktion f(x)
(-Do< x< oc) und dazu ein offenes (bzw . abge-

schlossenes) Rechteck R in der komplexen Ebene ,

so dass der obige Quotient
LR (X)

nicht einem be -

stimmten Grenzwerte zustrebt .

In beiden Fällen (d . h. sei das Rechteck offen oder ab -

geschlossen) können wir zum Nachweis unserer Behaup-
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tung die obige fastperiodische Funktion f(x) = .ZEn p,,(x)

heranziehen .

stante bezeichnet, die grösse r

ist, als die obere Grenze von f(x) (siehe Fig. 2) . Die Punkt -

menge des Intervalles 0 x < X, in welcher der Funk-

tionswert f(x) unserem Rechteck R angehört, ist offenba r

die Komplementärmenge derjenigen Punktmenge, in wel-

cher f(x) = 0 ist . Mit den obigen Bezeichnungen ist als o

Lß)X) + L (X) = X, d. h .

LR (X)
=

	

L ( Ỳ)
X

	

X

Nun strebt aber, wie wir oben gezeigt haben, L(X) keinem

Lß(X)

2° . Für den Fall eines abge-

schlossen en Rechtecks R können

wir noch einfacher verfahren . Wir

brauchen nur (siehe Fig . 3) etwa da s

Rechteck - 1 < u < 0, - 1 < a < 1

zu betrachten. Hier gilt offenba r

L R (X) = L(X) und es ist somit klar ,
LR (X)

von

	

X
	 qficht existiert .

Forelagt paa Modet den 11 . April 1930.
Frerdig fra Trykkeriet den 30 . Juni 1930 .

1°. Wir betrachten zu-

K nächst ein offenes Rechteck

R, etwa das Rechteck 0 < u < K ,

---
1

	

-1 < < 1, wo K eine Kon -
Fig . 2 .

Grenzwerte zu, und dies gill somit auch für

	

i

Fig . 3 .

dass ein Grenzwert






