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I
n dem ersten Abschnitte dieser zweiten Mitteilung be-

schäftigen wir uns noch mit einigen Fragen aus der

allgemeinen Kongruenzlehre, wie diese durch das ursprüng-

liche Axiomsystem der ersten Mitteilung 1 definiert wurde .

In dem zweiten Abschnitte gehen wir dann zu dem Spezial-

fall über, wo ausserdem das Eindeutigkeitsaxiom gültig ist .

Zum Schluss besprechen wir die Frage von der Unabhän-

gigkeit der Axiome der Anordnung .

1 . Geradenbüschel .

1 . Der eigentliche Geradenbüschel (Realbüschel) besteht

aus allen Geraden durch einen Punkt O, den Mittelpunkt

des Büschels . Durch einen beliebigen von 0 verschiedenen

Punkt P geht eine einzige Gerade, oder unendlich viel e

Geraden, oder keine Gerade des Büschels, je nachdem die

beiden Punkte 0 und P eine oder unendlich viele oder

keine Verbindungsgeraden haben . Im letzten Falle sagen

wir, dass der Punkt P ausserhalb des Büschels liegt, währen d

in den beiden ersten Fällen P als einfacher bezw. mehr-

facher Punkt innerhalb des Büschels bezeichnet werden soll .

Durch eine Halbdrehung s geht der Büschel in eine n

1 Det Kgl . Danske Vidensk. Selskab . Math .-fys. Meddelelser . VIII, 11 .

1929 .
2 Erste Mitteilung S . 29 .

1*
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anderen Büschel über . Alle Punkte P bewahren durch di e

Transformation ihren Charakter dem Büschel gegenüber

(als Punkt ausserhalb oder innerhalb, einfach oder mehr -

fach, des Büschels) .

2 . Von einem beliebigen Punkte P aus lassen sich immer

Lote auf die Geraden des Büschels (0) fällen . Die Fuss -

punkte der Lote bilden' eine Punktmenge, zu welcher O

und P selbst hören oder nicht, je nachdem P innerhal b

oder ausserhalb des Büschels liegt. Diese Punktmenge sol l

als Fusspunktmenge (O, P) oder (P, O) bezeichnet werden .

Liegt P ausserhalb des Büschels, sind irgend zwei Punkte

der Menge voneinander getrennt (d . h. sie haben kein e

Verbindungsgerade) . Ist P innerhalb des Büschels (O), habe n

P und 0 eine (eindeutig oder mehrdeutig bestimmte) Ver-

bindungsgerade, und je zwei Punkte der Menge (O, P) haben

dann auch eine (eindeutig oder mehrdeutig bestimmte) Ver -

bindungsgerade . Dies folgt aus den früher angegebenen

Eigenschaften der nebenstehen -

den Figur 1 1 :

Es seien m und n zwei Ge -

raden des Büschels (O), in' und n '

die Lote von P auf diese beiden

Geraden, M und N die Fusspunkte

der Lote. Es sei ferner OP = 1

eine Verbindungsgerade von 0

und P. Es wird dann eine Ver-

bindungsgerade 1 ' von M und N der Geraden 1 so ent-

sprechen, dass, wenn die Lote von 0 und P auf l' mit q

und p bezeichnet werden, die folgenden Gleichungen be -

stehen :
ml - qn, m'l = pn ', Mp = qN.

Der Satz soll als Loteiisatz bezeichnet werden .

Erste Mitteilung S . 24-25 .

O

P
Fig . 1 .
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2. Der Fusspunktsatz .

3. In einem Büschel (0) betrachten wir eine beliebige

Anzahl Geraden, welche mit den Zahlen 1, 2, 3 , . . . be-

zeichnet werden . Drei beliebige von ihnen seien i, k, 1

Fig . 2 .

(Fig. 2) . Von dem festen Punkte P innerhalb des Büschels

ziehen wir eine Gerade o nach 0 und fällen die Lote i ' ,

k ' , l ' auf die drei Geraden i, k, 1. Die Fusspunkte der Lote

seien A t , Ak , A I . Durch P ziehen wir 3 Geraden a
=k , all , a ki ,

welche derart bestimmt werden, dass

aik = i'ok', aii = k'ol ' , ail = l'oi ' .

Es wird also

o - l'aikl`' = k,akll' = l'a li i, '
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Durch A i und A u (und analog für die anderen Zeiger)

lässt sich dann nach dem Lotensatz (2) eine Gerade a il.

ziehen, d . h. es existiert ein Dreieck A i Ak A I , dessen Seiten

senkrecht zu den Geraden aki, ali, aik stehen. Die Seiten

des Dreiecks A k A i , A iA i , A i Ak werden von den entsprechen-

den Geraden a kl , a0 , a ik in den Punkten A la , A ik ge-
schnitten. Es wird sich zeigen, dass diese 3 P unkt e

immer in einer geraden Linie enthalten sind.

Bestimmen wir nämlich eine Gerade hikl derart, dass

h iks = aik I ail '

so wird nach dem Lotensatz das Lot von A ik auf hikl durch

gehen, und es wird leicht nachgewiesen, dass der Aus -
druck für hikl in den drei Zeigern symmetrisch ist. Aus den

obigen Ausdrücken für o

o= i 'alk lc' = k ' aki 1 , = 1 al[i ,

= k 'a ik i ' = l 'akl k ' = i ' a lZ l' ,

folgt nämlich

aikk = a i1 ! ' ,

und die hierzu analogen Gleichungen ; also wird

a ik z a il = akl l'a i1 = akl k'a ik ,

woraus gerade hervorgeht, das kikl nach der Definitio n

unverändert bleibt, wenn die Zeiger i, k, l vertauscht werden .

Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen :

Fusspunktsatz . Drei beliebige Punkte der Fuss-
punktmenge (0, P) sind immer die Ecken eine s

Dreiecks derart, dass die Fusspunkte der Lot e
von P (oder O) auf die Seiten des Dreiecks i n

einer geraden Linie gelegen sind .
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Ist die gerade Linie OP = o mehrdeutig bestimmt, wird

auch das Dreieck AiAk A I mehrdeutig bestimmt, und die

gerade Linie AikAk1Ali ebenso .

4. Betrachten wir vier Geraden i, k, I, m des Büschel s

(O), können wir vier Fusspunktgeraden h1ki' ham ,
himk' 1ikLn

erhalten, den 4 Geradentripeln ikl, ilm, imk, kam entspre-

chend . Es lässt sich zeigen, dass die Fusspunkte der Lote

von P auf diese 4 Fusspunktgeraden in einer Geraden h iki,,,

gelegen sind (der Fusspunktgeraden der vier Geraden i, k, 1 ,

in für den Punkt P) .

Um dies zu zeigen, brauchen wir nur die vorstehende n

Entwicklungen auf die Geraden A ,,,A i , A12Ak, A m Al (wo A m

der Fusspunkt des Lotes von P auf die Gerade In bezeich-

net) zu verwenden. Die Lote von P auf diese Geraden sin d

a ,77i , a71 , am1' und wir brauchen nun nur die obigen Glei-

chungen derart zu transformieren, dass (für festen

m und alle i), ferner aik > hlnik und h iks > hmik, . Es wird dann

I a ikk

	

a mi h n111 amk '

hmik, - hmik a mi hinil '

und wir haben nur, noch nötig zu zeigen, dass dieser Aus-

druck symmetrisch in allen 4 Zeigern m, i, k, l ausfällt .

Es ist aber

also

h'miki = amlc m'ami a mi ami ;n'a ,, ,

(anik in) a m1 (m am) ,

wo alle 3 Faktoren symmetrisch in m und 1 sind, und

dies wird eben genügen, um die erwähnte Symmetrieeigen-

schaft festzustellen . Die Gerade hmik, kann als Fusspunktge-

rade der 4 Geraden m, i, k, I bezeichnet werden .

hmik - amk m ami '

h
mil

	

and m ami'
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Der Satz lässt sich unmittelbar erweitern für eine grös-

sere Anzahl von geraden Linien. Für 5 Geraden des Bü -

schels i, k, 1, in, n gibt es 5 Geraden h tlat~,> hikn:n' u . s . w . ,

und die Fusspunkte der Lote von P auf diese 5 Gerade n

sind in einer geraden Linie ltrrtm,n enthalten . Es wird leich t

verständlich, wie die Untersuchung sich auf höhere An -

zahlen von Geraden ausdehnen lässt .

3. Die Gegenpaarung .

5. Im Realbüschel sprechen wir von Gegenpaarung ,

wenn die Geraden des Büschels derart gepaart werden, das s

die verschiedenen Paare aa l , bb 1 , cc 1 , . . . die durch die

folgenden Gleichungen gegebenen Bedingungen erfüllen :

ab 1 = al b, ac t = a1 c, bcl = bi c, . . . u. s . w .

Eine Gegenpaarung wird z . B. hergestellt, wenn jed e

Gerade des Büschels an einer festen Geraden x des Büschel s

gespiegelt wird. Die Spiegelungsachse x und die darauf

senkrechte Gerade y des Büschels (welche auch als Spiege-

lungsachse aufgefasst werden kann) sind dann Doppel -

strahlen der Paarung . Es besteht aber auch die Möglich-

keit einer Gegenpaarung, wo keine Doppelstrahlen vorhande n

sind .

In jedem Büschel gibt es eine bestimmte Gegenpaarung ,

bei welcher zwei gegebene Geraden des Büschels a, al ein-

ander entsprechen. Ein beliebiges Paar xx1 lässt sich näm-

lich durch die Bedingun g

ax 1 = xa1 , oder x 1 = axal ,

bestimmen. Aus x 1 = axa 1 , y1 = aya 1 , folgt sofort

xyl = xaya l = yaxa 1 = yx1 .
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Hat das Paar aa l eine Spiegelungsachse (und somit zwei

zueinander senkrechte Spiegelungsachsen) so haben all e

Paare xx1 , yy 1 , u. s . w. dieselben Spiegelungsachsen .

Zwei Geradenpaare aal , bb i .sollen im allgemeinen ge-

gengepaart heissen, wenn

ab 1 = bal , oder b 1 = abat .

Wir werden in diesem Falle auch die Redeweise ein -

führen, dass b an dem Paar aal gespiegelt wird .

6. Es sei vorgelegt ein Dreieck ABC mit den Seiten

a, b, c, und 3 Geraden a ' , b' , c' durch die Ecken A, B, C .

Diese Geraden werden an den Paaren bc, ca, ab (»an den

Winkeln des Dreiecks«) gespiegelt, und wir erhalten hier -

durch 3 entsprechende Geraden a" , b", e" , derart, dass

a" = ba'c ,

b" = cb'a ,

c" = ac'b .

Hieraus folgt, das s

a" b"c" = ba'ccb ' aac 'b = b (a'b'c' ) b ,
oder

a„b„
c" = (a'b'c') b

Die Bewegung a"b" c" ist also die Transformierte von

a ' b ' c' durch b .

Wenn die 3 Geraden a', b' , c' durch denselben Punk t

P' gehen, so wird a ' b ' c ' , und somit auch a"b" c" , eine

Spiegelung darstellen .

Haben zwei von den drei Geraden a"b"c" ausserdem

einen eindeutigen Schnittpunkt P", so werden alle dre i

Geraden durch diesen Punkt gehen . Die Achse der Spiege-

lung a"b"c" ist das Spiegelbild von der Achse der Spiege-

lung a'b'c' in Bezug auf b, und geht folglich durch das
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Spiegelbild von P' in Bezug auf b . Es lässt sich übrigens

leicht nachweisen, dass die Geraden a " , b " , c" die Mittel -

senkrechten sind der Seiten des Dreiecks (P')a (P')b (p')c

7. Es sei vorgelegt ein Viereck ABCD mit den Seiten

DA = a, AB = b, BC = c, CD = d ; es sei ferner ein Punk t

P' gegeben, welcher mit A, B, C, D die Verbindungsgerade n

a ' , b ' , c' , d ' hat. Wir spiegeln a ', b ' , c' , d ' an den Win-

keln des Vierecks und erhalten die entsprechenden Gerade n

d" .
„

Es wird dann

a" =aa 'b, b " = bb 'c, c" =cc'd, d " =dd 'a ,

woraus folgt

a"b"c " d" = a (a ' b ' c 'd ' ) a = (a'b'c'd')a .

Die Bewegung a" b " c "d" wird somit eine In-Bewegun g

mit festem Punkt in dem Spiegelbild von P ' in Bezug au f

a. Ist imbesonderen a ' b' c' d ' die Identität, so wird a" b" c "d "

ebenfalls die Identität vorstellen, d . h. wenn a ' c' , b 'd ' gegen -

gepaart sind, so werden die Paare a"c", b"d" ebenfalls

gegengepaart .

[1 ,

8. In diesem Abschnitte gehen wir nun dazu über, die

Kongruenzlehre weiter zu entwickeln in dem besondere n

aber sehr wichtigen Falle, wo das Eindeutigkeitsaxiom un -

bedingt gültig ist, d. h. wo man ausser den bisher zu

Grunde gelegten Axiomen noch das Eindeutigkeitsaxiom zur

Verfügung hat, welches besagt :

Irgend zwei Punkte haben eine und nur ein e

Verbindungsgerade.

Die bisher gewonnenen allgemeinen Resultate erhalten
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in dieser einfachen Geometrie eine besonders einfach e

Gestalt, die aber sofort aus den Tatsachen hervorgeht, das s

nunmehr zwei beliebige Punkte nur eine Verbindungsgerade

und zwei Geraden höchstens einen gemeinsamen Punkt

haben. Ein Geradenbüschel (0) sendet genau eine Gerade

durch jeden von O verschiedenen Punkt . Durch jeden Punk t

P geht eine und nur eine Gerade c, welche mit zwei gege -

benen Geraden a und b, welche nicht beide durch P gehen ,

in Involution ist (abe = cba, siehe Erste Mitteilung S . 24 ff.) .

Die Theorie der direkten und inversen Halbdrehungen

(Erste Mitteilung S . 29) wird sich besonders einfach ge-

stalten, weil nun die Möglichkeit der Mehrdeutigkeit der

Transformationen weggefallen ist .

Gibt es in der einfachen Geometrie ein Rechteck, so

wird jedes Viereck mit 3 rechten Winkeln notwendig als

Rechteck ausfallen, und zwei Geraden mit einem gemein -

samen Lot haben dann alle Lote gemein (der singulär e

Fall der einfachen Geometrie) . In diesem Falle ist immer

ABC (die Transformation, welche aus 3 Umwendunge n

um drei beliebige Punkte A, B, C zusammengesetzt ist)

eine involutorische Transformation (eine Umwendung) .

Gibt es aber in unserer Geometrie überhaupt kei n

Rechteck (der ordinäre Fall), so wird die Transforma-

tion ABC zwar auch eine involutorische Transformatio n

darstellen können, aber nur in dem Falle, wo die Punkt e

A, B, C in derselben geraden Linie gelegen sind .

Es soll nun im folgenden die weitere Begründung de r

einfachen Geometrie gegeben werden . Die Ergebnisse meiner

alten Arbeit (Math. Ann. 64) sollen dabei im wesentliche n

noch massgebend werden . Einige Vereinfachungen in der

Darstellung sollen gegeben werden . Vor allen Dingen wir d

die Begründung von den Axiomen der Anordnung unab-
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hängig gemacht . Ich muss aber zugeben, dass ich kein e

wesentlichen Vereinfachungen des Hauptbeweises des Fun-

damentalsatzes habe erzielen können. 'Wenn man von Seiten

der Leser, die meine alte Arbeit gewürdigt haben, hervor -

gehoben hat, dass die Beweise verwickelt oder umständ-

lich Q sind, so möchte ich doch die Gegenbemerkung ma-

chen, dass die Sache selbst nicht ganz einfach ist . Es ist

wohl kein Zufall, wenn man bis jetzt meines Wissens kei-

nen allgemeingültigen Beweis für den Mittelliniensatz eines

Dreiecks hat erbringen können, mit alleiniger Hilfe der-

jeniger Hilfsmittel, welche für die Formulierung der Auf -

gabe selbst massgebend sind (Ebene Kongruenzaxiome, ohn e

Stetigkeit oder Parallelenaxiome) .

4. Idealbüschel und Idealpunkte .

9. Ein allgemeiner Geradenbüschel (a, b) soll de-

finiert werden als die Gesamtheit derjenigen Geraden c,

von denen jede mit zwei festen, untereinander verschiedene n

Geraden a, b eine involulorische Transformation abc bildet .

Wenn a und b einen gemeinsamen Punkt 0 aufweisen, s o

wird der Geradenbüschel aus der Gesamtheit aller Gerade n

durch diesen Punkt bestehen .

Haben die beiden Geraden a und b ein gemeinsame s

Lot n, wird der Büschel aus allen Geraden, welche senk -

recht auf n stehen, zusammengesetzt .

Sind a und b zwei beliebige Geraden ohne gemeinsame n

Punkt, soll der Geradenbüschel (a, b) als Idealbüsche l

bezeichnet werden . Durch jeden Punkt P geht genau ein e

i F . SCHUR, Grundlagen der Geometrie, S . 160 .
M. DEHE, Die Grundlegung der Geometrie in historischer Ent-

wicklung (Pasch-Dehn, Vorlesungen über neuere Geometrie, 1926, S . 236) .
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Gerade des Büschels . Die Konstruktion dieser Geraden haben

wir früher angegeben (Erste Mitteilung S . 24-25) .

10 . In der Figur 3 ist vorausgesetzt, dass a und b kei n

gemeinsames Lot haben . Auf a wählen wir einen Punkt A ,

und von diesem fällen wir das Lot p = AB auf b . Es gibt

nun eine Halbdrehung um A, welche a in p iiberfiihrt .

Diese Halbdrehung transformiert
die Gerade b in eine neue Ge -
rade b ' durch B (pq _ ap, b ' I q) .

Ist nun c eine beliebige Gerad e

des Büschels (a, b), und fällen
wir von A das Lot AC = r auf

c, ziehen die Gerade BC und '
fällen das Lot s von A auf BC,

so wird nach dem Lotensatz

	

À~ .

	

,i
rs = ap . Die ganze Figur (a, b ,

c, r, s, p, A, B, C) wird nun be i
der erwähnten Halbdrehung i n

eine ganz gleichartige Figur über -
gehen, und aus dieser Figur entnehmen wir sofort die Tat -

sache, dass die den drei Geraden a, b, e entsprechende n

Geraden p, b ' , c ' , wiederum in Involution sind . Da nun p

und b' den Schnittpunkt B haben, muss die Gerade c ' auch

durch diesen Punkt gehen .
Ebenso wird jede neue Gerade d des Idealbüschels (a, b)

durch unsere Halbdrehung in eine Gerade d ' verwandelt ,

welche auch durch den Punkt B geht . Infolgedessen könne n

wir auf die 3 Geraden p, c ' , d ' den Lotensatz (2) anwen-

den, indem wir Lote von A auf c ' und d ' fällen, und geht
man dann durch die Halbdrehung mit der so erhaltene n

Figur zu den Geraden a, c, d zurück, so folgt sofort, das s

a, c, d in Involution sind, d. h . d gehört dem Büschel (a, c) ,

Fig . 3 .
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und c gehört dem Büschel (a, d) . Es ist also hierdurch de r

folgende Satz bewiesen :

Wenn c und d dem Büschel (a, b) angehören ,

so wird auch d dem Büschel (a, c) (oder (b, c) )

angehören . Je drei Geraden des Büschels (a, b )
sind in Involution . Irgend zwei Geraden eine s

Büschels bestimmen diesen Büschel .

Ferner : Eine Halbdrehung verwandelt eine n

Büschel in einen neuen Büschel . Jeder Idealbü -

schel lässt sich durch eine Halbdrehung in eine n

Realbüschel verwandeln .

11. Wir wollen jetzt statt »Idealbüschel« das Wor t

»Idealpunkt« (oder auneigentlicher Punkt«) einführen, in -

dein wir statt »Geraden die dem Idealbüschel angehören «

sagen »Geraden, die durch den Idealpunkt gehen« ; statt

zu sagen, dass ein Idealbüschel durch irgend zwei seine r

Geraden bestimmt wird, können wir demnach sagen, das s

ein Idealpunkt durch Schnitt von irgend zwei Geraden ,

welche durch den Punkt gehen, eindeutig erzeugt wird .

Nach diesen Verabredungen gelten also folgende Sätze :

Zwei Geraden haben immer einen und nu r

einen Punkt gemein : einen gewöhnlichen (oder eigent-

lichen) Punkt oder einen Idealpunkt (oder uneigentliche n

Punkt) .

Durch zwei Punkte, welche nicht beide Ideal -
punkte sind, geht eine und nur eine Gerade .

Durch zwei Idealpunkte geht höchstens ein e

Gerade.

Die Lote einer geraden Linie I haben einen uneigent-

lichen Punkt gemein, welcher der absolute Pol von i

genannt werden soll. Wie schon früher erwähnt, gibt es

zwei Hauptfälle unserer Geometrie : Der singuläre Fall, wo
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Rechtecke existieren, und der ordinäre Fall, wo keine Recht -

ecke existieren . Im singulären Fall wird der absolute Po l

P einer Geraden p, auch der Pol anderer Geraden sein .

Diese Geraden bilden einen Büschel, welcher einen andere n

Idealpunkt P' bestimmt . Je zwei Geraden, welche durch

P und P' laufen, sind senkrecht zueinander .

Im ordinären Fall hingegen gibt es überhaupt kein e

zwei Geraden mit gemeinsamem Pol .

5. Satz der Gegenpaarung .

12. Die früher erwähnte Gegenpaarung der Gerade n

eines Realbüschel (S . 8) lassen sich natürlich unmittelba r

auf den Idealbüschel übertragen, und die Sätze (6 und 7 )

über das Dreieck und das Viereck lassen sich in diese r

Hinsicht in leicht verständlicher Weise erweitern . Für jede s

Dreieck ABC, wo A, B, C Realpunkte sind, wird man z . B .

zu jedem Punkt P' (Real- oder Idealpunkt), welcher nicht

auf einer Seite des Dreiecks liegt, einen Gegenpunkt P "

finden können .

Wir wollen nun die Redeweise einführen, dass die

Punktepaare AA 1 , BB 1 , CC 1 , . . . von dem Punkte P au s

gegengepaart heissen sollen, wenn die Geradenpaare ,

welche von dem Punkte P als Mittelpunkt die Punktepaare

AA 1, BB1 , CCl , . . . ausprojizieren, gegengepaart sind . Es

folgt hieraus, dass die Gegenpaarung nicht gestört wird ,

wenn die Punkte mit anderen vertauscht werden, wenn nu r

die projizierenden Strahlen von P nicht geändert werden .

Wir wollen dann den folgenden Satz beweisen :

Satz der Gegenpaaruung. Wenn zwei von de n

drei Gegeneckenpaaren eines vollständigen Vier -

seits von einem Punkte P aus gegengepaart sind,
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dann sind alle drei Gegeneckenpaaren von diese m

Punkte aus gegengepaart .

Es seien p, q, r, s vier Geraden (Fig. 4), von denen

keine drei durch einen Punkt gehen, und es seien di e

Gegeneckenpaare des von den vier Geraden gebildeten voll -

ständigen Vierseits durch AA 1 , ßßi, CCi bezeichnet; wenn

nun diese Gegeneckenpaare mit einem Punkt P, der nich t

p

Fig . 4 .

in eine Ecke des Vierseils fällt, durch die Geradenpaar e

aal , bbl , cc 1 verbunden werden, und wenn dann zwei vo n

diesen Paaren gegengepaart sind, so besagt unser Satz, das s

alle drei Geradenpaare gegengepaart sind . Mit anderen Wor-

ten, wenn be = e 1 b 1 , so wird auch ca = a 1 c 1 , ab = bi a1 .

Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir 6 Hilfsgerade n

a ' , a1, b ' , b'1 , c ' , c1 derart, dass

a' = ras, a1 = pai q ,

b' = sbp, b1 = qb 1 r ,

c' = pcr, c1 = gc1 s .

Aus diesen Gleichungen leiten wir nun die folgen -

den ab :



az b i c' = p(a1 b i c)P >

ai ci b' = p (a 1 c 1 b) P ,
b'a'c' = p {bac) p .

Einleitung in die allgemeine Kongruenzlehre .

Es leuchtet ein, dass die Ausdrücke auf den rechte n

Seiten von diesen Gleichungen Spiegelungen darstellen, un d

es folgt hieraus, dass jedes der auf den linken Seiten ste-

henden Geradentripel a1 b'1 c' , a1 ci b ' , b i de' einen gemein -

samen Punkt hat. Da nun ferner be = oder b i e = c i b ,

sind die Spiegelungen (1) und (2) identisch, und es folg t

hieraus
b', c' = cib ' ,

woraus man wiederum schliesst, dass die 4 Geraden c ' ,

c'1, b ' einen Punkt gemein haben. Es folgt dann, dass all e

6 Geraden a' , b ' , c' , ai , b1, cŸ einen Punkt P' gemein ha -

ben . Die Achsen der 3 Spiegelungen (1), (2), (3) gehen

alle durch P ' ; sie gehen aber auch, nach der Form der

rechten Seiten, durch den Punkt PP, und da dieser Punkt

sicher von P' verschieden ist, weil z . B . b ' durch P', aber

nicht durch PP geht, so müssen die 3 Spiegelungen (1), (2) ,

(3) identisch ausfallen, d . h .

a 1 b 1 c = a 1 c 1 b = bac ,
woraus folgt

a1 b 1 = ba , a 1 ci = ca , w. z . b. w .

13. Der Satz wird natürlich auch gültig, wenn P ein

Idealpunkt ist, überhaupt wenn alle vorkommenden Punkt e

Idealpunkte sind, unter der Voraussetzung natürlich, das s

alle vorkommenden Verbindungsgeraden existieren .

Der Satz wird z . B. eine wichtige Anwendung haben i n

dem Falle, wo P der absolute Pol einer Geraden p dar-

stellt . Der Satz wird dann die folgende Formulierung er -

halten :

Videnal: . Selsk . Math .-i'ys. Mccld .X, I .
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Wenn die Gegeneckenpaare eines vollständi -

gen Vierseits auf eine Gerade p projiziert werden ,

und wenn zwei von den hierdurch entstehende n

Punktepaaren gemeinsamen Mittelpunkt haben ,

so wird das dritte Paar denselben Mittelpunk t

haben .

14. Wir wollen diesen Satz für einen Beweis des M i t t e l -

liniensatzes eines Dreiecks verwenden . Die Mittel -

punkte der Seiten des Dreiecks AB C

seien mit P, Q, R bezeichnet (Fig . 5) .

Durch Umwendung um R entsteh t

das Dreieck ABC' , wo die Seiten AC '

und BC' die Mittelpunkte Q ' und

P' haben . Auf der Geraden CR er-

richten wir in R das Lot r; r wird

auch QQ' und PP' . Projizieren

wir Q und P auf r in S und T,

A und B in M und N, ist sofort

ersichtlich, dass die Umwendung um

R, S mit T, und M mit N vertauscht .

Durch Verwendung des obigen Satzes auf das vollständig e

Vierseil, welches von den Geraden AC, BC, und die beiden

Mittellinien AP, BQ gebildet wird, schliesst man dann, das s

die Projektion des Schnittpunktes von AP und BQ auf r

nach R fällt, d. h. der Schnittpunkt von AP und BQ fäll t

auf CR, was zu beweisen war .

15. Der allgemeine Satz der Gegenpaarung wird überhaup t

sehr wichtig für die Beweise der Schnittpunktsätze, inde m

er ein Hilfsmittel gibt zur Entdeckung von Gegenpaaren vo n

einem Punkte aus . Wenn man z . B. weiss, dass AB un d

AC Gegenpaare derselben Paarung für P sind, folgt hieraus ,

dass P, B und C in einer Geraden liegen . Eben diese

e

yC

Fig . 5 .
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Betrachtung wird für den folgenden Beweis des Pascal-

sehen Satzes Anwendung finden .

6. Der Realfall des Pascalschen Satzes .

16 . Wenn die Ecken eines Sechsecks sämtlic h

eigentliche Punkte sind und abwechselnd au f

R

Fig . 6 .

zwei Geraden liegen, und wenn ferner die dre i

Schnittpunkte der Gegenseitenpaare eigentlich e

Punkte sind, dann liegen diese 3 Punkte au f

einer und derselben Geraden.

Der Beweis wird hier ganz wie früher nach dem Vor -

gange von HESSENBERG gegeben (Fig . 6) .

Das Sechseck ABCDEF sei dem Geradenpaar gh ein -

geschrieben, und die Schnittpunkte der gegenüberliegenden

Seiten seien mit P, Q, R bezeichnet. Auf g bestimmen wir

einen Punkt S derart, dass die Geradenpaare PS, PQ und

PC, PF gegengepaart sind, d . h . das Paar SQ ist dem Paa r

CF für den Punkt P gegengepa art .
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Die Gerade FS = s schneidet die Geraden CB und CD

in bezw . X und X1 . Die Gerade s bildet mit jedem der

Dreiecke CQE, BCD, ACR ein vollständiges Vierseit, un d

wenn wir den Satz der Gegenpaarung auf diese Vierseit e

anwenden, erhalten wir der Reihe nach folgende Paare der-

selben Gegenpaarung (von P aus) :

GF, SQ, XE, XD (aus XE durch einfache Projektion aus.

P), BX1 , AX1 (aus BX1 durch Projektion aus P), SR .

Da also SQ und SR derselben Gegenpaarung für P an -

gehören, liegen Q und R mit P auf einer Geraden .

17. Bei dem Beweise braucht man nicht die Voraus-

setzung dass alle vorkommenden Punkte Realpunkte seien .

Es kommt nur darauf an, dass die in Rede stehenden ge-

raden Linien existieren. Es könnten sogar sämtliche Punkte

P, Q, R Idealpunkte sein ; wenn nur eine Gerade PQ exi-

stierl, dann wird sie auch durch R gehen .

7 . Idealgeraden .

18. Wir wählen einen festen eigentlichen Punkt 0 al s

festen Mittelpunkt von direkten und inversen Halbdrehun-

gen. Wir wissen, dass je zwei solche Halbdrehungen ver-

tauschbar sind (Erste Mitteilung S . 30) .

Wir definieren nun eine Idealgerade als ein System

von . Punkten, welches entweder durch eine Halbdrehun g

um den Fundamentalpunkt 0 in die Gesamtheit der Punkte

einer gewöhnlichen Geraden übergehen kann, oder mit de r

Gesamtheit der absoluten Pole aller Geraden durch 0 zu-

sammenfällt . Im letzteren Fall soll die Idealgerade als Fun-

damentalgerade bezeichnet werden.

Es lässt sich nun leicht

	

wie in meiner alten Arbeit -

erweisen, dass 3 Punkte einer so definierten Idealgeraden



Einleitung n die 'allgemeine Kongrùenzlehre .

	

2 1

durch Halbdrehungen um P in drei Punkte ' einer Geraden

(gewöhnlichen oder Idealgeraden) übergehen .

Nach Einführung der Idealgeraden gelten ferner fol-

gende Sätze : Irgend zwei Punkte haben eine un d

nur eine Verbindungsgerade. Irgend zwei Gera -

den haben einen und nur einen Punkt gemein .

Beide Sätze lassen sich durch Verwendung von Halbdreh =

ungen beweisen .

19. Die absoluten Pole aller Geraden durc h

einen festen eigentlichen Punkt P liegen au f

einer Geraden. Diese Gerade soll die absolute Polar e

von P heissen .

Wenn P in den Fundamentalpunkt O fällt, ist der Sat z

eine unmittelbare Folge unserer Definition .

Fällt P nicht in O, so ziehen wir (Fig . 7) die Gerade

OP = a, das Lot b auf a in P, und schliesslich zwei be-

liebige aufeinander senkrechte Geraden c und d durch P.

Es wird nun genügen zu beweisen, dass die absoluten Pol e

der Geraden a, b, c auf einer Geraden liegen .

Wir fällen die Lote OC = c1 auf c, und OD = dl auf

d, ziehen die Gerade CD = z, und fällen die Lote x von

O, und g von P, auf die Gerade z. Wir fällen ferner da s

Lot DB = p auf b, und OA = al auf p . In dem Falle wo

OA I a, haben die Gera -

den a und p zwei gemein-

same Lote b und a1 ; die

absoluten Polen der Ge -

raden durch P werden

dann mit den absoluten

Polen der Geraden durc h

0 zusammenfallen, und

sie bilden dann die Fun-
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damentalgeråde . In allen anderen Fällen gibt es eine Halb-

drehung um O, welche a nach a 1 führt . Und durch diese

Halbdrehung werden die absoluten Pole von a, b und c in

3 Punkte der Geraden p übergeführt. Erstens geht der Po l

von a, in der Pol von a 1 über, zweitens geht der Pol von

b als Schnittpunkt der beiden Geraden a und p in den

Punkt A über, und drittens soll nun gezeigt werden, das s

der Pol von c in den Punkt D übergehen wird ,

Es wird nämlich :

P = ab = cd, also ca = db ;
ferner

yd = ca (Lotensatz)

= db ; also d Spiegelungsachse von y und b ;
zd = dp (d Spiegelungsachse von z und p) ,

zdi = d1p (di zweite Spiegelungsachse von z und p) ,

xd1 = di al ,

= c1 a (Lotensatz) ,

c1 a = di a l , oder c 1 d~ = aal .

Hieraus folgt aber, dass der Schnittpunkt von cl und d

durch unsere Halbdrehung in D übergeführt wird .

8 . Die projektive Geometrie .

20. Um die Begründung der projektiven Geometrie fü r

das erweiterte System von Punkten und Geraden durch -

führen zu können, brauchen wir ausser dem Realfall des

Pascalschen Satz noch einen anderen Sonderfall dieses

Satzes, und zwar den folgenden :

Wenn die Ecken eines Sechsecks sämtlich eigentlich e

Punkte sind und abwechselnd auf zwei Geraden liegen, dere n

Schnittpunkt ein eigentlicher Punkt 0 ist, und wenn ferner

(1)
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zwei Paare von gegenüberliegenden Seiten des Sechseck s

je ein gemeinsames Lot haben, das durch O läuft, dann

hat auch das dritte Paar von Gegenseiten ein gemeinsames

Lot durch O.

Der Beweis dieses Satzes gelingt mit Hilfe des Loten-

satzes, oder mit Hilfe einer Reihe von Halbdrehungen um

0, ganz wie der bekannte Hilbertsche Beweis für den Pas-

calschen Satz in der Euklidischen Ebene . '

21 . Für den singulären Fall unserer Geometrie beweis t

man dann den folgenden Satz :

Hat ein Sechseck seine Ecken abwechseln d

auf zwei Geraden mit dem Schnittpunkt S, un d

liegen zwei von drei Schnittpunkten der Gegen -

seitenpaare auf der Fundamentalgeraden, dan n

muss auch der dritte Schnittpunkt auf diese r

Geraden liegen.

Der Satz wurde schon oben für den speziellen Fall be -

handelt, wo alle Ecken wie auch der Punkt S eigentlich

sind ; der allgemeine Fall kann aber durch Halbdrehunge n

um den Fundamentalpunkt auf den speziellen Fall zurück -

geführt werden . In der Tat kann, da keine der Ecken auf

der Fundamentalgeraden liegt, durch die Aufeinanderfolge

von geeigneten Halbdrehungen um den Fundamentalpunk t

erzielt werden, dass alle Ecken in eigentliche Pünkte über-

gehen, während der Punkt S entweder nach einem eigent-

lichen Punkt geführt wird oder auf der Fundamental -

geraden liegt . Tritt der erstere Fall ein, so ist der Beweis

mithin zu Ende, und für den letzteren Fall lässt sich dan n

der. Beweis indirekt führen .

1 HILnERT, Grundlagen d . Geometrie 6 . Aufl . S . 36-40 . Vgl . auch F .

Scann, Grundlagen der Geometrie S . 159, wo eine andere Beweisanord-

nung gegeben wird .



24 Nr . 1 . JOHANNES HJELMSLEV :

Mit diesem Beweis können wir die Begründung der

projektiven Geometrie im singulären Fall als erledigt be -

trachten .

22. Was nun den ordinären Fall anbetrifft, beweisen

wir den allgemeinen Pascalschen Satz über das einem Ge-

radenpaare eingeschriebene Sechseck :

Hat ein Sechseck seine Ecken abwechselnd

auf zwei Geraden, so liegen die drei Schnitt -

punkte der Gegenseitenpaare auf einer Geraden .

Durch die Aufeinanderfolge geeigneter Halbdrehunge n

um den Fundamentalpunkt können wir eine derartige Ver-

wandlung der Figur erzielen, dass unter den zu betrach-

tenden neun Punkten jedenfalls keine anderen uneigentliche n

Punkte vorhanden sind als solche, die auf der Fundamen -

talgeraden liegen ; unter den Verbindungsgeraden der neun

Punkte findet man alsdann höchstens eine uneigentlich e

Gerade, nämlich die Fundamentalgerade .

Durch kongruente Verschiebung der in dieser Weise er-

haltenen Figur kann man ferner erreichen, dass die zu-

rückgebliebenen uneigentlichen Punkte nach Punkten ausser -

halb der Fundamentalgeraden gefährt werden ; da durch

diese Verschiebung die Fundamentalgerade in die absolut e

Polare eines eigentlichen Punktes übergeht, also nach de m

Satz 19 in eine uneigentliche Gerade, und da ferner die eigent -

lichen Punkte und Geraden in ebensolche übergehen, s o

wird es genügen, unseren Satz für die nach der Verschie-

bung erhaltenen Figur zu beweisen .

Schliesslich kann nun diese Figur wiederum durc h

Halbdrehungen uni den Fundamentalpunkt derart verwan-

delt werden, dass sämtliche neun Punkte und deren Ver -

bindungsgeraden in lauter eigentliche Elemente übergehen ,

und da der Pascalsche Satz für die solchergestalt verwan-
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delte Figur Geltung hat, so muss er auch für die ursprüng-

liche Figur gelten .

9. Über die Axiome der Anordnung .

23. Wir haben unsere Begründung der projektiven Geo-

metrie ohne Axiome der Anordnung zu Ende gebracht .

Wie steht es nun aber mit diesen Axiomen? Sind si e

von der Kongruenzlehre ganz unabhängig? Ich habe di e

Frage schon in meiner alten Arbeit aufgestellt, und ich

habe damals angezeigt, dass die Frage im wesentlichen

davon abhängen würde, ob es Zahlensysteme gibt, fü r

welche folgende Sätze gültig sind :

A. Die Sätze der Verknüpfung sind sämtlich befriedigt .

B. Die Gleichung .x 2 = - 1 hat keine Lösung .

C. Die Sätze der Anordnung können nicht befriedigt

werden .

Kürzlich hat mir Herr G. THOMSEN, der sich für dies e

Sache interessierte, brieflich mitgeteilt, dass die betreffend e

Frage neuerdings durch eine Arbeit von ARTIN und

SCHREIER ' ihre Beantwortung gefunden haben dürfte . In

dieser Arbeit wurde nämlich bewiesen, dass die in Rede

stehenden Zahlensysteme nicht existieren, indem die Be-

dingungen A und B notwendig die Folgerung nach sic h

ziehen, dass die Zahlen des betreffenden Systems geordne t

werden. können, derart, dass die gewöhnlichen Gesetze de r

Ungleichungen gültig sind, obwohl diese Ordnung auf ver-

schiedener Weise ausgeführt werden kann .

Dieses Resultat wird tatsächlich für unsere geometrisch e

Frage von wesentlicher Bedeutung sein .

Fügen wir zu unserer Kongruenzlehre ausser dem Ein -

E . ARTIN u . O . SCHREIER, Algebraische Konstruktion reeller Körper

Abadl. aus d . Math . Seminar d . Hamburgischen Univ . V, 1926, S . 85-91
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deutigkeitsaxiom noch das Parallelenaxiom hinzu, so lassen

sich tatsächlich die Axiome der Anordnung beweisen i n

dem Sinne, dass man eine Anordnung für die Punkte eine r

Geraden definieren kann, derart, dass alle gewöhnliche n

Axiome der Anordnung (auch das Axiom von Pasch) hier -

aus folgen werden . Wenn wir aber die Geometrie auf Grun d

der allgemeinen Kongruenzlehre, unter Annahme des Ein-

deutigkeitsaxioms, aber ohne das Parallelenaxiom (oder

andere Parallelenaxiome), behandeln sollen, wird di e

Sache nicht so einfach . Erstens können wir, wie wir ge-

sehen haben, das System der Punkte und geraden Linien

derart erweitern, dass für das erweiterte System die pro-

jektive Geometrie (die Schnittpunktsätze) gültig ist . In der

so hergestellten projektiven Ebene lässt sich dann in projek-

tiver Weise eine Euklidische Geometrie definieren, indem

wir eine beliebige (uneigentliche) Gerade als die »unend-

lich ferne Gerade« einführen . Nach den Artin-Schreiersche n

Untersuchungen kann man nun in dieser Euklidischen Geo-

metrie eine Anordnung einführen . Durch diese Anordnung

wird dann auch in der projektiven Ebene eine Anordnun g

definiert, und schliesslich lässt sich die Strecke AB, welch e

zwei Realpunkte A und B verbindet, als diejenige projektive

Strecke AB definieren, welche den Mittelpunkt von A und B

enthält . Es ist aber hier unsicher, ob alle Punkte dieser Streck e

reell sind . Es kommen also noch verschiedene Fragen i n

Betracht, auf die wir aber nicht hier eingehen wollen .

10. Über das Eindeutigkeitsaxiom .

24 . Zum Schluss möchte ich noch einige Bemerkunge n

Tiber das Eindeutigkeitsaxiom hinzufügen .

Verschiedene Versuche sind gemacht worden, um das
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Eindeutigkeitsaxiom zu beweisen . Wir erinnern an den be -

kannten Halbkreisbeweis von PnoaLOS, welcher Beweis auch

bei Euklid XI, 1 (Elementa, Ausgabe von J . L . Heiberg)

zum Vorschein kommt . Ferner an die Bemerkungen LEIB -

NIZENS in seiner Abhandlung : In Euclidis 11PQT 4 t . Auch

SACCHERI hat sich eingehend aber sehr unklar mit der

Frage beschäftige Schliesslich sei nur angeführt, das s

LEGENDRE in seinen Éléments de Géométrie die Ein-

deutigkeit der Strecke AB als Axiom angenommen, di e

Eindeutigkeit der Verlängerung aber als beweisbare Eigen-

schaft der geraden Linie aufgestellt hat .

-r-i-® 	 a	 A A'

rf N

	

b

	

a

Fig. 8 .

Wir haben in der ersten Mitteilung erwiesen, dass da s

Eindeutigkeitsaxiom auf Grund der allgemeinen Kongruenz -

lehre mit Hinzunahme der Axiome der Anordnung in

Verbindung mit dem Eudoxischen Axiom, beweisbar ist.

Wir wollen hier nur noch hinzufügen, dass wenn ausser

den Axiomen der Anordnung (ohne das Eudoxische Axiom)

noch die Euklidischen Grössenaxiome angenommen werden ,

dann wird hieraus das Eindeutigkeitsaxiom folgen .

Wir brauchen nämlich nur auf folgende . Tatsache hin -

zuweisen : Wenn zwei Geraden a, b zwei Punkte M, N ge-

meinsam haben, so gibt es Bewegungen, durch welch e

beide Geraden in sich verschoben werden, z . B . so, dass M

in N übergeht . Ein Lot AB auf b wird dabei in das Lot

A 1 B 1 übergehen . Die von den Geraden AB, a, b begrenzt e

Fläche wird dann mit der von den Geraden A 1 B 1 , a, b be-

1 LEIBNIZENS mathematische Schriften, herausg . v. Gerhardt . Zw. Abt .

Bd. I . S. 207, 209 .

s Siehe ENGEL-STACEEL, Parallellinien, S . 109-119 .
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grenzten Fläche zur Deckung gebracht . Das Ganze würd e

also einem Teil gleich werden, was den Grössenaxiome n

widerspricht .

Hierdurch würde also im wesentlichen inner -

halb des Rahmens der Euklidischen Darstellun g
ein wirklicher Beweis für die Eindeutigkeit de s

Schnittpunktes zweier Geraden (ohne das Eudoxische

Axiom) hergestellt sein .

In der nächsten Mitteilung soll nun die weitere Ent-

wicklung der allgemeinen Kongruenzlehre verfolgt werden ,

indem wir die im Schlusswort der ersten Mitteilung er -

wähnten »Grossgeometries entwickeln werden .

Forelagt paa Modet den 19. Oktober 1928.
Færdig fra Trykkeriet den 5 .Novemher 1929,




