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HABALD Bour hat in den Abhandlungen in Acta Mathe-
matica, in welchen er die Theorie der fastperiodischen
Funktionen begriindet hat, folgende Sétze, welche Verall-
gemeinerungen des klassischen Weiersirassschen Satzes tiber
rein periodische Funktionen sind, bewiesen:

I. (Approximationssatz): Damit die fir — 00 < & < oo
definierte Funktion f(x) durch ein trigonometrisches Poly-
nom ‘

(1) cieb).1x+ Cgel/‘2x+ ot C,,e”‘”m

(mit willkiirlich wiihlbaren reellen Exponenten A;) gleich-
missig fiir alle x mit vorgeschriebener Genauigkeit ¢ ap-
proximierbar sei, ist notwendig und hinreichend, dass f(x)
fastperiodisch ist.

II. Damit die geforderte Approximation mdglich sei
mit Exponenten /;, die einer im voraus gegebenen Menge
{l} von reellen Zahlen angehéren, ist notwendig und hin-
reichend, dass (die Funktion fastperiodisch sei und) alle
Exponenten in der Fourierrethe der Funktion Zahlen aus
der Menge {/} sein sollen.

Von hesonderem Interesse sind die Falle, in denen {/1}
" ein abzdhlbarer Modul ist. Fiir diesen Fall leitet man aus
Satz II den folgenden Satz her:

IIa. Gegeben sei der abzdhlbare Modul

1%
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et

(2) VR VP P P

Damit eine fiir — oo < x < oo definierte: Funktion f(x)
durch eine Summe von der Form (1) mit Exponenten,
die (2) angehoéren, beliebig genau approximierbar sei, ist
notwendig und hinreichend, dass zu einem ¢ ein J =
6(¢) und ein N = N(s) existieren, so dass jedes die Un-

gleichungen
‘ T 7\,1‘

<d (mod27) (=1,2 .., N)

erfilllende z eine zu ¢ gehorige Verschiebungszahl von f(x)
sein soll.

Das in Satz Ila genannte Kriterium erhilt eine ein-
fachere und tbersichtlichere Form, wenn iiber {l} weitere
spezielle Annahmen gemacht werden.

BouL?! hat in einer grundlegenden Abhandlung den Fall
betrachtet, in welchem die i ganzzahlige Kombinationen
einer endlichen Anzahl von linear unabhingigen « sind,
wihrend in den folgenden Uberlegungen der Fall behandelt
wird, wo der Modul {Z} eine endliche oder unendliche
Basis {a} hat, und wo die 4 alle lineare Kombinationen
der « mit entweder ganzzahligen oder rationalen Koeffi-
zienten sind. '

Beim Beweise der Sitze I—Ila benutzt Bour die voll-
stiindige Theorie der fastperiodischen Funktionen. Im fol-
genden sollen die fiir die genannten Spezialfalle geltenden
Sétze direkt und mit verhiltnisméassig einfachen Hilfs-
mitteln begriindet werden, indem dieselben Beweismethoden
angewendet werden, welche Boni in seiner Abhandlung

benutzt hat.

' P. Bonx, Uber die Darstellung von Funktionen einer Variabeln
durch trigonometrische Reihen mit mehreren eciner Variabeln proportio-
nalen Argumenten (Dorpat, 1893).
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Was die im folgenden benulzten Begriffe der grenz-
periodischen Funktionen von endlich vielen Variabeln so-
wie der rein- und grenzperiodischen Funktionen von un-
endlich vielen Variabeln betrifft, vergleiche man die zweite
Arbeit von Bour in Acta Mathematica.

L.

Gegeben ist eine abziihlbar unendliche Folge o, a5, ...
von linear unabhéngigen Zahlen «; dieses heisst, dass
nyoy + gy ..+ e, = 0 fiir ganze n, nur erfillt wird,
wenn ny = ny, =...=n, = 0 ist. Es sei f(x) eine fir —oo
< a <o definierte stetige Funktion, welche durch ein

trigonometrisches Polynom
; ( . Jir
(1) chl...nmeL n1“1+ +n v

far alle a gleichmissig approximierbar ist. Die Menge
dieser Funktionen bezeichnen wir mit A.

Satz I. Die notwendige und hinreichende Be-
dingung dafir, dass f(x) der Menge A angehdrt,
ist folgende: Zu einem beliebigen & > 0 existiert
ein 0 = d(¢) und N= N(¢), so dass jedes z, welches
die N diophantischen Ungleichungen

|z} <0  (mod 2x)
@2 ¢
lzey] < & (mod 2m)

erfallt, eine zu ¢ passende Verschiebungszahl
von f(x) ist, das heissl die Ungleichung

[f(x+o)—f@)] <«

fiir alle x erfiillt,
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Beweis: Die Menge der Funktionen f(x), welche der
genannten (¢, d, N)-Bedingung geniigen, bezeichnen wir mit
B. Zuniichst beweisen wir, dass A eine Teilmenge von B ist.
Es sei namlich f(x) eine Funktion aus A und $(x) ein trigono-
melrisches Polynom von der Form (1), welches f(x) mit
der Genauigkeit % approximiert. S(xz+=) entsteht aus S (x),
indem jeder Faktor e'®%® in jedem der Glieder einen Zu-
satzfaktor ¢'**7 erhilt. Daher wird |S(x_+z‘) —S(x)| < % ‘
ausfallen, wenn jeder dieser Zusatzfaktoren hinreichend
nahe an 1 liegt, das heisst: die Bedingung |kas| < 0%
(mod 2s) far hinreichend kleines % erfillt. Wir erreichen
also |S(x+12) —S(x)| < % und damit |f(xtz) — f(x)| < e,
wenn wir N so gross wihlen, dass alle in S(x) auftreten-
den « mitkommen, und ¢ = % setzen, wo M das grosste
aller in Betracht kommenden k ist.

Die Identitit der Mengen A und B wird nun dadurch
bewiesen, dass wir zeigen, dass sowohl 4 wie B identisch
mit einer Funktionenmenge C sind, die wie folgt definiert
wird: Eine fiir —oo < & < 0o definierte stetige Funktion

soll dann und nur dann ¢ angehoéren, wenn

(3) flx)y =Px,x,...)

ist, wo P(x;, %y, ....) eine im Raume von abzihlbar un-
endlich vielen Dimensionen definierte stetige periodische

Funktion mit dem Periodensystem
2z 2% )

4) (1)1,1)2,....):( s e

W

ist.

Die Menge C ist in der Menge A enthalten. Auf Grund
des Weierstrassschen Approximalionssatzes fir Funktionen
von m Variabeln ldsst sich néimlich ohne weileres zeigen,

dass P(x,, Z5,....) im ganzen Raume durch ein Poly-
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Py e+t amemam) . . .
nom Z Cry..ng € mit s-Genauigkeit ap-
proximierbar ist. Ist nun f(x) eine Funktion aus € und

= P(x, x, ...), erhilt man, indem in der Ungleichung
iy ey @ - Ny Ty )
fp(xux.?’"')ﬁzcnl.“nme |<€

x; durch x entsetzt wird,

| f(l) - chl_ o el e+ .. i, cf.m)x' < e,

das heisst f(x) ist eine Funktion aus A.

Es ertibrigt noch zu zeigen, dass die Menge B eine
Teilmenge von € ist. Wir nehmen eine willkiirliche Funk-
tion f(x) aus B und definieren zunichst P(x, x,,...) auf
der Hauptdiagonalen wxy = x, = ... durch die Gleichung

Pz, x,....) = f(x).

Hiernach definieren wir die Punktmenge = wie folgt:
Der Punkt (%, &, ....) soll zu = gehéren, wenn es ein

a giebt, so dass alle Kongruenzen

(5) - 5, =a (mod p,) (r=1,2..)

erftillt sind. Auf = definieren wir P (x,, x,,...) durch
) P&, ..) =P, x,..) = (o),

wo &, &, ... und ax durch (5) verbunden sind. Die lineare
Unabhingigkeit der Zahlen « fithrt mit sich, dass ein Punkt
(&, &, ... von = nicht mit zwei Punkten (a, 2', ...) und
(z"”, 2, ...) der Hauptdiagonalen #quivalent sein kann,
sonst miisste namlich o’ —a” ein gemeinsames Vielfaches
aller p sein, was nicht madglich ist, da das Verhialtniss von
p; und p, irrational isl.

—
=

Die Punkte von = liegen im Raume aberall dicht, da

man nach Angabe eines Punktes (a,, a,,...), eines N und
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beliebig kleiner d;, d,, ... dy Punkte (£, &, ... &x,...) finden
kann, welche die N Ungleichungen

|.§V _aV | < 61/ (V - 1, 2, Ve Z\vr)
oder die N diophantischen Ungleichungen
|x—a,| < 4, (mod p,)

erfiillen, welche letztere auch in der Form

e, —e,a,| < d6,]e,] (mod 2m)

geschrieben werden konnen; und diese haben immer eine
Losung, da die « linear unabhingig sind. Es soll nun
gezeigt werden, dass P in 5 gleichmaéssig stetig ist. Hierbei
benutzen wir die Voraussetzung, dass f(x) der Menge B
angehdrt. Wir zeigen, dass wir zu einem willkirlichen
e > 0-ein N und Zahlen dy, d,, ..., dy so finden koénnen,

dass die Ungleichung
lp(gis (é:lzy--')_P(’;CI"SIZI’ ---)‘ < ¢

fiir zwei willkiirliche Punkte (&, &, ...) und (§/, &.,,..)
von = erfillt ist, sobald fiir die ersten N Koordinaten die
Ungleichungen -
& —& <4, (r=12..,N)
gelten.
Wir bezeichnen mit &’ und =" = z' + « die zwei Werte
von x, von welchen aus die Punkte (5§, 8&,..)und (5{,5,.. )

hergeleitet wurden. Zu beweisen ist, dass

[f@) — @) = [fE)—fE+D] <
sobald die N Bedingungen

o' —a'| = || < 4, (mod p,)
oder :
[oc,,ft?‘ < 61,|cc,,

(mod 2m)
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erfiallt sind, und dieses trifft zu, wenn man die Zahlen
N, §;, 8, ... dx so wihli, dass in den durch f(x) erfillten
Bedingungen (2) N = N(s) und d,|e,| = d(¢) ist. Da
P(xy, x5,...) in 5 gleichmiissig stetig ist, und £ im Raume
tiberall dicht liegt, gibt es eine und nur eine im ganzen
Raume definierte stetige Funktion, die auf £ mit der da-
selbst schon definierten Funktion {ibereinstimmt. Damit
ist gezeigt, dass B eine Teilmenge von € ist; die gefundene
Funktion P(x, x,,....) erfallt namlich alle gestellten
Bedingungen: Sie ist periodisch mit dem Periodensystem
(pys pss - - .). sie erfillt die Gleichung P(x, x, ...) = f(x)
und sie ist stetig im ganzen Raume; denn wihlen wir
d = d(e) so, dass
[P &, ) —PELE, )<«

erfilllt wird fir zwei beliebige Punkte von &, fir welche
&, —&|<d (v=1,2,..., N) gilt, wird far dasselbe § und
N auch die Ungleichung

|P(xy, €5, ...) — P(x], x5, ..)| <e

erfiillt sein, sobald |z, —x)| <d (»=1,2,...N).

IL.

Gegeben seien m reelle, linear unabhéngige Zahlen:
oy, g, iy e WIr betrachten die Menge aller Schwin-

gungen e'“®, wo « die Form

o« = I'1C£l+l'2052+ v T Irmoem

hat, und wo ry,r,, ..., r;n rationale Zahlen bedeuten. Es
sei f(x) eine fiir —oo <@ < oo definierte stetige Fuuktion,
welche gleichmiissig fiir alle x durch eine endliche Summe

von der Form
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(8) D¢

approximiert werden kann. Die Menge aller dieser Funk-

e gy Frocs + .00 Fr )
Pyl Py ™

tionen bezeichnen wir mit A.

Die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass eine Funktion f(x) der Menge A ange-
hért, ist folgende: Zu einem gegebenen ¢>0 gibt
es ein 0 = J(¢) und ein ganzzahliges M = M(¢) so,
dass jede Zahl #, welche die m diophantischen
Ungleichungen

9) |2 e,

<d (mod 272M) (vr=1,2,...m)

erfillt, eine zu ¢ passende Verschiebungszahl von
f(x) ist, das heisst der Ungleichung

f@tD—f@]<e (—o0<z<o0)
genugt.

Die Menge aller Funktionen mit der genannten (s, §, M)-
Eigenschaflt wollen wir wieder mit B bezeichnen. A ist eine
Teilmenge von B; ist ndmlich f(x) eine Funktion aus A,
kann diese mit i;— Geﬁauigkeit durch eine Summe S(x)
von der Form (8) angenihert werden. Ist M ein Haupt-
nenner der in S (x) auftretenden r, kann man J > 0 so

klein wihlen, dass fir jedes 7, welches die Ungleichungen

le,v| <d  (mod 224M) (»=1,2,..., m)
erfilllt, gilt, dass

|S(x+2)—S@)| <

&
3 H

und fiir ein solches = hat man also

[flx+2)— flx)| < e.

(—oo << x < ox)

Wir wollen nun zeigen, dass die Mengen A und B

idenlisch sind, indem wir beweisen, dass beide mit einer
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Funktionenmenge € zusammenfallen, welche wie folgt
definiert ist: Die Funktion f(x) gehért zu €, wenn sie in
der Form

(10) flx) = G(x,x, ... x)

geschrieben werden kann, wo G (xy, x5, . .., xy) eine stetige

grenzperiodische Funktion mit dem Periodensystem

27t 2 21
(11) (pvpz,-..,p:;:) = <——-—’ ﬂT,...,"’—>

oy s, e
1st.

C ist eine Teilmenge von A; denn eine Funktion f(x)
= G(x,x, ..., x) aus C kann ja durch eine Summe von
der Form (8) mit e-Genauigkeit approximiert werden; die
Menge der grenzperiodischen Funktionen G (xy, x5, ..., Tm)
mit dem Periodensystem (11) besteht nidmlich eben aus
denjenigen Funktionen, welche durch endliche Summen
der Form Zc,.l,.zmTmei('"lc‘lwl+"'+ Tnfn®e)  gleichméssig
approximiert werden koénnen; also braucht man nur die
Funktion G{x;, a5, ...., m) im ganzen m-dimensionalen
Raume mit £-Genauigkeit durch eine endliche Summe von
der Form Zc,.l_w,. e(n@®+ . Fr®) 2y approximieren

n

und danach in der Ungleichung

l G(ﬂjl, P :L‘m) - : Cp ; ei(rlalxl + +7‘M06m.’c,,,)l < &
- 1

sl

x, = x zn setzen.

Um die Identitit von 4 und B zu beweisen, eriibrigt
es noch zu zeigen, dass B eine Teilmenge von € ist. Ist
also f(x) eine willkiirliche Funktion aus B, soll gezeigt
werden, dass es eine grenzperiodische Funktion G (xy, x,,
. s Tm) mil dem P‘eriodensystem (11) gibt, fir welche
f(x) = G(x, =, ..., ).

Fir ein willkiirlich gegebenes a« und ein gegebenes
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s (=1,2,...) bestimmen wir alle die Punkte &® = (g,

&9, ..., £®), deren Koordinaten die Bedingungen

§® =a (mod s! p,))

12y §

& ) = o (mOd s! pm)

Sm

erfiillen. Indem nun x alle Werte durchliuft, entsteht eine
Menge =, von Punkten ORI £, definieren wir eine
Funktion g, = g, (®, &©, ..., £®) durch die Gleichung

13) g, (9, 89, ., 59) = f(x)

Da einem &9 nur ein x entspricht, da'die « linear unab-
héngig sind, ist die Funktion g eindeutig bestimmt.

Die Funktion g  ist in = unstetig, doch in der Weise,
dass fiir s > oo die Funktion g, »mehr und mehr stetig
wird¢, womit folgendes gemeint ist: |g (&) —g, (&) | wird
fiir s > M = M (&) kleiner als ¢ ausfallen, sobald die Punkte

& und §” von Z| so nahe an einander liegen, dass | &, — g
d(e .

< d, =~—)(1/: 1,2,..., m) ist.
‘ awl

Jede der Mengen X, Ej;, ... liegt iiberall dicht im

Raume; E, .1 ist eine Teilmenge von =,

51 >Ez>...,

i

und nur Punkte der Hauptdiagonalen sind in allen = ent-
halten. Ist also p > ¢, wird der Punkt (¥{®, ..., £®) von £,
auch in 5, enthalten sein, und es gilt

(14)  gp G &P, .. 5D = gy GO, 5P, ..., §P).

=m

Die Funktion G (x;,x,, ..., n) wird in einem will-
kirlichen Punkte (x, x5, ..., xn) wie folgt definiert: Wir
wiihlen eine Punktfolge (§, £, ..., £1), (@, 80, ., £D), ...,
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welche gegen (a, @y, ..., Tp) konvergiert, und wo der s-te
Punkt (£, £, ..., £ der Menge 5, angehért, und setzen

(15) G (xy, 2y, ..., ) = lim g, ({7, £, .., :51(:?))‘

n—-»w

Dass zu einem willkirlich gegebenen Punkt (x;, a,, .. .,
xm) eine solche Folge (D, &0, .., W), (5P, P, .., @), ...
existiert, folgt daraus, dass jede der Mengen =, im ganzen
Raume iiberall dicht liegt. Um die Darstellung zu verein-
fachen, wollen wir zur Approximation des Punktes (x,,
Xy, . .., Tm) solche spezielle Folgen benutzen, fiir welche die
m Ungleichungen
1

sle,]

(16) |z, — &0 < v=1,2..,m

erfillt sind.

Um die Konvergenz der Folge g,(§M), g,(§®), ... ein-
zusehen, betrachten wir die Differenz zwischen dem g-len
und dem p-ten Glied in der Folge, fiir welche, wenn p > g,
gilt, dass

[ gp (EP) — gq (EO)] = | gq (W) — g, (£0)].

Diese letztere Differenz ist aber kleiner als die gegebene
Zahl >0, sobald ¢ so gross gewédhlt wird, dass %< d(e)
und gleichzeitig g > M (&) ist, wobel d(¢) und M(s) durch
die Funktion f(x), welche B angehdrt, bestimmt sind.

Demzufolge ist
lgp (E9) — gg(§ )| = [f @) —f )] < &,

denn «' und x' erfiilllen die m diophantischen Unglei-
chungen

?OEE? (mod M!p,) (r=1,2,..., m)

| — ] <

oder

[(x'—a"Yer| < () (mod 2aM") (v=1,2,..., m).
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Da lim ¢,(&®) fiir jede Folge mit §©® — (x,, x,,
..... ., Tm) cxistiert, ist der Grenzwert G (x;, x5, .. .., Tm)
unabhiingig von der gewéhlten Folge, wenn nur diese die
genannten Bedingungen erfillt.

Die anf diese Weise definierte Funktion G{(x,, a5, ..., Tm)

ist stetig, denn fiur zwei Punkle (a), a2y, ...., €h) und
(xy, ay, ..., xm) mit
d(e)
x, — x| < - = 1,2, ...,m
| 7 » 3 | «, (V )
gilt
d(e)
|50 — 50| < el
27
. 1 d(e) .
fir jedes s> s,, sobald — < Ty und ist ausserdem

sy > M (&), erhalten wir fiir alle s > s,

|gs (8 ) —go (5O = | f@ @) — (& D] < e,

denn wir haben
| e, (&' ®—x"N)| < d(e) (mod M(e)! 27r) s, v=1,2,..., m,
woraus zuletzl folgt .

|Gy, a)y.on @) — GG, 2y, ., a)] < e

nm

Die auf diese Weise im ganzen Raume definierte Funktion

G (2, X3, ..., ®m) ist von der gewiinschten Art: sie ist stetig,
grenzperiodisch mit dem Periodensystem <gﬁ, 2—” cees 2—”)
@y 2y om

und erfiillt auf der Hauptdiagonalen die Gleichung G (x,
x, . x) = f(a). Dies letztere ist unmittelbar ersichtlich,
da man fiir einen beliebigen Punk! (x, @, ..., ) aufl der
Hauptdiagonalen als Punkt (£{, &, ..., £(¥) den Punkt
(x, , ..., ) wihlen kann, so dass G (x,x, ..., x) der
Grenzwert einer Folge ist, in der jedes Glied f(x) ist.
Dass die Funktion grenzperiodisch mit dem gegebenen
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Periodensystem ist, das heisst mit s-Genauigkeit durch eine

stetige reinperiodische Funktion mit dem Periodensystem

2 25t 27 .. . . .
n!l—, n!—, ..., n! — ] approximierbar ist, zeigen wir
€y oy m

wie folgt: Wir definieren zunichst cine reinperiodische,

aber wunstetige Funktion 17, mit dem Periodensystem

27 27 27 . -
n!l—, n!—, ..., nl—], welche im Bereich 0 < x, <
0y (12 o“m ’

<n!|p,| (v=1,2,...,m) mit G(x;, 2, ..., Tx) zusammen-
falit. Um nun eine stetige periodische Funktion P, zu er-
halten, nehmen wir eine Ausglittung von /7, vor, indem
wir P, in jedem Punkte des Raumes definieren als den
Mittelwert der Funktion 77, im Inneren einer Kugel mit
dem Mittelpunkt in (x;, 25, ..., xx) und Radius 4. Ist n

so gross, dass im ganzen Raume gilt

. . . &
i G(wla Xy vry Tim) — gn (.Efn), ?é"): Sy 515?))I < 1
, ) ’i)
. o ¢ . . (2
ist gleichzeitig n > M (? , und wihlen wir d < 5
. 40

wo e« die grosste unter den Zahlen |e,

e |cz,,l| ist wird

in jedem Punkte

|Pn_unl ,<, ‘

o

gelten; denn die Differenz |1y (¢, @ e ¥n) — M (Y15 Yop oo Y-
w0 (yy, Yo ---» ym) ein Punkt der genannten Kugel ist, wird

& . -
< -, sein, denn wir haben

|H~n (3«'15 Xy oovs m) — T (g, Yoy o vs !Jm)l

= |G(x,1, x'g, Ceey ;t}”)— G({]U ‘l]lz, e ySn)I,
WO .

0<a,<nlp, und 0 <y, <nlp, @@=1,2 .. m),
und wo ausserdem gilt

< ,> (mod n!p,).
229
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Wenn nun die Punkte &®, &®, | und 4'®, '@, .. gegen
(x, x5, ..., xm), bez. (Y}, Yy, -.., ym) konvergieren, wird fiir
alle s von einer gewissen Stelle an die Ungleichung
e
o+ ‘
|,‘_5;/(s)__,,];/(s)| < m.._L_g‘) (mod M (_;>| V)
I avl . -

gelten, was zur Folge hat, dass

|95 (EO) — gs ()| = | fla®) — f(y@)| < £,
indem N
o(§)

fa® — gy < ]

1\:‘

N (mod M (%) ! p,,) (r=1,2,...,m),
woraus zuletzt folgt, dass
&

T (s g, ooy m) — Mo (Y, Yo, - oo gm)| < )

Wir wollen nun =zeigen, dass P, eine Funktion der
gewiinschten Art ist, das heisst sie approximiert G im
ganzen Raume mit e-Genauigkeit. Ist niimlich (x;, s, ..., &)
ein willkiirlicher Punkt im Raume, (§{®, £, .. ., £!m) ein

Punkt in Z,, der die m Ungleichungen |z, —&™| < e
1|y
(v=1,2,..., m) erfilll, und ist (x;, Ty, ..., ) und-
(&M, &M, .., /™) die mit ihnen #Aquivalenten Punkte im

Bereich 0 < x, < n!|p,| (» =1,2,..., m), hat man

|G (xy, 25, ..., ) — Pp(ay, s, . .., x| = |6 (xp, 5, ...y @)

~im

— gﬂ- (§l(n)3 '—62(11}’ Py écn(zﬂ)) 7|"> gll (§;<”>5 :Etz(n); LRRS] E (H)) - G (x/ly xtza ey x;u)

& & &
T T T o = &

-+ I, (36'1; Loy oy xm)_"Pn (331, Lay ouoy afm)l < 1 1 5

Damit ist gezeigt, dass B eine Teilmenge von ¢ ist,
und auf Grund des vorhergehenden, dass 4 und B iden-
tisch sind.
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II.

Gegeben ist eine abzdhlbar unendliche Folge von linear
unabhingigen Zahlen «, ¢,, ... Wir wollen die Menge
aller Funktionen bestimmen, welche gleichmissig fiir alle

x durch eine endliche Summe ane“m

approximiert wer-
den konnen. Hierbei bedeutet « eine Zahl von der Form
rye -t roes -+ ... rpem mit rationalen Koeffizienten r. Die
zu untersuchende Funktionenmenge bezeichnen wir wieder
mit A. Das dem in II entwickelten analoge Kriterium ist
hier das folgende: Damit f(x) zu A gehore, ist not-
wendig und hinreichend, dass zu einem ¢ >0 ein
d=0(), N=N(s) und M = M(e) existieren, so dass
jedes ¢, welches die N diophantischen Unglei-
chungen
|ze,| < d  (mod 27M)

Tas| < 0 mod 2xM
(17) l 2‘ ( 7i )

|veg] < 6 (mod 27 M)

erfiillt, eine zu ¢ passende Verschiebungszahl von
f(x) ist, das heisst die Ungleichung

|f(x+r)~f(x)|<e — oo << < 00
erfillt. ’
Wie im vorhergehenden wollen wir die Menge aller
Funktionen, welche die genannte ¢-J-M-N-Bedingung er-
fallen, mit B bezeichnen. Es ist leicht zu zeigen, dass A
eine Teilmenge von B ist; es sei nidmlich f(x) eine
FFunktion aus 4; diese kann mit g Genauigkeit durch eine

. - G R ST 7 S o W L §
Summe S (x) ——ZC,.I,T o, € . approx-

imiert werden. Hiernach wihle man N so gross, dass alle

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. VIII, 6, 2
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die «-Zahlen, die in $(x) vorkommen, in (17) mitberiich-
sichtigt werden, und als M wihle man den Hauptnenner
aller in 8§ vorkommenden r-Zahlen; endlich wihle man ¢
so klein, dass fiir jedes =, welches die Ungleichungen (17)
erfillt, gelten soll, dass

|8 @+0) —s@| < 5
fiir ein solches = hat man

[fle+o) —flo)] < e

Wir gehen nun dazu lber die Identitit von A und B
nachzuwelsen, indem wir analog mit dem vorhergehenden
zeigen, dass beide identisch sind mit der Menge C beste-

hend aus den Funktionen
[() = G(x, 2, ...),

wo G (xy, x;,...) eine stetige grenzperiodische Funktion
im Raume von abz&dhlbar unendlich vielen Dimensionen

mit dem IPeriodensystem
2n 2x
18 s Pas va ) == L, e
(1) Goopao) = (20020
ist.
C ist auch hier eine Teilmenge von 4, denn ist f(x)
eine Funktion aus C, also f(x) = G(x, x,"....), kann

sie gewiss mit einer endlichen Summe von der Form

7 PPy oy Frgteg o 1y ) .
Dl prgee € T approximiert werden.
Hierzu braucht man nur die Funktion G (x;, x4, ...) gleich-

massig im ganzen Raume durch eine Summe von der Form

i (ry Oy @y + P Clg g+« oo~ Py Gy Tn)

P

—
S (g, Xy o X)) =2,
anzunfihern, was zufolge der Annahme, dass G (x;, x,,...)

grenzperiodisch mit dem Periodensystem (18) ist, gewiss
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geschehen kann. S(x, x,...., x) ist dann eine approxi-
mierende Summe der behaupteten Art. Es eriibrigt also
nur zu zeigen, dass B eine Teilmenge von C ist.

Wir bestimmen fiir ein willkiirlich gegebenes x und
ein gegebenes s (s =1, 2,...) alle Punkte (£, £, ...) des

Raumes, deren Koordinaten fiir jedes » =1, 2,.... die
Kongruenzen
(19) £ =%  (mod s!p,)

erfillen. Die Punktmenge, welche wir erhalten, indem «
alle Werle durchléuft, bezeichnen wir mit S5 Danach de-
finieren wir die Funktion gs(§{, §§,...) in der Menge 5;
durch die Gleichung

gs (§f8)5 §£,S)a ‘e ') = f(x):

wo x der dem Punkte (&9, 5(,...) im Sinne von (19)
entsprechende Wert ist. Wie im vorhergehenden Fall ist
auch jetzt 5, eine in unserem jetzigen Raume iiberall dicht

liegende Punkimenge, und wiederum gilt sowohl, dass
B> B> ...,
wie auch, wenn p > ¢, dass

gp (§(), EP), ) = g (§(P, £, L),

Die Funktion G (x;, %5,....) wird dann in einem be-
liebigen Punkte (x;, a,, ...) wie folgt definierl: Wir wahlen
eine Folge von Punkten (¢, §5,..), (P, &9, .., ...,
wélche gegen (x, x,, ....) konvergiert, und wo der s-te
Punkt s angehort. G (xy, 5, . ..) soll dann der Grenzwert
von g, (§V), g,(§®), ... sein:

G(xy, 2y, .. ) = lim go(E, §9, .. ).

§—>w

Im folgenden werden nicht willkiirliche Folgen &%, 5®, ..,

sondern solche spezielle benutzt, bei welchen
P4
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|, — &9 | < r=1,2,...,5)

sle, ]

ist; man erreicht dadurch, dass alle Berechnungen wesent-
lich einfacher werden.

Um die Konvergenz einer Folge g, (§™), g, (§¥), ... zu
zeigen, betrachten wir die Differenz zwischen dem p-ten
und dem g¢-ten Glied der Folge, fiir welche wir, wenn

p > g, haben, dass

lgp('_g(p)) —9gq (§(q))| = ‘gq (;c(p)) —gq ('_E(q))l — |f(:c(P)) — f(x(‘f))| .
Hierbei gilt

|y (20 — 20| <-§~ (mod 27cq) (=12 ...

und hat man ¢ so gross gewihlt, dass %< d(s), g=> M(e)
und g > N(e), gilt |gp(§®) — g, ()| < ¢. Ahnlich wie zu-
vor zeigt man, dass der die Funktion G definierende Grenz-
wert unabhingig von der gewihlten Folge §W, £9, ... ist.

Dass G (xy, x5, ....) stetig ist, ersieht man wie folgt:
Hat man zwei Punkte (x), x5, ...) und (xj, x;, ...) mit den
Koordinatendifferenzen

lx, — x| < 4, (r=1,2,...N),

hat man auch

(20) |G (x), oy .0 )— G, o, .. )| <e,
wenn nur ¢ << ‘137 —?ﬁ)l— (r=1,2,...,N) und N > N(eo),
CCV

denn wir kénnen in diesem Falle ein s; > N so bestimmen,

dass fir alle s > s, sowohl

d (o)
|ex, |

wie s > M(e) erfullt ist. Dann gilt
Lgs(5'@) — g (57| = | f@’ @) — [(@"9)] < &,

=12 ...,N)

|, —5®] <



Einige besondere Klassen von fastperiodischen Funktionen. 21

denn fiir s > s; hat man
lee, ('@ —2" )| < 6(e) (mod 272 M(e)!) (»=1,2,..., N(&)),

woraus (20) folgt.

Um nun zu zeigen, dass die so definierte Funktion
auch grenzperiodisch ist, benutzen wir das folgende Kri-
terium: Damit eine stetige Funktion G (xy, x,, ...) grenz-
periodisch mit dem Periodensystem (py, ps, ...) sei, ist
(notwendig und) hinreichend, dass es zu einem ¢ >0 eine
Zahl N und eine rationale Zahl r £ 0 geben soll, so dass
in zwei Punkten (af, xj, ...) und (x}, x5, ...), deren Koor-
dinaten die N Kongruenzen

! o

x, =x, (mod rp,) @=12,..,N)
erfilllen, gilt

|G (xy, xy, .. ) — G(xy, x5, .. )| < e.

Durch die Benutzung dieses Satzes kann die Konstruktion
der reinperiodischen Anndherungsfunktion wie auch die
hierbei notige Glattung gespart werden, da diese im Laufe
des Beweises des genannten Satzes vorgenommen werden.

Betrachten wir zwel willkiirliche Punkte (x}, *,...)

’

und (x}, x5, ...), fir welche die T Kongruenzen
21) x,=a, (mod T!p,) (»=1,2..,T)

gelten, konnen in den Folgen ¥®, @ und &0, @ |
welche zur Bestimmung der Funktionswerte verwendet
werden, die T-ten Punkle £ und &M so gewihlt werden,
dass auch

EM=gm (mod Tlp,) (=12 ..,T)

gilt, indem die Forderung, dass ein Punk! der 7T-te An-

niherungspunkt fiir einen Punkt (xy, x,, ...) sein soll, nur
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die T ersten Koordinaten betrifft. Die Punkte & und &M
sind dann fquivalent mit demselben Punkt (x,x,...) der

Hauptdiagonalen, und man hat
gr (') = gp(§"M).

Wurde also T so gross gewihlt, dass gleichméssig im
ganzen Raume gilt

|Gy, e ) — gp (5, ED, 3| <
wird ffir zwei Punkte, welche (21) erfiillen, auch
| G(xy, ah, .. )— Gy, x5, ..)| < &

richtig sein. Hiermil isl gezeigt, dass G (xq, x5, ...) eine
Funktion der gewtnschten Art ist und damit, dass B eine
Teilmenge von :C ist, woraus die Identitat von A und B
folgt.

" Feerdig fra Trykkeriet den 12. Marls 1928





