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Dans diverses publications, j’ai étudié certaines séries
de Lagrange

n=0w

7
® @ = 4@
n=0
ol ¢(x) est une transcendante enticre qui a plusieurs
zéros simples

a1a2....an....

Dans ce cas, il existe toujours des domaines de conver-

gence de la série (1), qui environnent chacun de ces zéros

et qui ont comme frontiéres des courbes

Ci( C(r) ... C.(») ...,
dont les équations se présentent sous la forme commune
&) lo ()| = r.

Nous désignons comme constante de convergence de la
série (1) ce nombre positif r qui n’est autre chose que le
rayon de convergence de la série de puissances ZAn g".

Quant & cette constante de convergence, elle se déter-
mine généralement d’une telle manitre que deux quel-
conques des domaines de convergence de la série )]
n’ont pas des parties communes.

Soit par exemple

p () = 2® -z,
1%
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les deux domaines de convergence de la série (1) sont

limités par I'ellipse de Cassini

|2+ x| =r,
. c 1 . .
qui correspond généralement & r = 5, et qui deviendra,
1 . =
pour r = 3, une lemniscate.

(C’est seulement dans le cas ot f(x) satisfait & I'équa-
tion fonctionnelle '
que la constante de convergence peut étre plus grande
que %
Posons ensuite
P (.’E) = ex—]-’
les domaines de convergence, limités par la courbe

€T
|e —1|=r,

corréespondent généralement a r =< et c’est seulement

1,
dans le cas ol f(x) a la période 2x i, savoir
flx+2mi) = f(x),

que la constante de convergence peut éire plus grande que 1.
Afin d’étudier aussi une série de Lagrange, dans la-
quelle la transcendante entitre ¢ (x) n’a qu'un seul zéro

si1ﬁp1e, j'ai choisi la fonction
g (@) = xe 7,

ce qui conduira & d’autres développements curieux d’une
fonction holomorphe aux environs de l'origine.

Dans ce cas, la frontiére du domaine de convergence
de notre série de Lagrange est représentée par la courte
transcendante C(r)

~— &
Ixe l =.r,
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ou bien, en posant x = u-+iv, u et v étant des variables

réelles,
3 ¥ e ™ =12

Quant a cette courbe, elle est évidemment symétrique
par rapport a I'axe réelle, et ses points d’intersection avec
cette axe sont déterminés par I'équation transcendante

(4) ne “ = +r.

Etudions tout d’abord le signe négatif, u est nécessaire-

ment négatif; posons done

nous aurons

équation qui n’admet qu'une seule racine positive
§=w()),

car le premier membre de I'équation en question est, pour
des valeurs positives de &, continu et toujours croissant.

Le seul point d’intersection de l'axe négative et de la
courbe C (r) a donc I'abscisse '

u = —wlr).

Quant au signe positif du second membre de I'équation
(4), je dis que cette équation n’est jamais résoluble, pourvu
que r > —.

En effet, posons

— U
g(@) = ne °,
nous aurons _ :
dg@=>0—n)e " ¢ @=e “(a—2),

de sorte que la valeur maximum de g (u) correspond 2

u = 1, cé qui dennera, quelle que soit la variable positive i,
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o =

g <

c’est-a-dire que 1’équation

3

s . . . 1 . ) .
n’est jamais résoluble pour r > ' tandis que cette équa-

tion a une et seulement une racine positive, pourvu que
r< 1 .
— e
Cela posé, il est évident que la courbe C (r) est fermée,
1
pourvu que r =< 2o et seulement dans ce cas.
Quant a cetle courbe, posons tout d’abord, dans (3),

n = 0, il résulte

v==xr,
tandis que I'hypotheése v = ¢ u conduira aux deux équations

— r
ue =4 ——

Vit

ce qui donnera, pour le signe négafif qui figure au second
membre, : )

r
U= —®| ==,
(1/1 +a2)
tandis que le signe positif est inapplicable, 4 moins que

r<&‘“£
= e .

Supposons donc r > -(1;, il résulte, en vertu de cette

derniére condition, :
ol 2 V1,

ce qui donnera la proposition:
Un rayon vecteur quelconque el une courbe
C(r) ont au plus un seul point d’intersection.
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Soit maintenant
B @ =aqtaygrtart+. .. Fad+ .

une fonction holomorphe aux environs de [lorigine, il
existe toujours un développement de la forme

n=
(® fay=> 4,z

n=20
et les coefficients de cette série de Lagrange se déterminent
par les formules
' 1

M A= A, =D @),

ce qui donnera, pour n > 1,

s=n—1 :
@ a-r ST pnee,

nl s n

8= 0
Posons par exemple
f(x) =

« étant une constante différente de zéro, mais quelconque
du reste, nous aurons

@ =1t Z o (a J; f) (e™")".

Quant 4 la constante de convergence de cette série de
Lagrange, appliquons la formule de Stirling

9
— atl ————a
nl=1V2xn Felr | 0< o<1,

nous aurons
. n n—1
lim ‘/a (a+n)
on!

n=qw
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c’est-a-dire que la constante de convergence de la série (9)
est égale A %, de sorte que la courbe correspondante C (r)
est fermée. '

Or, ¢“® étant une transcendante entiére, on aura:

I.a constante de convergence r de la série (6),
représentant une fonction holomorphe aux envi-
rons de l'origine, est généralement au plus égale
a %, de sorte que la courbe G (r) est fermée.

Je m’ai pu trouver aucune condition qui doit étre
remplie par la fonction f(x), pour que la constante de
convergence correspondante soit plus grande que % Mais
le résultat obtenu, en ce qui concerne la valeur de r,
.condnira a des résultats assez curieux.

A cet effet, appliquons la formule intégrale de Cauchy
ﬁ .

2

(cos ¢)" " cos (og) dgp = L'

g7 T(V'—I—g--l—l)r(w—;—{—l) ’

EREN

0

ou il faut supposer positive la partie réelle de », ce qui
nous exprimons en écrivant

R(v) > 0;
posons ensuite

i

2

10) Fy (@) == S f(x cos g) (@ cos ) cos (ow) dg, R() > 0,
7 0

ot f(x) désigne la série de puissances (5), il résulte
8= .

(11) F (x)_?gr<y+‘p_2;_s+1>T(V—-g—;—s-!—l)

I'(v-+s) a; <x>v+ a—1
2 »

§ =

et la série de puissances obtenue en supprimant la facteur
r—1 . .
x a évidemment le méme rayon de convergence que (5).
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Partons maintenant de I'intégrale eulérienne de premiére

espéce, écrite sous la forme

Ie PO S G v o s
. ¥ 2
So(sm 24) (cot‘w)gdw = F(V—Fl) , ’

nous aurons, en vertu de (10),

. i ’ 5‘00 l’+@
S Fy (x sin 29) (x sin 29) (cot y)¥ dyp = E

s=0
ce qui donnera finalement

‘ 2 . ‘ o o
(12) DmS Fy (xsin 29) (x sin 21) (cot w)gdcp — (@),
0
En second lieu, partons de I'intégrale eulérienne, puis
posons
LIT
2 .
(13) Folx) =2 g f(xsin 2¢) (x sin 21,0)1 (cot Ip)g dy,
vy
nous-aurons de méme

S:F<y+9;~s+1> F(V———Q—zl—s+l)

_ 9 Vs
(14)F2(x) P F(T)—["S—{_l) .g( m) ]
de sorte que l'intégrale de Cauchy donnera ici
T
1 cos (og) , _ »—1 :
(15) 7TD SOFz(xcos g?) <05 ¢ dyp = x f(x).

Il est évident que la série de puissances qui repré-
. —¥ a
sente la fonction « =~ F,(x) a le méme rayon de conver-
gence que (5).

Posons ensuite

ISIRS|

ﬁlw

g e T (xcosg) " cos(gp)dy,

0

a b) @,f (x) =
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10
il résulte, en vertu de (10) et (11),

an o,@) :gS! . (1/+Q(_;;:ig(;zgi)ggs+ y (5)

y+s—1

De plus, nous aurons, quel que soit le positif entier n,

7T

2 s b
1 QS . a,cosq)(xcos SD)H—I— 1COS 9 dy,
0

(18) ;F:I:;*_—i q)w+n (n .CC) = ;

tandis que la formule (12) donnera

T

(19) D, S: D, (nxsin 21) (x sin 2¢) (cot w)° dy =

»+n—1 —z\® p—1
= n xe x .

En second lieu, posons
b2

2 .
e 7Y (x sin 2¢)” (cot ¥)° duy,

(20) W, (x) =2 S

nous aurons, en vertu de (13) et (14),.
1= s o frtets+1) ve—g+s541
an w5 CO T IEST)
T S\ T (w+s+1) oo

ce qui donnera, quel que soit le positif entier n,

Vi3
1 2 — & sin v+n
(22) -5 Frin(nx) =2 S e 2y (x sin 29) " (eot W dy,
0

de sorte que nous aurons ici

T
2 Ccos (Q fp) vn —a\? y—1
D g W, (nxcosg) ——dgo =n (oce )ac .
Ty, cos ¢

Choisissons maintenant les parameétres » et ¢ d’une telle
maniére que les fonctions gamma qui figurent dans les

q =

(23)
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fonctions précédentes aient un sens, ce qui exige que » ne
soit égal ni a4 zéro ni & un négatif entier, et que ni »+y¢
ni »—p ne soit égal & un négatif entier; nous aurons 2
démontrer le théoréme: '

Une fonction f(x), holomorphe aux environs

de I'origine, est toujours développable en séries
de la forme

(24) f(x) = by + <§>’/_IZ= b, Dy in(nx)
by

(25) f@) =¢ ‘1“(%0)1/ Z% Wy in(nx,

et le domaine de convergence de chacune de ces
séries a généralement la méme frontiére Ioce—'z[ =r,
ou r < %.

Il suffit évidemment d’étudier une seule de ces deux
séries, par exemple la premiére.

Partons donc des formules (10) et (18), nous aurons,
en vertu de (5) et (6), :

I s=awm

] ( y—1 A,
%) Mm)=T(,,+§f1)”?p“(‘;;g~])(§) T Y S

s=1

oll nous supposons R(») > 0, et il est évident que les for-
mules (12) et (19) conduiront de (26) 4 la série (6), pourvu
que R(»d-¢) > 1, de sorte que le domaine de convergerice
de la série (26) est généralement une courbe Ixe_mT= r
qui correspond a r < »» barce que la série (6) a ce do-
maine de convergence.

Remarquons maintenant que les séries qui figurent aux
deux membres de (26) sont uniformément convergentes

pour des valeurs de x situées aux environs de Iorigine,




(28)

(29)

(30)
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nous pouvons ordonner comme série de puissances par
rapport & x le second membre de (26), ce qui donnera
une suite de relations rationnelles entre les parameétres »
et o, relations qui sont vraies, pourvu que tous les coeffi-
cients de F,(x) et des @,,,(nx) aient un sens.

Quant aux coefficients b, et c, des séries (24) et (25),
partons de la série de puissances (5) gui représente f(x),
nous aurons, en vertu de (7) et (11), pour les coefficients bH’

F(V—I—9+1) ]“(V_Q—H)

b, = 2 2/
o = T0) a,

e (rhotst1y o (r—etst1
P o T s e i i i
" n! / s n I'v+s+1)

5=0 :

et, pour les ¢,

. re+1)
f = r(”“’“) T{V—e +T) %

2 2

—y—1 s=n—1

_n <n—1> (s-+1)! ayqq Fv+4s+1)

L)

n F(f—l—g—gs—l—Z) F(V——Q—‘]‘)—s+2‘>

C
® nl
§=0

On aura par exemple, en vertu de (9),

0, (@) _

aw—l

B I'(v) (;)1/_1 ' n=o (ﬁl)n a (n_a)n—l
- I‘<V+§+1> F(V——;—I—l)—i_% o nv/+n—1

D, (nx),

&, (e x)

ry—1
o

() o

r+1)

D e (=)
+n

Qx)” +

&, . (hx

11/
pr— nin




Sur certains développements d’une fonction holomorphe. 13

et le domaine commun de convergence de ces deux séries

a la frontiére lxeﬁml = %.
Nous avons encore & étudier 'hypothése
f(.’I)) = xZ?’

p étant un positif entier, quelconque du reste, ce qui don-
nera, en vertu de (8),

=@ fn—p—1

@ ﬁﬁZ(n—p)' e

série dont la constante de convergence est égale a le.
Appliquons ensuite les formules (28) et (29), il résulte
les deux développements

n=co
1/+7)—1 . (DV+n (H .'D)

¥+p

(32) 4, (V, o)x -
(n—p)ln

i, (nx)
v4p +n
(33)  BoQ@d =D T,
n=p (mn—p)!ln

olt nous avons posé pour abréger

Ir'(v+p)
(V+@—?|J'P+‘1) 11(7’-—9—|2—P+1>

A, (v 0 =

pr

F(7+945p+1)~r(w—942rpﬂ)» .

B, (o) = PYECET D) ’

et les deux séries (32) et (33) ont le méme domaine de
convergence que (31).

Supposons maintenant plus grande que le la constante
de convergence r, il résulte de nos remarques sur la courbe
C(r), que les deux séries (24) et (25) sont certainement

convergentes & l'intérieur de la courbe fermée C (r).
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Considérons par exemple la fonction
B 1 2 n
B4) —— =aqtayrtar+ . +aq o+ .,
2—xe
olt les coefficients a, sont & déterminer comme suit

g=n

. :l 'a B (Ml)n—ﬁs Sn——s
R ”ﬁ‘_r/‘ (n—s)! go+1’

s=1

ces deux séries (24) et (25) sont certainement convergentes
4 lintérieur de la courbe C (2).

Nous avons encore a étudier la transcendante entiére
—x
(35) € =aqtaxtaxrtt . ta '+,

ot il faut admettre
s=n (___ l)n—ssn—s

n Y )
= (n—s)!

dans ce cas, les séries (24) et (25) sont convergentes pour
une valeur quelconque de x, résultat qui est bien curieux
‘en comparaison avec les formules (32) et (33).

En effet, développons, conformément aux formules (32)
et (33), les termes de la série (35), le domaine de conver-
gence de tous ces développements sont finis, tandis que la
somme de ces développements esl convergente dans toute
Pétendue du plan des x.

Forelagt paa Madet den 15. Januar 1926.
Frerdig fra Trykkeriet den 28. Juni 1926,




