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Introduction.

Si I'on peut, pour chaque valeur de ¢, approximer J/i
avec le défaut rE

1 k-1 <§—< ]/;<l% <k (k enlier positif),

on trouve par la relation

( +1)
(2) q2< j<l
le nombre i avec le défaut
2 1 21}
3) prl 2k,
q° q
q croissant infiniment. On n’obtient donc ancune compa-
2
raison immeédiate du nombre i avec les fractions entre %
2 p2 24 2 219 . .
(p+1). P +1, P _IZ . " P Voild pourquoi nous

9 ¢
dppellons ces fractions les fr actlons critiques du nom-
bre i, cor1esp0ndant 4 l'approximation — de ]/z,

9
aussi Fintervalle £ pE s <<x <(p+2 r sera-t-il nommé l’inter-

valle eritique correspondant. De cette maniére s’établit
le probléme suivant: Trouverl’exactitude augmentée

pour ]/1, parlaquelle toutes les fractions critiques

pi1 p42 p2-2p
@ ° ¢ S @

seule, setrouveronten dehors de 'intervalle criti-

» peut-étre a I’exception d’une

gue nouveau. Cette question sera résolue par les théorémes
suivants. Nous remarquons d’avance qu’il seia bien naturel
. . 1 . . . 1
d’aller de Il'approximation 7 2 Papproximation Tk bour
—1:i=
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- , . .. . 1 . , .
Vl afin d’obtenir l'approximation — pouri; car 'approxima-
1 - q
tion < bour I/i donnera pour { une approximation <5 -

Si l'on pose maintenant

1 2k
PR
q s
on auara

s < 2kq?.

1. Théoréme 1. Soit trouvé le nombre irration-

11/ 7 , . . 1
nel 1/1 avec 'approximation ’E

(4) k—1<§<V’i<%_§k,

d’ott suit pour le nombre irrationnel i:

6)) < <(p+l)2
q 9"
Soit encore /i trouvé avec l’apprdximation aug-
1
mentée 57— DYk
r - _r-+1
(6) ‘ 2]4‘(]2< ]/I\quz,
r? L (1)
@ T g

De la premieére suite de fractions critiques:
pi+1 pit2p

T pEaat il se trouve dans le nouvel inter-
valle .
r? (r-1)2
® IV er N VeI

ou une seule ou aucune.
La démonstration du théoréme suit immédiatement
du fait que la longueur du nouvel interval pour i sera

1
moindre que —; 7% o effet nous aurons:
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(r+1)*—r*  2r+1 1

¢)) 1K2q5 4k2q4<?;'
car
r r+1 2r+1 1
. , } . .y pts
Si, par exemple, Pune des fractions critiques: T

1<<s<2p, se trouve dans le nouvel intervalle critique,
nous pouvons poser:
Ps _ 4K (pP+s)

1
(1 ) qz 4k2 q4 5

ainsi cette fraction sera aussi une des fractions critiques
r2+1 242 r4-2r
1kBqh” 4k2gh 0 dkEgh ; 1 -
que par le passage de I'approximation P pourl/i a

nouvelles: il est donc démontré,

I’approximation augmentée une seule des

2kq?’
fractions critiques peut conserver cette qualité.

s . . 1 o o .
2. Comme l'approximation q du nombre ]/l est suivie

1 . . .
de Papproximation kg cette derniére approximation peut

, 1 1 co
étre suivie de 1app10x1mat10n ThAlEg T Flagh celle-ci par
1 1
2-2k6g5 97k7(]8

suile des approximations successives pour 1/1

I’approximation ete. Nous regardons la

1 . 1
(12) —; 713; 3 13 PR 17 § T 21, pan_q, ot
qg 2kq* 2°k°q* 2'-k'-q 2 It g

et les intervalles critiques correspondants pour i
(13) 115 I-z? 135 I4 A P

ayant les longueurs:

2p+1, 1 1 1
]I1 = Iz<q2’ 13<22k2q4; 14<20k6qs§
(14) 1
In+1<

92" 2 ]2—2 q2
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Pour le cas oti i soit un nombre algébrigque nous

chercherons une condition nécessaire pour qu'une fraction
pis

ot restée critique par le premier passage de I'approxima-

tion * 3 I'approximati 1 te aussi dans les inter-

qa pproxim On gygss reste aussi dans les \
valles critiques suivants. Nous aurons donc besoin du
théoréme classique de LiouviLLe: Soit i un nombre algébri-
que du degré n, satisfaisant a I'équation f(x) =0 du
degré n, et soit ¢>maximum |f (x)| dans un intervalle

autour de {, ne confenant pas plusieurs racines de f(x),

on aura toujours l p1> La question posée sera

qn+1
résolue par le théoréme 2.

3. Théoréme 2. Si le nombre i satisfait & une
équation algébrique a coefficients entiers du degré
m, f(x) =0,0u ¢*>|f" (x) dans un intervalle autour
de i, ne contenant pas plusieurs racines de f(x),

: 2. 219
chaque fraction critique L +1, Pt pt2p

5 T ‘sera
chassée en de_hors de l'intervalle cr1t1que Ip.q, si
'on a .

(15) (2kq)>" ™1 = gm;

cette relation est en tout cas remplie si m<c 201,
Pour le démontrer nous remarquons d’abord que toutes

les fractions critiques, peut-élre a l'exception d'une seule,

seront déja chassees en dehors de lintervalle critique I,;

. Si cette frac-

2.
tion l:i_ reste encore dans Inti, nous aurons d’aprés le

théoréme de LiouviLiri:

1

92f—2 pofg, qz"

(16)

cest-a-dire que

(17 (2kg)¥2< g™ ou (2hkq)*" < gm:
q "



~I
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Si done, au contraire, (2kg)?"~1>g™ la fraction

s
2

sera chassée en dehors de I'intervalle I,11; pour satis-
faire a cette inégalité on peut poser 2" > m. Mais elle
sera encore satisfaite pour 2" = m, si (2kg)™ > g™ ou
(21)" > ¢q. Si, par exemple, m = 2, la susdite inégalité
sera satisfaite pour n>2 et encore pour n = 2, si 2k>gq;
dans ce cas chaque fraction critique aura disparu de
Vintervalle I,, et si 2k> g déja de I,. Si m = 3, les frac-
tions critiques auront aussi disparu de Uintervalle 7.

4. Maintenant nous allons rechercher si le passage de
I'approximation %I- a ]’approximation 2]—12 peut étre rempla-

cée par le passage a une applommahon , y étant

2kgi—y
un assez petit entier positif, sans perdre lesq résultats ob-
tenus. Pour répondre & cette question nous la séparons en
deux: 1) Peut on toujours conserver un intervalle
critique I.2<%2, quand on remplace l'approxima-

<

de )i par I’approximation et

N 1 1
1on 2kge 2kqt—y
2) Si Von remplacait I"approximation 2]1—(12 par

" I’approximation , pourrait-il arriver que le

2kgP—y
nouvel intervalle critique pour i contienne 2 frac-
tions ecritiques? Pour répondre & ces questions nous

remarquons d’abord, que

a>a—xy
(18) b= by OSUSY
correspond A
= — 4=
(19) | ya=—bxy ou a at

Nous démontrons maintenant par un exemple qu’a la
premiére question il faut donner une réponse
négative. En effet, nous supposons:

1
(20) » L—1<q<|/<pj <k
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et encore, passant 4 I'approximation quu

k q —]
S leg® S<yi<”

1 2k ¢*—2
1< fe—
@) k-1=k— < shgr <k

Alors nous aurons:

2.2 9_ 1. 2.2 2 2—1“*k 9 ’2 2_#1
(22) 2kq Z2 Iay<21cq2 2 2Lk% 2 Y k*q -
2kq*—y 2kq 2kq—y 2kq

Supposons par exemple gue le nombre ]/i soit situé
entre les deux fractions au milieu; alors nous aurons:

2Uq'—2—ky _ ;21— ky
(23) 9 kq —y l 1< D) ]qu’_ y
Qrq*—2—ky)* . QK¢—1—ky)®
9 gy
@ Gif—pr T @kt
La longueur critique sera 7
4k%*—2 ky—3 1 y*—2kq®y+34q°
25 LR et R :
@5) (2kq*—yp)? i

¢ ¢ QRke*—y)?
ol le numérateur sera négatif, parce que les zéros du

polynome pg?—2kqy 1+ 3¢% cest-a-dire les grandeurs

Ay g2 e a2
k@t~ kg ]/1 =k (li<1“r2q2>>
3 9
ey 2 ——
=6 kg (1:{:(1 SR Bliqt ))

3 9
2hq?— 0 s
’ Mok sy

3 9
| Z+sds

sont positifs, et parce que le variable y, étant un assez
petit entier positif, est situé entre ces deux zéros
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Nous passons maintenant & la seconde question. Rem-

; N 1 , S 1
placant Tapproximation 3 par lapproximation F=Dg’
nous aurons:

(k—Dpg _ p k— Dpgtr (k—1)pg+r+1

<)i<

(k=1 ¢* ¢ *k—1Dg
_ (+D*k—1yg
(k—1g* °

((k—1) pg+1)°
(k—1)2¢*

p+1
<
(k—1)q¢* = ¢

0<r<(k—1)q—1

((k—1) pg+r+1)°

< [ << ,
l (k—1)*¢*

avec le nouvel intervalle critique

9(k—1) pg - 2r-1 _2
(k—1)% ¢* qQ°

 parce que
é> (k—1)2¢*—(k—1) pg—r = ¢*(k—1) (k-— —§)~1~,

cette derniére grandeur étant négative. Mais, le nonvel
. - . 2 PR
intervalle critique étant >, on est str d’y trouver 2 des

. - 241 2
fractions critiques: p;; - -{—021).

2

Remplacant au contraire k— 1 -par k, le nouvel inter-
valle critique aura la longueur (0<<r<kq—1)

2kpg+2r+1

. i . 2
qui ne sera pas necessalrement >?; nous aurons en effet

2kpg-+2r+1 1, ( p)
— s <*—-, =<q*k|k— r,
k*q* q*" 2 q
quand r = 0, 2k—q2<k——

Regardons maintenant les approximations situées entre
1 1 . .. .
7oz et 575 et dans un certain voisinage de cette dernidre
kq 2 kq?

approximation. Commenc¢ons par l'approximation

k54" Nous aurons
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pQRkq—3) p__ptl_(pt+1) Qk¢g—3) _
2kq*—3q q<l/l< q 2kf—3g ="

Dans cette approximation il existe
(27) (p+1)(2kqg—3)—p@2kqg—3) = 2kq—3

intervalles, contenant les fractions critiques .

pP+1 pi+2p
) : 2 H

p p

savoir les intervalles

2

(p(2kqg—3)+ 1)? L (p (kg —3))
(2kq*>—34q)? Qkqg®—3¢)* "

((p+1) @kg—3)"  ((p+D @kg—3)—1)°

(2kq*—39)* (2kq*—3¢)"

Nous déterminerons les parameétres selon I'inégalité
2p>2kqg—3,

laquelle s’accorde avec l'autre inégalité
~~~~~~~~~ <k, 2p<2kq—2,

st I'on pose prl

= k. Dans ce cas il existe plusieurs frac-
tions critiques qu’il n’existe d’intervalles appartenant a la
nouvelle approximation, c’est-a-dire qu’il existe au moins un
intervalle contenant deux fractions critiques (et, naturelle-
ment, nous pouvons supposer l'irrationnalité i placée dans
cet intervalle).- Si, au contraire, nous regardons l'ap-

proximation plus forte: , nous aurons 2kq—2

1
2kq?*—2q
intervalles pour les 2p <2kq— 2 fractions critiques. Pour
étudier la distribution des fractions critiques dans ces inter-

. 1
valles nous comptons les intervalles 2?
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Posons
p_pQRkq—2) p2kq—2)+r
(28) g 2k¢®—2q = 2k¢*—2¢q
B LP@RRG=D+r+1 _(pt1) @kg—2)
2kq*—2q = 2k¢*—2q =77
Iintervalle pour i: /
(p@kg—2)+r+1)° (p@kg—2)+1)°
2 3 sx > ) g
(2kq*—2q) (2kg*—29)* .
aura la longueur
2p2kqg—2)+2r+ 1
. rarT i b
(29) Qkg*—29* =¢¥
si
(30) =2 (kg —1) (g —1—p)— .
L’intervalle susdit sera donc >% si
(31 rz2(kq—1) (kg—1—p);

lisant le signe = on trouve

p@kqg—2)+r  2(kg—1)°
2kq®—2q 2q(kqg—1)"

. . 1 ’
Le nombre cherché des intervalles >;1—2 sera donc

(32) 2(p+1) (kg—1)—2(kg—1)* = 2(kqg—1) (p+2—kq).

De la relation

Pl
g =
on trouve
pt2—kq<1

¢’est-a-dire:

ou sera p+2—kqg = 0, et alors le nombre cherché des
in’u;rvalles gé sera 0, tous les 2kg—2 intervalles seront
<? et il y aura dans chaque intervalle ou une seule frac-

tion critique ou aucune,
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ou sera p+2—kg = 1, le nombre des intervalles 2;2
sera 2(kg—1) = 2p; dans ce cas le nombre des intervalles
et le nombre des fractions critiques s’accordent, et chaque
intervalle doit contenir exactement une fraction critique.

Maintenant il faul passer aux approximations entre

! t ! c’est-a-direl’a 1'0>;i1na’[ion‘1
21ch2qf’) kP 3q’ pp IkE—2+0)q
H = —1, —;, gg_l_; quant 2 ces approximations il nous
faut seulement un exemple: p = kg—1, parce qu'il s’agit

de démontrer que l'approximation regardée ne suffit pas
pour nous assurer que chaque intervalle, qu’elle peut
indiquer au nombre i, contienne seulement une fraction

critique. Nous aurons:

p_ 20kg—1)"—kqb-+4

q 2q(kg—1)—86q °

c’est-a-dire que la premiére fraction de cette dénominateur

aprés § sera la fraction

2(kqg—1)"—kq6+1
2q(kg—1)—8q ~°

et encore nous trouvons

e P 2kq (kq—1) —6qk
q 2q(kg—1)—8q

Le nombre des intervalles sera donc:

1+{2kq (kg —1)— b qk— (2(kg—1)*— kg6 +1)}

(33){ = 2(kqg—1) = 2p,

et le nombre des intervalles indiqués au nombre i sera le

méme. Le premier de ces intervalles sera l'intervalle

2 N2 V2
P 20g 1) —kq0+ 1)
q (2q (kg—1)—6q)
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et nous posons pour essayer

(2(kg—1)*—kq8+-1)° _p*+1

@0 (2qUq—1—8g)" = ¢

>

en délivrant ce premier intervalle de la présence d’une
fraction critique. Pour satisfaire a4 la relation (34) nous

posons:
k=1, ¢g=5, kg—1 = 4.

La relation (34) se réduit donc a

e (33—5h56) 17
(35) (10—56)° ~25°

2 3 4
57 57 5°
intervalle étant délivré de la présence d’une fraction eri-

et (35) sera satisfaite pour § = —;, Le premier
tique, les 2p [ractions critiques sont distribuées dans les
autres 2p—1 intervalles, indiqués au nombre i, c'est-a-
dire: il existe un intervalle contenant 2 fractions critiques.

Nous avons donc obtenn un résultat exact, qui est
contenu dans le théoréme suivant:

Théoréme 3. Soient )i et i des nombres irra-
tionnels, l/; étant déterminé avec l'approxima-
tion —31:

p+1 (p+1)*

P/ P’
k—1<fafi<tfio<p, < <12
q qg — ' q q

pt1

Il existe alors 2p fractions critiques: * 7

pP24-2p N s . 1 Y
PO Passant & I'approximation 3kg—agq pour ]/z
onsera assuréquelenouvel intervalle critique pour

i ne contient q'une seule des fractions critiques
nommées (ou peut-8treiln’en contient pas du tout).
Au contraire,une approximation plus faiblene suf-

fit pas pour obtenir ce résultat; il existe en effetdes



14 Nr. 7. JoHs. MOLLERUP:

nombres irrationnels (J/J, ), §<l/}<%, §;<j<
‘(ﬁi—gl)g, tels que, passant a 'approximation plus
faible pour }/j, ontrouve dansle nouvelintervalle
critique indiqué au nombre j deux fractions criti-
ques. Passant encore a I'approximation plus forte
ﬁ‘i on obhtiendra que le n'ouxiel intervalle eritique
pour i aura une longueur <q—2; au contraire dans
le cas d’une approximation plus faible, il se peut

que le nouvel intervalle pour i ait une longueur
1

> v2 .

5. Cette recherche est un exemple d’approximation 2
un nombre irrationnel par un sous-ensemble partout dense
de I'ensemble des nombres rationnels. Une application directe
a lien dans la géometrie élémentaire: Trouver le rapport i
des aires de deux figures semblables, le rapport linéaire
Vi pouvant &tre trouvé avec 'approximation arbitraire 1

Feerdig fra Trykkeriet den 20, Marts 1926.





