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Einleitung.

ei der Untersuchung der Klasseneinteilung fastperiodi-
B scher Funktionen® bin ich auf das folgende Problem
gestossen: -

Es sei ein System von unendlich? vielen Linearformen

in unendlich vielen Variablen

(1) 1'H’1x1—|—1'n,2x2—l—---—!—rn’qn:v n=12,--2)

qn
vorgelegt, wo jede einzelne Linearform nur endlich viele
der Variablen x, x,,- - - enthélt, und wo die Koeffizienten
r alle rationale Zahlen sind (r, 0 % 0).> Es bezeichne
I7, die Menge aller Punkte (6;, 6,,--:) des unendlich-di-
mensionalen Raumes, fiir welche die unendlich vielen linearen

Kongruenzen in den unendlich vielen Unbekannten xq, x;,- - -

@) r 2ot Xyt oty 0. % =0, (mod.1) (n=1,2,---)

In
eine simultane Losung (x;, x5, - -) = (x], x5, - -) besit-
zen, und es bezeichne I7, die Menge aller Punkte (6., 6,,- - -)
des unendlich-dimensionalen Raumes, fiir welche bei jedem

festen positiven ganzen N die N ersten der Kon-

L H. Bour: Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen II (Anhang
1, § 3), Acta Mathematica 1925.

2 Wir gebrauchen das Wort »unendlich« iberall im Sinne »abzihlbar
unendlich«.

8 Es enthilt also jede der umnendlich vielen Linearformen minde-
stens eine der Variablen %, ®,, --. Dagegen brauchen nicht alle un-
endlich vielen Variablen tatsichlich vorzukommen.

1%



4 Nr.1. Haraup BoHR:

gruenzen (2) eine Losung?! (wy, x,, ) = (™, a{¥,.. )
haben.?

Es ist klar, dass sowohl 17, wie 77, den Anfangspunkt
(0, 0,---) des unendlich-dimensionalen Raumes enthalten,
und ferner dass

I, < 1,
ist?; denn eine simultane Lésung (x], 23, - -) der samtlichen
unendlich vielen Kongruenzen (2) wird ja zugleich jede
endliche Anzahl der Kongruenzen befriedigen.

Unser Problem lautet nun: Wann sind die beiden Mengen
ﬁl und IT, mit einander identisch, d. h. wie soll das System
(1) von Linearformen beschaffen sein, damit es, bei beliebig
gegebenen Werten 6,, 6,, -, fiir die Existenz einer simul-
tanen Loésung der unendlich vielen Kongruenzen (2) nicht
nur notwendig, sondern auch hinreichend sei, dass die N
ersten dieser Kongruenzen bei jedem N eine Lésung be-
sitzen?

Es gibt einen einfachen Fall, wo man sofort sieht, dass
I, = I, ist, In der Tat gilt

Satz 1. Falls die rationalen Koeffizienten r der unendlich
vielen Linearformen (1) sdmitlich ganze Zahlen sind, fallen
die beiden Mengen II, und M, zusammen.

Beweis. Es sei (8, 6,,---) ein beliebiger Punkt der

} ! Es ist fiir unsere Zwecke bequem unter einer »Losung« der N
ersten Kongruenzen (2) einen Punkt (x,, %, ++) des unendlich-di-
mensionalen Ranumes zu verstehen, obwohl in diesen N Kongruenzen
nur endlich viele der Variablen x vorkommen, und es somit ganz
belanglos ist, welche Werte dic Koordinaten @, von einer gewissen
Stelle an haben.
k * In der Definition der Menge I7, hitten wir natiirlich statt »bei
jedem N die N ersten der Kongruenzen« ebensognt »jede beliebige
endliche Anzahl der Kongruenzen« schreiben konnen.

® Unter 4 < B (oder B >4), wo 4 und B zwei Punktmengen des-
selben Raumes sind, verstehen wir, dass die Punktmenge 4 in der Punkt-
menge B enthalten ist.
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Unendlich viele Kongruenzen.

Menge If,, d.h. es haben bei jedem festen N die N: er-
sten der Kongruenzen (2) eine Lésung (x(V, «@,.--).
Hierbei kénnen wir uns diese Lésung so gewédhlt denken,
dass jede Koordinate x,, zwischen 0 (incl.) und 1
(excl) gelegen ist; denn da die Koeffizienten der N
Kongruenzen alle ganz sind, darf ja in einer Lésung jede
Koordinate x,, um eine beliebige ganze Zahl gedndert wer-

den. Die aus diesen Ldsungen
(cc(lN), x%V)) (N=1, 2,--)
gebildete Punktmenge des unendlich-dimensionalen Raumes

hat daher gewiss mindestens einen Hatfungspunkt

(x], x5,---), in dem Sinne, dass es eine Folge von wach-

senden positiven ganzen Zahlen N;, Ny, --, Np,--- gibt,
so dass bei jedem festen m = 1, 2, .- die Limesgleichung
. N,
lim ocfnp) = xl*n
P>

besteht. Dieser Haufungspunkt (x], x;,---) wird alsdann
eine simultane Losung der simtlichen unendlich vielen
Kongruenzen (2) sein. In der Tat, falls n, eine beliebige
positive ganze Zahl ist, wird (x], «;, ) aus Stetigkeits-
griinden die ny'® Kongruenz befriedigen, weil in dieser Kon-
gruenz nur endlich viele der Variablen x vorkommen,
und der Punkt (2, :Jc(ZNP),---) bei jedem N,z n, eine
Losung der n,'®™ Kongruenz darslellt. Es gehort somit der
Punkt (8,, 6,,---) auch zur Menge I7;, d. h.es fallen die
beiden Mengen 77; und 7, zusammen.

Das Ziel der vorliegenden Abhandlung ist zu zeigen,
dass der im Satze 1 betrachtete Fall »wesentlich« der
einzige ist, wo M7; = II, ist. Wir werden nimlich bewei-
sen, dass es fiir das Zusammenfallen der beiden Mengen IIy

und 1T, nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig ist,
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dass das gegebene System (1) durch eine »lineare Substitu-
tion« in ein neues System von Linearformen mit lauler ganzen
Koeffizienten tibergefiithrt werden kann.

Wir teilen die Untersuchung in fiinf Paragraphen ein.

§ 1 enthilt einige Bemerkungen tiber Systeme von line-
aren Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten,
wo (wie bel den obigen Kongruenzen) in jeder einzelnen
Gleichung nur endlich viele Unbekannte auftreten. Fiir ein
derartiges Gleichungsystem wurde bekanntlich von ToErPLITZ
in einer interessanten Abhandlung?! eine erschopfende Theorie
gegeben, in welcher gezeigt wurde, dass die Verhiiltnisse
bei einem solchen System fast ebenso einfach liegen, wie
bei einem System von nur endlich vielen Gleichungen.
Wir brauchen aus dieser Theorie nur ein einzelnes Resul-
tat, fiir welches wir einen direkten aitisserst einfachen Be-
weis geben.

In § 2 wird, mit Hiilfe des Satzes von § 1, der Begriff
einer linearen Substitution in unendlich vielen Vari-
abeln erdrtert.

§ 3 bringt eine einfache Reduktion der gestellten Auf-
gabe, indem gezeigt wird, dass man sich ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit auf die Betrachtung solcher Systeme
(1) beschriinken kann, wo jede einzelne der Variablen xy,
@y, - - durch lineare Kombination endlich vieler der Linear-
formen isoliert werden kann.?

* 0. Torruitz: Uber die Auflosung unendlichvieler linearer Gleichun-
gen mit unendlichvielen Unbekannten, Palermo Rendiconti Bd. 28 (1909),
S. 88—96.

® Durch diese Reduktion sichern wir uns ecinerseits, dass jede der
Variablen a, tatsiichlich vorkommt, und andererseils, dass nicht gewisse
Variable, z. B: @, und x;, tiberall in einer festen Kombination, etwa
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In § 4 leiten wir einige einfache, auch an sich ganz
interessante Kriterien dafiir her, dass ein (reduziertes)
System (1) durch eine lineare Substitution in ein neues
System mit lauter ganzen Koeffizienten {ibergefiihrt wer-
den kann.

Schliesslich wird im § 5 der oben genannte Hauptsatz
iiber die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das
Zusammenfallen der beiden Mengen 7; und /7, bewiesen.

§ 1.
Unendlich viele lineare Gleichungen mit unendlich
vielen Unbekannten.

Firr unsere spateren Uberlegungen brauchen wir den
Satz 2. Damit ein System von unendlich vielen linearen
Gleichungen der Form

‘(3) Qﬂylxl_{—en,sz—l—. ) .+@H;qnan = ,L()‘n (n = 1, 2). ° .);

wo die Koeffizienten ¢ und die Konstanten &, beliebige reelle
Zahlen sind, eine simultane Lésung (xy, x,,---) besitze, ist
nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend, dass die
Gleichungen keinen »offenkundigen Widerspruch« aufweisen,
d. h. dass es kein solches System von endlich vielen reellen
Zahlen o, gy, -, oy gibt, dass durch lineare Kombination
der N ersten Gleichungen mit den respekiiven Multiplika-
toren ¢y, oy, 0oy eine Gleichung der Form

Oxy+0xy 4+ +0x, =k

mit k& == 0 erhalten wird.
Beweis. Es handelt sich darum, aus der Annahme, dass

1 2

5.’132—";.'135 auftreten {in welchem Falle es ja natiirlicher ist, diese zwei
1 2

-Variablen x, und x; durch eine einzige neue Variable z = gwg_'_;xf,

zu ersetzen).
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kein offenkundiger Widerspruch zwischen den Gleichungen
vorliegt, die Existenz mindestens einer (simultanen) Losung
zu beweisen. Hierzu betrachten wir zunfichst die Variable
a; und unterscheiden zwischen den beiden folgenden Mog-
lichkeiten: '

1° Entweder ist a; »isolierbar«; d.h. es lisst sich durch
lineare Kombination endlich vieler der Gleichungen (3) eine
Gleichung der Form a, = ¢; (¢4 konstant) ableiten. Vielleicht
lasst sich a; in mehreren verschiedenen Weisen isolieren;
das Resultat (d. h. der Wert der Konstanten c,) muss aber
immer dasselbe sein, weil sonst die Gleichungen (3) im

offenkundigen Widerspruch mit einander wéren.

2° Oder a4 ist nicht isolierbar.

Im Falle 1° setzen wir x; = ay, wo x; die bei der
Isolation von x; auflretende Konstante ¢; bedeutet, und im
Falle 2° geben wir x; einen ganz beliebig gewihlten, von
nun an festzuhaltenden Wert x;.

Wir setzen nun fur die Variable x; ihren somit be-
stimmten Werl z; in das Gleichungsystem (3) ein (und
ziehen die entsprechenden Glieder auf die rechten Seiten
der Gleichungen iiber). Das hierdurch entstandene neue
Gleichungsystem in den Variablen x,, a5,- -+ weist offen-
bar, wie das urspriingliche Gleichungsystem in den Variahlen
Ty, Xy, +, keinen offenkundigen Widerspruch auf,
d. h. falls o, -, oy solche reelle Zahlen sind, dass durch
lineare Kombination der N ersten der neuen Gleichungen

mit den Multiplikatoren oy,- -+, oy eine Gleichung der Form
0xy+0x3+---+0x, =K

entsteht, die Zahl K auf der rechten Seite notwendiger-
weise gleich 0 sein muss. In der Tat entsteht durch Kom-
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bination der N ersten Gleichungen des urspriinglichen Sy-
sterns mit denselben Multiplikatoren oy, - -, g eine Gleichung
der ‘Form

4) ax,+0x, +0xy+- -+ 0x, = 8,

wo die Zahlen K, @, A durch die Relation K = 8—eauwx
verbunden sind (weil das neue System aus dem alten Sy-
stem durch Einsetzung von x; = x; hervorgegangen ist),
und aus der Gleichung K = B—ex; erhellt sofort, dass
K = 0 ist; denn im Falle « = 0 muss auch 4 = 0 sein (da
das urspriingliche Gleichungsystem (3) sonst einen offen-
kundigen Widerspruch aufweisen wiirde), und im Falle
e &= 0 bedeutet die Gleichung (4) ja eine »Isolation« von
a, aus dem urspriinglichen Gleichungsystem, und es ist als-

dann der Wert x] gerade gleich der Konstanten g gewihlt.

“Wir konnen daher das Verfahren fortsetzen und bestim-
men nunmehr x, aus dem neuen Gleichungsystem in genau
derselben Weise wie wir x; aus dem ursprﬁnglichen System
bestimmt haben, d. h. falls x, isoliert werden kann, etwa
X, = €, Setzen wir x, = x5 = ¢y, und falls x, nicht isoliert
werden kann, geben wir x, einen beliebig gewéhlten Wert 5.

Danach setzen wir x, = x; in das Gleichungsystem
ein, bestimmen x; = x;, u. s. W.

Durch abzéhlbar viele Schritte erhalten wir in dieser
Weise ein Wertsystem (x7, x5, -+), welches offenbar eine
simultane Losung der unendlich vielen Gleichun-
gen (3) darstellt; in der Tat kommen in jeder dieser
Gleichungen, etwa der Nter nur endlich viele Unbekannte
vor, etwa @, -, T, und aus der Bestimmungsweise der
Zahlen x" folgt, dass diese Gleichung nach Einsetzung von
@y = X, , &y = X, keinen offenkundigen Widerspruch

aufweisen darf, also sich auf 0 = 0 reduzieren muss.
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Aus dem Satze 2 folgt, dass die Verhéltnisse in bezug
auf die in der Einleitungen angegebene Fragestellung ganz
anders bei den Gleichungen als bei den Kongruenzen
liegen. In der Tat ergibt sich fir die Gleichungen der Satz:

Es sei ein System von unendlich vielen Linearformen der
Form

Qn,1x1+gﬂ,2x2+..'_!—Qn,(]nx(bl (n: 1’ 2’...)
gegeben, und es bezeichne M, die Menge der Punkte (9, 95, )

des unendlich-dimensionalen Raumes, fiir welche die Gleichungen
01 Tt 0@yt o, B =, n=1,2--4)

eine simultane Lésung (x7, x,,- - ) haben, und M, die Menge
der Punkie (9, 5, ), fiir welche bei jedem festen N die N
ersten dieser Gleichungen eine Losung (2, ¥, - -) besitzen.
Dann ist immer M; = M,. Fir die simultane Lésbarkeit
samtlicher Gleichungen ist also nicht nur notwendig,
sondern auch hinreichend, dass jede endliche Anzahl der
Gleichungen eine L&sung besitzen.

In der Tat, falls bei jedem N die N ersten Gleichungen
eine Ldsung haben, kann das Gleichungsystem gewiss
keinen offenkundigen Widerspruch aufweisen, und nach
dem Satze 2 gdenfigt dies um schliessen zu koénnen, dass
eine simultane Losung der simtlichen Gleichungen vor-
handen ist.*

! Der Grund, weshalb die Verhiltnisse bei den Gleichungen so
ganz anders — und zwar viel einfacher — als bei den Kongruenzen
liegen, kann darin gesucht werden, dass es bei einem System von Glei-
chungen ohneweiteres erlaubt ist (wie wir es oben bei der successiven
Isolierungen der Variablen getan haben) durch beliebige lineare Kom-
binationen der gegebenen Gleichungen neue Gleichungen zu bilden,
wihrend die Bildung solcher linearer Kombinationen bei den Kongruenzen

nur dann erlaubt ist, falls die verwendeten Multiplikatoren sémtlich
ganze Zahlen sind.
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§ 2.

Lineare Substitutionen in unendlich vielen Variablen.

Es sei ein System von unendlich vielen Gleichungen
der Form

(5) yn:an,lx]__l_ an,zx2+"'+a x (n=1,2,"')

n.a, U,

gegeben, wo die Koeffizienten « beliebige reelle Zahlen be-
deuten. Durch dieses Gleichungsystem wird jedem gegebenen
Punkte (x;, x,,- - ) des unendlich-dimensionalen x-Raumes
ein eindeutig beslimmter Punkt (y,, ys,- - ) des unendlich-
dimensionalen y-Raumes zugeordnet. Wir nennen das Sy-
stemw () eine lineare Substilution, falls es eine ein-ein-
deutige Abbildung des x-Raumes auf den y-Raum be-
werkstelligt, falls also die Gleichungen (5) bei jedem ge-
gebenen Wertesystem von gy, 4, -+ eine und nur eine
Lésung in den Variablen x;, x,,--- besitzen.

Satz 3. Damit das System (5) eine lineare Substitution
bilde, ist notwendig und hinreichend:

1. dass keine Dependenzen zwischen den Linearformen
Ly, Ly, -+ auf den rechien Seifen der Gleichungen (5) be-
stehen (d. h. es darf keine lineare Kombination endlich
vieler dieser Linearformen mit nicht sdmtlich verschwin-
denden Multiplikatoren geben, welche identisch in den x
verschwindet), and

2. dass jede der Variablen x,, durch lineare Kombinalion

endlich vieler der Linearformen Ly, Ly, - - - isoliert werden kann.*

1 Diese zwei Bedingungen koénnen offenbar auch als nur eine Be-
dingung formuliert werden, nimlich: es soll jede der Variablen x, in
einer und nur einer Weise aus den Linearformen L,, Ly,--- isoliert
werden kénnen, d. h. zu jeder Variablen x,, soll es ein und nur ein
System von endlich vielen, N = N (), recllen Zahlen oy, 63,---, 0y
mit oy 5 0 so geben, dass in o1 Ly -} 0o Ly |- - -+ oy Ly die Variable =y,
den Koeffizienten 1 und alle ibrigen Variablen x die Koeffizienten 0 besitzen.
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Beweis. 1. Wir zeigen zuniichst, dass die angegebenen
Bedingungen notwendig sind, dass sie also gewiss erfiillt
sind, falls (5) eine Substitution bildet. Zunéichst ist klar,
dass keine Dependenz, etwa g, L; +- -+ uyLy = 0, vor-
handen sein kann; denn hieraus wiirde folgen, dass das
Gleichungsystem (5) fir einen Punkt (y¢, y,, - -), welcher
nicht die entsprechende Bedingung w,y,+- -+ pyyy =0
erfilllte, gewiss keine Ldsung in den a haben konnte. Und
aus dem Beweise des Satzes 2 in § 1 geht ferner hervor,
das jede der Variablen x, isoliert werden kann. In der
Tat, da die Gleichungen (5) bei gegebenen Werten von den
y nach Voraussetzung eine Losung besitzen (und also keinen
offenkundigen Widerspruch aufweisen), kénnen wir durch
das dort angegebene Verfahren eine Lésung bestimmen;
wire nun eine der Variablen nicht isolierbar, kénnten wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass gerade
die »erste« Unbekannte x; nicht isolierbar wire (indem wir
sonst die Unbekannten einfach umnummerierten), und wir
kénnten alsdann bei unserem Losungsverfahren dieser Un-
bekannten «; einen ganz beliebigen Wert a] geben, im
Widerspruch zu der Vorausselzung, dass nur eine Lésung
existiert.

2. Danach zeigen wir, dass die beiden Bedingungen hin-
reichend sind. Hierzu schliessen wir zunfichst aus der
Annahme, dass keine Dependenzen vorhanden sind, dass
die Gleichungen (5), wie auch die Werle der y gewihlt
werden, niemals einen offenkundigen Widerspruch aufweisen
kénnen, und daher (nach dem Satze 2) bei beliebig gege-
benen yy, y,, -+ mindestens eine Lésung haben. Und
dass die Gleichungen nicht mehr als eine Losung haben
kénnen, folgt natiirlich sofort daraus, dass jede Variable x

isoliert werden kann.
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Indem wir an die letzte Bemerkung des obigen Beweises
ankniipfen, fiigen wir hinzu, dass — falls (5) eine Sub-
stitution bildet — die Werte der Variablen x, bei gegebenen
Werten der y, durch Isolierung der x bestimmt werden
konnen. Diese Isolation (die, wie wir wissen, in einer und
nur einer Weise moglich ist) verldauft aber unabhingig da-
von, welche Werte den Variablen y auf den linken Seiten
von (5) zugeteilt sind, und wir erhalten daher die Losung
in der Form '

©) @ = Byt Byata bt B, B, (=120,

wo die 8 Konstanten sind, die nur von den Konstanten «
in (5) abhiingen. Dieses neue System (6) bestimmt offenbar
dieselbe ein-eindeutige Abbildung des x-Raumes auf
den y-Raum wie (5), und bildet daher ebenfalls eine Sub-
stitution, die wir als dic zu (5) inverse Substitution
bezeichnen. Natiirlich ist umgekehrt (5) die inverse Sub-
stitution zu (6).

Beispiel. Als einfachstes Beispiel einer linearen Sub-

stitution nennen wir ein System von Gleichungen der Form

U = &1 %
Yo = tyq Tyt 30y

(7) { ................. (a +0 fu1 alle n).

n,n

Dass dieses System (7) eine Substitution bildet, sieht
man sofort sowohl daraus, dass die in der Definition ge-
forderte Ein-eindeutigkeit der Abbildung vorhanden
ist, als auch daraus, dass die im Satze 3 angegebenen Be-
dingungen des Nicht-Vorhandenseins von Depen-
denzen und der Isolierbarkeit der a erfiilllt sind. Wir
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finden hier sofort durch successive Bestimmung von «;, a,,- - -
die inverse Substitution, welche dieselbe Form

X =B,y

Xy = By, y1+'82,2 Y, .
)] { ................. (/gn’n _ . }

erhélt.

Wir schliessen diesen Paragraphen mit einigen far das
Folgende ntitzlichen Bemerkungen:

Bemerkung I. (»Verlingerung« eines Systems). Es sei
Ly, L,, -+ eine Folge von unendlich (oder vielleicht nur
endlich) vielen Linearformen in den unendlich vielen Va-
riablen x;, x,, -+, wo jede der Linearformen wie immer
nur endlich viele der Variablen x enthilt, und es sei vor-
ausgesetzt, dass keine Dependenzen zwischen den Linearformen
bestehen. Daraus folgt natiirlich nicht, dass das Gleichung-
system
9 g = Ly, yo = Lo, -+,

welches jeden Punkt des x-Raumes auf einen Punkt des
y-Raumes abbildet, eine Substitution bildet; wir kénnen
wohl aus dem Satze 2 des § 1 folgern, dass die Gleichun-
gen (9) bei beliebig gegebenen y mindestens eine Lo-
sung in den x besitzen, aber im Allgemeinen wird es
mehrere (unendlich viele) solche Losungen geben, weil
wir nichl vorausgesetzt haben, dass jede der Variablen x
aus den Linearformen f. isoliert werden kann.

Wir werden aber zeigen, dass das System (9) (falls es.
nicht zufillig schon eine Substitution bildet) immer in ein-
fachster Weise zu einer Substitution »verlingeril« werden kann,. ,

indem der Raum yy, y,, - durch Hinzufigung neuer Va-
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riabeln 7, 7,,- - - erweitert wird, und dass diese »Verlinge-
rung« einfach so vorgenommen werden kann, dass dem Sy-
stem (9) eine {endliche oder unendliche) Folge von Gleichungen
der Form h=2, =1, %)
hinzugefiigt wird.! Hierzu gehen wir folgendermassen vor:
Es sei x, die erste Variable x (d. h. die mit dem kleinsten
Index), welche aus den gegebenen Linearformen L nicht
isoliert werden kann. Wir fiigen dann dem Gleichungsystem
(9) die neue Gleichung y; = «, zu, und behaupten, dass
in dem so erweiterten System von Linearformen (welches
also aus den L und der neuen Form L = x, besteht)
ebenfalls keine Dependenzen vorkommen. Denn, falls

die lineare Kombination
1453 Ll _l_ Iu/ZL‘Z + t '_}_ |(”/I\TLN + ‘u/,xnl

identisch in den x verschwindet, muss erstens ¢/ = 0 sein
(weil x, sonst aus den L isolierbar wiire), und danach folgt
weiter, dass auch wy, pg,- - -, uy gleich 0 sein miissen (weil
das L-System nach Voraussetzung keine Dependenzen ent-
hilt). Wir haben nun einfach in dieser Weise fortzusetzen,

d. h. wir fligen nun unserem neuen Gleichungsyslern
Yo = Ly, Yo = Loyv oo gy = x,

die Gleichung », = «, hinzu, wobei (ny > n,) die erste der
Variablen x bezeichnet, welche aus den rechten Seiten der
Gleichungen nicht isoliert werden kann; bei dieser Hinzu-
ftigung kénnen, nach dem obigen, gewiss keine Dependenzen
auftauchen. Durch unendlich (oder vielleicht nur endlich)

! Hierbei denken wir uns natiirlich, dass die neuen Gleichungen
n, = w, dem urspriinglichen Gleichungsystem (9) so eingefiigt werden,

14

dass das Gesamtsystem in der Form einer (durch die Zahlen 1, 2, 3, -~
numerierten) Folge von Gleichungen erscheint.
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viele Schritte gelangen wir dann- zu einem Gleichungsystem,

das offenbar eine Substitution zwischen dem z-Raum

und dem y-p-Raum bildet; denn einerseils besteht keine

Dependenz zwischen den Linearformen L,, Ly, -, X,
1ig

x, ,-++, und andererseits kann jede der Variablen x aus

diesen Linearformen isoliert werden.

Bemel’kung II. (»Verkiirzung« eines Systems). Es sei

(5) Un:“n,1351+0‘n,2$2+"'+“n, x (m=1, 2,--+)

ull uﬂ

eine Substitution, welche den unendlich-dimensionalen
a-Raurh anf den unendlich-dimensionalen y-Raum abbildet,
und es sei ny, 11;2,- - - eine beliebig gegebene Folge von (end-
lich oder unendlich vielen) positiven ganzen Zahlen, welche
nur nicht gerade die gesamte Zahlenreihe 1,2, - - ausmachen.
Wir wollen in (5) die Variablen U Ynys o fortlassen und
doch immer eine Subsfitution zuriick behalfen, und zwar werden
:wir versuchen, dies einfach dadurch zu errcichen, dass cine

gewisse Folge x, , x

ny?

von den Variablen x ebenfalls aus
{(5) gestrichen wird. ‘
Hierzu streichen wir zunéchst aus dem Gleichungsystem
(5) die Gleichungen mit den Nummern n,, n,,-- -, so dass
die erwithnten Variablen y, , y, .- - - nicht mehr vorkommen.
In den zuriick gebliebenen Gleichungen sind die Linear-
formen [, L, -+ auf den rechten Seiten gewiss dependenz-
frei (weil ja sogar das Gesamtsystem L,, L,,- - - dependenz-
frei ist). Dagegen wird nicht mehr jede der Variablen x
isolierbar sein.® Es sei nun x,, die erste der Variablen a,

1 In der Tat muss fiir mindestens eine der Variablen x, welche in der
Linearform Ln1 vorkommt, gelten, dass bei ihrer (nur in einer Weise mag- -
lichen) Isolierung aus den Linearformen L, L,, - +; diese Linearform
Ln{ tatsdchlich verwendet wird, weil sonst Lu1 durch eine lineare
Kombination von anderen der Linearformen L ausgedriickt werden kénnte
{und das L-System also nicht dependenzirei wire).
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welche nicht auns den zuriickgebliebenen Linearformen
L, l,--+ isoliert werden kann. Wir streichen dann einfach
2, aus allen diesen Linearformen [, I, - - und bezeichnen
die hierdurch entstandenen Linearformen in den iibrigen
Variablen « mit 7y, I, - . Es ist klar, einerseits, dass jedes
x, welches aus den Linearformen [/, I, isoliert werden kann,
ebenfalls aus den ncuen Linearformen [, [.--- isoliert
werden kann, und zwar‘durch dieselbe Kombination,
d. h. unter Benutzung der entsprechenden Linearformen und
derselben Multiplikatoren (weil die Formen I’ aus den For-
men [ einfach durch Weglassung der Glieder mit x,, ent-
standen sind), und andererseits, dass das neue System [,
%, -+ ebenfalls keine Dependenzen enthilt; in der Tat
fihrt die Annahme der Existenz einer solchen Dependenz,
etwa gyl +- -+ pyly = 0, sofort zu einem Widerspruch,
weil alsdann gyl + - Fpyly = cxp, sein miisste, und
dies offenbar unméoglich ist (denn ¢ = 0 wiirde bedeuten,
dass eine Dépendenz zwischen den ! stattfinde, und ¢ == 0,
dass x, aus den I isolierbar wire). Wir setzen nun in
dieser Weise fort, d. h. streichen aus den Linearformen !
die erste Variable x,, (my>m,), welche nicht aus den r
isolierbar ist, u. s. w. Durch unendlich (oder vielleicht nur
endlich) viele Schritte gelangen wir offenbar zu einer Sub-
stitution zwischen den zuriickgeblieben 2 und den zuriick-
gebliebenen y; denn zwischen den endgiiltig erhaltenen
Linearformen auf den rechten Seiten bestehen keine De-
pendenzen, und jede der zuriickgebliebenen x ist aus diesen
Linearformen isolierbar.

Wir fiigen noch hinzu, dass falls die gegebene Folge
ny, ny,--- aus simtlichen positiven ganzen Zahlen bis auf
endlich viele besteht, also nur endlich viele y zuriick-

gélassen werden, auch nur endlich viele x (und zwar

Vidensk, Selsk. Math.-fys. Medd. VII, 1, 2
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genau ebensoviele) zurtickbleiben kénnen; wir erhalten alse
eine »gewdhnliche« Substitution zwischen zwei Systemen
von endlich vielen Variablen.

Bemerkung III. Falls in einer Substitution (5) die Ko-
effizienten ¢« alle rationale Zahlen sind, werden die Ko-
effizienten @ der inversen Substitution ebenfalls sdmtlich
rational sein. In der Tat folgt aus einem Satz der elemen-
taren Algebra’, dass eine Variable x, , welche aus einem
System von Linearformen mit rationalen Koeffizienten iso-
liert werden kann, gewiss auch mit Hiilfe lauter rationaler
Multiplikatoren isoliert werden kann, und bei den Linear-
formen einer Substitution, wo die Isolierung der Variablen
nur in einer Weise mdéglich ist, miissen also gewiss die zn
verwendenden Multiplikatoren, d. h. gerade die Koeffizienten
B der inversen Substitution, alle rational ausfallen.

Ferner bemerken wir, dass bei der in Bemerkung I bezw.
IT betrachteten »Verlingerung« bezw. »Verkiirzung« eines
Systems von Linearformen, die Koeffizienten des neuen Sy-
stems alle rational werden, falls die Koeffizienten des ur-
spriinglichen Systems rational waren.

Im Folgenden werden wir tiberall, wo von einer linearen
Substitution oder einem System von Linearformen die Rede
ist, stillschweigend voraussetzen, dass die Koeffizienten
sdmtlich rationale Zahlen sind.

1 Namlich aus dem Satze, dass, wenn ein System van endlich vielen
linearen Gleichungen mit endlich vielen Unbekannten, in welchem alle
auftretenden Konstanten rationale Werte haben, tiberhaupt losbar ist,
es gewiss auch eine Losung in lauter rationalen Zahlen hat,
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§ 3.
Eine einfache Reduktion des gegebenen Systems von
Lineariormen.

Wir nennen zwei Systeme von Linearformen

(1) Iy @y Ty, p @by, (n=1,2,---)
und
(10) Sll,1y1+sn,2y2+”'—[_sn,pnypn (Il: 1’ 23“')

unter cinander aequiualem;, wenn das erste System aus dem
zweiten durch eine lineare Substitution (5) (und damit
das zweite aus dem ersten durch die inverse Substitution
(6)) hervorgeht. Es ist klar, dass die Anwendung einer
linearen Substitution die beiden in der Einleitung definierten
Punktmengen 17, und X7, unberihrt lisst, d. h. dass zu zwei
aequivalenten Syslemen sowohl dieselbe Menge I, als auch
dieselbe Menge IT, gehéren. In der Tat, falls (2, x5, - +) eine

Losung der siimtlichen (bezw. der N ersten) der Kongruenzen

ry g, g x --—&—I'H’qnx =0, (mod. 1) (n=1,2,---)

qn

ist, wird der (durch die Substitufion bestimmte) Bildpunkt
(41, U, * +) eine Lésung der simtlichen (bezw. der N ersten)
Kongruenzen ' '

Syl TS lYete s, g, =6, (mod. 1) (n=1,2,---)

sein.

Wir werden ein System (1) »ganzarfige nennen, falls es
mit einem System (10) mit lauter ganzen Koeffizienten s aequi-
valent ist. Da die Zusammensetzung zweier Substitutionen
wieder eine Substitution ergibt, wird, falls von zwei aequi-
valenten Systemen das eine ganzartig ist, das andere eben-

falls ganzartig sein. Wie in der Einleitung angegeben, ist
27‘5
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das Ziel der vorliegenden Abhandlung zu beweisen, dass
es fir das Zusammenfallen der beiden zu einem System (1)
gehérigen Mengen I7, und 7, notwendig und hinreichend
ist, dass das System ganzartig ist. Aus dem Obigen folgt
unmittelbar, dass es beim Beweise dieses Satz ohne weiteres
erlaubt ist, statt des gegebenen Systems (1), ein beliebiges
anderes mit (1) aequivalentes System zu betrachten;
denn der Ubergang zu einem aequivalenten System &ndert ja
weder die Mengen 77; und I7, noch die Ganzartigkeit oder
Nicht-Ganzartigkeit des Systems. Mit Hilfe dieser Bemer-
kung werden wir in diesem Paragraphen zeigen, dass wir
uns im folgenden auf die Befrachtung solcher Sysieme be-
schrinken kinnen, in welchen jede der Variablen (in mindestens
einer Weise) isolier! werden kann. Wir gehen hierbei schritt-
weise vor, indem wir zunéchst von dem gegebenen System
(1) zu einem mit (1) &Aquivalenten System {ibergehen, in
welchem jede der Variablen welche tatsfichlich wvor-
kommt (d. h. nicht itberall den Koefficienten 0 hat) isoliert
werden kann, und dann nachher das so gewonnene System
in ein System der gewiinschten Art {iberfiihren, in welchem
iiberhaupt jede der Variablen isoliert werden kann.

1°. Wir bezeichnen zur Abktirzung die m' Linearform in
(1) mit L, und selzen Lm1 = g,, wo m; = 1 ist. Danach

my+-17 L1111+2’ )
in der Form R, L, mit einem konstanten (rationalen) Faktor

ersetzen wir jede der Linearformen L -+, welche

R, geschrieben werden kann, durch R,y,. Wir setzen als-

my+1°
bezeichnet, welche nicht diese Form R Lm1 hat,

dann L., = Ys, WO L,, die erste der Linearformen L
Ly o0t
und ersetzen jede dieser Lincarformen, welche in der Form
R(L, +-R;L, mit konstanten (rationalen) Ry, R, (R, 3-0)
geschrieben werden kann, durch R,y + Ryy,. Danach

setzen wir L = y;, wo L, ~die erste der Linearformen
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Lmz +1 L
R L, +RL,  hat, und ersetzen jede dieser Linearformen,
welche in der Form R L + Ry L, + R;L, (mit Ry=-0) ge-
schrieben werden kann, durch R,y + Ryy, 1+ Ryys, u. 5. w,

mgras bedeutet, welche - nicht diese Form

13

Nach unendlich (oder vielleicht nur endlich) vielen Schritten,

(11) Lm1 = 1> Lmz = Yo Lma = Uz ">

erhalten wir somit aus dem System (1) ein neues System
von Linearformen in den Variablen yy, y,,---, welches
wir mit

(12) bt F oottt 0, (R=1,2,010)

bezeichnen. In diesem Syslem (12) kann offenbar jede der
Variablen y isoliert werden; es kommen sogar unter den
Linearformen (12) die einzelnen Variablen y,, y,,--- iso-
liert vor.

Wir koénnen aber nicht unmittelbar behauptien, dass
dieses System (12) mit dem Ausgangsystem (1) aequi-
valent ist; denn es brauchen ja die Gleichungen (11)
keine Substitution zu bilden; in der Tat folgt aus der
Wahl der Linearformen L _, L

my’ oy ?

Dependenzen aufweisen, aber nicht, dass jede der Vari-

- nur, dass sie keine

ablen x aus ihnen isoliert werden kann. Uber diese an-
scheinende Schwierigkeit kdnnen wir aber sofort mit Hiilfe
der Bemerkung [ in § 2 hinwegkommen; in der Tat kénnen
wir nach dieser Bemerkung das Gleichungsystem (11)

durch Hinzufiigung neuer Gleichungen der Form
xnl:/]/l, xngzﬂz’-..

zu einer Substitution »verlingern«, welche den Raum
der Variablen x auf den durch die Variablen gy, y,,---
und %, 75, gebildeten Raum abbildet, und durch An-
wendung dieser Substitution auf das System (1) ergibt sich
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ja gerade das obige System (12), indem die neuen Variablen
%1y %, - gar nicht zum Vorschein kommen.

20 Man konnte versucht sein zu glauben, dass wir jetzt
am Ziele waren. In der Tat, falls das neue System (12)
mit dem gegebenen System (1) aequivalent ist, kdonnen
wir ja ebensogut das System (12) wie das System (1) bei
der Behandlung unserer Aufgabe zu Grunde legen. Man
muss aber bedenken, dass das System (12) nur dann mit
dem System (1) aequivalent ist, wenn (12) als ein Sy-
stem in den Variablen gy, y,,-++ und gy, 74, - be-
trachtet wird, und dass es ja nur die y sind, welche
aus dem System isoliert werden kdénnen, und nicht auch
die 7 (welche iiberhaupt nicht in den Linearformen auf-
treten). Es muss daher noch bewiesen werden, dass es
fiir unsere Aufgabe gleichgultig ist, ob wir das System
(12) als ein System in den Variablen y und g, oder
als ein System in den Variablen y allein belrachten.
Es ist unmittelbar klar, das die beiden Mengen I7;
und I, davon unabhéngig sind, welchen von diesen
beiden Gesichlspunkten wir anlegen, und es handelt sich
daher nur darum zu zeigen, dass auch die eventuelle Ganz-
artigkeit des Systems (12) nicht davon abhéingl, ob wir
die y allein, oder die y und 4 als die Variablen betrachten.
Hierzu bemerken wir zunichst, dass, falls das System als
Funktion der y allein betrachtet ganzartig ist — also
durch eine Substitution (yis Yoot ) —> (25 z5,-++) in ein
System in z;, z,, -+ mit ganzen Koeffizienten tibergefiihrt
werden kann — es eo ipso auch als Funktion von y und
7 betrachiet ganzartig ist; wir haben ja nur der benutzten
Substitution (y;, gz, ) —>(zy, 2z, --) die Gleichungen
1= &, 55 = &, -, wo die § neue Variablen bedeuten,

hinzuzufiigen, um eine Substitution (yy, ga,- 5 41,95, * ) —
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(z, Z3,-**; &» &, ) zu erhalten, welche unser System
{12) in ein System mit lauter ganzen Koeffizienten in den
Variablen z,, z;,++; §, &, -+ dberfihrt. Wir haben da-
nach zu beweisen, dass, falls das System (12) als Funk-
tion der y und 4 betrachtet ganzartig ist — also durch
eine Substitution, welche den y-¢-Raum auf einen z-Raum
abbildet, in ein System in z, z,,- -+ mit ganzen Koeffizien-
ten tibergefiihrt werden kann —, das System (12) auch als
Funktion von den y allein betrachtet ganzartig ist. Dies
folgt aber sofort aus der Bemerkuang II in § 2 dber die
»Verkiirzung« einér Substitution. In der Tat koénnen wir
nach dieser Bemerkung aus der benutzten Substitution

Wy» Yar 5 71> 4 -+ )~ (Zy, 23,7+ +) durch einfache Strei-
chung der Variablen g, #,, -+ und gewisser Variablen
Zp Epgpt " eine neue Substitution erhalten, welche den y-

Raum auf einen »Unterraume« des z-Raumes abbildet, und
durch diese Substitution geht gewiss das System (12) in
ein System mit Jauter ganzen Koeffizienten tiber, nimlich
in dasjenige System, welches aus dem obigen System in
den Variabeln zy, z,,+ - dadurch hervorgeht, dass die Va-
riabeln z, , z, ,--- Uberall gestrichen werden.

30, Wir konnen somit statt des gegebenen Systems (1)

cbensogut das neue System

(12) by Yo Tty gt 8,

oY, (n:l’z..-)

(als Funktion der Variablen y,, y,,* - allein betrachtet) zu
Grunde legen, aus welchem jede der Variablen gy, 5, -
isoliert werden kann. Hierbei ist aber noch zu bedenken,
dass wir. jetzt nach dieser Reduktion zwei verschiedene
Falle unterscheiden miissen, namlich denjenigen, wo die
Variablen gy, y,, -+ eine unendliche Folge bilden, und
denjenigen, wo es nur endlich viele Variabeln, etwa
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Y.t + . Uy gibt. Um Wiederholungen zu vermeiden, ziehen
wir aber vor, statt den letzteren (wesentlich einfacheren)
Fall far sich zu behandeln, lieber gleich zu zeigen, dass
dieser Fall auf den von unendlich vielen Variabeln direkt
zuriickgefithrt werden kann. In der Tat brauchen wir nur
dem'System (12) in den Variabeln y,,- - -, y,, die (unendlich

vielen) neuen Linearformen
r o 1o .
L' =9y L7 = Uy L7 = Uy

hinzuzufiigen, um ein System in den unendlich vielen Va-
riabeln gy, y,,- -+ zu erhalten, welches fiir unsere Aufgabe
mit (12) ganz gleichwertig ist. Denn falls die Gleichung
7, = I, fur das System (12) besteht, wird sie offenbar
auch fir das erweiterle System gelten (und umgekehrt).
Und ferner werden die beiden Systeme auch gleichzeitig
ganzartig sein; in der Tat, falls das System (12) in den
Variabeln y,,---, y,, ganzartig ist, wird das erweiterte Sy-
stem eo ipso auch ganzartig sein (wie durch Erweiterung
der benutzten Substitution (yy,---, y,)— (z,,- -, z,) mit
den Gleichungen g, , = zy 1. Uy 5 = Zpppgo * + unmittelbar
hervorgeht), und umgekehrt, falls das erweiterte System
ganzartig ist, wird auch das System (12) ganzartig sein (wie
durch » Verkiirzung« der benutzten Substitution (y,, y,,* - - )—
(715 Z3,- - +) durch Streichung der Variablen gy, ., 4,5, "
und entsprechender der Variablen z sofort zu sehen ist).

Wir kénnen also im folgenden ohne Beschrankung der
Allgemeinheit annehmen, dass das gegebene System (1) tat-
sdchlich alle die anendlich vielen Variabeln x,, x5, -« eni-
hdill, und dass jede dieser Variablen aus dem System isoliert
werden kann. Ein solches System werden wir als ein »redu-
zierfes« System in den unendlich vielen Variabeln x,, x,,- - -

bezeichnen.
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§ 4.
Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die
nGanzartigkeit* eines (reduzierten) Systems von
Linearformen.

Die gesuchten Kriterien der Ganzartigkeit eines redu-

zierten Systems in unendlich vielen Variablen

(D P @yt I, gt ._!_pn’qnm (n=1,2,-)

9n
beruhen auf die Betrachtung der unendlich vielen »Null-
kongruenzen«

(13) gty gwet g X =0 (mod.1) (n=1,2,-++),

n

welche aus den unendlich vielen Linearformen (1) entstehen,
wenn jede dieser Formen = 0 (mod. 1) gesetzt wird. Es
bezeichne I' die Punkimenge des unendlich-dimensionalen
Raumes, welche aus den simtlichen simultanen Lésun-
gen (xy, Ty, --) dieser unendlich vielen Nullkongruenzen
besteht; diese Punkimenge I” ist gewiss nicht leer, da sie
jedenfalls den Anfangspunkt -des Raumes (0, 0,.0,---) ent-
halt. Ferner bezeichme I, bei jedem festen m =1, 2,---
die Projektion der Punktmenge I auf den m-dimensio-

nalen Unterraum xy, -+, x,, d.h. es gehore zu I, jeder

m?
Punkt (x, -+, ), welcher durch Hinzufiigung passend
gewahlter unendlich vieler Koordinaten wx 10 Toags

zu einem Punkte der Menge I" »erginzt« werden kann. Es
ist klar, dass I’ auch die Projektion jeder der Punkt-

mengen I r auf den m-dimensionalen Unter-

m+1? m-2? e
raum darstellt.
Wir beweisen zunichst den

Satz 4. Es ist die Menge I’ eindeutig bestimmi, wenn man
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ihre simtlichen Projektionen Iy, Iy, -- kennt', und zwar isl
I' die »grisste« Menge, welche die Mengen I', (m =1, 2,+ )
als Projektionen besitzt; d. h. damit ein Punkt (x,, xs,---) zut
I' gehdre, ist nichl nur notwendig, sondern auch hinreichend,
dass bei jedem m der »abgeschnittene« Punkt (xy,---, x,) in
I, liegt.

Beweis. In der Tat, es sei (%, x5, -+) ein beliebiger
solcher Punkt, dass bei jedem mn der abgeschnittene Punkt
(xy,- -+, 2 ) in I' liegt. Wir haben zu beweisen, dass dieser
Punkt (x,, x,,---) zu I" gehort, also dass er eine (simul-
tane) Losung der Kongruenzen (13) darstellt, d. h. bei be-
liebig gewiihltem N die Nt Kongruenz befriedigt. s bezeichne
hierzu M den grdssten Index eines x, welches in dieser N'e
Kongruenz vorkommt. Nach Voraussetzung gehért der ab-
geschnittene Punkt (x,---, o) zu I, d. h. er kann zu
einem Punkte (x,---, x,, :v;Hl, a:;“_,z,- -+) erganzt wer-
den, welcher zu I gehort und somit die simtlichen Kon-
gruenzen (13), also auch die N'* Kongruenz erfiillt. Hieraus
folgt aber, dass auch der urspriingliche Punkt (xy, x5, -,
Ty XTypyqste -) die N' Kongruenz erfiillt, weil ja bei einer
Lésung dieser Kongruenz ganz gleichgiiltig ist, welche Werte
die Koordinaten nach der M'™® Stelle besitzen.

Wir werden nunmehr die Struktur der Punktmengen
niher untersuchen. Hierzu beweisen wir zunéchst den
Satz 5. Es bildet bei jedem m = 1, 2,--- die Punktmenge

m

! Im Allgemeinen ist eine Punkimenge £ des unendlich-dimensio-
nalen Raumes nicht eindentig bestimmt, wenn man bei jedem m
=1, 2,--- ihre Projektion £, auf den m-dimensionalen Unterraum
&y, x,, kennt. So haben z. B. die beiden Punktmengen £ und £”,
wo £’ aus den simtlichen Punkten des nunendlich-dimensionalen Raumes
besteht, und 2’ aus allen solchen Punkten, unter deren Koordinaten
unendlich viele Nullen vorkommen, bei jedem m dieselbe Projektion

£, = Ly, ndmlich beide Mal den ganzen m-dimensionalen Raum.
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I',, ein »Giller«, d. h. es gibt eine ganze Zahlp (0 < p < m)
und p linear unabhdngige Punkfe

(e s "’C;n)’ (xf,+ -, x'l;l)’ - (x(lp)’ oo wﬁ,‘;’)

derart, dass die Punktmenge I', gerade aus den ganzzahligen
Kombinationen dieser Punkte besteht, d. h. aus allen Punkien
der Form

(@, x,) =

n (@), ) g (@, &) n, (P, v, xﬁ,’i’)’

WO Ny, Ny, =+, I, unabhdngiq von einander alle ganzen Zahlen
durchlaufen?. Hierbei heisst p die Dimension des Gitters.

Beweis. Damit eine gegebene Punktmenge des m-dimen-
sionalen Raumes ein Gitter bilde, ist bekanntlich nicht
nur notwendig, sondern auch hinreichend, 1) dass, falls

(xy, -+, a) und (xf, - -+, 2

) zwei beliebige (verschiedene

oder gleiche) Punkte der Menge bedeuten, der »Differenz-

. —x) ebenfalls zur Menge gehort,

punkt« (x) —xy, -, @
und 2) dass der Anfangspunkt (0, 0, -- -, 0) kein Hiufungs-
punkt der Menge ist. Diese beiden Forderungen sind aber
gewiss fiir unsere Menge I’ erfiillt. In der Tat:

1. Falls (a), -, «/,) und (a7, -+, ) zwei Punkte der
Menge I',, sind, kénnen sie durch Hinzuftigung passend

gewihlter Werle der Koordinaten x,, IRTRRRI A zwei Punkten

1 ,.'c ’ DY l’-u- 4 24 . v s
(xp > L xm+1’ ) und (x17 2 xm’ xm+1’ )

m’
der Menge I" ergiinzt werden. Aus der Definition der Menge
I (als der Menge der Lésungen der Nullkongruenzen (13))

folgt aber, dass der Differenzpunkt

ottt e T ’ ) e
(xl Ly» s Ty T Tme1r ™ Cmpr )
1 Fir p = 0. besteht die Punktmenge nur aus dem einzigen

Punkte (2, -+, 2,,) = (0,:--, 0).
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dann ebenfalls zu I gehért; die Projektion dieses Punktes
auf den m-dimensionalen Unterraum, d. h. der Punkt
() —af, - -+, o, —x), ist also ein Punkt von I, . '
2. Dass der Anfangspunkt (0, 0,---, 0) kein Haufungs-
punkt von I, ist, ergibt sich sofort daraus, dass das Sy-
stem (1) reduziert ist, und also jede der Variablen x;
aus den gegebenen Linearformen (1) isoliert werden kann.
In der Tat, falls G, den Hauptnenner der (endlich vielen)
rationalen Multiplikatoren bezeichnet, welche bei einer Iso-
lierung von x; verwendet werden, kénnen wir durch lineare
Kombination endlich vieler der Nullkongruenzen (13)

mit ganzzahligen Multiplikatoren die neue Nullkongruenz
Gy, = 0 (mod. 1)

ableiten, so dass in jeder Lésung (wx, @, ---) des Kon-
gruenzensystems (13), d. h. in jedem Punkte (x;, a,,- - -) der
Menge I, auf der I'*" Stelle eine rationale Zahl der

n
Form x, = G (n ganz) stehen muss, womit natiirlich ge-
1

zeigt ist, dass der Anfangspunkt des m-dimensionalen

Raumes kein Haufungspunkt von I, ist.

Wir sagen von einem Gitter des m-dimensionalen Rau-
mes, dass es ein echtes Gitter bildet, falls die Dimension
p des Gitters mit der Dimension m des Raumes {iiberein-
stimmt. Damit ein Gitter (wie unser ), welches aus
lauter Punkten mit rationalen Koordinaten besteht, ein
echtes Gitter sei, ist bekanntlich nicht nur hinreichend,
sondern auch notwendig, dass jede der m Koordinatenachsen
mindestens einen vom Anfangspunkte verschiedenen Punkt
des Gitters enthalte, also dass es m von 0 verschiedene

Zahlen y,, yy,+ -+, v, derart gibt, dass die m Punkte
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(71, 0, 09"'9 0)1 (03 Vs Oa"'a O)"": (O, Os"'s 0: ;/m)

alle zum Gitter gehoren.

Wir gelangen nunmehr zu dem wichtigen

Satz 6. Damit das System (1) ganzarfig sei, ist nofwendig
und hinreichend, dass bei jedem m =1, 2,--- die Projektion
I, der (aus den simultanen Lésungen der Nullkongruenzezf
(13) bestehenden) Menge I' ein echtes Gitter des m-dimen-
sionalen Raumes Dbildet.

Beweis. 1. Wir zeigen zunichst, dass, falls das System
ey » 1fn,1x1+1'n’2x2—}—---—{—rn,qnacqn (n=1,2,--)
ganzartig ist, d. h. durch eine lineare Substitution
6w, =B it B tat By, Y, (R=12,00)
in ein neunes System

(19 Gui It Guate T b gy, 0, (=120

mit lauter ganzen Koeffizienten g ibergefithrt werden kann,
die Menge I' bei jedem m ein echtes Gitter bildet, dass
also auf jeder der Koordinatenachsen des m-dimensionalen
Raumes ein vom Anfangspunkte verschiedener Punkt exi-
stiert, welcher zu I gehort. Hierzu betrachten wir gleich-

zeitig mit den Nullkongruenzen

(13) rp @it r, gt Ty, 2, =0 (mod.1) (n=1,2,---),

deren simultane Lésungen (x;, x,, --+) die Punktmenge I’
bilden, das aequivalente System von Nullkongruenzen

(15) gp¥i+Guolet+g,, v, =0 (mod.1) (n=1,2,---).
Da die Linearformen auf den linken Seiten von (15)

aus den Linearformen auf den linken Seiten von (13)

durch die lineare Substitution (6) hervorgegangen sind, ist
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unmittelbar klar, dass die aus den simultanen Loésungen
(y,» ys, -++) dieses neuen Kongruenzensystems (15) be-
stehende Menge I'* gerade die mit Hulfe der Substitution
(6) gebildete Bildmenge der Menge I"ist. Zu dieser Menge
I'* des unendlich-dimensionalen y-Raumes gehort aber ge-
wiss — weil die Koeffizienten g der Kongruenzen (15) alle
ganz sind — jeder Punkt (y;, ys, - - ), dessen Koordinaten
simtlich ganze Zahlen sind. Somit gehort gewiss zur Menge
I jeder Punkt des unendlich-dimensionalen x-Raumes,
welcher (durch unsere Substitution) Bildpunkt eines P\unktes
des y-Raumes mit Jauter ganzzahligen Koordinaten ist. Es
bezeichne nun ! den grossten Index eines y, welches in
den m ersten Gleichungen der Substitution (6) vorkommt,
und G den Hauptnenner aller Koeffizienten «, welche in
den I ersten Gleichungen der inversen Substitution

Xyt te,  x (n=1,2,+-+)

;
n,u, g,

(5) b = an,1x1+a

n,2

aufireten. Wir werden zeigen, das bei jedem » == 1, -+ m
der Punkt des m-dimensionalen Raumes (:c(l”), x(z”), .- -xg’;))

mit den Koordinaten
xf/”) = G, :cf(;’) =0fir wErvA=Zp<m)

zur Menge I, gehort. Hierzu setzen wir in den oben ge-
nannten [/ ersten Gleichungen der Substitution (5) x, = G,
x, = 0 fiir alle n &= », und bezeichnen die dabei heraus-
kommenden, nach der Bestimmung von G gewiss ganz-
zahligen Werte von y,,:*+, y, mit ¥;,---, Y, Der Punkt
(Yy, Yy,-++, Y, 0,0,---) des unendlich-dimensionalen y-
Raumes gehort wegen der Ganzzahligkeit aller seiner Koor-
dinaten zur Menge 7'*, und sein Bildpunkt (X;, X,,---)
des x-Raumes muss daher ein Punkt von I" sein. In diesem

letzten Punkte (X, X, ---) miissen aber auf den mn ersten
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Stellen gerade die Zahlen x), m(z”), RN ”1(:) stehen — wo-
mit also gezeigt ist, dass der Punkt (x{?, ..., ng))

tatséichlich zur Projektion I

m

gehdrt —; denn es sind
(nach der Bestimmungsweise von I) die m ersten Koordi-
naten wx,---, x,, eines x-Punktes eindeutig bestimmt,
wenn man die [ ersten Koordinaten yy,---, y; des ent-
sprechenden y-Punktes kennt, und wir wissen ja (nach der
Bestimmung von Yy, ---, ¥)) dass es einen Punkt des a-
Raumes mit den m ersten Koordinaten xﬁ”), SRR xf)’l’) gibt
(namlich den Punkt (2, .-, 2%, 0,0,---)), fir welchen
der entsprechende y-Punkt gerade mit den ! Koordinaten
Yy, -+, ¥, anfingt.

2. Wir zeigen danach, dass, falls bei jedem m die Menge
I’ ein echtes Gitter bildet, das System (1) ganzartig

ist. Hierzu bestimmen wir das aus rationalen Zahlen be-

stehende Zahlenschema

/31,1: Os O: 0, Tt O, O, O, e
ﬂgs 1» ﬂz, 93 Oa O: c 0, 0, O, e

ﬂg’ 12 /35’ 97 183, 35 05 R 0: 0: 0: e (Ign’n j: 0 fiir alle n)

ﬂn,l’ ﬂn,z’ '811,3’ '811,4 T ‘811 n’ 0’ 0" o

durch das folgende Verfahren: Die Zahl g, , ist ein (be-
liebig gewiihlter) Punkt - 0 in dem echten Gitter I';. Da
I'y die Projektion von I3 ist und sowohl x; = 8, wie
xy = 0 Punkie in I3 sind, konnen wir g8, und 8,, so
wihlen, dass (/31’1, ,82’1) und (0, /92’2) Punkte in 7, dar-
stellen, und da I, ein echtes Gitter ist, kénnen wir hier-
bei ,82,2 =& 0 wihlen. Danach bestimmen wir die drei Zahlen
By Bs o By folgendermassen: da

(/81’1: /‘?2,1)9 (0: /82,g>: (0’ 0)
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Punkte in 7, sind und I, die Projektion von I ist, kén-
nen wir sie durch Hinzuftigung passend gewihlter Zahlen
By 15 B3 0s By 4 zu drei Punkten

(/51’ 12 /32’15 /83)1): (05 /82,2’ /83’ 2)’ (0, 0’ /83’3)

erginzen, welche zu Iy gehéren, und hierbei kénnen wir
B3 3 & 0 wihlen, da I'; ein echtes Gitter bildet (und also
Punkte mit x; £ 0 auf der x;-Achse enthilt). In dieser
Weise setzen wir fort, bis das ganze Zahlenschema nach
unendlich vielen Schritten bestimmt ist. Es ist hierbei klar,
dass jeder Punkt des wunendlich-dimensionalen Raumes,
dessen Koordinaten durch die in einer senkrechten Spalte
des gewonnenen Schemas stehenden Zahlen bestimmt sind,
zur Menge I" gehort; denn nach der Bestimmungsweise des
Schemas, gehort ja, fir jedes m, der bei der mt® Koordi-
nate »abgeschnittene« Punkt zur Menge I, und nach dem
Satze 4 geniigt dies um schliessen zu konnen, dass der
Punkt selbst zu I" gehért.

Wir bilden nun, mit Halfe des obigen Schemas, die
lineare Substitution

Xy =B 11y
Xy =By 1 Y1+ By 0 (B, , 7 0 fiir alle n)

und bezeichnen mit I'* die Punktmenge des unendlich-di-
mensionalen y-Raumes, welche die Bildmenge von I' bei
dieser Substitution bildet. Zu dieser Menge I'* gehoren ge-
wiss die samtlichen Punkte der Form (0,---, 0,1, 0, 0, - - -)
(d. h. samtliche Punkte deren Koordinaten alle 0 sind, ab-

gesehen von einer Koordinate, die gleich 1 ist); denn diese
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Punkte entsprechen, nach (16), gerade den Punkilen des
x-Raumes, deren Koordinaten durch die Spalten des obigen
Zahlenschemas gegeben sind. Wir werden zeigen, dass unser
System (1) durch diese Substitution (16) in ein neues System

gn,l!]1+gn,2y2+..‘+gn,pnyp[l (nzls 29."')

mit lauter ganzen Koeffizienten tibergeht. Hierzu haben
wir nur zu benutzen, dass I'* (als Bildmenge von I') die

Menge der simultanen Lésungen der neuen Nullkongruenzen
In 1 Y1t 9ne¥et Tty Y, =0 (mod.1) (n=1,2,-+)

darstellt, so dass diese letzten Kongruenzen gewiss die
obigen Punkte (0, 0,---,1, 0, 0,---) als Losungen besitzen.
In der Tat folgt hieraus sofort, dass alle g ganze Zahlen
sein mussen; denn daraus, dass y,, = 1, y, = 0 (fiir n == m)
ein Losung der Kongruenzen ist, folgt ja, dass die samt-
lichen Koeflizienten der Variablen y, ganze Zahlen sein
miissen.

In dem vorhergehenden Satze war nur von den simul-
tanen Ldésungen der unendlich vielen Nullkongruenzen
(13) die Rede. Fir den Beweis des Hauptsatzes in § 5 wird
es aber notig sein, das in diesem Satze 6 gefundene Kri-
tertum der »Ganzartigkeit« eines Systems (1) etwas umzu-
formen, und zwar so, dass die LOsungen einer beliebig
grossen endlichen Anzahl dieser Nullkongruenzen in den
Mittelpunkt der Betrachtungen hineingezogen werden. Wir
bezeichnen hierzu mit 4% die Menge samtlicher Losungen
(24, s, - -) der N ersten der Nullkongruenzen’, und mit ("
die Projektion dieser Menge auf den m-dimensionalen Unter-

' Obwohl in diesen N Kongruenzen nur endlich viele  vorkom-
men, werden wir jedoch (vgl. Note 1, S. 4) unter einer Losung der N Kon-
gruenzen einen Punkt des unendlich-dimensionalen Raumes verstehen,
so dass AN also. eine Punkimenge dieses letzten Raumes bedeutet. -

Vidensk, Seisk. Math,-fys, Medd. VIT, 1. 3
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raum x, - -, x_ . Hierbei ist klar, dass bel jedem N die
Relation 4™ > 4N+) >, und also auch die Relation
AN > AN > T besteht, und ferner, dass £ die Pro-
jektion von /%), ist. Nach Voraussetzung kann jede der
Variablen & aus den Linearformen des Systems (1) isoliert
werden; wir bezeichnen mit m* = m* (m) die kleinsle
Zahl, fiir welche jede der m ersten Variablen ay,---,
aus den m#* ersten Linearformen isoliert werden kann.

'Man sieht sofort, dass Dei jedem festen m = 1, 2,-+- und
N > m* die Punktmenge AN ein echles Gitter des m-dimen-
sionalen Ranmes bildet. In der Tat:

1. Falls (x},---, o

‘m

) und (xf,---, a”) zwel beliebige
Punkte der Menge 4% sind, wird auch der Differenz-

rr

(N) o
") zu AN gehdren. Denn es

punkt (x}—=af, -, 2 —x
kénnen ja die beiden Punkte durch Hinzufiigung weiterer
’ r

m’ an—l’ ) und

+++) der Menge 4™ ergéinzt werden, und

Koordinaten zu zwei Punkten (xf,::-,

’e

"
m? x

m+1’
aus der Definition von 4™ folgt sofort, dass der Differenz-

(xi”...’x

A el e ’ At
punkt (:1,1 L1 > Ty Lo L xm-}—l’

AM, also der »abgeschnittene« Punkt (a), —af, -, a

-++) ebenfalls zu
0,
zu A®) gehoren wird.

2. Ferner ist klar, dass der Anfangspunkt (0, 0,---, 0)
des m-dimensionalen Raumes kein Haufungspunkt der
Menge .4Y) sein kann, weil ja N so gross gewihlt ist, dass
jede der m Variablen x,---, @, aus den N ersten Linear-
formen isoliert werden kann.

3. Und schliesslich ist klar, dass /lgf) ein echtes Gitter
bildet. In der Tat, falls H den Hauptnenner der (endlich
vielen). rationalen Koeffizienten r der N ersten Kongruenzen
bezeichnet, wird offenbar jeder Punkt (a;, a,, - - +) mit einer
Koordinate gleich H und allen iibrigen Koordinaten gleich

0 zur Menge 4™ gehoren, so dass die Projektionsmenge 4V
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gewiss auf jeder der m Koordinatenachsen einen vom An-
fangspunkte verschiedenen Punkt enthalten wird (ndmlich
einen Punkt im Abstande H vom Anfangspunkte).

Es sei nunmehr m eine beliebig gewiihlte feste posi-
tive ganze Zahl; wir werden untersuchen, wie das Gitter
AN (N> m#*) sich dndert, wenn N ins Unendliche wéchst.
Aus der Relation 4N > 4N+ ersieht man sofort, dass
nur die beiden folgenden Moglichkeiten bestehen:

I. Entweder #ndert sich das Gitter 4% von einer ge-
wissen Stelle an iiberhaupt nicht, d. h. es bleibt 4™ konstant
fiir alle N > Ny = N, (m). Wir bezeichnen in diesem Falle
das konstante Endgitter . (N > Ny) mit o/ und nennen
A das m'® »Grenzgitter«*.
1L Oder es wichst das Volumen eines Grundparallelopi-
peds des Gitters 4™ mit N—> o iiber alle Grenzen. Wir
sagen in diesem Falle, dass (fir das betrachtete m) kein
Grenzgitler A, existiert.

Satz 1. Fur die Ganzar tzglcelt des (r eduuerten) Systems (1)
ist nofwendig und hinreichend, dass bei jedem feslen m=1,2,+ -+
das Grenzgitter A, existierl.

Beweis. Nach dem Satze 6 handelt es sich daram zu
zeigen, dass die beiden Bedingungen »es soll bei jedem m
die Menge I, ein echtes m-dimensionales Gitter sein«
und »es soll bei jedem m ein Grenzgitter o, existieren«
inhaltlich gleichbedeutend sind.

1. Es ist unmittelbar ersichtlich, dass, falls die Mengen
I~ alle echte Gitter sind, alle Grenzgitter o existieren
miissen. In der Tat ist ja bei festemm m und jedem N das

' Wir bemerken, dass falls die Grenzgitter 4, und 4 ‘m+1 beide

existieren, A, die Projektion von ,,,, sein erd In der Tat kann

ein N so gross gewdihlt werden, dass A, = Ag;l) und Am-1 = AE;M—l
sind, und bei einem festen N wissen wir ja schon, dass ASH die Pro-
jektion von A.Ef:}_l ist.

3%
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Gitter ', in dem Gitter /) enthalten, und es kann somit

fiir N—> o das Volumen des Grundparallelopipeds von 4
nicht dber alle Grenzen wachsen.

2. Etwas tiefer liegt der Nachweis, dass umgekehrt aus
der Existenz sfimtlicher Grenzgitter ./, geschlossen wer-

den kann, dass jedes I, ein echtes Gitter ist. Wir fithren

diesen Nachweis dadurch, dass wir zeigen, dass 4, in I",

1

enthalten ist.- Es sei also (x,, -, x_ ) ein beliebiger Punkt

n
von-A,; wir haben zu beweisen, dass dieser Punkt eben-
falls zu I',, gehort, also dass er zu einem Punkte (xy,-- -,

x --+) erganzt werden kann, welcher zu I" gehdrt,

m? xm+1’
d. h. welcher eine simultane Losung der sdmtlichen Null-
kongruenzen (13) darstellt. Hierzu miissen wir benutzen,
dass nicht nur das Grenzgitter # , sondern auch die
10 Am+2*, ..+ alle existieren. Wir

bilden (durch successive Wahl) die Folge der neuen Koor-

»hoheren« Grenzgitter o,

dinaten x so, dass jeder »Abschniti« (xy, - - -,

m+1? mm+2’ e

e Tmats "> Ly +p) zur Menge o, gehdrt (was moglich

ist, weil, nach Note S.35, o, die Projektion von o, _, ist),

X

und behaupten, dass der durch diese Koordinaten ergénzte

Punkt (x;, - - -, =, , @ «++) von der gewiinschien Art ist,

m® ““m+1?
also eine simultane Lésung sidmtlicher Nullkongruenzen
darstellt, d. h. bei jedem festen N die N ersten der Kon-
gruenzen befriedigt. In der Tat, es sei L der grisste Index
eines x, welches in diesen N ersten Kongruenzen vorkommt;
es genligt dann offenbar zu zeigen, dass der Punkt, welcher

_ durch Projektion des Punktes (x, 25,--+, x, , x

m-1?* v )
auf den L-dimensionalen Unterraum entsteht, also der

m?

Punkt (ay,---, x;), in 4 legt; und dies ist gewiss der
Fall, weil ja nach unserem Ergiinzungsverfahren der Punkt
(xy, -+ - 2;) zu A, gehért, und o, in 4 enthalten ist.
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§ b.

Beweis des Hauptsatzes.

Hauptsatz., Fiir das Zusammenfallen der beiden zu einem
System (1) gehérigen Punktmengen IT; und IT, ist nolwendig
and hinreichend, dass das System ganzartig ist (also durch
eine lineare- Substitution in ein neues System mit lauter
ganzen Koeffizienten iibergefithrt werden kann).

Beweis. Dass die Bedingung hinreichend ist, liegt
auf der Hand. In der Tat wissen wir ja einerseits, dass
der Ubergang von einem System zu einem anderen mit
Hilfe einer linearen Suvbstitution sowohl die Menge I7; wie
auch die Menge 7, ungeindert ldsst, und andererseits
(nach Satz 1), dass fir ein System mit lauter ganzen
Koeffizienten die Gleichung I7; = I7, besteht.

Die ganze Schwierigkeit liegt darin zu beweisen, dass
diec Bedingung der Ganzartigkeit fir das Zusammenfallen
der Mengen 77, und IZ; auch notwendig ist. Hierbei
konnen wir uns (nach § 3) ohme Beschrinkung der All-
gemeinheit auf die Betrachtung eines reduzierten Systems
(1) beschrinken.

Wir nehmen an, dass das System nicht ganzartig
ist, und haben zu beweisen, dass 77; eine echte Téilmenge
von IT, ist, also dass ein Punkt (8, 6,, - -+) derart existiert,
dass bei jedem festen N die N ersten der Kongruenzen

(2) 1y @t et o, x, =6, (mod.1) (n=1,2,---)

d
n,q,

eine Loésung haben, aber keine simultane Lésung der
samtlichen Kongruenzen vorhanden ist. Das wesentlichste
Hilfsmittel bei diesem Beweise ist der Satz 7, welcher ein
Kriterium fiir die Ganzartigkeit (und also auch ein Kri-
terium fiir die Nicht-Ganzartigkeit) eines reduzierten Sy-
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stems (1) gibt. Nach diesem Hilfsatz gibt es zu unserem
(nicht ganzartigen) System (1) eine feste positive ganze
Zahl m,, so dass kein Grenzgitter /  existiert, d. h. so

ny
dass das Volumen V,, eines Grundparallelopipeds des Gilters

AN (N = mg) fiir N— @ ins Unendliche wichst.
Wir bestimmen zunfchst eine unendliche Folge von

wachsenden positiven ganzen Zahlen N, N, ---, N,,-

und zugehorigen positiven Zahlen ¢4, ¢5.- -+, ¢ durch

Sy
das folgende Verfahren™.

1°. Es sei Ny > my so gewihlt, dass das Grundvolumen
Vy, des Gitters 40 grésser als das Kugelvolumen K (1)
ist, und somit in der Anfangskugel K (1) gewiss kein voll-
standiges Reprisentantensystem in bezug auf /1%1) enthalten
ist. Zu diesem N; bestimmen wir die positive Zahl ¢, so
gross, dass jede Kugel mit dem Radius ¢; (wo auch ihr
Zentrum liegt) ein vollstindiges Reprisentantensystem in
bezug auf #Q enthilt. _

2°. Danach bestimmen wir N, > N; derart, dass das
Grundvolumen V grosser als das Kugelvolumen K (g, + 2)
ist, und daher die Anfangskugel K (o; +-2) kein vollstin-
diges Reprisentantensystem in bezug af /{2 enthilt. Und
zu diesem N, bestimmen wir die positive Zahl ¢, derart,

* Hierbei werden wir, um uns bei den folgenden Uberlegungen iiber
die Verhiltnisse im my-dimensionalen Raume =z, - Ty, tibersicht-
lich ausdriicken zu konnen, fiir einige immer wieder vorkommenden Be-
griffe abgekiirzte Bezeichnungen einfithren: Statt »Volumen eines Grund-
parallelopipeds des Gitters AE;X)« wollen wir »Grundvolumen des
Gitters AS;IVO)« sagen, statt »mo-dimensionale Kugel« einfach ‘»Kugel«,
statt »Volumen einer Kugel mit dem Radius g« einfach »Kugelvolu-
men K(p)« und statt »Kugel mit dem Anfangspunkt als Zentrum und
dem Radius g« einfach »Anfangskugel K (¢)« oder nur »K (g)«. Ferner
werden wir mit Yeinem vollstidndigen Reprisentantensystem
in bezug auf AS}I\?« eine solche Punktmenge bezeichnen, welche aus
jedem System von Punkten (x,,---, x,,), welche in bezug auf das

Gitter A%}TD) iquivalent liegen, genau einen Reprisentanten enthilt.
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dass jede Kugel mit dem Radius g, ein vollstindiges Re-

prisentantensystem in bezug auf .#(Y9 enthalt.

»®. Nachdem N,  und g

N, > N,_, derart, dass das Grundvolumen VN,, grosser als

,_ bestimmt sind, wihlen wir

das Kugelvolumen K (g, ;) ist, also die Anfangskugel
K (e

zug auf 4

+ ) kein vollstindiges Repriisentantensystem in be-

(Ny)
me

y—1
enthalt, und danach wihlen wir die positive

Zahl ¢, so, dass jede Kugel mit dem Radius g, ein voll-

standiges Repriisentantensystem in bezug auf /Igj ») enthélt.
0

Nach dieser Bestimmung von N, und ¢, (v =1,2,--+)
schreiten wir nunmehr zu direktem Aufsuchen eines Punktes
(84, 0, - - -), welcher der Menge I, aber nicht der Menge
17, angehért. Die Idee der (successiven) Bestimmung von
8, 6y, - - - ist die, dass wir versuchen dafiir zu sorgen, dass
im my-dimensionalen Raume der Abstand des Anfangs-
punktes von der Projektion (xy,- -, :L'mu) derjenigen Loésung
(24, 5, - - +) der N ersten Kongruenzen (2), fir welche dieser
Abstand am kleinsten ist, mit N iiber alle Grenzen
wiichst.

1ter Schritt. Wir withlen zuniichst einen beliebigen Punkt
P : (x), ,, - --) des unendlich-dimensionalen Raumes, wel-

cher nur der Bedingung unterworfen sein soll, dass sein

7
n

m'T »Abschnitt« P @ (2, -, ) ein derartiger Punkt des
my-dimensionalen Raumes ist, dass kein mit ihm in bezug
auf das Gitter /Iff};l) dquivalenter Punkt in der Anfangs-
kugel K (1) gelegen ist. (Ein solcher Punkt existiert nach
19). Wir setzen (x;, a4, - - -) = (x}, &, - - ) in die N, ersten
Linearformen von (1) ein. Die dadurch entstehenden Zahlen

sollen unsere Zahlen 6,,---, HNI sein. Wir bemerken, dass
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die sdmtlichen Lésungen (xy, x,,---) der N, ersten (mit
den eben gewiihlten 6 gebildeten) Kongruenzen (2) durch
die Menge P'+ 4™ gegeben sind!, weil 4™ ja die Ge-
samtmenge der Losungen der N; ersten Nullkongruen-
zen angibt. Aus der Bestimmung von P’ folgt, dass in der
Projektion dieser Menge P+ 4™ auf den m,-dimensionalen
Unterraum — d. h. in der Menge P, + 4N, welche aus
allen mit P, in bezug auf 4+ Aquivalenten Punkten be-
steht — kein Punkt enthalten ist, welcher in der Anfangs-
kugel K(1) liegt. ‘

2ter Schritt. Wir wihlen danach einen Punkt P”: (xf,
0 des unendlich-dimensionalen a-Raumes, welcher
derobigen Menge P+ 4™ angeh6rt, und ausserdem der
Bedingung gentigt, dass seine Projektion P :(xy,---, a),
auf den my-dimensionalen Unterraum in einer Kugel mil
dem Radius ¢, gelegen ist, deren Zentrum C":(c},---, ¢
so gewahlt ist, dass es keinen mit C” in bezug auf
AN Gquivalenten Punkt in der Anfangskugel K (gq+2)
gibt (was alles nach der Bestimmung von g; und N, mog-
lich ist). Wir setzen nun (xy, s, -+) = (d:’{, xy,-+) in die
N, ersten Linearformen von (1) ein, und bezeichnen die
herauskommenden Werte mit 6;,---, 6y, wobei die N,
ersten Zahlen 6, L -, By, mit den obigen Zahlen 6,,-- -, 8,
ibereinstimmen, weil P’ zur Menge P’ + 4™ gehért. Wir
betrachten die Menge simtlicher Losungen (xy, a,--+)
der N, ersten (mit den gewdhlten 6 gebildeten) Kon-
gruenzen (2), d. h. die Menge P+ _#®™2 und behaupten,

* Unter P+ 4, wo P einen Punkt und 4 eine Punktmenge des-
selben Raumes bedeuten, verstehen wir die (mit 4 kongruente) Punkt-
menge, welche aus der Menge 2 entsteht, wenn zu jedem ihrer Punkte
der Punkt P’ »addiert« wird; hierbei bedeutet »Addition« zweier Punkte
(xy, x4, * --) und (5,4, »++) einfach die Bildung des Punktes (x; -1 74,
2] + Yas ** 2



Unendlich viele Kongruenzen. 41

dass in der Projektion dieser Menge auf den m'*" Unter-
raum, d. h. in der Menge P + 4% aller mit P; in be-
zug auf 48P aquivalenten Punkie, kein Punkt gelegen ist,
welcher der Anfangskugel K (2) angehort. In der Tat gibt
es in dieser Menge P;]’IOJr/l%ﬁ) einen Punkt, némlich P
selbst, welcher von dem obigen Zentrum C” um weniger
als ¢; abweicht, und weil K (g, +2) keinen mit €” in be-
zug ;mf /15});2) dquivalenten Punkt enthilt, kann daher in
K(2) kein mit P d#quivalenter Punkt (d. h. kein zu

P’ + AN gehoriger Punkt) gelegen sein.

1y ny

y*r Schritt. Wir wihlen einen Punkt P®): ({9, 0, . -)
des unendlich-dimensionalen a-Raumes, welcher der
Menge P D4 4WNv—1 angehért, und ausserdem der Be-
dingung geniigt, dass sein my'®" Abschnitt P{): (x(),- - -, x0)
in einer Kugel mit dem Radius ¢, , liegt, deren Zentrum
CO (e, -+ -, ) so gewihlt ist, dass kein mit C*) in be-
zug auf A dquivalenter Punkt der Anfangskugel K (o,_+»)
angehért. Dies ist alles moglich; denn nach der Bestim-
mung von N, gibt es gewiss einen Punkt C®) der ver-
langten Art, und in die Kugel um C® mit dem Radius
0,_, fallt gewiss (nach der Bestimmung von g¢,_,) die Pro-
jektion eines Punktes der Menge P*—9 4 4®v—1), weil ja
die Projektion PZ— 4 #Nv—0 dieser letzlen Menge ein
ganzes System von untereinander dquivalenten Punkten in
bezug auf 4(¥»—1 ausmacht. Wir setzen nun (x, 25, - -)
= (x(l”), xg”), -+-) in die N, ersten Linearformen von (1)
ein, und bezeichnen die herauskommenden Zahlen mit
4, ---,AGN”, wobei die N,_, ersten dieser Zahlen mit den
bei dem (»— 1)'*® Schritte bestimmlen Zahlen 6y,-- -, by, .
iibereinstimmen (weil P®? der Menge P94 4®v-1) an-
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gehort). Die sdmtlichen Losungen (xy, xy, ---) der N,
ersten (mit diesen 6 gebildeten) Kongruenzen sind dann
durch P® 4+ 4™ gegeben, also ihre Projektionen auf den
my'* Unterraum durch P¢)+ 4N+, In dieser letzten Menge
gibt es keinen Punkt, welcher der Anfangskugel K (») an-
gehort, weil P22 in einem Abstand <g,_, vom C*) gelegen
ist, und in K (g, ,+») kein Punkt liegt, welcher mit ¢®
in bezug auf 4 dquivalent ist.

Hiermit sind wir am Ende. In der Tat erfiillt der so-
mil bestimmte Punkt (6, 6,,---) die angegebenen Be-
dingungen. Denn einerseits haben bei jedem N die N
ersten der Kongruenzen (2) eine Loésung — weil bei
jedem » die N, ersten Kongruenzen eine Lésung, namlich
PO (@), ), - - ) besitzen, und N, mit » iiber alle Grenzen
wichst — und andererseits gibt es gewiss keine si-
multane Ldsung der sédmtlichen Kongruenzen (2), weil
jede Losung der N, ersten Kongruenzen eine Projeklion
auf den my-dimensionalen Unterraum besitzt, deren Abstand
vom Anfangspunkte > » ist, also fiir v —> o beliebig gross

wird.

Forelagt paa Madet den 21, Februar 1925.
Feerdig fra Trykleriet den 4. Maj 1925,





