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Einleitung.

Dafir, dass die N diophantischen Ungleichungen !

| eyt + applyt ot ty—8 < e (mod. 1)
la21f1+ Uonlot o oot oyl —B,| < & (mod. 1)

(1) -

wo die ¢, und B, reelle Grossen bedeuten, bei jedem
beliebig kleinen ¢ > (0 eine Losung in den M reellen Varia-
blen ¢, i, ...,
offenbar notwendig:

ty besilzen, ist die folgende Bedingung

Bei jedem System von N ganzen Zahlen g, , ..., gy, fir
welches der Ausdruck

gl(anl‘l—{— .. .—l—othtM)+ . —I—gN(aNlil—l— . ..+C¢NMtM)

identisch in den M Variablen t,, ..., tyy verschwindet, d. h.
welches die M Gleichungen

2 glotlm-I—g2a2m~l-...+ch¢Nm= 0 (m=1,.., M)
befriedigt, muss die Zahl ’
(3) 91/81 ~+ g2ﬂ2+-~-+gN/8N

eine ganze Zahl sein.
In der Tat folgt ja fir beliebige (nicht sdmilich ver-
schwindende) ganze Zahlen g, ... g5 aus dem Bestehen

! Unter der Schreibweise {a| <C b (mod. 1), wo « und b > 0 reelle
Zahlen sind, verstehen wir, dass eine ganze Zahl ¢ derart existiert,
dass |a—g| < D ist.

1*
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der Ungleichungen (1) dic neue diophantische Ungleichung

I91(“11t1+"'+“1MfM—:81)+---‘l—gN(chltl—}—...+ceNMtJ\/I~ﬁN)|
< e(lgi|+ ... FlgyD)  (mod. 1), :

also, falls die g, den Gleichungen (2) geniigen, die Un-
gleichung

|,(]1,31*|—..-+9N,3Nl < 5(|gll+" .+ |gN|) (n]Od' 1):

und hieraus ergibt sich sofort, da ja & beliebig klein ge-
wahlt werden kann, dass die (von ¢ unabhiingige) Zahl
918+ ...+ gnBy eine ganze Zahl sein muss.

Ein bekannter éllgemeiner Satz von KrONECKER besagt,
dass die obige notwendige Bedingung auch eine hinreichende
Bedingung dafiir darstelll, dass die N diophantischen Unglei-
chungen (1) bei beliebig kleinem ¢ eine Lésung in i, ..., (i
besitzen, oder anders ausgedriickt, dass es fiir die Lésbarkeit
der N diophantischen Ungleichungen (1) hinreichend ist,
dass sie keinen »offenkundigen« Widerspruch aufweisen.

In dem speziellen Falle, wo alle «nm mit m > 1 gleich 0
sind, und ausserdem noch die Gréssen e, ..., ¢y, linear

unabhéngig sind d. h. keine Relation der Form
Gr%qq T T gyen =0

in ganzen (nicht simtlich verschwindenden) Zahlen
Gys -+ +» gy befriedigen, geht dieser Satz in den so-
genannten »kleinen« Kronecker’schen Satz iiber,
welcher besagt, dass N diophantische Ungleichungen der

Form lent— Bl < &  (mod. 1) (n=1,..,N),

wo die Koeffizienten «,, ..., ¢y linear unabhiingig sind,
bei beliebiger Wahl der Zahlen 8,,..., 8,, und belicbhig
kleinem ¢ stels eine Losung in | besitzen. Fir diesen letzten
Satz, welcher in verschiedenen neueren Untersuchungen

eine fundamentale Rolle spielt, habe ich vor einigen Jahren



Neuer Beweis eines allg. Kronecker’schen Approximationssatzes. D

einen neuen einfachen Beweis gegeben.! Das Ziel dieser
Note ist zu zeigen, dass meine damalige Methode auch im
Stande ist, den oben genannten allgemeinen Kronecker’-
schen Satz mit einem Schlage zu beweisen.

Beweis des Satzes.

Es seien also NM reelle Grossen e, . beliebig gegeben,
und es seien &, ..., 8 reelle Grossen derart, dass fir
jedes System von ganzen Zahlen g, ..., g5, welches die
M Gleichungen (2) befriedigt, die Zahl (3) ganz ausfilll.
Wir setzen zur Abkitirzung

anltl —{— anEiZ_}_ ot + “nD/It.M = U = yn(li’ t2’ T lM)

und haben alsdann zu heweisen, dass es moglich ist, solche
Werte der M Variablen £, 1,, ..., {,, zu bestimmen, dass
die N reellen Zahlen y,— g8, , modulo 1 betrachtet, alle be-
_ liebig klein werden, d. h. dass die N komplexen Zahlen

271 =) (n=1,..., N)

n?

alle um beliebig wenig von ¢” = 1 abweichen. Die Behaup-
tung lautet mit anderen Worlen, dass die obere Grenze Ly
des absolufen Werles der Funkfion

N .
F([l’ tZ’ ey iM) = l_l_ 2/ ean(yn_‘gn)’

n—1
wo der Punkt (t, ..., t,,) den ganzen M-dimensionalen Raum
durchliuft, gleich der oberen Grenze Lg=N-+1 des absolulen
Werles der Funlktion

1 H. Bour, Another Proof of Kronecker’s Theorem [ Proceedings of
the London Mathematical Society, Ser. II, Bd. XXI (1923), S. 315—316].
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N
o
G(xy, Tgy .y ) = 1+ 5 e i%n
n=1
ist, wo die N Variablen x,, ... xy unabhingig von ein-

ander das Intervall 0 < x < 1 durchlaufen. Hierbei geniigt

-es offenbar
L= Lg

zu bheweisen.

Wir betrachten, bei einem beliebigen positiven ganzen
R, die Potenzen

(4) {F(li’ ey ]‘/1) 1 +2/ e2ﬂl(yn—ﬁn }

n=1
und

) (6@, ..., e = {1 +2 2mien |
n=1

und vergleichen die beiden Polynomialentwickelungen von
(4) und (5). Da die xn von einander unabhingige Variable
bedeuten, kénnen patitrlich in der Polynomialentwickelung
von (5) keine zwei Glieder zusammengezogen werden;
dies kann aber sehr wohl in der Polynomialentwickelung
von (4) passieren — weil ja mehrere Glieder denselben

iali+ o+ 1yt enthalten konnen — und

Exponentialfaktor e
zwar werden offenbar zwei Glieder mit den Faktoren

27 M+ F Pyl hegw. e @Bt --hauuy)

dann und nur dann zu einem Gliede zusammengefasst

werden koénnen, wenn die ganzen Zahlen
91 = P17 -+ Gy = Py— 4y
den M Gleichungen (2) geniigen. In diesem Falle unter-

scheiden sich aber, weil (3) nach Voraussetzung eine ganze
Zahl wird, die beiden Gréssen

piBy+ ...+ pyB, und qlﬂl—i—...—l—qNﬂN'
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durch erhalten wir sofort (aus Stetigkeitsgriinden) die
Limesgleichung
2R-——
lim VGR =Lg (=N-+1),

R »>c0
weil die Funktion |G(xy,...,x,)| tatsichlich ihre obere
Grenze in einem Punkte des N-dimensionalen Einheits-
kubus, ndmlich dem Punkte (0, ..., 0), annimmt. Also gilt,
wegen (6), die Limesungleichung
7 , liRmﬁiliop 2}f/FR > Lg.t

Nun ist aber offenbar bei jedem R der Mittelwert
QRVﬁ =< der oberen Grenze L, und wir konnen daher

aus (7) sofort die gewiinschte Ungleichung

folgern, womit der Satz bewiesen ist.

e 2R,
1 Ubrigens auch lim inf y/Fg > Lg.
R
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