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Einleitung,

Ile vorkommenden Zahlen seien reell. Falls von einer
A Funktion in einem Intervall ein- oder zweimalige
Differentiierbarkeit vorausgesetzt oder behauptet wird, ist
nur von endlichen Ableitungen die Rede und an den Inter-
vallenden die ein- oder zweimalige Differentiierbarkeit nach
innen gemeint,

In meiner Arbeit Einige Ungleichungen fiir zwei-
mal differentiierbare Funktionen [Proceedings of the
London Mathematical Society, Ser. II, Bd. XIII (1914), S.
43—49] habe ich u. a. folgende Tatsachen festgestellt.

1) In einem Intervall der Linge > 2 sei

&) [f)] =1
und

@) " @] =1

Dann ist dort
@] < 2,

aber fiir kein d > 0 stets
|f' ()| < 294

2) In einem Intervall der Linge > 2)/2 gelte
(1) und (2). Dann ist in seinem Mittelpunkt &

lF &)< Ve,

1*®
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aber fiir kein d > 0 stets
IF @ <V2—a

3) In einem Intervall der Lange = 2 gelte (1)

“und

f" @ < 1.
Dann ist in seinem rechten Endpunkt &
e =2,
aber fir kein é > 0 stets
<20

So entstehen die folgenden 3.7 = 21 Fragen, welche
ich samftlich in dieser Abhandlung beantworten werde:
Gegeben seien 7 Zahlen

u, v, § A, B, o, 8

oder auch nur 6 Zahlen, namlich die eben ge-
nannten ohne o oder ohne 8. Es sei

u<v, u<§f<p, A<RB
und, falls « und 8 gegeben sind,

Es sei f(x) fir u <ax < v zweimal differentiierbar.

Fir u < o < v sei erstens
A= fx) =B
und zweitens entwleder
—2¢ = (@) < 28,
oder (wenn kein « gegeben ist)

["x) =28,
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oder (wenn kein 8 gegeben ist)
— 2 < [ (2).

1) Fiir welche Systeme der 7 bezw. 6 Zahlen
liegt in den Voraussetzungen ein Widerspruch?

2) Wenn das System so beschaffen ist, dass
kein Widerspruch vorliegt, wann gibt es eine
nur von den gegebenen Zahlen (nicht von der Funk-
tion) abhéangige Zahl ¥, so dass stets

@<y

ist?

3) Wenn es ein 1 gibt, welches ist die kleinste
Schranke yx, die nur von den gegebenen Zahlen
abhingt? (Es muss dann ein y geben; denn wenn y die

untere Grenze aller zuléssigen v ist, so ist fiir jedes ¢ > 0

& < x+d,

also
'® <z
7 ist also dadurch charakterisiert, dass stets
& =z,
aber fiur jedes ¢ > 0 bei passender Funktion
'@ > yg—0
ist.)
4) Fiir welche Systeme gilt stets
@ <z
und fiir welche gibt es eine Funktion mit
(& = 2?

5), 6), 7) Dieselben Fragen wie 2), 3), 4) fur die
untere Schranke von f/(§).
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Von der Annahme
A=25,
d. h.
f)=Afiru<x=<vw

habe ich nicht gesprochen, weil hier alles trivial ist. Denn

Fir 8 <0 und far 0 < —e liegt also ein Widerspruch
vor; sonst ist 0 die wahre, stets erreichte obere und untere
Schranke von f’(%).

Andererseits kann keine der beiden Voraussetzungen
A= [, f(x) <B

gestrichen werden, ohne dass f' (&) fur jedes & des Inter-
valles aufhért, nach oben beschrinkt zu sein und nach
unten beschrinkt zu sein (wihrend ein Widerspruch in

den Voraussetzungen niemals vorliegt). Denn bereits aus
A= @), [M(x) =2

folgt das soeben Gesagte, bezw. aus
fx) =B, ["(x) = 22

desgleichen. In der Tat erfallen bei jedem K > 0 die bei-
den Funktionen

f@) = A+|A| Max. (&% v¥) + K(x—un) + 227,

f@) = A+]i| Max. (@® v») — K (x—0p) + Ax?
bezw.

f(@) = B—|4| Max. (@ v®) + K(x—0)+ 122,

f(x) = B—|.| Max. (u%, v®) —K(x—u) + Aa?

die Voraussetzungen, und es ist jedesmal bei der ersten

Funktion
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[(® =K+2i¢
nicht nach oben beschrinkt, bei der zweiten Funktion
f'E =—K+22¢&

nicht nach unten beschrinkt, da die Wahl des K > 0
freisteht.

Ich habe demgemiéss nur obige 21 Fragen zu beant-
worten, um alles zum Thema Gehorige klarzulegen.

Ich schicke voraus, dass durch triviale Transformationen
(Streckung, Verschiebung und Umklappung der unabhin-
gigen, sowie der abhingigen Variablen) sich alles darauf
zuriickfithren lasst, dass

erstens nur nach der oberen Schranke (Existenz, Wert,
Erreichbarkeit) gefragt wird;

zweitens o =0, v =1 (d. h. das Intervall 0 < x < 1) isi;

drittens 4 = —1, B =1 ist (d. h. (1) gilt);
viertens, wenn « und 8 gegeben 'sind,
®3) BE<ea(1—8

ist; wenn nur eine dieser beiden Zahlen gegeben ist, diese
8 ist.
Dies erkennt man sofort durch vier Einzelschrifte.
Erstens: Wird nach der unteren Schranke gefragt, so
betrachte man
F(x) = —f(x)
mit den zugehodrigen Zahlen

u, v, § —B, —4, — 8, —«,
von denen eventuell die siebente oder sechste fortfallt. Far
u < ax < v ist wegen

F @) = —f" @
in der Tat
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—B=<F(x) <—A4,

—28<F"(x) <2« bezw. —28 < F" () bezw. F"(x) < 2.

Wegen F'(5) = —f (&)

folgt also bezw. aus
F’' (%) nach oben unbeschriankt, < X, > X—4, < X, = X,
dass |
f’ (&) nach unten unbeschrinkt, > — X, <— X+, > — X,
——X
ist.

Zweitens: Um das x-Intervall (... v) auf (0 ... 1)
zu 1‘eduzie1*en, betrachte man

F(x) = flut+@—mn)x)
mit den zugehérigen Zahlen

E—u 2 PR
S A B (v—u)ie, (v—u)?B,

0,1,

eventuell ohne sechste oder siebente. Fir 0 < a <1 ist

wegen
F'(x) = (o—u)? " (u+ (v— ) x)
in der Tat
A= F(x) <B,
20— < F'(x) <2(w—u)? 8

bezw. F'"(x) < 2(v—u)*8

bezw. —2 (v—uw)?a < F" (x).
Wegen

Al /§— u 7 fes
F k;j;) = (v—u) f' (&)

folgt also bezw. aus

F’ <§:Hl> nach oben unbeschriankt, < X, > X—d, <X, =X,
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dass
X X—90 X
f" (¥) nach oben unbeschrinkt, < , , < ,
= p—u v—u v—un
X
v—u
ist.

Drittens: Um das Intervall der abhingigen Variabeln

von (A4 ... B) auf (—1...1) zu reduzieren, betrachte man
2f(x)—B— A4
F(x) = )

mit den zugehdrigen Zahlen

2¢ 28
B—A’ B—A’

0, 1, E; - 1; 17
eventuell ohne sechste oder siebente. Fiir 0 < <1 ist wegen

P (@) = 5o 7 @)

in der Tat
1= F@ <1,
206 173 2/3 1 218
— < < 2= ) < 2
2B—A < F'(x) < 2B—A bezw. F" (x) < A4
bezw. _232—ocA < F"(x).
Wegen

Py 2
folgt also bezw. aus

F’ (%) nach oben unbeschrinkt, < X, >X—¢, <X, = X,

dass

1 (%) nach oben unbeschrankt, < §:2f 4 X, > B—; 4 (X—d),
B—A B—A

< Ti X, = 9 X

ist,
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Viertens: 1) Um im Falle, dass « und S gegeben sind,
alles auf

(3) BE = a(1—5)
Zu re.duzieren, betrachte man
(4) F(x) =—f(1—x)

mit den zugehdrigen Zahlen

0,1, 1—§, —1, 1, 8, e

Wegen

(5) F'(x) = —f"(1—x)

ist fir 0 < <1 in der Tat

(6) |F@)] <1,
—28 < F'"(x) < 2¢.

Wegen

M Fr1l—8 =f(®

folgt also bezw. aus

g F’(1—§%) nach oben unbeschrinkt, < X, > X—J,
®) < X, = X,
dass

(9) f' () nach oben unbeschrankt, < X, > X—d, <X, =X

ist. Falls nun BE > a(1—5)

ist, gilt fir die neuen Zahlen

E=1—§ 4=8, B=u«
BE < 4(1—5),
also
BE < 4(1—5),
womit die gewiinschte Reduktion geleistet ist.
Die Bedingungen
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sind #ibrigens im Falle

0<—«

unvertriaglich. Im Falle
folgt aus

von selbst (8); im Falle
—ae=0=248
ist (3) mindestens fir £ = 0 erfullt.
2) Um den Fall, dass nur «, nicht 8 gegeben ist, auf

den zu reduzieren, dass nur 38 gegeben ist, betrachte man
auch die Funktion (4) mit den zugehorigen Zahlen

0,1, 1—E&, —1, 1 und an siebenter Stelle c.
Wegen (5) gilt fir 0 < = < 1 in der Tat (6) und
F'(x) < 2e.

Wegen (7) folgt also bezw. (9) aus (8).

Somit habe ich in dieser Abhandlung die folgenden
Fragen zu beantworten, in denen nur 3 bezw. 2 Parameter
verbleiben:

Gegeben seien 3 Zahlen

§, o, 8
mit
0<E<1, — e Z0=<4, B a(1—0)
oder
0<E<], —a 80,

bezw. 2 Zahlen

gl

<
IA
et
IAn =

mit
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Fir0 <ax <1 sei

[f@)] <1

und
—2a < " (x) < 28
bezw. )

["(x) < 28.

1) Fir welche Systeme §, «, 8 bezw. § 8 liegt
in den Voraussetzungen ein Widerspruch?

2) Wenn keiner vorliegt: Fiir welche Systeme
gibt es eine nur von ihnen abhingige obere
Schranke fiir /' (§)?

3) Wenn es eine solche gibt, welches ist ihr
kleinstméglicher Wert?

4) Und wann wird dieser bei passender Funk-
tion erreicht?

Der Wortlaut der im folgenden zu gebenden Antworlen
ist, wie sich zeigen wird, lang; daher muss man damit
zufrieden sein, dass die Bewcise der Behauptungen nicht
viel linger sind als der Wortlaut der Behauptungen selbst.’

Da die Losung des ganzen Problems nicht zwangsliufig
aus Extremalbetrachtungen folgt, habe ich mich entschlos-
sen, diese Arbeit zu verdffentlichen, obgleich sie nur mit
dem TavLorschen Satz sowie Strecken und Bogen von
Parabeln zweiter und dritter Ordnung operiert, also sehr
elementar ist. Aber nachdem ich einmal tberall durch-
gekommen bin, wird diese sehr anspruchlose Arbeit min-
destens als Material fiir Ubungsaufgaben manchem Leser
willkommen sein. Sie hat mir mehr Miithe gemacht als
manche wichtigere Abhandlung und soll daher nicht in
meinem Schrank vergraben bleiben.
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§ 1.

—a < 0 = 8.
Hilfssatz 1: Es sei

§=20,7=>0, 5+9 =1,
e« =0, 820,

(10) BE = ay,
o 2Bt
p (s t) = o fiir s+¢# 4 0
Es werde gesetzt:
208 p 2 e
2|/ 255 falls B+ P> 24,
| —2a5+2 2,
L L(sa g )28t Va(2f(a+ﬁ>§)
fallsﬂ(a+ﬂ)§3§2a, > 2+ (a-8) 52,
2+ B+ ay’,

falls B (e+8) <20, e <2+ (a+8) &2;

diese drei Fille seien kurz Fall 1), 2), 3) genannt.
Behauptet wird die Existenz zweier Zahlen
a, b mit folgenden Eigenschaften:

g (a, b) = L;
uberdies
L=2axb=28a, 0<a<§ 0<b<yg im Fall 1),
L=2ab>28a, a=E&, 0<b<<y im Fall 2),
L>=2cb>28a, a=E5, b= g im Fall 3).

Yorbemerkung: Der Leser mag sich selbst iiberlegen
— es ist fiir meinen Zweck ohne Belang — dass L das
Minimum von ¢(s,#) im Gebiet 0 <s <, 0<t <y
ohne s = t = 0 ist und nur im Punkte (a, b) erreicht wird.

Beweis: 1) Es sei

11 Bla+BE > 2a;
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dann ist
8 >0,

B2 (e +B)E > 2a8,
also nach. (10)
e+ /)y® > 28,

a >0,
e (e —[—,@))72 > 24.

l/ﬂ(aJrﬁ) B l/a(ji—m'

Nach (11) und obigen Folgerungen daraus ist

Ich setze

0<Ca<<§g 0<<b<Cy;

ferner ergibt sich

5 28
2+p ol = 9+a+ﬁ PR +
. I//2(a+ﬂ___‘/2(a+ﬂ),
Vs (et 8) of
— 5
go(a,b)—4l/m=2] “—jf@=L=2ab=2,8a.
.2) Es sei
(12) BlatpE <2
und
(13) e > 2+ (ae+B)E
also o > 0.
Ich selze
5 b o] TEEEDE

Nach (13) ist
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0=—§+]/“i§—2 < —§+l/2—“ﬁ§)—'§2 b —Et1 =,
p .
24 a4+ ab?
= 2488+ P28/ a)2+ (c+ A E+2+ (a+ A E
=202+ @+B B —28Ve)2+(«+8)E,

[24

p(a,b) =2/e)24+ (et E—2a5 = L = 2uab
und nach (12)

L=—205+2)2a+a(ct+p)E

> —2eE+2)Ble+RE+e(e+pE
=—2a5+2(a+8)E =285 =28a

3) Es gelte (12) und
(14) o« < 2+ (a+8)E

Ich setze

ogrp

a=2§, b=nq

Nach (14) und (10) ist

2+ 88+ agy?

y(a, b) = g = 24488+ ag?

=L>a—a+ayg? = a—a(l—p)2+ay®
= 2cqg = 2ab > 288 = 28a.

Hilfssatz 2: Es sei F(x) fiir 0 <ax <1 differentiier-
bar. Die Strecke 0 < x < 1 zerfalle in 4 Teil-
strecken, auf deren jeder F”(x) vorhanden und
konstant ist. (In drei Punklen der Strecke 0 < & <1

darf also F” (x) von I’ (x) verschieden sein.) Es sel
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|Flx)] <1 fir 0 <z <1,
—e=0= 48,
— 20 < F'(x) < 28 aufl jeder der 4 Teilstrecken,
0<<E<1,
F'(® = 4

Dann gibt es zu jedem J > 0 eine Funktion
f(x) mit folgenden Eigenschaften: Fir 0 S« <1
ist f”"(x) vorhanden,

lf@| =1,
—2a = {7 (x) = 26;
ferner ist

['(&) > 4—.

Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt jedenfalls
(o
F(x) = *"(O)—}LS F'(z)dz fir 0 <x <1
]

(uneigentliches Integral, indem der Integrand in drei Punkten
nicht definiert zu sein braucht); denn fiir jedes Intervall
(u...v), das ganz einer der vier Teilstrecken angehdért, ist

F'(w)=F (a)+ g F" (z) dz.
Daher ist fir 0 < x < 1

. ot u
F) = FO)+oF O+ ay { 7 ) e
a 0

Man bésche nun die etwaigen Spriinge von F'' (x) steil
ab, indem ein positives s unterhalb der kieinsten Teil-
streckenléinge gewihlt wird, vom zweiten, dritlen und vierten
Teilintervall auf je einem Anfangsstiick der Linge ¢ die
Funktion h(x) von dem Werte des F''(x) im vorigen

Intervall linear zum neuen Wert geht; aber im tibrigen
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(d. h. auf der vollen ersten und dem Rest der tibrigen Teil-
strecken) h(x) gleich dem alten F'' (x) gesetzt wird. Dann
ist h(x) fir 0 < x < 1 stetig, und dort gilt

—2a < h(x) <28
Da jeder Sprung < 2 («-+ ) war, ist ferner

1

\[h@—F"@de < 320+ e = ce.
]
Nun setze ich
@ ol
g(@ = FO)+xF'(0)+ g dy S h(2) d=.
Y0 Q

Dann ist fir 0 < x <1

x v .
lg (@) —Fx)| = Sody So(h 2) —F"(2)) dz

TR
< g dy S |h(z) —F"(2) | dz < ce,
0

0

lg )| < [F@@)|+ce < 1+ce,

' 3
9 (®—F'©| = ‘S () —F" () dz

1

<V h@—r@ld < e,
*o

9 = F'(E)—ce=A—ce

Schliess’lich werde

g (x)

/() = 14ce

gesetzt; dann ist fur 0 < x < 1
Vidensk. Selsk. Math.-fys, Medd, VI, 10. 2
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1+ce
2 " g () 28
— < — < ") — — < 9
2e = 1—}—ce_f @) 14+ce = 14ce = 28,

vy _ 9B A—ce
1@ = 1+ceg 1-4ce’

Ist d > 0 gegeben, so ist bei passendem &(J) > 0

also
(& >4—04.

Hauptsatz 1: Es sei:

—a<0<4
Fir 0 <a <1 sei
(15) [f)] =t
und
(16) —20 < (@) < 28,
Es sei 0<E<1,

7 =1—§,

(10) BE = an.

Behauptet wird:
I) Nie liegt ein Widerspruch vor.
II) Stets ist
f®=<4L,
wo L = L(§ @, ) die Zahl aus Hilfssatz 1 ist.
III) In jedem der drei Fille
a>0, =0, &§=1;

et+B8>0, §=0
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gibt es eine Funktion mitl
1" = L.
IV) Sonst ist stets |
[ <L

19

V) Zu jedem 0 > 0 gibl es eine Funktion mit

[© > L0

Yorbemerkung: Insbesondere ist also I die in der Ein-

leitung mit 3 (0, 1, & —1, 1, @, B) bezeichnete Zahl.

Beweis: I) Die Funktion
fx) =0 firo<zx<1

geniigt sicher den Voraussetzungen (15), (16).

II) Fir einen spiteren Zweck bitte ich zu beachten,

dass ich bis (21) einschliesslich keinen Gebrauch von den

Annahmen
—a <08, Bi< ayg
mache.

a, b seien zunichst nur den Bedingungen
0a=s 050y, at+b>0
unterworfen. Dann ist

0=é-a=s=%5+0

IA

+q =1,

¢
—fE— D+ fE+D) +§§£ ©O—/'@) do

E+b
—g (') —F(®) dx

B3
= —fE—D+ETB) +af' (O —fE+(E—a)
L —fEEDFE bR
(17 — @+ B .
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Nach dem Mittelwertsatz ist, wegen f"(x) < 28,
18) 'O —f(x) =28(¢—2) firf—asx=<§
wegen f'(x) = —2¢ andererseits
A9 @ —fE = —2e(@—§ fir§<x=<5+0d

(17), (18), (19) ergeben

(a+b)f G < —fE—D)+fE+D)

3 *+b
+ 2ﬁgf(§—x) dx +2e &E(:c—é‘) de,
i )

(20) fr(;c)S"f(g_a)+f(§+b)+ﬂa2+abz

a-+b
Aus (20) folgt, wegen (15),
o 24802+ ab?
€Y. <7 LeEr
(21) &= D :

Nun verstehe ich unter ¢, b die speziellen, nur von §,
«, A abhingigen Zahlen aus Hilfssalz 1. Dann ist

['(§) < 9(a,b) =L
III) Erstens und zweitens: Es sei

oder es sei
>0, =0, §=1.

Dann liegt sicher Fall 3) des Hilfssatzes 1 vor, da
Bla+BE=0=L2a, a<2+taf =27+(c+p&

ist. Daher ist .
= 2+,@§2—|—ao]2 = 2,

Es leistet f) = —1+ 22

das Gewiinschte. Denn fir 0 < a <1 ist
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-1/ =1,
—2a¢ < f'(®) =0 < 28;

ferner ist £ =2 = L.

Drittens: Es sei:

«a+p8>0, &=0.

Dann ist

Blet+BE =0=<2e, 2+(+HE =2,

und es liegt Fall 2) oder Fall 3) des Hilfssatzes 1 vor, je
nachdem o« > 2 oder « < 2 ist.
Ist ¢ > 2, so ist B
— L 2
L=2)2a, h»—ﬂ—] =,
ist « < 2, so ist
L=2+4e¢, b=1.
Es leistet jedenfalls die Funktion

fx) = —14+ Loe—ax?

zundchst Im Intervall 0 < x < b das Gewiinschte, so dass
e < 2 wegen b = 1 erledigt ist. In der Tat ist fur
0<x=<b

— 20 < () = —2a < 28,

& =Fr0=0L,
f'(m) = L—2q¢x > L—2ab > 0,
f(0) =—1,

B L] 1TET2=1 fallse>2,
)= —1FLb=ell =\ 4o tne=1, fallse<2

—1=f® =1
Es lasst sich nun im Falle « > 2 unter Aufrecht-

erhaltung der Bedingungen (15), (16) diese Funktion f(x)

von b bis 1 fortsetzen; hierbeli muss
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f) =1, f,(B) =f_ () = L—2ab =0,
() =f() =2«
erfiillt sein.

Ich wahle ¢ so, dass
e>0, bte<<l, ae=x<1
ist, und setze

linear von —2e zu 0 steigend fir b < x < b+e,
bz =1 far b+ ¢ < x <1,

WL

f(x) =1 +dey S:h (z)dz fir b <x <1,
Dann ist wirklich
fB) =1, F.(0) =0, fi.(0) = h() = —2e.
Ferner ist fir b <ax <1

—20 = f@) = hG) <0 < 28,
1 1 al
12r@z1-{ay{ |h@(a>1-{ dp2ee
vh b 0
=1—20¢s =2 —1.

IV) Es liege keine der drei in IIT) behandelten Méglich-

keiten vor; dann ist

«+-B>0, 0<i<1;

denn

Ot_l_/g > Os E =1
gibe wegen (10)

8 =0.
Aus 0 << & << 1 folgt @ > 0, b > 0 aus Hilfssatz 1. Wire
=1L,

so gilte wegen der Entstehung von (20) in (18), (19) durch-
weg das Gleichheiiszeichen; also wiire
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(& =28, 1 =—2e,
(&) F L.

V) Zum gewiinschten Ziel der Konstruktion eines Bei-
spiels mit P > L—3
kénnen die in III) behandelten Méglichkeiten, bei denen
ja sogar PE =1L
vorkommt, ausgeschlossen werden. D. h. ich darf

a+B8>0, 0<CTECI

annehmen. Nach Hilfssatz 2 gentigt es, auf 0 < x < 1 ein
differentiierbares F(x) zu konstruieren, so dass

Fx)| =1,
F' (=1L

ist und auf jeder der 4 oder 3 oder 2 Teilstrecken, in die
(0...1) durch die Punkte {—a, &, &b zerfillt, F'(x)
vorhanden und konstant —2«, 0 oder 28 ist.
Zunichst konstruiere ich auf § —a < x < §-b diec fol-
gende Funktion:
(—1+La—Ba®+Lz—8+8@—H*
fir —a<x<E§,
F(x) = 3 -
1—Lb+ab®+Lx—8—a(x—E52
fir § <x <§-+0.
Wegen

_ 248a®+ o b?

L a-t+b

ist einheitlich
F() =—1-+La—g8a>=1—Lb+ b’
P =L
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definiert; aul den heiden Teilstrecken (§—a... §), (§...54b)

st F'(x) = 28 bezw. —2a.

Ferner ist nach Hilfssatz 1

@ {L+2,8(ac—§) > L—28a>0 firf—a<ax<g,
x) = '
- L—2a(x—8 > L—2ab>0 larf<w<itb;
fir §—a < a < g4+ 0D ist also
—1=FE—a) < F(@@) < F(E+b) =1.

F(x) hat also fir é—a <x <% +b die verlangten
Eigenschaften.

Der Fall 3) ist damil wegen a = &, b = 5 erledigt.

Im Fall 2), wo a = &, b < g, beachte ich

F (8-+D) =L—2ab =0
und setze einfach
F(x) =1 fir §+0 <2 <1,

so dass dort
F’ (x) = 0;

F(§-+b) ist einheitlich als 1 definiert; F'(&+5) ist vor-
handen, namlich 0.
Im Fall 1), wo a < &, b < 4, beachte ich

F_(5+b) = L—2ab = 0,

Fy(f—a) =L—28a =0
und setze einfach
F(x) =—1 bezw. 1 fir0=x<&—abezw. s+b<a <1,
so dass auf jeder der beiden Teilstrecken

F'(x) = 0;
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F(¢§—a) ist einheitlich als — 1 definiert, F(5¥--b) als 1;
F'(§—a) und F’(§-+b) sind vorhanden, namlich 0.

Jedenfalls ist ein F (x) gewiinschter Art konstruiert und
der Beweis des Hauptsatzes 1 zu Ende.

§ 2.
—a§ﬂ<&
Bezeichnungen: Ist
061, —a<p<0,
so werde gesetzt:

[

p=1—8,

V5V

—

PYizace S
/ e

und, falls y > %,

2+/@§2—i—aa]2, falls o« > 1,

28—, falls 4 <1, &=y,
—& 2 < + s

L = L5 o 8) = 2(4—8), falls £/ <1< A+y, E<;

—2a§—28(0—y)

+2V(a+B) (at-BE—82r—1),
falls 44y <1, &<y

Wenn y > £ ist, liegt sicher genau einer der vier Fille
bei der Definition von L vor, die Fall 1), 2),‘3), 4) heissen
maogen. :

Man beachte sogleich, dass bei festen & «, 8, wenn

y >+ (d. h. 8> —8) ist, fiir alle hinreichend kleinen
& > 0 die Zahlen '
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£ o =a(l+e, g =40+

(eo ipso ist —ey < B, < 0) demselben der vier Fille an-

gehoren wie & e, 8. In der Tat ist

y =] 2oy,
! 18| V1+4e ’
m yy =7,
=0
also
Y1>%

far kleine & > 0 und, falls § > » bezw. § < y, fiir kleine
& > 0 entsprechend & = y; bezw. § < y,; ferner

T

T TR o — +(a g

lel/2+(a2£+,@1)§:l/l+s . -4
1

lim 4y = 4,
s=0

also, falls # > 1 bezw. 4 < 1 bezw. /4 < 1 < 4+ bezw.
A4+y <1, fur kleine ¢ > 0 entsprechend «; > 1 bezw.
A4y <1 bezw. ] <1 < A +y bezw. 4y, < 1.

Man beachte ferner, dass, falls y > %, L in jedem der
vier Fille bei festem & stetig von « und g abhéngt. Damit
ist fiir y > 4 und jedes &

(22)  lim L «(1+6), 8Q+8) = LE a, )

g=0
festgestellt.
Hauptsatz 2: Es sei
—a < g8 < 0.
Far 0 € x <1 sei
(15) lfx)| <1

und

(16) —2¢ < f'() < 24
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Behauptet wird:

I) Ein Widerspruch liegt dann und nur dann
vor, wenn
7<%
ist.

Im weiteren Wortlaut des Satzes sei

b=

>

o 1V

A~
A

0 =1,
7 =1—&.
IT) Stets ist

[ = L.
III) In jedem der Fille

1) mit §=0 oder £§=1oder a+48=0, 0<E<],
2),

3) mit «+8>0, §=0 oder «a+8 =0,

4) mit y =%

gibt es eine Funktion mit

' = L.
IV) Sonst ist stets
f(® < L.
V) Zu jedem J >0 gibt es eine Funktion mit
(& > L—ad.

Beweis: 1) Man beachte fiir spéiter zweierlei:
Erstens, dass lediglich aus

| f(x)] <1,
fflx) <28<0

(ohne Benutzung von —2e =< f"(x)) geschlossen wird

IV

7= 5.



28 Nr. 10. EpyMuxp LAnDAU:

Zweitens, dass im Falle y = 1 nur eine einzige Funk-

tion diese Bedingungen erfilit, namlich

Der Beweis der Behauptung I) und dieser Zusétze ver-
lauft nun folgendermassen. Es sei fir 0 < x <1

(15) ] =1
und f(x) < 28.
Dann ist
< ) 2F@) 4+ FO) = S:(f'(m+ D — @) de,

also nach dem Mittelwertsatz

1
(23) T4 Sj’%‘“d"" -5
| 8> 8,
r = V% = é
Ist umgekehrt T
= 9’

so erfiillt die Funktion
fx) =1+8(x—y)
fir 0 < z < 1 die Bedingungen (15) und
f'(x) = 28,
also auch (16) mit jedem «, fiir das —a < 8. In der Tat ist
—rSe—y < 1~V§ v
le—yl =7,
12> f(x) > 148, =—1.
ist speziell y = %, so ist nach der Entstehung von (23)

FO) =1, f@) =1 fQ)=—1,
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also wegen (15)

['G) = 0;
wegen der Entstehung von (23) ist ferner

f@+H—f(x)=—8 fir 0 <a =<4,
speziell
f@&—1o = -8,

f(0) = 8.

Ferner ist nach dem Mittelwertsatz fiir 0 < x <1

F@—F 0) £ —162;

galte hier nicht stets das Gleichheitszeichen, so wire

—8 = f(1)—[(O)—"(0)
= S (f () — £ (0)) dx < — 186 S xdr = —8§;

daher ist fiir 0 < x g 1

f@x) = f0)—16x = 8—16x,

f@ = FO+ 7y ——1+§ =164y
= —1-+8r—8x® = 1—8'<x—%)2.

II bis V) Es sei nunmehr v = %. Ich werde nachein-
ander in jedem der vier Fille 1) bis 4) die Behauptungen
IT), IIT), IV) beweisen und als Vorbereitung zu V) (ich will
das V') nennen) ein Beispiel angeben, wo fir 0 <ax <1

[F)] =1,
F'(x) vorhanden,
FE =1L
und F’(x) streckenweise (und zwar werden es hdchstens
drei Strecken sein) konstant 28 oder —2¢ ist. Zum Schluss
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werden sich ohne Fallunterscheidung wegen (22) die
Spriinge der zweiten Ableitung leicht unter beliebig geringer
Verkleinerung der Konstanten L abschleifen lassen; hierbei
darf ich mich dann auf die & «, 8 beschrinken, bei denen
nicht schon nach IIT) die Gleichung

'@ ==L
moglich war.

Allgemein benutze ich die — wie oben bemerkt — auch
fir —e < 8 << 0 giltige Ungleichung (20) in der Speziali-
sierung a = & und ersetze in ihr alsbald — f(§—a) = —£(0)
durch die nicht kleinere Zahl 1. Es gilt also fir 0 <& <1,
0=b=9,§+0>0 :

1488+ a«b®+ f(5+1D)
E+0 '

(24) (@)

IA

1) Es gei « > 1.
II) Nach (24) mit b = 7 ist

'@ <2+88+ap® =L
III) und V') Ich setze

[—1—88+La+f(x—8? fir 0 <o <k,

Flx) = l—l—ﬁ§2+Lx—a(x~§)2 fir § <z <1.

Jedenfalls ist einheitlich
F(&) =—1—884+LE, F (=1L

definiert, F"(x) auf der ganzen Strecke (falls § = 0 oder

£ =1) oder auf den zwei durch & bestimmten Teilstrecken

(falls 0 << £ << 1) je einer der Konstanten 28, —2« gleich,

also

F'@>F (1) =L—2a(1—8 = 2488+ ar’— 20 (1—5)
=2+88+ae(1—28+8)—22(1—9)
=24+ =« (4—1) > 0,
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also
—1=FO)ZF@@<FQ)=—1—8&+L—ag>= 1.
Das bei V') Verlangte ist damit erfiillt. Falls
E=0o0der =1 oder a-}8=0 0<E<1
ist, ist auf 0 < & < 1 einheitlich

F'(x) = —2a hezw. 23 bezw. 28,

also
f(x) = F(x)
das gewiinschte Beispiel mit
f(® = L.
IV) Falls f’ (E) = [,

ist, lehrt die Herleitung von (24): Wenn 0 < § << 1, also
a=§>0und b =4 > 0 ist, so gilt in (18), (19) durch-
weg das Gleichheitszeichen; also ist
28 =[f"@E) = (& =—2«,
«+8 = 0.

Bis auf die drei unter ITI) behandelten Ausnahmen ist also

f (&) < L.

2) Es sei # <1, 5>y
IT) Nach (24) ist, & durch y ersetzt (es ist 0 < }
Ly=<5<1) und b = 0 genommen,

L8241 2+8° _
v -7

o= 0.

Wegen & > » ist also nach dem Tavrorschen Satz

PRY:
[© <)+ E-nro+ES s <1

Nach (24) mit b = 0 ist also (£ ist > 0 wegen & > ;)
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e 1+884 1) _ 2+88+8E—)°

22882 —288y1-85° . '

III) Die Funktion
f(x) = —1—28yx+p8a®

hat die Eigenschaften

—2a X fx)y=28<28 fir0 < <1,

- > 0 fiir 0

fl@)=—28y+28x =28(x—y) {< 0 far »
['G)=28E—p) =L,
f(0) = —1,
fG) = —1-—-28"+ 8, =
fA)=—1—28y+p8=8(0—-2y)—1=—1,
[fl@)] <1 fir 0 <a<1.

<=z
=

IV) und V') Keine weitere Behauptung.
(J <1 wurde in 2) gar nicht benutzt; aber man wundere

sich nicht darfiber. Denn aus & > ; folgt

o 2+ A 5.2
A= l/§2+;i.§§_ < '/;cz_km 5
[£4 | o

A

1)

3) Bssel # <1< a+y, §E<y.
IT) In (24) setze ich b = 4/ —& ein; das gehl wegen

2 2 2 2
0:V§2++f7 —< /e R

=b<Z1—§ =9

Ich erhalte
frey < 1HBE e (I8P +[() _ 1+88e(d 5
o < +ﬁ_+a(d O [() 1B “4( £+
9 2 < 2 X
:2+(a+ﬂ)§jé¢ll 2ods _2od 208 g (s—8)=L.
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1II) und V") Ich setze
—1—B8+Lax+8(x—&? fir 0 <x

<&,
F(x) ={ —1—88+Le—a(@—§® firf<ax< 4,
148 (x—A)? firgd <x<1

Jedenfalls ist einheitlich
F(§) = —1—BF+LE,
F'(§) = L,
F(d)=—1—B8+ LA —a(4—5?F =1,
F{4)=L—20¢(d—%) =0

definiert, F“(x) auf jeder Teilstrecke konstant 28 oder

— 2, also
=0 fir S < 4,

F(”){so fir £/ < @ < 1;
aus
FO) =—1, F(1) =1,

F) =1+80—a4) > 148y =—1

folgt also |F()| < 1.

Das bei V') Verlangte ist damit erfiillt.

Von den zwei Beispielen zu II1) mit

a+8>0, £§=10
oder
a+8=0

ist das zweite schon durch

flx) = F(x)
geliefert. Das erste lasst sich aus F(x) folgendermassen
herstellen. Wegeri & = 0 sind hochstens die beiden Strecken
(0...4), (4...1) vorhanden, davon die erste sicher. Isi
A4 =1, so geniigt schon

[(x) = F(x).

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. V1,10. 3



34 i Nr. 10. EpMunp LANDAU:

Ist o/ < 1, so wihle ich ¢ > 0 und so klein, dass

A+ << 1

und

F()—2e(a+g) = —1
(was wegen F(1) > —1 geht), setze
l linear von —2(a-+48) zu 0 steigend

hx) = fur 4 < x < A+5,

[F(oc) fir 0 <z < 4,
[ @) = - o |
» l F(oc)—}-gddy th (Ddz  fir # <z < 1.

Dann ist einheiﬂich definiert
f(4) =F(d),
[ ) =F (), |
f(A))=F"'(4)=—2a= Fr (L) +h(Ad) =28+ (—2—24).
Auf 4 < ax <1 ist

—2a =f"(x) = F'(x)+ h(x) < 28,

1> Fl) 2 f() = F(m)—S iy Q 0] dz
0 oA

> FQ)—2e(a+8) > —1.
V) Falls P = L.

lehrt die Herleitung von (24): Wenn & > 0, also a = £ >0,
b=d4—§ >0, so ist
26=1"(&) =f,(5) = —2a,
ea+8=0.

Bis auf die beiden unter III) behandelten Ausnahmen ist

& <L

also
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4) Es sei #+y <1, &<y
Erstens: Es.sei y = 4. Dann war schon oben
fle) =1—8(x—%)?® firo<x <1
bewiesen, und es ist

f& =—16(—%) =8—16¢
—205—28A—p+2V (et (e +-AHE—LE2y—1) =
Zweitens:

: Es sel y > 4. Dann ist

wtB > 0;

s=a=V =

1= d+y =2y,

1
TG

2
Ferner ist

2 2.2
1z ]fe 2 e TR

denn sonst whare

= &,
IT) Es ist (fiir spiter beachte man, dass die Herleitung

von (25) von ["(x) = — 2« keinen Gebrauch macht, auch

nicht von den Voraussetzungen des Falles 4), wenn nur
y < 1 ist)

—1ZfO = FA—p +rf (1—y)+’ .28
<147 A—p)+87

ffG—p =o0.
Fir 0 < a < 1-—y ist also

F@ < FU—D+ @149 A=) + T

25
(25) <1+8@x—1+p)%

3#
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Ich setze nun

2;/~1

9

F_I/E (4—!—,6’
E>§’

@ +AE = (a+HE—F@r—1)
(26) — (e +AE+2+ 30—
= el FBA—1) = (=P HEA =) = (@ +B) 0=

dann ist

E =< 1—y.
Ich wende nun (24) mit b = — &+ F an; das geht wegen
0<b=s—s+1—y=q—y <y
und ergibt . . ‘
< 1+48¢ —f—a(—E§+E) +f(E)’
also nach (25) mit «x = F

27)  Ef (§) 24884 a(—E+ B2+ (E—14)?
=24+ 88t e —20EEta B2+ R EE—28 E(1—p)+ 4 (1—))*
=24+ (a+B)EF 80— —2E(as+8(1—))+ (a8 E%;

nach (26) ist die rechte Seite

= 2@+ E—2E(aE+A(1—y))
= E‘(Q (e+B)E—2 (cc§+ﬂ(1—r))>

(28) =E(2V(e+8) (et AP —82—1D)—2E—28(1—)) = LE.

IIT) Keine Behauptung mehr.
V') Ich setze
—1—B8+ Lo+ (x—8® fir 0 <x <E
F(x) =) —1—B88+Ler—a(x—§* fir £ <a <E,
1+8(@—1-+y)* firE<a <1.
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Jedenfalls ist einheitlich
F(&) =—1-8&8-+L§,
F'(& =L,
F(E)=—1—B8+LE—a(E—§°=1+8FE—1+y)*
‘nach (28),
F'(E) = L—2a(E—§) = 28(E—1+y),

gleichfalls nach (28). Da F"(x) streckenweise 28 oder
—2¢ ist, steigt F’'(x) nirgends. Wegen £ < 1—y < 1 ist

FA—yp =1, F'{d—y =0;

aus v

FO)=—1, F(l—p) =1, FQ)=1+8/=—1
folgt also
, |Fx)| < 1.

IV) Falls '

) P =L
ist und & > 0 ist, lehrt die Herleitung von (24) wegen
a=§>0, b=—§+E >0, dass

28 =17 = [ (&) = —2«
wire, gegen

ct+B8> 0.
f(0) =L

kann aber auch nicht vorkommen; denn wegen der Ent-

" Der Fall

stehung von (27) wére

f(0) =—1, f(B)=14+8E—1+)?
fx)=—2e fir 0 <ax =L E,
also

F(E) = f(0)—2e¢E = L—2cE = 28(E—1+7),
fD)—fE—QQ—E)'(E)
1 1
= S (f' (@ —f'(B) dx < Q 28 (x— E) de.

I o)
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Hier gilt nicht das Gleichheitszeichen; denn sonst wire

[[@)—f(B) =28@—E) fir E<a <1,

11 (B) = 28,
gegen
" (B) = — 2« < 23.
Daher wire
—1 < f(D
< f(BE)+(Q—E) [ (E) +S 28 (x—E) dx
E

= 1+,<€?(E—1Jr;/)*‘a—Q,@(E~1)(E~1+;/)—i—/3(E—~1)2
= 1+8(E—1)+28(E—1)y+8, 2 —28(E—1)?—28(E—1)y
+B8(E—1)* = —1,

was nicht der Fall ist, wegen

—1 > —1.

In allen vier Fiillen.
V) Nachdem V') erledigt ist, konstruiere ich folgen-
dermassen das gewiinschte f(x) mit

EOIESY
—2a < [ (2) < 28,
MG

(L = L% e B), wo 0 >0 gegeben ist. Ich wihle nach
(22) ein positives ¢(d) so klein, dass,

L& a(146), A(1+8) = L*

esetzt, o
g z L¥—¢

113 >L—9

ist. Nun wihle ich nach V') ein F(x) so, dass
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[F@)] =<1, }fﬁrOSxSl,
F' (x) vorhanden T T
) = 1,
w fir 0 Zx < u,
F'(x) =y» firu<x=<v,
o firv<x<1

ist, wo 0 < u< v <1 und jede der Zahlen u, », ¢ gleich
—2a(1-¢) oder 28 (1+¢) ist. Ieh wihle jetzt { = £ () >0
und so klein, dass .

ut+i<v v+i<1, 4le(l+e <

ist, bestimme A (x) durch die Festsetzung

0 fir 0 < x < u,
linear von p—u» zu 0 fir u < x < u+¢,
h(x) =40 fir u+§ Zx <,
linear von »—¢ zu 0 fir v < ax < v+,
0 firv+{<ax=<1,
und setze
g(x) = F(a:)—}—S dy Syh (z) dz.
‘Dann ist v

g () =p+0=v+@—y) =g (),
g @) =v+0 =o+(r—0o) = g’ (v),
also ¢”" (x) fir 0 < a < 1 vorhanden und

—2a(l+e) = g"(0) =280 +e),

é
§©=F®+\ h@de = L—4La(1+e) = Li—e
0

lg@)| = |F(x)l+S dy Solh(z)i dz < 1+Sooiy4za(1+g)

=14+4La(l+e) <1+e
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Die Funktion
g (x)

f($)=m

geniigl also den Bedingungen

Hauptsatz 3: Fir 0 < x <1 sei

[f@| =1,
[ (=) = 28

Behauptet wird:
I) Ein Widerspruch liegt dann und nur dann

VOor, wenn
B <—8

ist.
Im weiteren Wortlaut des Satzes sei

8=—8
und im Falle 8 < 0
/E _
I 8l 7
gesetzt; ferner
0=§=1,
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II) Es existiert keine obere Schranke fir f(§),

falls B>—8, £—0.

III) Sonst stets, und zwar ist

21/24, falls £ > 0, ,3>%,
iﬁi falls §>0, 0<A<2,
FlE<L 8, falls £=0, &
=L(58)= 28—, falls <0, § =7,
_ %’W falls 8 <0, 1—y <E<y, E>0
——2,8(r7]—y)—~&2;——1), falls <0, 0 <<E< 11—y,

was ich als Fall 1) bis 6) bezeichne.
IV) In jedem der Fille
1) mit & = 1,
9) mit & =1,

3),
4),
5) mit £ =1,
6) mit y =4
gibt es eine Funktion mit
f'(® = L.
V) Sonst ist stets
1§ < L
VI) Zu jedem J > 0 gibt es eine Funktion mit
f'(& > L—od.
Beweis: 1) A< —8

ist unmdglich, wie wir vom Beweise des Hauptsatzes 2

her wissen. Falls
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8 =0,
erfillt
fl)=0 fir 0 <2 <1

die Voraussetzungen; falls
—8 = 48<0,

kennen wir aus dem Beweise des Hauptsatzes 2 ein solches
Beispiel.
II) bis VI) Es darf also jetzt
B=—38
angenommen werden. Ich beginne damit, ffir

g =—38

alle Behauptungen zu beweisen. Dann muss, wie wir aus
dem Beweise des Hauptsatzes 2 wissen,
2

fx) = 1——8(90—%) fir 0 <z <1

sein, und hier ist
/(€)= 8-16¢&;
dies stimmt mit dem behaupteten Werte von L in den
drei méglichen Fallen 3), 4), 6) tiberein. In 1IV) wurde hier
auch das Vorkommen des Gleichheitszeichens behauptel.
Ich darf also jetzt

B8 >—8
annehmen.

IT) Die Nichtexistenz der oberen Schranke fiir f’(0)
wird gezeigt sein, wenn dies fiir jedes negative g(>-8)
gezeigt ist. Denn alle Funktionen mit

lFr@] =1 @ =-—1
sind bei jedem 8 = 0 enthalten unter den Funktionen mit

@l <1, @ =28
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Nach dem zweiten Hauptsatz gibt es nun fir —8 <8 <<0
zu jedem « => | 8| ein f(x), so dass

[f()] =1,
—2a = " (x) < 28,

f7(0) > L, « 8)—1
ist. Daher genigt es,
L(0, &, 8) = ® bel «» @

zu zeigen. Dies folgt daraus, dass in den Fillen 1), 3), 4)
des Hauptsatzes 2 (Fall 2) kommt wegen & = 0 nicht Vor)
bezw. '

24+ e,
L0, e f) =1 2)/2a,
—28(A—p+2)a+gV|8l2r—1)

ist.
IIT), IV), V) Es darf also jetzt

g>—38, £§>0

angenommen werden.
Far 0 <a < § ist

af @) = —fE—a) +f® + &g” ®—/' @) d
29) r < L TAC
1) Es sei 8 > %

Nach (29) ist )
(30) Fo< 2
Ich setze

. 2
a — E,
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was Wegen .
2
0 < i/ S <&

F(® < 2)/28 = L.

geht, und finde

Falls & <C 1 ist, ist das Gleichheitszeichen ausgeschlos-

sen. Denn sonst wiére nach der Entstehung von (30)
f& =1,
(&) =L=>0.

gegen

Falls £ =1, also g8 > 2 ist, kommt das Gleichheits-
zeichen vor. Denn F(x) sei die in Hauptsatz 1 zu & =0,
oy = B, 81 = 0 konstruierte Funktion mit

|Fx)| < 1,
—28 =2, < F'(x) <248, =0,
F'(0) = L(51, a1, B) = 220, = 2)/24

(Fall 2) daselbst liegt vor), und es werde

f(@) = —F(1—wx)
gesetzt. Dann ist

lf@)] =1,
f'x) < 28,
(& =f)=2)28=L.

2
2) Bs sei 0 < g < =,

Nach (29) ist, @ = § cingesetzt,

31) Fe < 2—2@ _ 1

Falls & << 1 ist, ist das Gleichheitszeichen ausgeschlos-
sen. Denn sonst wire nach der Entstchung von (31)
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& =1,
/¢ =L>0.

gegen

Falls § = 1, also 0 =< 8 < 2 ist, kommt das Gleichheits-

zeichen vor, bei

fl) = —14+@Q2— 8+ g’

Denn hier ist

f'(x) = 28,
fiix)=2—8+28c>22—-820,
—1=fO)=flx) <f(1)=1,
FfEO=f1)=2—38+28=2+8=1L.

(3) ist nicht mehr zu betrachten.)

4) BEs gei g <0, 5=y
Nach (29) ist, & durch y ersetzt und a = y eingesetzt,

2487 .

)= ”

daher 1ist
'@ =@ =28E—y) =L

Das Gleichheitszeichen kommt hier sicher vor, bei
flx) = 148 (x—)>

Denn hier ist

f(x) = 28,
=20 fir 0 S ax Ly,
f.'l(x)z‘?ﬁ(x_’v){go fir y < x < 1,
FO) =148 =—1,
fG) =1,
f) =1+80—p)? = 1482 +80—2) = 1+87 = —1,
@] <1,

[ =28¢—y =L
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_ 5) Es sei g <0, 1—y <iE<y.
Nach (29) mit a = & ist

2-+85 _
3

(32) @ = L.

Falls & < 1 ist, ist das Gleichheitszeichen ausgeschlossen.
Denn sonst wire nach der Entstehung von (32)

O =1,
gegen , ,
F@o-1= 28 2580

Falls £ = 1 ist, kommt das Gleichheitszeichen vor, bei

[(@=—1+Q2—8)a+ 2%

Denn hier ist

f(x) =28,
[y =) =2—-8+28=24+8>2+8"=0,
—1=f0) = fl= < f1) =1,
[ =rQaQ=2+48=L.

6) Es sei 8 <0, &<1-—.
Nach (25) (vergl. die Voraussetzungen, unter denen (25)
abgeleitet wurde) ist

& <1+8(E—1+ 08

also wegen (29), a = ¥ eingesetzt,

2+8(E—1+)*+ 488

£ < - ,
_ 2488 280 —nE+ AU —y)+8E
3
288 —28(1—) +8—281 _ ( o 12y
= - Bl2s20-n+7 )
(38) ——2pG—p—pi L1

§
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Wegen y > 4 ist das Gleichheitszeichen ausgeschlossen.

Denn sonst miisste nach der Entstehung von (33)
[ =1+8E—14+)

sein. Wegen der Entstehung von (25) wire also

fA—p =1, ffQ—p =0,

ﬂ(&—lfr)z = f(O—1 = [ A —E-1+) ' (1—p)

1—y
= i (Fra—n—r@)da.

L%
Fir § < x £ 1—y ware also, wegen

FfA=p—f ) £280—y—x)

nebst
iy
SgZﬂ(l—r—x)d:r =B(E—1+y),
@) = A=) —f (@) =280 —y—x);
daher wére ‘ '

L=f(&=—280—y—8=—28@—y)

wahrend

27y—1) _
L= ~2ﬂ(72—;')—ﬂ(—75—) > =280 —y)
ist. i
VI) Ich habe noch jedesmal dort, wo
'@ <L.

bewiesen war, zu zeigen, dass bei passendem f(x)

[f(x)] <1,
fflx) < 28,
f®>L—¢

ist.

Hierzu mache ich zunfichst darauf aufmerksam, dass

jedesmal



48 Nr. 10. Epmuxp LaNDAU:

(34) L=L(, 8 =1lim L{§, ¢, 8)

a=oo
ist, wo L{§, e, 8) die Bedeutung aus Hauptsalz 1 (wenn
B = 0) bezw. Hauptsatz 2 (wenn 8 << 0) hat.

Dazu gehe ich die Fille 1), 2), 5), 6) des Hauptsatzes 3
der Reihe nach durch. (Fall 3) und 4) sind nicht mehr
zZu betrachten.)

Fall 1). ¢ = 1 durfte ausgeschlossen werden. Es liegt
wegen 8§ > 2 [liir grosse o der Fall 1) des Hauptsatzes 1
vor, indem dann '

8§ = an,

Bla+pB)E > 5a > 2a

ist, und man erhilt hel « »—=oo

- B 208 o7
L(E «, ) _2|/a+/3 2)/248 = L.

Fall 2). & = 1 durfte ausgeschlossen werden. Fiir grosse

BE = ay

o ist

erfilllt, und es liegt wegen 85* < 2, 8> 0 bei grossen «
fiir 3£ = 2 Fall 1) des Hauptsatzes 1 vor, fiir g£ < 2
Fall 2) des Hauptsatzes 1 vor. Fir 852 = 2 ist

) B 208 _ 42488
L(& a, B) =2 i 21/2_—§ — L,

fiir A&% < 2

L5 e, 8) = —2aE+2Va (24 (a+8)8)

— ¥,2a§+2a§l/1+2+'32§ o 2TBE
o« & &

L.

Fall ). & = 1 durfte ausgeschlossen werden. Fuar
—oa < 8 ist ‘
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2 ; BT EW

[24
A+y>E+y =1,
A &

fiir grosse « ist also
451 < d+y;

Fall 3) des Hauptsatzes 2 liegt dann vor, und es ergibt sich
LG 8) = 2a(d—) = —26i+2Vu 2+ (e +8) &)

REY I
g

>

Fall 6). Wegen
A+y=—=E+y,

E+y <1
liegt fiir grosse « Fall 4) des Hauptsatzes 2 vor; denn aus

£ < 1—y folgt § < y. Man erhalt .
_B@y—1)

L ) = ~—2w‘§—2ﬂ<1—2'>+2(“+ﬂ)5‘/1 (o + B) &
ﬁ(_Qy;l)____I
g .

——28(1—y)+28E—

Aus (84) folgt aber alles. Denn bei gegebenem ¢ > 0

wiahle man « so, dass ’
. J
L(§ « 8) > L—
<x <1

ist, alsdann ein f(x), so dass fir 0
[fl] =1,
—2a < f'(x) < 28,

’ < 4+ ()‘

F©>LE s

ist. Dann ist
f'(x) <28,

(&) > L—ad.

Gottingen, den 15. Januar 1925.

Feerdig fra Trykkeriet den 24, Juni 1425,

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. VI, 10.








