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AVANT-PROPOS

.

e Mémoire que j’ai I'honneur de présenter aujourd’hui
L a PAcadémie Royale des Sciences termine assez har-
monieusement, ce me semble, la premiere partie de mes
recherches sur les équations de Lagrange, recherches qui
sont indispensables pour le calcul d’une Table contenant
les solutions primitives (u, v) des équations résolubles de

la forme
(1) w?—av® = (— l)d o,

déterminées par les conditions
25a=<100, 2=< <1000

et de quelques autres qui correspondent a des valeurs plus
grandes de la base a.
Et je ne vois pour le moment aucun moyen de pousser
plus loin de telles recherches d’un caractére assez général.
En effet, soit le nombre premier impair p diviseur de

la forme quadratique
@ . x*—ay?,

on peut démontrer qu’il existe un positif entier «, qui peut
étre égal a 'unité, la hauteur de p par rapport 4 la base q,
de sorte que I'équation

w?—av? = (—1)?p"

est, avec un choix convenable de l'exposant d, toujours
résoluble, pourva que n soit multiple de «, et seulement
dans ce cas.

i®
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Quant & la puissance p#, sa hauteur par rapport a la
base a est le plus petit commun multiple de « et A.

Ces définitions adoptées, je démontre, dans I'article XV,
un théoréme généralement valable pour toutes les bases
décomposées, avec des réserves pour certaines bases de
seconde espéce ne conlenant que deux facteurs premiers
inégaux. . .

En effet, partons du parameétre

— % 5% *n
w TETOE T,

décomposé en facteurs premiers, puais supposons que tous
les facteurs 7, soient des hauteurs 1 ou 2 par rapport a

la base a, il existe toujours une décomposition

a=pg 1=p<g=a
telle que I’équation

3 pE—q? = (1)’

est résoluble, et le genre de cette équation a sa valeur
. n-—1
maximum 2 ou 2", selon que w = 4k-+2 ou non.

Soit, dans 'équation (3),
p=1 q=a,

nous aurons une <¢équation de LaGraNnGE, sinon je la
désigne comme une équation de LEGENDRE, parce (ue ce
géometre, anssi modeste que distingué, mais souvent trop
peu apprécié, a étudié de telles équations qui correspon-
dent a4 I'hypotheése w = 1.

Et clest précisément la théorie des équations de LE-
GENDRE qui permet de démontrer le théoréme susdit.

Désignons maintenant par

PipPaPs .- Pn ...
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I'ensemble des diviseurs premiers impairs de la forme
quadratique (2), par

by hy gy ... Iy oo
leurs hauteurs par rapport 2 la base a, on peut démontrer que
le plus petit commun multiple H, de ces hauteurs ne dépend
que d'un certain nombre des premiéres valeurs des h,.

Ce nombre H, que nous désignons comme la haunteur
absolue de la base a, est diviscur du nombre de classes
de la forme quadratique (2).

A ce point de vue, on démontrera aussi facilement que
la hauteur absolue H, est impair, pourvu que a soit un
nombre premier, mais toujours pair, pourvu que a con-
tienne au moins trois facteurs premiers inégaux.

Mais, soit p un diviseur premier impair de la forme
quadratique susdite, nous ne possédons pour le moment
aucun moyen général de déterminer de la hauteur de p
par rapport A la base a, nous savons seulement que cette
hauteur est diviseur de la hauteur absolue H, Et la con-.
naissance des hauteurs de tous les facteurs premiers d’un
parametre o est indispensable pour la résolulion numé-
rique de I'équation de LAGRANGE en question.

Quant au genre d'une équation de LAGRANGE, ce nom-
bre n’a aucune analogie dans la théorie des formes qua-
dratiques, et sa détermination générale, 4 l'aide des hau-
teurs des facteurs premiers du paramétre w, semble un
peu compliquée.

Dans le Chapitre V du présent Mémoire, ou trouvera
des théorémes fondamentaux, en ce qui concerne le cas
H, = 3, théorémes qui sont nécessaires pour démontrer
par exemple que le genre de I'équation

v u?—370% = £-924
est égal a 6.
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Et, chose curieuse, le genre de toutes les autres équa-
tions, résolues dans ma Table susdite, est une puissance de 2.

On trouvera bien, dans cette Table, la valeur absolue
H, = 3 pour les bases

79 101 141 142 197 257,

mais les produits de quatre diviseurs premiers de la hau-
teur 3 dépassent, pour ces bases, toujours la limite fixée
1000 du paramelre w.
Dans le Chapitre Premier, j'ai résolu un autre probleme
.qui se rattache a la hauteur absolue d'une base.
A cet effet, supposons résolubles les équations de
LAGRANGE
—ar? = (—1D)%w,, r=1,23,....,
puis désignons par
k= pftpe® ... pp"
un posilif entier décomposé en facteurs premiers et étant
premier avec tous les parameétres w; la hauteur d'un quel-
conque de ces paramétres, par rapport 4 la base ak? est

une aliquote du nombre
Q=Lk{pi—D @Ez—D ... (pa—D.
Quant aux équations de LEGENDRE
po?—qi® = (—1)%w

nous avons déja remarqué gqu’elles jouent un réle essentiel
dans la théorie des équations de LagrancE de la hauteur
2 et par conséquent aussi pour de telles équations d’une
hauteur paire.

Quant a la hauteur d’une équation de LAGRANGE,

supposons que l'équation

()] m?—aqv? =+ o™
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soit résoluble, pourvu que m soit multiple du positif entier
n, et seulement dans ce cas, nous disons que les suites
coordonnées de cefte équation sont de la hauteur n.

Soit I'équation (4) du genre maximum, pourvu que m
soit multiple du positif entieur », et seulement dans ce cas,
nous disons que cette équation est de la hauteur ».

De plus, on démontrera aussi facilement, a4 ce point de
vue, que la hauteur absolue H, de la base a est toujours
un nombre pair, pourva que a ne soit ni un nombre pre-
mier ni une base de seconde espéce de la forme 4k-+1
ou de la forme 4k-+2, qui ne contient que deux facteurs
premiers inégaux. Ces mombres sont par conséquent les
seules bases qui n’admeltent aucune équation de LEGENDRE.

Il est bien connu que la théorie des formes quadrati-
ques est restée jusqu’ici insuffisante, en ce qui concerne
I'espéce d'une base composée qui est une somme de deux
carrés premiers entre.eux, et que les régles de DIRiCHLET
sont trouvées a4 un autre point de vue.

Dans le Chapitre VI du présent Mémoire, j'ai donné
des suppléments aux régles susdites, et j’ai examiné les

vingt-trois nombres de la forme
(10a+ b))+ (106 F a)? = 101 (a®+ b?)

qui sont inférieurs & 10000. Parmi ces vingt-trois nombres
six seulement sont des bases de seconde espéce.

Les Tables numériques, jointes 4 ce Mémoire, sont cal-
culées par moi, revues et contrdlées par M. G. RasH.

Copenhague, le 14 décembre 1923.
NierLs NIELSEN.
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CHAPITRE PREMIER

Applications de I’opération générale.
[. Congruences fondamentales.

Soit, comme ordinairement, (4n, Bn) la solution géné-
rale de I'équation de FERMAT

(1) *—ay’ = (—1)7,
de sorte que
) An—aBh = (— 19,

et soit & un positif entier quelconque, il existe un indice
r, le rang du nombre k par rapport & la hase a, tel que
Bn est toujours multiple de k, pourvu que lindice n soit
multiple de r, et inversement; c¢’est-a-dire que la solution

générale («n, Bn) de cette autre équation de FERMAT

(3) P (@B g = (1) s = rd,
se présente sous la forme

Byr
(4) on = Anr, ﬂn = —;“

Cela posé, il est évident que nous pouvons nous bor-
ner a étudier les équations de FermaT, dont la base ne
contient aucun facteur quadratique; ces bases, que nous
désignons comme des bases réduites, jouent un réle essen-
tiel dans plusieurs de nos recherches suivantes.

Quant & I'équation de LAGRANGE

(5) w?—ar® = (—1)%,
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désignons par k un positif entier, premier avec le para-

métre @, cette autre équation de LAGRANGE
(6) w?—{(akH) v = (—1Dfe

n’est pas généralement résoluble; c’est-a-dire qu’il n’existe
généralement aucune solution (u, v) de l’éqdation (5), pour
laqueile le nombre v est multiple de k.

Mais supposons impair le paramétre m, il existe toujours
un positif entier ¢, la hauteur de w par rapport 2 la base
ak?, de sorte que celte autre équation de LAGRANGE

(7 22— (ak?) v® = (— 19"

est résoluble, pourva que l'exposant n soit multiple de g,
et seulement dans ce cas.

A cet effet; nous avons tout d’abord a étudier plus
profondément I'opération itérative de I'équation (5), définie
par les formules
| s;=u, =01

¥ \

Snj1 = 8{ Sn +a tl tn, tn+1 = 8 th+ t1 Sn,

de sorte que nous aurons, quel que soit Iindice n,
©) si-all = (—)"n,

équation qui est toujours résoluble, pourvu que (5) le soil,
et pourvu que ® soit impair.

Soit, au contraire, le paramétre @ un nombre pair, il
faut supprimer, dans l’équation (9), une certaine puissance
de 2, qui est diviseur commun de sn, fn, @. Et, dans ce
cas, I'équation (9) présente, 4 ce point de vue, des diffi-
cultés singuliéres, nous le verrons dans ce qui suit.

Quoi qu’il en soit, on aura, comme dans la théorie de
I'équation de Frrmar,
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n
=
Snr
“=0
(10) n—1
=5
thy =
=0
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S g

n ;
I [2 Bl gn—2 pu—1
QM+J“ A

formules qui sont valables, quels que soient les deux indi-

ces n et r.

Cela posé, nous aurons immédiatement les congruences

suivantes

snr == 8¢ (mod a),

an

sanr+r = 0 (mod sp),

0 (mod #),

tHI‘

congruences qui sont analogues

tar
Sanr

Snr

I

Y

a

théorie de 'équation de FermaT, el

nt. s " (mod @),
£ (mod sy),

sy (mod #),

celles connues de la

qui donnent des éclair-

cissements essentiels sur lopération itérative.

Iei nous nous bornerons a indiquer la proposition sui-

vante, tirée directement de la premiére des congruences

(11), en y posant r = 1:

I. Soit k un diviseur de la base a, qui est pre-

mier avec #, les deux congruences

(12)

sont équivalentes.

Posons ensuite, dans les formules (10), r

th =0 (mod k), n= 0 (mod k)

1, puis

remplacons n par le nombre premier impair

(13) p=2r-+1,
les congruences

(p) = 0 (mod p),

13

1<p<p—1,
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donnent immédiatement, en vertu du théoréme de FERMAT,
(14) sp = s; (mod p),

congruence qui est valable, quels que soient du reste a et p.
De plus, supposons que le nombre premier p en question

ne divise pas la base a, nous aurons

(15) [ = (%) I, (mod p),

ol

<%) =+1=d (mod )

désigne, comme ordinairement, le symbole de LEGENDRE.
Les congruences ainsi obtenues sont fondamentales
pour nos recherches suivantes, mais leurs applications

exigent des recherches ultérieures sur l'opération itérative.

II. Le paramétre est un nombre impair.

La définition générale de I'opération itérative donnera
immédiatement les formules récursives générales
(]) Sni4p = Sn Sp+ atntly, fptp = $n fp+ In $p,
analogues & celles connues de la théorie des équations de
Frrmar et de LAGRANGE.

Résolvons maintenant par rapport & sp et fp les deux
équations (1), puis remplacons n par n—p, il résulte, en

vertu de la formule (9) de l'article précédent,

snsp—atnty = (— 1P WP su_p

Sp tn - tp Sn = (_“ 1)p ¢ Ct)p tn—p

(2

ou il faut supposer, bien entendu, n>p.

Posons ensunite, & cause des applications suivantes,

n+p=upu+2y, n—p=uypw,
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ce qui donnera
n=yuty, p=yp,

nous aurons, en ajoutant les formules (1) et (2) ainsi
obtenues,

vd 2
I S‘u+21/+ D" Su = 2s, Sutw

(3) ' vd v,
| st D70 = 20,1,
tandis qu’il résulte, en soustrayant les formules susdites,

. vd v _
S‘u+2vﬁ (_ 1) w S, = 2a L, t‘u—H/

vd
f‘u,—l—21/_ <_— 1) w” t[u =2 t, S‘LL+1/ .

€Y

Introduisons maintenant, dans les formules (3) et (4),

p—1

w=1 »= 5

olt p est un nombre premier impair qui ne divise pas la

base a, nous avons a étudier séparémen! les cas suivants:
1° » est un nombre pair, savoir p = 4k+1; les pre-

miéres formules (3) et (4) se présentent sous la forme

‘4 —
sptw s, = 28,5,
sp—w”s; = 2ail,t,,.,,
ce qui donnera
lp—1fp+1 = 0 (mod p)
2 2

(5)

fp~1fpt1 = 0 (modp),

selon que a est résidu ou non-résidu de p.
2° vy est impair, ce qui donnera p = 4k 3; les for-
mules fondamentales deviennent ici
4
Sp @ § = 28,5,.4

v .
sptw’s = 2at, by,
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de sorte que nous retrouvons les congruences (5), valables
selon que w est non-résidu ou résidu de p.

Cela posé, nous avons encore a étudier le cas, ol le
nombre premier p divise la base a, sans diviser bien en-
tendu #; car dans ce cas, w est de la hautear 1 par rap-
port 4 la base ak®

Or, la proposition I de I'article précédent donnera
immédiatement
(6) Ip = 0 (mod p),
de sorte qu’il résulte, en vertu de (5) et (6), la proposition
générale:

I. Soit p un nombre premier impair qui ne
divise pas t, mais quelconque du reste, nous

aurons toujours la congruence
(7) t, = 0 (mod p),

ou ¢ est une aliquote de p(p*—1).
Supposons ensuite que le nombre impair &k soit décom-

posé en facteurs premiers comme suit

(8) k=plzpse. ... pgn,

nous aurons, en vertu de la proposition précédente,
9 t, = 0 (mod k),

ot I'indice ¢ est une aliquote du nmombre

(10) Q=k(@Ei—1 @E—1) ... (pi—1),

ce qui donnera le théoréme fondamental:

II. La hauteur du paramétre impair e par rap-
port alabase ak®, ot k est impair, estune aliquote
du nombre £, défini par la formule (10).

On voit que le nombre 2 ne dépend ni de la base a

ni du parameétre ®, mais, bien entendu, la détermination
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exacte de la hauteur, qui est un probleme assez difficile,
exige la connaissance de ces deux nombres.

Supposons que I'équation de LAGRANGE
(11) B—av? = (—1)%w,

dont il s’agit, soit d'un genre plus élevé que 2, les diffé-
rents couples de ses suites coordonnées ont généralement
des hauteurs inégales par rapport a la base ak®.

Soit par exemple

la base 50 a la hauteur absolue 2.

Le couple de suites coordonnées auquel appartient la
solution (u, v) est de la hauteur 1, pourva qu'un des
ombres '
nom v, utv
soit multiple de 5, mais de la hauteur 2, pourvu qu'un

des nombres
u, u-t2p

ait cette propriété.

Soit, comme second exemple,
a=13, k=35,

la base 325 a la hauteur absolue 6.

Il résulte, en vertun des congruences

s = u?+39u0® = u(u®—o?) (mod 5)
I, = 3u®v+130° = 30 (u®+ v?) (mod b5),

que le couple de suvites coordonnées, auquel appartient la
solution (u, v), ‘est de la hauteur 1, 2, 3, 6 selon que

v, u, uwu-+o® uw?—p?

est divisible par 5.
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III. Le parameétre est un nombre pair.
Dans l'étude de I'équation de LAGRANGE au parameétre
pair, savoir I'équation

6)) w—ar? = (—1)Y2w,

olt w est supposé impair, nous ne trouvons aucun théoré¢me
général, parce qu’il faut considérer séparément les trois
cas suivants:

1° r = 1; dans ce cas, lopération itérative donnera

Sy aly, = @®"
(2) 3'2311_1_1 —a t:n—H = (— 1)0“ 2+l
20 p = 2: ici nous aurons
Sone1 — Alaniy = (— 1)"IET 4 o7 E
(3) Sgn —a t.2n — (7 1)11 7} an .
3° r=3, hypothése qui donﬁera
4) : Si —a 1121 = (—1)" J gnr—2n+2 n

et il est évident que les résultats généraux, en ce ‘qui con-
cerne la congruence
(5) th = 0 (mod k),

ou Lk est nécessairement impair, obtenus dans larticle
précédent, sont applicables aussi dans ce cas; c’est-a-dire
que le théoréme II de larticle précédent n’a aucune analo-
gie, dans les deux premiers cas que nous venons de
considérer.

Cela posé, il est évident que le nombre premier 2 ne

présente, & ce point de vue, aucune analogie avec les nom-

bres premiers impairs, mais qu’il faut le remplacer par 8.
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En effet, supposons résoluble I'équation de LAGRANGE
(6) u—av® = (—1)’s,

Vopération itérative du n-iéme ordre conduira, quel que

soit n, & cetle aulre équalion résoluble

Q) sm—aty = (—1)"99m+2
Supposons dene résoluble 1'équation '

(8) nt—av? = (—1)72%, n>3,

tandis qu’aucune puissance inférieure de 2 n’est applicable
comme paramétre de la base a, nous disons que 2 est de
la hauteur n—2 par rapport & la base a.

Quant a V'équation (4), supposons résoluble cette autre
équation
9 e —apf® = (—1D2" p=3,
nous avons a démontrer la proposition:

I. Il existe une infinité d’exposants n qui ad-

mettent la résolution de 1I’équation

{10) w?—av® = (— D% Q" w)"

-

En effet, 'opération itérative de l'ordre m donnera, en

vertu de (9),
'(11) (Tfran — aTr?‘n — (¥ l)ms 2;Lm—2m+2 :

multiplions ensuite les équations (4) el (11), nous aurons,
en choisissant convenablement le signe appliqué dans cette
multiplication, une équation de la forme

_ (_‘ l)nd'ers 2nr~2n—l—‘u,m~2m+2 .

u?—av? \
de sorte qu’il s’agit de déterminer m el n, tels que
{12) 2(—1)=m@{@p—2),

ce qui donnera une infinité de valeurs du couple (m, n).
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Mais, les nombres v tirés de I'équation (10) présentent-
ils des multiples du nombre impair £?

A cet effet, supposons que i et z;n soient tous deux
multiples de %, de sorte que n et m sont les plus petits
indices qui correspondent & cette propriété, il est évident
que les nombres £, et ¢,,; sont aussi multiples de k, quels
que soient les positifs entiers x et 4; c’est-a-dire que nous

aurons, en vertu de (12), a résoudre 'équation indéterminée
(13) w(mxe—2) = 2(nv —1),

équation qui n’est pas généralement résoluble en positifs
entiers de x et 4.

Quant au problénie qui nous occupe ici, nous démon-
trerons encore la proposition:

II. 1l existe une infinité d’exposants n qui per-

mettent de résoudre I'équation
(14) w—av® = (—1)*e™

En effet, il résulte des formules (4) et (9) que I’équa-
tion (14) est résoluble, pourvu que m et n satisfassent a
I'équation mGs—2) — n(r—2),

équation qui est toujours résoluble en positifs entiers.

IV. Sur le facteur k = 2%
Le facteur
= 2"

a aussi, comme il était & prévoir, des propriétés singulieres.
En effet, supposons que le nombre premier 2 soit, par
rapport a la base a, du rang ¢, nous aurons nécessairement
a=1, 2;
car le nombre
B, = 24, B,

Vidensk. Selsk, Math.-fysiske Medd. VI, 1. 2
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est toujours pair. Soit donc

(1) B, = 27 (21+1),
tandis "que
= 2% g,
on aura
(2) B, = 2** (2L +1);

c’est-a-dire qu’il existe des nombres B, divisibles par une
puissance quelconque de 2, dont 'exposant est plus grand
que z.

Quant a l'équation de LAGRANGE
(3) w—avt=(—1%as,

il n’est pas sfir qu'aucun des nombres v ne soit pair. Mais

supposons que
2Y, »>0,

soit la plus petite puissance de 2 qui divise un nombre v
tiré de I'équation (3), savoir

@ p = 92" (2e¢+1),

puis supposons ¥ =, il existe un indice g, tel que

B, = 2 (28+1);

c¢’est-a-dire gue les nombres
q
v, > u BQ

sont tous deux divisibles par 2",

et ainsi de suite, de
sorte que nous aurons la proposition curieuse:

I. Soit,dans les formules (1) et (4), v=#, 1’équa-
tion
3) w20t = (1D

est toujours résoluble, quel que soit I’exposant n.
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Supposons maintenant » <z, toutes les valeurs paires
de v, appartenant au méme couple de suites coordonnées,
sont précisément divisibles par la puissance 2", de sorte
que ces nombres sont tous de la forme (4).

Appliquons maintenant I'opération itérative du second
ordre, nous {rouvons des nombres §, précisément divisibles
par 2”1, et ainsi de suite, ce qui donnera des ¢, .y qui
sont divisibles par 2%, de sorte que la proposition I est
applicable.

V. Sur les bases 2™+ 1.

La premiére des Tables numériques jointes au présent

Mémoire exige des éclaircissements sur les bases
(1) a=2""+1, n=2.
A cel effet, remarquons tout d’abord que
(2) w = 2°F1
est la plus petite valeur du paramétre @ qui permet de
résoudre l'équation de LAGRANGE
(3 a*—av® = + w,
de sorte que le nombre premier 2 est par rapport 3 la
base a de la hauteur n—1, il est facile de démontrer la
proposition:
[. Supposons résoluble I’équation
4) w?—av? =4+2"p, 3<r<n,
ol p est un nombre premier impair, la hauteur de

p par rapport a la base a est diviseur de n—1.
En effet, posons '

1
u?—ap® = Lantt,

Iopération itérative de l'ordre u donnera
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tandis que l'opération de 'ordre » donnera, en vertu de (4),
2 2 rr—2 92
(6) s, —at, = £ 2VETE Y,

et il nous reste a déterminer w et », de sorte que les deux
puissances de 2 qui figurent aux seconds membres de (5)
el (6) auront le méme exposant, ce qui exige

(7) (n—=Dp=0G—2»
Soit maintenant f le plus grand commun diviseur de
n—1 et r—2, et soient
n—1 — nf, r—2=rf,
il résulte, en vertu de (7),

111,”/ = I']_'V,

de sorte que » est nécessairement multiple de ny, donc p
est de la hauteur n, par rapport & la base a, et ny est
bien diviseur de n—1.

Il résulte de la formule (7) que p est precisément de
la hauteur n— 1, pourvu que r = 3.

Soit ensuite
n—1 = 2¢

toutes les hauteurs en question sont des puissances de 2,
et leurs exposants sont au plus égaux a o.

Posons par exemple n = 5, ce qui donnera
a=2"4+1= 1025 = 41-5%
puis partons de l'équation
(8) w—410® = 4o,

supposée résoluble, @ est de la hauteur 1, 2, 4 par rap-

port & 1045, selon que v, u, z--7v est multiple de 5.
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En effet, soit ni u ni v divisible par 5, il est possible

de choisir le signe, de sorle que
n4+7v=u+2v (mod5)

devienne multiple de 5, et la multiplication de 1'équation
(8) par celle-ci
72—41-12 = 8
donnera
(Tut41v)*—41 (£ 70)® = + S w.

La Table Premiére, contenant les solutions des équations
résolubles de la forme (8), permet donc de déterminer
immédiatement la hauteur de w par rapport 4 la base 1045.

Quant aux bases spéciales qui nous occupent ici, nous
avons encore 4 démontrer deux autres propositions, savoir:

II. Supposons 3<¢=<n, il existe une infinité
d’équations résolubles de la forme

€)) uf—av® = £2°2x2+1).

En effet, partons de I'équation

w—av® =+ o,
puis posons
(10) u=2k+4+1, v=1, s>2,

ol k est un nombre impair, nous aurons
an . Ee= @D @ k1)
ou, ce qui est la méme chose,

(12) o= 25Tt (@Ml g5l ),

et ce parameétre est précisément de la forme susdite, de
sorte qu’il ne nous reste qu'a démontrer que I'équation (9),
ainsi obtenue soit résoluble; c’est-a-dire que a et w ou a

et u sonl premiers entre eux.
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Or, choisissons arbitrairement le nombre impair k, puis
supposons que a et 2° -1 ne soient pas premiers entre
eux, il est évident que a et 2°(k+ 2)+ 1 auront nécessaire-
ment cette propriété, parce que tous les facteurs communs
de a et 2°k+ 1 sont impairs.

I1I. Supposons que la base a soit résidu qua-
dratique dunombre premierimpairp, puis suppo-
sons donné 1’exposant s qui figure dans la for-
mule (10), il est possible de déterminer le nom-
bre iinpa_ir k, tel que le parameétre w, défini par
la formule (12), soit multiple de p.

IEn effet, il existe un positif entier b, de sorte que

9" 11 = »? (mod p),
ce qui donnera, en vertu de (11),
+w = b—(2k+1) = 0 (mod p),
ou, ce qui est la méme chose,

(13) 2°k = b*—1 (modp),

congruence qui est toujours résoluble, parce que 2° et p
sont premiers entre eux. :

Soit ensuite k, une solution quelconque de (13), la
solution générale de cette congruence se présente sous la
forme
(14) k= Fk;+pm,

olt m est un entier quelconque, et il est évident que la

formule (14) détermine une infinité de valeurs impaires de k.
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CHAPITRE II

Sur les nombres A, et u,.

VI. Résidus par rapport a la base.

Dans ce qui suit, nous avons souvent besoin des rési-
dus obtenus en divisant par la base a les nombres An et
un, tirés de 1'équation de FErMAT

'6)) Ay—aB, = (— 1)
et de I'équation de LAGRANGE
(2) u,—av, = (— D% w;

c’est pourquoi il nous semble utile d’étudier plus profondé-
ment de tels résidus. :
A cet effet, partons de la formule de LAGRANGE

3) Ay, = 248, + (—1DF,

nous aurons immédiatement la congruence fondamentale

@) Ay, = (— 1D (mod a),
de sorte que la formule récursive de LAGRANGE
(5) Aoy = AibAz,u‘l‘ aB; By, ‘

conduira ¥ la congruence générale
©®) A yny = (1M 4 (mod o),

valable quels que soient les indices 1 et w.’
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Or, il est bien curieux, ce me semble, que les nombres
u,, tirés d’une suite quelconque des solutions de (2), satis-
font & une congruence analogue a (6).

En effet, la formule récursive
@) Ujyoy = W) Agy + avy Bay
donnera, en vertu de (4),
®) Ujp0u = (— D" u; (mod a),

de sorte qu’il s’agit de déterminer seulement les résidus des
deux nombres u; et u, pour connaitre les résidus de tous
les nombres u, appartenant 4 la méme suite de solutions.

Supposons ensuite o >2, puis désignons par (uh, vh) .
Iélément général de la suite coordonnée a la précédente,
nous aurons, en désignant par 4 et g les deux indices 1

et 2, pris dans un ordre quelconque,:
oy +av, v, = od,

v u,,u + Uy ) = B,,
ce qui donnera
(—1)? uy = u; dy—av; By

(— I)Jv:u = m; By— o, A,
Oll nous avons posé
(9) a—av, = (— 17w, 1 =1,2,
de sorte qu’il résulte finalement, en vertu de (4),
(10) uy, = (— 1% u; (mod a);
c’est-d-dire que nous venons de démontrer la proposition
curieuse:

I. Les restes modulo a de tous les nombres un
et up, appartenant auméme couplede suites coor-
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données, sont connus, pourvu que les restes des
deux premiers nombres n; et u) le soient.

Posons maintenant
(11 u, = ak,+(—1)%r, 0<r<a,

le nombre r joue un rdle fondamental, dans la résolution
numérique de I'équation (9).
En effet, il résulte, en vertu de (9) et (11),

(12) (=10 = r* (mod a),

de sorte que (— 17w est nécessairement résidu quadra-
tique de a; posons ensuite

(13) —1)%» = r*+sa,
nous aurons, en vertu de (9) et (11),

(14) al +2rk;—s = v};

c’est-a-dire qu’il faut déterminer le nombre k;, tel que le
premier membre de (14) devienne un carré exact, et I'équa-
tion (9) est résolue.

Quant au quotient k;, la formule récursive (7) donnera,
en vertu de (3),

Wy2r = 2am B+ avy By, + (— 1)y,
ou, ce qui est la méme chose,
Wiy = 2aB,uy,, +(— D" m.
Posons donc, conformément a (11),
(15) Wz = akyya,+ (1,
il résulte, pour les coefficients kn, la formule récursive

(16) kiyor, = 2B, 14, +(— )" k.
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Quant a la suite coordonnée, nous aurons, en vertu de (9),
(— l)d‘u"u = a(2BYuy—B,v;) + (—1)uy,
de sorte que le quotient kj,, défini par la formule

uy, = aky +(— 1Itete

se détermine par I'expression

(A7) (1)K, = 2B, (u; B,—v; A) + (— 1) kj.

Choisissons maintenant les nombres u; et uy,, tels que

A =1, w= 2, il résulte finalement

(18) Ky = 2u, B, + (— )7k, .

VII. Sur les bases de seconde espéce.

Les deux congruences (6) et (8) de larticle précédent
se présentent sous forme élégante, pourvu que a soit une
base de seconde espéce; car, dans ce cas, I'exposant & est
un nombre pair, de sorte que les congruences susdites se
présentent sous la forme

(1) 4,5, = 1 (mod a)

@ Uy, = u; (mod a),

congruences qui sont valables, quels que soient les indices
J et v

Quant aux résidus des deux nombres
A21/+1’ o241

nous ne savons dés a présent rien, pour une valeur quel-
conque de la hase a. Mais, désignons pour abréger a
comme une base 4%+ 3 de premiére ou de seconjde classe,
selon que 1’équation
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(3) w—av? = (— 1), a=4k+3

soit résoluble ou non, il est facile de démontrer la pro-
position:

I. Supposons satisfaite, pour des valeurs conve-
nables des exposants ¢ et ¢, une seule des deux

congruences
(4) As,41 = (—1)? (mod @)

(5) uj0 = (—1u; (mod a),

la seconde est aussi applicable, et a est une base
4k+3 de premiére classe, et inversement.

Partons tout d’abord de la congruence (4), il existe, en
vertu de la congruence (6) de D'article précédent, un expo-
sant p, tel que
(6) 4y = (—1D# (mod o),

S

congruence qui est impossible, & moins que a ne soit une
base de seconde espéce, de sorte que I'équation de FERMAT
correspondante se présente sous la forme

) (A, +1) (A4, —1) = aBl.

Quant & cetle équation, nous supposons que a soit une
base réduite, savoir qu’elle ne contient aucun facteur qua-
dratique.

Supposons ensuite que A; soit un nombre pair, les deux
facteurs qui figurent au premier membre de (7) sont pre-

miers entre eux, donc il existe une décomposition
(8) Bl = g7,

ot ¢ et ¢ sont premiers entre eux, de sorte que l'on aura,
en vertu de (6), ‘

@ A EDE— A D=

ce qui conduira immeédiatement a I'équation (3).
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Soit, au contraire, 4; un nombre impair, B; est néces-
sairement pair, car a est ou impair ou de la forme 4742,
et le terme aB? est multiple de 4. Posons donec, au lieu
de (8),

(10) ' B, = 207,

il résulte, en vertu de (7),
A —(—1D* = 2a2%, A+ (—1DH = 24,

ce qui donnera
& —ar® = (—1)¥,

. équation qui est inadmissible.

En effet, 'hypothése » = 1 est dés a présent exclue,
parce que a est une base de seconde espéce, et c'est la
méme chose pour la valeur w = 0, car (4;, B;) est la plus
petite solution de I'équation de FERMAT en question.

Inversement, partons de I'équation (38), il est bien connu -

que V'opération itérative du second ordre donnera
(av?— (— D) —auv)? = 1,

de sorte que l'existence d'une congruence de la forme (4)
est évidente.
Enfin, prenons pour point de départ la congruence (5),
la formule récursive
n, = u; 4, +avy By

donnera immédiatement, pour 1 = 1, » = 0.
— 1%y = n A, (mod a),

ce (ui n’est autre chose que la congruence (4), parce que
a et n, sont premiers entre eux.

Etudions maintenant le cas général, ot a est une base de
seconde espéce, pour laquelle l'équation (8) n’est pas
résoluble.
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A cet effet, supposons tout d’abord pair le nombre 4,
il existe des décompositions en deux facteurs premiers
entre eux .
(11) a=pq, By= os,
de sorte que
A+ DF =pd®, A — (1) = g,

ce qui donnera
(12) pat—qr® = (—1)*2, 24, = pd®+ g

Soit, an contraire, 4; un nombre impair, B, est pair,
de sorte que nous aurens, au lieu de (11), les décomposi-
“tions
(13) a = pqg, B, =207,

oll p et q, oet v sont premiers entre eux, ce qui donnera,

par le méme procédé que dans le cas précédent,
14) po®—qi® = (—1)5, A = pdo®+qd?

résultats qui sont bien connus.

Dans ce qui suit, nous désignons comme décomposi-
tion principale de la base a de seconde espéce la
décomposition ¢ = pg que nous venons d’étudier.

Et, cette définition adoptée, nous avons a4 démontrer la
proposition:

II. Soit a = pg la décomposition principale de
la base a, on aura, quels que soient les indices
et v,

(15) A;+(—1)%A, =0 (modp), A;—(—1)°4, =0 (mod ¢)
16) u;+ (1) u,=0 (modp), u;—(—1)u, =0 (mod g).

Quant a la démonstration de cette proposition, nous

pouvons. nous borner a étudier par exemple les nombres An.
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A cet effet, la formule récursive de LLAGRANGE donnera
At D A5y = Ay (A (—DF) FaB B4,

ce qui conduira immédiatement aux congruences (15).

En remarquant que nous avons, dans le Chapitre qui
suit, a généraliser beaucoup les résultats que nous venons
de mentionner, nous nous bonerons ici & démontrer cette
autre proposition:

ITI. Soita=4k+10oua=4k+2unebase réduite
de seconde espéce, la décomposition fondamen-
tale a = pg conduira toujours 4 une équation de
la forme

a7 pot—qd® = (—1)7,
tandis que I’hypothése a = 4k+3 donnera
(18) pa®—qe? = (—1)’2.

" En effet, soit p et g tous deux de la forme 4I+1 ou
de la forme 47/-+ 3, un des homhres o et 7 est pair, ce qui -
donnera immédiatement une équation de la forme (17).
Et c'est lJa méme chose dans le cas ol un des nombres p
et g est pair, de la forme 4742, le second impair de la
forme 4m-+1. Soit enfin ¢ = 4k 3, un des facteurs p et
q est de la forme 4m -1 l'autre de la forme 4n- 3, ce
qui conduira 4 une équation de la forme (18).l

VIII. Résolution d’une équation indéterminée.

Les résultats obtenus dans les deux articles précédents,
nous permettent de résoundre, en positifs entiers, I'équation
indéterminée
(1) ax?+2x = g?,

ou a est un' positif entier donné qui n’est pas un carré
exact.
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On voit immédiatement que I'équation (1) se trans-
forme en celle-ci
(2 (ax+1)*—ay® =1,

de sorte qu’il s’agit de déterminer les solutions (4, Byn) de
I'équation de FErmat ayant la base «, qui satisfont a la

condition :
(3) AnF1 = 0 (mod a);

car, cette condition remplie, on aura comme solution de 1)

 AlTF1
T a

(4) . Ln > Yn = B,

ce qui donnera les propositions suivantes:

I. Soita une base de seconde espece, I’équation
%) ax?+2x =y
est toujours résoluble, en admettant les solutions

A n_“—‘l
Zr, Un =— Ban.

() Tn =

Quant a I'équation

©) ax®—2x = Y~

elle n’est pas généralement résoluble, pourvu que a soit
une base de seconde espéce, car la résolubilité de cette
équation exige la congruence

(8) A; = —1 (mod a).
Dans ce cas, on aura comme solutions de (7)

AZrlfl + 1
n T‘, Hn = Bon—.

(9

oy

Soit ensunite a une base de seconde espéce qui satisfait
a la condition
(10) Ay =1 (mod a)
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Yéquation (5) admet aussi les solutions

S Asn—1—1 '
{11) &n = e ; . #n = Ban_j.

II. Soitaune base de premiére espéce, les équa-
tions (5) et (7) sont toutes deux résolubles, en
admettant les solutions

A n_—l
(12) Xn = 4a , Un = Bun
respectivement

Amo+1
(13) §n == 411—2_'__’ In = B—infz-

a
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'CHAPITRE 111

Equations de Legendre.

IX. Propriété fondamentale des solutions.

Dans les Tables de DeEGEN et de CAYLEY, on trouve
beancoup de fractions continues qui conduiront i des
équations de la forme

® (o —pas’ = —1)po,

ot p est le plus grand commun diviseur de deux quel-
conques des trois termes de cette équation.

Bien que (1) soit irrésoluble, d’aprés notre définition de
la résolubilité d'une équation de LaGraNGE, cette éguation
joue néanmoins, dans la théorie des équations de [LAGRANGE,
un rvéle si important, qu'elle mérite une étude plus
approfondie.

A cet effet, remarquons tout d’abord que 1'équation (1)
se présente aussi sous la forme

2 pit—qe® = (—1)’w,

ot deux quelconques des trois coefficients p, ¢, w sont pre-
miers entre eux, nous désignons comme résoluble une telle
équation, pourvu qu’elle soit satisfaite par des positifs entiers
o et 7, premiers entre eux.

On voit que (2) est une généralisation directe des équa-

tions considérées dans larticle VII; c’est” pourquoi nous

Vidensk. Selsk. Math,-fysiske Medd. VI, 1. 3
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désignons comme équalions de LEGENDRE les équations (2);
car les équations spéciales susdites jouenl un 1rdle assez
important dans les travaux de ce géométre francais, aussi
distingué que modeste, mais souvent trop peu apprécié.
Quant a I'équation (2), nous supposons toujours

q>p>1,

parce que l'hypothése p = 1 conduira 2a I'équation de
LAGRANGE ayant la base g. Du reste, nous pouvons per-
muter simultanément p et ¢, o et #, pourva que I'exposant
d soit remplacé par ¢+ 1.

. De plus, nous disons pour abhréger que I'équation (2),
supposée résoluble, et le paramétre correspondant w appar-
tiennent & la décomposition

a=pq
de la base a.

Ces définitions adoptées, nous avons & démontrer que
les équations de LEGENDRE sont en quelque mesure analo-
gues a celles de LAGRANGE.

Et, a cet effet, nous démontrerons tout d’abord le lemme
fondamental:

I. Une solution quelconqgue de I’équation (2)
est tounjours élément d’'une suite infinie de solu-
tions de I'’équation susdite.

Quant a la démonstration de ce lemme, nous multiplions
(1) par I'équation de FErMAT correspondante

3) An—aBh = (—1)*, a=pq,
ce qui donnera, aprés la suppression du facteur commun p,

p(ﬂAn+ ("“ 1)‘0 qT Bn)z“‘ q (pO‘Bn—}— ("— 1)9 T An)2 =
(4) — (_ l)d‘—l—ns w .
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équation qui est de la méme forme que (2), de sorte qu'il

ne s’agit que de démonitrer que les deux nombres

() ¢An-t (—1)¢ qzBn, podn-+(—1)¢cdn

sont premiers entre eux, pourvu que ¢ et ¢ le soient, tan-
dis que l'exposant ¢ est un nombre quelconque, pair ou
impair.

A cet effet, nous supposons n = 1, et nous écrivons les
formules (5), ainsi obtenues, sous la forme

(6) omn = Ayom—1+ By qtm—1, tm = Blpﬂ'm—l‘l‘AL Tm—1-

Cherchons ensuite, de ces deux équations, les valeurs
de om—1 et zm—i, il résulte, en vertu de (3),

(7) (‘—‘1)'S Om—1 = Al Gm_quTm, (-“1)8 Tm—1 — A1Tm_B1p Oy

et il est évident que on et 7, sont premiers enire eux,
pourvu que dm—1, et zm—1 le soient, et inversement.

De plus, nous aurons évidemment
(8) Om >> Om—1, Tm > Tm—1}

c’est-2-dire qu'une solution quelconque (o, z) de 1'équation

(2) est élément d’une suite infinie

(9) (61’ 7’-1) (GZ’ 72) (‘73, 73) Cee (O'n, ’L'n) R

de solutions de l'équation susdite.
Dans l'article qui suit, nous avons a étudier plus pro-
fondément la nature des suites ainsi obtenues,

X. Suites fermées et suites coordonnées,

Revenons maintenant aux formules (7) de I'article précé-

dent, savoir

(1) ('_1)8 Om—1~— Al Gm _Bl qu, (_1)8 Tm—1 — Al’tm_'Blp Gm,
33‘?
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oL, nous avons posé
2 A}—aBi} = (—1), a=pq,

il est évident que ces formules sont inapplicables pour
m =1, bien que les expressions qui figurent aux seconds

membres de ces formules satisfassent a 1’équation de

LEGENDRE . :
(6) po*—ge* = (~ )"0,

Cela posé, nous avons i étudier, comme dans la théorie
des équations de LAGRANGE, les deux hypothéses suivantes:
‘1°. La solution (s, #), définie par les nombres qui
figurent aux seconds membres des formules (1), appartient

4 la méme suite que (oy, #;), ce qui donnera nécessairement
8 = 0‘1, t]_ = Ty,

d’onr il résulte, en vertu de (1),

@ (4,+E1)) o, = qByzy, (4;,—(—1%) 7y = poy By

car il est évident que les facteurs de ¢, et #; qui figurent
aux premiers membres de ces formules sont inégaux.
Or, les formules (4) donnent immédiatement

Al—aB? =1,
de sorte que a est nécessairement une base de seconde
espéce. '
De plus, il résulte de (4) que B, est multiple des deux

nombres oy et 7z;, premiers entre eux, de sorte que nous

aurons
(5) By = koyry,

ol k est un positif entier; done il résulte, en vertu de (4),

{6) A1+ (1) = kqr?, A —(—1)° = kpo?,
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ce qui donnera
k(poi—qel) = (— 112,
et cette équation n’est possible que pour les deux valeurs
k=1, k=2

Soit maintenant k¥ = 1, on aura

P { poy—qu = (—-1)72
24, = pai+q7}, B =7,

tandis que I'hypothése k = 2 donnera

Ay =poitqei, B =2aq7,.

Introduisons ensuite, dans (6), les deux valeurs pos-
sibles de k, il résulte la proposition:

I. La décomposition a = pg est la décomposi-
tion principale de la base a.

Remarquons ensuite que les derniéres équations (7) ou
(8) déterminent parfaitement les nombres ¢, et z;, pourvu
que p et g, A; et B; soient connus, nous aurons cette
autre proposition: '

II. Les solutions des équations de LEGENDRE (7)
ou (8) forment une seule suite

©) (o1, 7)) (03, 73) (03, %3) ... (On,7m) .. ..
Dans ce qui suit, nous désignons comme suite fermée
la suite (9) ainsi définie.
29 Soit maintenant, dans 1’équation (3),
w>2,

la solution (gy, 7,) est différente de (s;, #;), définie par les
expressions qui figurent aux seconds membres des équa-

tions (1), qui correspondent 4 I'hypothése m = 1.
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Dans ce qui suit, nous désignons comme réciproques
les deux solutions (oy, 7z;) et (s;, #) ainsi obtenues, et
comme coordonnées les deux suites dont ces solutions
réciproques sont les éléments primitifs.

Quant aux suites coordonnées, nous aurons, comme

dans la théorie des équations de LAGRANGE,

(10) psioy-Fgtiey = wd;, s;o+to = a)Bl,r

de sorte qu’il résulte, en vertu des formules récursives,
(A1) psyo, -+ qlyr, = Ay, 1, Su7, 1,0, = 0By, 1

ces formules générales, valables quels que soient les indices
{ et v, sont analogues & celles connues de la théorie des
équations de LAGRANGE.

De plus, nous désignons comme genre d'une équation
de LEGENDRE le nombre total des suites formées de ses
solutions, de sorte que les équations (7) ou (8) sont du
genre 1, tandis que les genres de toutes les autres équa-
tions de LEGENDRE sont des nombres pairs.

XL Sur la multiplication des équations de Legendre.

Le fondement d’'une étude plus approfondie des équa-
tions de LEGENDRE est, comme dans la théorie des équa-
tions de LAGRANGE, la multiplication de telles équations
qui correspondent 4 la méme base.

A cet effet, supposons applicables les deux décomposi-
tions (p, ¢) et (p;, g;) de la base a, savoir supposons
résolubles les deux équations

M pf—g¢7 = (D%, poi—gri= (1D
ol nous avons posé

(2 a=pq = piq,
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la multiplication de ces deux équations, qui se présentent
aussi sous la forme

(p O —ar® = (— l)d‘Pw, (s ‘7132““17"% = (— 1)JP1 “’1’.
donnera
(3) [ (ppy oo, + (= 1) ave, )" —a(paw + (— 1) pyov)° =
l = (— l)d\+&1 Dpy 0@y .

Et il est évident que les résultats formels obtenus pour
les équations de LAGRANGE sont aussi valables pour les
équations de LEGENDRE, de sorte qu’il ne nous reste que
de discuter la portée de la formule (3).

Quant a celte discussion, nous supposons que la base
a se présente sous la forme

@ a = pqrs,

ol deux quelconques de ces quatre facteurs sont premiers
entre eux, ce qui permet les hypothéses

s =1, 1’=s=1, q=r=s5s=1,

de sorte que la base réduite a peut contenir un nombre-
quelconque de facteurs premiers,

Supposons ensuite résolubles les deux equations
() pga®—rsi® = (—1)7w, prod—qsid = (— D%y,
il résulte, en vertu de (3), une égalité de la forme
(6) psot—qrel = (— DI 44,
oit nous avons posé pour abréger
(M o, =por,+—Droze, w = poo+(—1)szs,.

“Cela posé, nous avons & démontrer la proposition essen-
tielle:
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I. Un diviseur commun des deux nombres g, el
"7, est aussi diviseur commun des deux paramétres
w et wy. .

‘En effet, cherchons des équations (7) les deux nombres
o et ¢, il résulte, en vertu de la derniére des formules (5),

("“ 1)(}‘1 wlo‘ = r61T2~ST162, (_ l)d‘1+swlT = pﬂlaz—q'llfz,

de sorte gu'un facteur commun de o, et 7, est nécessaire-
ment diviseur de w,, parce que ¢ et ¢ sont premiers entre
eux.

Cherchons ensuite, des équations (7), les deux nombres
a; el ¢;, nous verrons de méme Ciu’un facteur commun de
‘g, et z, divise aussi le paramétre o.

Partons ensuite des deux équations

®) pt—qrse® = (—1)%w, go2—prsed = (—1)"1 wy,
‘nous aurons de méme

(9 pq(oo, +rsee)—rs(por, +-qor): = (—1) 1 vy,

et inversement, la multiplication des équations

(10) po®—gqrse® = —1)w, pqe;—rse = (—1)0‘1(01

donnera

(11) q(pee,trsre)®—prs(or,+qar)? = (—I)J'Hjl 0.

Cela posé, remarquons que la proposition I est valable
aussi pour ces derniéres multiplications, il est évident que
nous venons de démontrer une suite de proposilions en ce
qui concerne la multiplication des équations de LAGRANGE
et de LEGENDRE, propositions desquelles nous nous borne-

rons a citer une seule:
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II. Supposons résolubles les deux équations de
LEGENDRE

(12) pgo®—rsi® = (—1)?¢*w, preé®—qsa® = (—1)"1¢" w,,

ou @ et w; sont premiers entre eux, tandis que o
est un nombre premier qui ne divise ni o ni e,
cette autre équation

(13) psa®—qri® = (— 1)t 4

est résoluble aussi.

Quant i la multiplication des équations de LEGENDRE,
appartenant a la méme décomposition de base, nous aurons
le théoréme fondamental:

III. Supposons résolubles les deux équations
de LEGENDRE

19 po*—q7® = —1’w, poi—gs = (D" w, pg=a
ol les parametres w et w, sont premiers entre eux,
I’'équation de LAGRANGE

(15) w2 —qu? = (— l)d‘+dl ® @,

est résoluble aussi.

De plus, les formules générales donnent cette autre
proposition, supplémentaire & la précédente:

IV. Supposons résolubles les deux équations

(16) i2—av® = (—1)Y o, pat—qe® = (—1)% ®,, a4 = pgq,

ol les paramétres w et w, sont premiers entre eux,
I’équation de LEGENDRE

an pe— g = (— 1)1 g,

est résoluble aussi.
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Du reste, tous les résultats généraux, en ce qui concerne
la multiplication de deux équations de Lagrance, sont
aussi applicables pour la multiplication ou de deux équa-
tions de LEGENDRE ou pour les multiplications d’une équa-
tion de LagranGk et d’une équation de LEGENDRE.

En effet, la maultiplication d’'un couple de suites coor-
données, appartenant a chacune des deux équations don-
nées, conduira toujours a deux couples de suites coordon-
nées de 'équation nouvelle, obtenues en appliquant toujours
la multiplication positive, parce que la multiplication néga-
tive des suites susdites n’est autre chose que la multiplica-.
tion positive des suites coordonnées.

De plus, appliquons toutes les multiplications, nous
aurons trois fois deux des quatre suites de 'équation nou-
velle, mais une seule fois les deux autres.

Et la proposition IT donnera immédiatement le théoréme
fondamental:

V. Supposons que le paramétre w de I’équation
de LEGENDRE
(18) po—qe® = (— l)d‘m

contienne n facteurs premiersinégaux, le genre de
cette équation est aun plus égal a 2°~! ou & 2", selon
que o est de la forme 4442 ou non.
Enfin, nous avons encore a citer cette autre proposition:
VI. Supposons simultanément résolubles les

deux équations de LEGENDRE
(19) pot—qr* = w, poi—qil=—am,

p et ¢ sont tous deux une somme de deux carrés

premiers entre eux.
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XII. Conditions de résolubilité.

Les résultats obtenus, dans 'article précédent, rattachent

la résolubilité de 'équation de LEGENDRE
(1 pt—qit = (—1)"w, a=pgq,
& I'équation de LAGRANGE
2 2—av? = wt.

En effet, il est facile de démontrer la proposition essen-
tielle:

I. Supposons impair le parameétre w, la condi-
tion suffisante et nécessaire pour la résolubilité

de I’équation (1) est, que I’équation (2) est réso-

luble, en admettant une solution de la forme
€)] u=pdo*+qe, v= 207,

ot ¢ et ¢ sont premiers entre eux.

Supposons tout d’abord résoluble I'équation (1), Popéra-
tion itérative du second ordre donnera

(pt+q®) —a(2or)® = 0

c’est-a-dire que I'équation (2) est résoluble et admet une
solution de la forme (3).

Inversement, partons de la formule (3), il est évident
que P'équation quadratique
@) 2—2uz+tav? =0
a les deux racines

2po®, 2q7°,

et nous aurons, en résolvant (4),

r=un+)ue—ar® =utow,

ce qui donnera immédiatement I'équation (1).



44 Nr. 1. N1eLs NIELSEN:

Soit, au contraire, w un nombre pair, nous avons &

remplacer 1'équation (2) par celle-ci

2

P4

2
) w—av® = (9> ,
tandis que les conditions (3) deviennent

(6) 2u = pd®+q7®, v = g,

et le méme procédé que dans le cas précédent conduira de
nouveau des formules (5) et (6) a I'équation (1).
: Soit particuliérement o = 1 ou w = 2, nous retrouvons
les équations considérées dans Particle VIL
Quant 4 la résolubilité de I'équation (1), elle se rattache
aussi a I'équation indéterminée

7) pn—qgin = (—1)dw,

toujours résoluble, parce que p et ¢ sont premiers entre eux.
En effet, soustrayons les deux équations (1) et (7), il
résulte

(8) p(o®—n) = q(z*—m),

ce qui donnera immédiatement la proposition essentielle:

II. L’équation (1) n’est jamais résoluble, &
moins que n et m, déterminés par I’équation (7),
ne soient résidus quadratiques, m de p et n de g,
condition nécessaire qui n’est pas toujours suffi-
sante aussi.

Soit donc par exemple n résidu quadratique de gq, il
existe un positif entier r, tel que

©9) r* = n (mod q),
de sorte qu’il s’agit de déterminer le nombre s, tel que

(10) o= qgs-r.
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A cet effet, posons
pri—(— l)diw = qk,
il résulte, en vertu de 1),

an as’+2prs+k = %,
p

et ensuite s est & déterminer, de sorte que le premier mem-
bre de I'équation (11) devienne un carré exact.

On voit que cette méthode est parfaitement analogue a
celle mentionnée dans l'article VI, en ce qui concerne la
résolution numérique d'une équation de LAGRANGE.

XIII. Application de Iopération itérative.

Dans mon premier Mémoire sur les équations de La-
GRANGE, jai développé les formules fondamentales, en ce
qui concerne lopération itérative d'une équation de La-
GRANGE. .

Or, on voit immédiatement que ces formules sont appli-
cables aussi sur I’'équation

(pa)*—av® = (=1)’pw, a=pg,

ou p est le plus grand commun divisear de deux quel-
conques des irois termes; c’est-a-dire que les formules sus-
dites qui .correspondent & I'opération itérative du second
ordre conduiront & des relations analogues pour I'équation

de LEGENDRE
¢)) pit—qit = (—1)%w.
En effet, supposons tout d’abord impair et plus grand

que l'unité le paramétre w, puis désignons par

(2) { (81, tl) (82, fz) (Sn, tn) e

(o, 1) (0, 75) - (on, Tn) .. ..
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deux suites coordonnées appartenant a I'équation (1), il

existe deux suites coordonnées

©) { (uy, vy) (1, 05) ... (un, vn) .. ..
(ay, v) Wy, V) ... (U, UR) . ...

appartenant a 'équation de LAGRANGE

@ n?—av® = o

telles que
G) wypa =psisptalilys Viepa = s lhtsut
®) Wy = P00y Q0 T4, Vipy = 0,0, 0,7,

Soit particulitrement g = 1, nous aurons

’ 2 2
M Upj— = ps; T qly, vaa0 =254
2 2
(8) Uy, = po;+qey, Uy = 26,7,
tandis que 'hypothése w = 1+1 donnera
) wy =ps;siaatabby, vy =sihathsa
(10) )11 = poy o1+ 97740, U1 = 60417 0u
Quant 4 la solution primitive (1}, v}) de la seconde des

suites (3), elle ne peut pas étre obtenue par ces opérations,

mais posons R R
a1 ps,—af, = (—1)%w,

nous aurons, quel que soit 'indice 2,
(12) D =psie gy
(13) (— D%, = 8,5 —a 1y
Soit particuliérement @ = 1, les deux suites (3) coin-
cident avec la suite formée des solutions (4n, Br) de

I'équation de FERMAT
P?—ay® =1,
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et nous aurons pour la suile (2
0} = Sjy1> T4 = lj41

Quant a 'équation (1) dans laquelle w est un nombre

pair, nous aurons, pour o> 2,

(14 20541 = P Sutqh by, 2050, 4 = S;t'u"{'.ﬁ',utl
(15) 205 = poy oyt qr Ty, 205, = g, tor,

tandis que l'hypothése w = 2 conduira & des formules
analogues, en ce qui concerne I'équation de FERMAT ayant
la base a.

Dans ce qui suit, nous désignons comme 1'opération
quadratique les formules spéciales (7) et (8), formules qui
sont intéressantes parce qu’elles montrent que les nombres

1y;_4 et ub; sont tous de la forme
(16) pa+q8,

ou o et 8 sont premiers entre eux.

Soit a une base de premiére espéce, les solutions (z, v)
et (d', v') obtenues par l'opération quadratique épuisent
toutes les solutions de I'équation (4), parce que les (us;, v3;)

et (ub).q, V5;41) correspondent a I'équation

' —ar® = —e
Soit, au contraire, a une base de seconde espéce, tou-
tes les solutions (u, v) et (v, v") correspondent a I'équation
(4), mais il n’existe aucune relation de la forme (16) pour
les nombres uy,,, et uy;.
Dans l'article qui suit, nous avons & déduire, pour les
nombres susdits, des expressions analogues a (16), mais

contenant d’autres nombres que p et g.
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XIV. Sur la déc‘omposition principale.

Revenons maintenant & I'équation de FERMAT

&y AY—aB} = (—D*
et 4 la congruence
(2 4, = (—1)° (mod @)

qui s’y rattache, puis désignons par (on, 7z) une suite quel-
conque appartenant a 1'équation de LEGENDRE

3) p?—qi® = (— 1w, a= P
les formules récursives
O+2 = A20) + Byq7), 700 = Bypo;+ A7
donnent, en vertu de (2), les congruences
(4) 0,.2—(—1)*a; = 0 (mod p), 7j+2 (—1)°7;, =0 (mod 9),

analogues a celles developpées, dans l'article VI, pour les
équations de LAGRANGE.

Les formules précédentes sont valables quelle que soit
la base a.

Supposons maintenant que a soit une base de seconde
espeéce, ayant la décomposition principale

(5) a= o,
puis supposons

4y = (D" (modw), A, = (—1)?* (mod o),
les formules récursives

G41 = 410+ Bigr;, 741 = Bima+ 4,
donneront les congruences
(6) oy—(—1%0, = 0 (mod p), 7+ (—1)%, = 0 (mod ),

valables quels que soient les indices 2 et ».
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Etudions ensuite I'équation (3) pour laquelle w>2,
puis désignons par (sn, fz) la suite coordonnee a (on, Tn),
les formules fondamentales

(—1)*s; = Ajoy— Byory, (—1° = Bymv,—A 0,

ot ¢ est l'exposant défini par la formule (1), donnent de
méme )
(7) 5,— (=17 5,= 0 (mod g), 1,+(—1)**" 2, =0 (mod ),

de sorte que nous aurobs, quels que soient les indices
Aoet w,
s _(_ l)f'i'ff/ 0, = 0 (mOd 9):

(7 bis) ] t, 4+ (—1)¥*%4, = 0 (mod n).

Cela posé, nous avons & étudier 'équation de LEGENDRE
qui correspond & la décomposition principale de la base q,
équation que nous supposons tout d’abord de la forme

® wed—of = (—1),

et nous aurens le théoréme essentiel:

I. Les equatlons de LAGRANGE et de LEGENDRE
(9 w-a?= (—1) w, 7S —gtz — (*1)"“—

sont simultanément résolubles ou non, et, en cas
de résolubilité, ces équations sont duméme genre.

En effet, partons de la premitre des équations (9), puis
multiplions par (8), il résulte

ﬂ(ua:l:gb,@)gﬁg(ﬂvwi ud)? = (—1)"* o

ce qui est précisément la seconde des équations (9).
Inversement, partons de la dernidre des équations (9),

la multiplication par (8) donnera

Vidensk, Selsk. Math.-fysiske Medd. VI, 1, . 4
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(mastof)?—a(elt£s)* = (—1)aw,

savoir la premiére des équations (9).

Supposons ensuite que la base a se présente sous la
forme
(10) a = pqrs,

ou deux quelconques de ces quatre facteurs sont premiers

entre eux, puis désignons par

1) a=gg; mw=pg, 0 =1rSs

S

la décomposition principale de a, nous aurons le théoréme

curieux :

II. Les deux équations de LEGENDRE
(12) pré®—qset = (—1)%w, ps—qre? = (—1)T,

sont en méme temps résolubles ou non, et, en cas
de résolubilité, ces deux équations sont du méme
genre.

A cet effet, multiplions par (8) chacune des équations
(12), nous aurons la seconde de ces mémes équations.

Dans ce qui suit, nous désignons comme simultanées
les équations (12), de sorle que lexistence des équations
simultanées exige que la base a contienne au moins trois
facteurs premiers inégaux, car les résultats que nous venons
de développer sont applicables aussi pour s = 1.

Revenons maintenant a4 la multiplication des équations
(8) et (12), nous aurons, abstraction faite du signe,

(13) oy = quervEtrfe, v = qac-tspr.

Remarquons ensuite que 'opération itérative du second
ordre conduira de chacune des équations (12) & I'équation
de LAGRANGE
(14) u?—av® = w?

B
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puis posons, conformément aux formules (5) de Particle

précédent,

u, = pro*+gqse®, v, = 207,
les formules

A= Tca2+gﬂz, B, = 2«8,

conséquences immédiates des formules (13) et (14) de

Varticle VII, donnent, aprés un calcul direct,

pr{qeeL£rBa)®+qs(pectsfe)® = u Ay +avy By
2(qaer-r8o) (qeotsfr) = vi AL u By,

savoir 1'élément (u,, vy) et I'élément (u}, v}) réciproque de
(uy, vy); c’est-a-dire que nous venons de démontrer la pro-
position intéressante qui donnera la solution du probléme
indiqué a la fin de l'article précédent:

III. L’opération quadratique conduira, des
équations simultanées (12), a toutesles solutions
(un, vn) et (un, vp) d’un couple de suites coordon-
nées appartenant & I’équation (14).

Quant aux bases a de seconde espéce pour lesquelles
Féquation de LEGENDRE qui correspond a la décomposition

principale se présente sous la forme

(15) met—oft = (—1)2,

les équations simultanées (12) deviennent, pour o impair,
(16) pré®—gqse® = (—1)fw, psod—qrel = (=) 24,
et, pour w pair,

(A7) pri®—gse® = (— 1w, psoi—qri® = (—1)‘”‘”1502-,

tandis que Véquation (14) se présente, pour w pair, sous
la forme

2
(18) w?—av? = (%> .

1
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Du reste, les résultats que nous venons d’obtenir sont
applicables aussi dans ce cas.

La deuxiéme des tables numériques jointes au présent
Mémoire contient les solutions des diverses équations de
LagranGeE et de LEGENDRE qui correspondent 4 a = 30,
la plus pelite base qui contienne trois facteurs premiers

inégaux.
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CHAPITRE IV

Sur les hauteurs paires.
XV. Equations primitives.
Dans les recherches qui nous occupent ici, I'équation
(8] n?—av® = e
joue un réle si important qu’il est nécessaire de l'étudier
plus profondément, ce qui exige avant tout une définition
de l'idée d'une équation primitive.

A cet effet, nous avons & comparer I'équation (1) avee

celles-ci
(2) —ar*=(—1’w
(2 bis) —av? = (—1)2e,

et nous désignons I’équation (1)

comme primitive, pourva quaucune des équations (2)
‘et (2 bis) ne soit résoluble; 7

comme selni;pl'imitive, pourvu que son genre soit plus
élevé que celui de I'équation résoluble (2) ou (2 bis).

Quant aux équations semi-primitives, il existe donc au
moins un couple de suites coordonnées (un, vn) et (uh, vn)
dont les éléments ne proviennent pas, par l'opération itéra-
tive du second ordre, d'une équation (2) ou (2 bis).

Nous désignons de telles suites comme suites coordon-
nées primitives de l'équation (1), et, en étndiant une équa-
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tion semi-primitive, nous supposons que la solution (u, v)
en question appartienne a une suite primitive.

Quant a I'équation (1), supposée primilive, le paramétre
w est nécessairement de la hauteur 2 par rapport a la
base a, et l'inverse est vraie aussi, pourvu que o ne soit
pas de la forme 4k -+ 3.

Soit maintenant, dans I'équation (1), supposée primitive,
i el @ de parité différente, il existe une décomposition
3) a=pq; q>p>1,

telle que
@ n+E—10=p, u—D"0 =g v=ogr,

ol p et g, o et ¢ sont premiers entre eux, ce qui donnera
(5) po®+gid = 2u, pt—qit = (—1)?20.

Soit, au contraire, u et © tous deux impairs, ¢ est

2

nécessairement pair, parce que av® est multiple de 8, et a

est une base réduite; posons donc

(6) v = gz,

nous aurons, dans ce cas,

) ut+ (10 =2pc% u—(—1) 0w = 29
savoir, au lien de (5),

8 pi+qd =u, pit—qet=(—1)e.

Cela posé, il est facile de démontrer le théoréme, fonda-
mental dans la théorie des équations de LAGRANGE:

I. Les seules bases réduites qui n’admettent
aucune équation primitive sont les nombres
premiers et les bases de seconde espéce, qui ne
contiennent que deux facteurs premiers et qui ne
permettent de résoudre aucune des équations
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© w?—av® = (—1)72,

olt a est la base en question.

Supposons tout d’abord que la base a de seconde espéce
contienne au moins trois facteurs premiers, il existe tou-
jours une décomposition

a=pg,

différente de la décomposition principale. Choisissons en-
suite les deux positifs entiers « et 8, tels que pe et g8
sont premiers entre eux, puis posons

(10) *o=pe—qf,
il est évident que 'équation de LEGENDRE
an poit—qr® =+

est résoluble, ayant la solution («, 8).
De plus, il est possible de choisir « et 8, tel que o

devienne impair; donc 'équation ainsi déterminée

12) w—ar? = o’
est primitive.

Quant aux bases de premicre espéce, nous démontrerons
le lemme:

II. Une base de premiére espece qui est un
nombre composé, admet toujours des équations
primitives.

On voit que le développement précédent conduira im-
médiatement au but, parce qu'une base de premiére espece
ne posseéde aucune décomposition principale.

Ttudions ensuite les bases de seconde espéce, nous
durons de meéme:

III. Une base a de seconde espéce qui ne con-
tient que deux facteurs premiers, et pour laquelle
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I’équation (9) n’'est pas résoluble, n’admet au-
cune équation primitive.

En effet, supposons primitive I'équation (12), puis
désignons par (um, vm) el (un, vn) deux solutions quelcon-
ques d'une méme suite primitive appartenant a l’équaﬁon

susdite, nous aurons

(13) pa*+q7® = zum, poi-+qri = xun
14) pet—ge® = (— l)d‘xw, & —qi? = (— D %w,
P q Poi—q7ry

ol x est un des nombres 1 ou 2, ce qui donnera, en

vertn de (14),
p(®—d}) = q(@*—12),

de sorte que nous aurons les deux congruences
(15)  o*—of =0 (modgq) 2>—<¥ = 0 (mod p),

car p et g sont premiers entre eux.
De plus, il résulte, en vertu de (13),

% (um T uH) =p (62 - G%) + (TZ - T%) ’
de sorte que les congruences (15) donnent
iy, = u, (mod a),

ce qui est impossible, comme nous venons de le démontrer
dans 'article VI.

IV. Une base de seconde espéce qui est un
nommbre composé, et pour laquelle I’équation (9)
estrésoluble, admet toujours des équations primi-
tives.

Cette proposition est une conséquence immédiate des
formules (10) et (11), parce que la base en question n’ad-
met aucune décomposition principale.

Reste encore le cas oi1 la base eéstun nombre premier,
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mais une telle base n’admet aucune équation de LEGENDRE
el par conséquent aucune équation primitive.

Cela posé, il est facile de démontrer encore deux théo-
rémes fondamentaux dans la théorie des équations de
LaGranGE, dont voici le premier: »

V. Les seules bases réduites qui n’admettent
pas la hauteur 2 sont les nombres premiers el les
bases de seconde espéce des formes 4k+1 ou 4k+ 2,
qui ne sont pas une somme de deux carrés, et qui
ne contiennent que deux facteurs premiers.

En effet, il est évident que tous les paramelres qui
admettent des équations primitives, admettent aussi la
hauteur 2.

Quant aux bases de la forme 4k-+3, pour lesquelles
I'équation (9) n’est pas résoluble, nous choisissons deux
nombres impairs « et 8, de sorte que « est premier avec
ap, le nombre » défini par I'expression

1920 = «®—aB?
est impair, de sorte que les équations
(16) 0’ —av® = +20, wt—av’ = o’
sont toutes deux résolubles. Ef il est évident que w contient
au moins un facteur premier de la haufeur 2, parce que

le paramétre 2 est inapplicable.
Enfin, soit

a7) a=a®+ 4,

je dis que les équations primitives de la base a se présen-
tent toujours sous la forme

18) w—av? = —w?

équation qui est certainement résoluble pour w = o et

w = 8, ayant la solution (8, 1) respectivement (e, 1).
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En effet, supposons primitive une équation de la forme

1 —av® = w?

I'équation de LEGENDRE
pt—qe® = (—1)7w

est résoluble, ce qui est impossible, parce que la multipli-
cation de cette équation par l'équation principale

pef—qf = (—1)w

<

conduira 2 cette autre équation résoluble
w—av? = (—1)7¢ .

Reste encore le second des deux théorémes susdits,
théoréme qui se présente sous la forme la plus simple,
pourvu que la base a ne soit ni une base de seconde
espéce de la forme o+ 8% ni une base 4k+3 qui n’admet

pas le parameétre 4 2. Posons ensuite

(19) 0 = ﬂfl ZIZZ B

ol les nombres =, sont les facteurs premiers de w, nous
avons A démontrer le théoréme:

VI. Supposons que les n facteurs T solent
tous des hauteurs 1 ou 2 par rapport 4 la base a,
qui satisfait aux conditions susdites, il existe une
décomposition
(20) a=pq, 1=p<q=a,

telle que 1’équation
(21) po®—q7d = 10

est résoluble, et le genre de cette équation a la
valeur maximum 2" ' ou 27, selon que a est de la
forme 4k-+2 ou non.
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Soit 7, un des facteurs premiers de w, il existe une
décomposition
a=pegr., 1=p<q@=a,
de sorte que I’équation

pro*—gqut = (— 1) a

est résoluble, et la multiplication des n équations ainsi
obtenues conduira immeédiatement au théoréme VI

Les modifications de ce théoréme qui exigent les bases
exclues sont évidentes.

Remarquons, en passant, que le théoréme VI est certaine-
ment valable, pourvu que tous les facteurs premiers du
parameétre o soient des hauteurs 1 ou 2 par rapport & la
base a.

XVI. Bases de premiére espece.

Pour illustrer par un exemple assez général les déve-
loppements précédents, en ce qui concerne les bases de
premidre espéce, nous partons de I’équation de FERMAT

e)) Ar—aBh = (—1)",

et nous démontrerons tout d’abord la proposition:
I. Soit a une basede premiére espéce, quelcon-
que du reste, les équations de LAGRANGE

2 2 —av? = - Azs1

sont toujours résolubles, quel que soit 'indice
impaire 2+ 1.

Supposons tout d’abord a impair, I'équation

(3) Po-af = £ 24,4

est résoluble, ayant les solutions
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€)) (A2p 41+ 1, Byyyr)  (Azpyn— 1, Byyya).
Soit ensuite @ un nombre pair, savoir
() a = 2a,,

a, est nécessairement impair, et, dans ce cas, I'équation de

LEGENDRE
2 2
(6) 20°—a; " = £ Ay, .4

est résoluble, admettant les solutions

- /AZ 417 1 Ag;/+1 +1
(7) ( ’ 5 s D209 Ty Boyi1]-

‘Et I'équation (2) provient de (3) respectivement de (6),

par l'opération itérative du second ordre.
Posons particuliérement

a=da«"+1, A = «,

Ia valeur minimum .des paramétres applicables est 2« ou
4T3, selon que « est pair ou impair, ce qui donnera
immeédiatement la proposition:

II. Soit @« un nombre impair, plus grand que
I’unité, mais quelconque du reste, I’équation

6 n®—(a®+1) = o

est toujours primitive.
Supposons maintenant que la base paire «®-+1 con-
tienne au moins deux facteurs premiers impairs, il existe

encore une décomposition en somme de deux carrés, savoir
€) a=e*+1= g4,
ou B et y sont tous deux impairs, et les équations

(10) w?—av? = 4% wl—av®=,%
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ayant, pour les paraméires négatifs, les solutions (y, 1) re-
spectivement (4, 1), sont certainement primitives, parce gque
B<u et y<ea.
Quant aux équations (10), nous aurons la proposition:
II1. 11 existe une décomposition

11) a=2pgq,

de sorte que la premiére des équations (10) appar-
tient 4 (p, 2¢), 1a seconde a (2p, ¢).
En effet, multiplions les deux équations évidentes

a1t = —1, P—al?=—4g,
nous aurons

(12) (ey—a)—ale—yp)PF =45
posons donc
w—y = 207,
il résulte, en vertu de (12),
(13) ay—a+(=1)"8 = 2pe*
ay—a—(— l)d\ﬂ = 4q4°,

ce qui donnera I'équation de LEGENDRE correspondante
(14 poit—-2qe® = (— D78
Partons ensuite des congruences

ay+(—1)?8 = 0 (modp)
ay—(—=1)’8 = 0 (mod g),

ﬁrées directement des équations (13), nous aurons, en
multipliant par y ces deux congruences, puis appliquant la
formule (9),

; af—a+(—1)7y = 0 (mod p)
(15) { a8—a—(—1)7y = 0 (mod g).
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De plus, la différence
(ep—a+ 1)) —(ey—a—(—17) =

«(B—n)+ DB+

é¢tant de la forme 4k 4+ 2, on aura, en vertu de (15),

1., — 9
af—a—(—1)"y = 4ps
ef—oa+(— l)d‘y = 2q7%,
a—y = 2st,
ce qui donnera finalement la seconde des équations susdites
(16) 2pst—qt? = (—l)d‘+1 ¥

Quant aux bases spéciales qui nous occupent ici, il
nous reste encore 4 démontrer cette autre proposition:
IV. Deux couples de suites coordonnées, appar-

tenant a4 1’équation primitive
a7) w?—ad = gy, a=2a,
qui est an moins du genre 4, correspondent a la

décomposition (2, a).

En effet, multiplions les deux équations

}’2—‘[1'12:‘—,82, ﬁz_a,lz:"_}g,
il résulte

(18) (a£B8y)—a@BL£p)® = 82"
Posons ensuite
u=oa+48y, v=4p8+y,
nous aurons, en vertu de (9),

ut Bty = B+ =4t o="17

u—Ry =a=2aq7; v=1,
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ce qui conduira & I'équation de LEGENDRE
(19) 26— a7 = 4 By.
La seconde des équations (18) donnera de méme
u=a—gy, v=p8—y,

de sorte que l'on aura ici

utgy=a=2a,7% o=1

n—Rgy = (B—y)° = 4o% o= ﬁ%’

ce qui conduira de nouveau a Iéquation (19), équation
qui a par conséquent les deux solutions

'(20) (ﬂgy, 1) </3"2”, 1).

XVII. Bases de seconde espéce.

Quant aux bases de seconde espéce, nous partons de

Péquation classique
€] A,—2B, = (—1),

équation qui conduira immédiatement & la proposition:

[. Soit »=1, I’équation
(2) “2—(A§z/+1+2) v* = A31f+1

est toujours primitive.
Quant a l'équation (2), il résulte immédiatement, en
vertn de (1), gu'elle admet la solution

3 u= 2By, v=1

Supposons ensuite impair le paramétre w, les deux

équations
E 112——<AZ,,+1—]—2} = (=1’

u?— (Ag,,+1 -+ 2) p? = (—1)"1 24
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sont simuftanément résolubles ou non, et nous sa%fons que
ces équations sont toujours irrésolubles, & moins que
wz2A21/+1_1;
c’est-a-dire que le parameétre
0 = Az ia
est toujours exclu pour »>1, et I'équation (2) esi primitive.
On voit que I'hypothése » = 0 conduira 4 I'équation
w2—3” =1, ‘

qui ne présente aucun intérét 2 ce point de vue.
La plus petite base définie par 'expression

@) @, = Anyiq+2
est le nombre
(5) a, = 7*-+2 = 51,

ce qui est précisément la plus petite base composée qui
admette un des parametres =2, '

La troisiéme des tables numériques, jointes au présent
Mémoire, donnera les solutions des équations de LAGRANGE
et de LEGENDRE ayant la base 51.

Revenons maintenant a4 1'équation (2), puis appliquons
les formules

2Bzu+1_,Azy+1:A2w 2B21/+1+A21/—|—1 = A2V—|—2’

il est évident que I'équation susdite conduira a I’équation
de LEGENDRE

2 2
(6) Ay, o —A2V+2T - _2A21/+1’

ayant la solution (1, 1).
Multiplions ensuite (6) par I'équation principale .

Anys— (43,0, +2)-12 = —2,
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il résulte 'équation simultanée
2 2
(7) I A21/s —A27,+1t = A2V+1’

qui admet la solution (By,;1, Bo,).

XVII. Sur les bases 4p*+ 1.

Il résulte immédiatement duv théoréme I de D'article XV

que le nombre

1) a=4a*+1,
ne peut jamais étre premier, pourva que «>1, car I'équation
(2) n?—av? = 44?

est primitive.

Or, Videntité évidente
(3) Qa>— 1+ Q2w)? =4a*+1
donnera, pour «>1, deux décompositions différentes en
sommes de deux carrés de la base a; de sorte que a ne
peut étre un nombre premier que dans le seul cas

e =1, a=2>,

Quant a la formule (3), on voit que le carré pair qui
figure au second membre est un bicarré, pourvu que
@ a =2k,
et seulement dans ce cas.

Quant au carré impair, Véquation classique
G) A2—2B2 = (—1)»
donnera immédiatement la proposition:

I. Le carré impair qui figure au premier mem-
bre de 1’équation (3) est un bicarré, pourvu que
(6) o = B21,+1,

et seulement dans ce cas.
Vidensk. Selsk, Math.-fysiske Medd. VI, 1. 5
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Appliquons ensuite cette autre identité évidente
7) 4at+1 = ((a —1)*+ 0¢2> *(az + (e + 1)2‘) s

il est facile de déterminer &, tel que la base a se présente
sous la forme

®) tat+1 =2 (2 + (e k1)),

probléme qui se rattache aussi a I’équation (5), car nous
adrons la proposition:

II. Un desdeuxfacteurs qui figurentau second
membre de (8) est un carré exact, pourvu que

o
© o= "2

et seulement dans ce cas.

Soit par exemple » = 1, on aura

a=A3;1=3, a = 325 = 5%.13
.
a=A32’ 1=4, a = 1025 = 52.41

XIX. Applications diverses.

Il nous semble utile d’éclaircir, par des exemples con-
venables, les développements précédents.
Exemple I. L’équation

(1) ut— 1450% = - 144

du genre 4 est semi-primitive, car la solution (17, 1) de

~

cette équation conduira a I'équation de LEGENDRE
) 5062 —29¢% = £ 24,

ayant la solution (1, 1).
. Exemple II. L’équation

(3) u® — 4420 = +441
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du genre 4 est aussi semi-primitive, parce que la solution
(47, 2) correspond a l'équation de LEGENDRE
€)) 130 —34+* = —21,
satisfaite par (1, 1).
Exemple III. Le nombre

(5) 130 = 112+ 3% = 9> 472

est 1a plus petite base de premiére espéce qui contienne trois
facteurs premiers inégaux. '

La premiére des décompositions (5) conduira aux deux
équations primitives ‘
(6) 232 —130-22 = 9, 479°—130-42% = 121
qui correspondent aux équations de LEGENDRE

() 106°—13¢> = 43, 50®—262% = 411,

ayant les solutions (1, 1) respectivement (7, 3).
Quant a la seconde décomposition (5), elle ne conduira
qu'a la seule équation primitive
6)) 1372 —130-12% = 49,
a laquelle correspond l'équation de LEGENDRE
(¢)) 20— 6577 = £7,
satisfaite par (6, 1).
L’équation primitive du genre 4, déterminée par les
égalités
(10) 672 —130-8? = 163 —180-14% = 332
conduira a l’équation de LEGENDRE
(11) 26*—657° = £33,

également du genre 4, car ses deux solutions (4, 1) et (7, 1)

n’appartiennent pas au méme couple de suites coordonnées.
5*
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.. 'Les nombres premiers
3 7 11 43

sont tous de la hauteur 2 par rapport a la base 130.
L’équation

(12) u?—1300* = +129

est résoluble et du genre 4, parce que 3 et 43 appartiennent

a la méme décomposition de 130.

Au contraire, aucun des nombres
21 33 77

nest applicable comme parameéitre de la base 130, parce
que les denx nombres premiers, contenus dans chacun de
ces nombres, appartiennent a des décoinpositions différentes
de 130.

Mais I'équation
(13) ) u®—1300v* = +231
est résoluble et du genre 8. ,

La derniére des quatre tables numériques jointes au
‘présent Mémoire contient les solutions des équations de

LaGraNGE et de LEGENDRE qui se rattachent a'la base 130.
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CHAPITRE V

Sur 'opération du troisiéme ordre.
XX. Sur la multiplication des équations.
L’ensemble des équations de LAGRANGE
w—av® = (—1)%m,
déterminées par les conditions
2<ax102, 2=<w=<1000,
ne contient qu'une seule équation dont le genre ne soit pas
une puissance de 2, savoir
n?— 370> = +924.
La détermination du genre de cette équation exige donc,
a ce point de vue, des recherches ultérieures sur la multiplica-

tion de plusieurs équations de LAGRANGE.
A cet effet, désignons par

(31', fr), r :,1, 2,38, ...
une solution d’une suite quelconque appartenant a l’équaﬁqn
® 2—at: = (— 1" o,

il est évident que, dans la multiplication positive de ces
équations, que nous désignons simplement par le symbole

(2) | (81, tl) (SZ’ {2) (33’ tS) BN ]
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et qui est définie par les formules
(B) (spsqtatpty)®—alsptytselp)® = (— 1)d‘p+(fq Wp g,

nous pouvons permuter arbitrairement les facteurs de ce
produit symbolique, et que I’'on peut remplacer par exemple
les deux facteurs (s,, &) et (sy, f3) par leur produit, définj
par la formule (3), de sorte que le produit (2) se présente
aussi sous la forme

€)) (31’ t) ((32’ ts) (53, ts)) (54, 1)
Posons ensuite pouf abréger

S; = () G, &) (85, ), Sy = (+) (s, ) (83, &)
Ty = (—) (54, ) (s5.8), Ty = () (s1, 1) (53, ts),

nous avons a démontrer les identités

(5) (+) 8T, = (+) STy = (+) (53, 1) (55, 1)
(6) =) 8§, Ty = (—) STy = (—) (85, 12) (33’ ts)-

A cet effet, désignons par (s, #) une solution de la

-

suite coordonnée a celle qui contient (s, Ir), nous aurons
Ty = () G 8) (oo )y To= () (1 1) (55, 1y,
cequl dohnera la multiplication positive
() S Ty = (s, 1) (835 1) (s, 11) (s, b);
permutons ensuite les deux premiers de ces facteurs, puis
remarquons que la multiplication positive des deux suites

coordonnées fait disparaitre ces facteurs symboliques, de
sorte que nous aurons finalement

ST, = () (825 1) (55, t)

savoir la premiére des formules (5).
Et I'on démontrera, par le méme procédé, les autres
formules en question, formules que I'on trouvera aussi
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facilement par un calcul direct, en appliquant I'identité (3)
et la définition analogue de la multiplication négative, savoir

(sp3g— atpl)? — a(spty—sq1p)? = (— 1) 0, .
Cela posé, nous partons des quatre nombres
) W, ©y M3 4,

premiers entre eux deux a deux, et les six équations de

la forme
(a, 8) W —av? = (— I)Jm‘x wg,

ol « et 8 sont deux quelconques des indices des nombres
(7), il est évident que la multiplication des deux équations

S

(e, #) et (y, &) conduira toujours a cette autre équation
® w—av® = (— 1) oy 0y 05 0,

Et nous avons & démontrer la proposition:

I. Les six produits de la forme (4) (&, 8) (4, 9
donnent précisément trois couples de suites coor-
données appartenant a I’équation (8).

En effet, appliquons les identités (5) et (6), nous aurons,
en appliquant des signes convenables dans les multiplica-
tions, des identités de la forme

(a, B) (@, ) = B 1)
(D‘: J/) (3/’ 6) = (Ot, 6)’

ce qui donnera, toujours avec des signes convenables dans
la multiplication, o ’

(“: d) (18’ 7) = (e, )] (7: R

el il est évident gu’'il existe précisément trois identités de

cette forme, de sorte que notre proposition est démontrée.
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XXI. Sur la hauteur 3.
Désignons maintenant par
1 ©, Wy w3 @y
quaire nombres premiers impairs qui sont tous de la hau-

teur 3 par rapport a la base a.

Supposons ensuite résolubles les six éguations de la forme
(e, B) u?—av® = (—1)7%% w, ng,

nous avons récemment démontré que ces équations sont
du genre 2, et que les quatre équations de la forme

(a, 16” },) w—ap? = (_ l)dcc, pt+de, ¥ g g wj/

sont résolubles anssi et du genre 2. :

Cela posé, nous avons ici 4 démontrer les propositions
suivantes:

I. Supposons résolubles les quatre équations
(e, 8, 1), les six équations (&, 8) sontrésolubles aussi.

A cet effet, désignons pour abréger par les symboles

(CORNCIN SIS

les équations qui correspondent aux parameétres
r r s i
Wy W Og@, .. .y
nous aurons des identités de la forme

() (@) (a0, 8, ) = (2 8, p)

() B @ £ = (@ 8%
(&) (e, B 7) (@ 8% 7)) = (&0, D)
) (e, B ) (8 8% 1) = (8, ™),

Py

ol les signes sont & choisir convenablement dans toutes

les multiplications en question, car aucun des parameétres

o2 n’est applicable, parce que @, est de la hauteur 3.
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Et 'on aura de méme, avec un choix convenable du
signe,
@) ¢ (@) = (&, ),
de sorte que ces multiplications conduiront, des quatre
équations (e, 8, y), aux six équations (e, 8).
II. L’équation

2 n?—av® = (—1)° w, 0y w5 0,

est résoluble et du genre 6.

Il résulte, en vertu de la proposition I de ’article précé-
dent, que I'équation (2) est résoluble et au moins du genre
6, car nous avons démonlré I'exislence de trois couples de
suites coordonnées appartenant & cette équation. |

Supposons ensuite que I'équation (2) admette encore
une suite de solutions S, puis désignons par T et 7' un
des trois couples de suites coordonnées que nous venons de
déterminer, nous aurons, en choisissant convenablement

les signes,

(&) ST = (%, 8%, (P ST = &),

ce qui donnera, toujours avec un choix convenable du
signe,
F) ST = (T =S,

de sorte que S peut étre obtenue par une multiplication
convenable de certaines équations (e, 8), ce qui est impos-
sible, parce que de telles multiplications conduiront seule-
ment aux trois couples, déterminés par la proposition I de
Particle précédent.

Remplacons maintenant un des wy par le nombre 4,
posons. par exemple

wy = 4,

puis supposons résolubles les trois équations
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(er) u2~av2:(—1)‘fa4ma; =123,

les trois équations (e, #) sont résolubles aussi, et nous
aurons, par le méme procédé que dans le cas précédent,
cette autre proposition:

ITII. L’équation

3) ' —av® = (— 1) 4w, w, g

est résoluble et du genre 6. ,
Enfin, supposons que 2 soit, par rapport A la base q,
de la hauteur 3, savoir qu'une équation de la forme

) w?—av? = (—1)% 32
soit résoluble, puis supposons que les trois équations
) w—avt = (—1)%8w,; «=1,23

soient résolubles aussi, les trois nombres premiers m, sont
de la haunteur 3, par rapport 4 la base a, et nous aurons
ici la proposition:

IV. L’équation

(6) w—av? = (—1)° 8wy w, wy

est résoluble et du genre 6.

. On voit du reste que cette derniére proposition est
valable, pourvu que les équations (4) et (5) soient rempla-
cées par celles-ci

B—ar® = (— 1?2 22— gp? = (—1)% 9",

ou il faut supposer n=>3.
Dans T'article qui suit, nous avons & éclaircir, par des

exemples convenables, les développements précédents.
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XXII. Exemples.
Les nombres premiers
3 7 11
sont de la hauteur 3 par rapport & la base 37, car on aura
(3,4) 52—37-12 = —12, (7,4) 32—37-1% = —28,
(11, 4) 92—37-1% = 44,
et le parameétre 4 est exclu.
Cela posé, nous aurons de méme
(3,7) 424—37-12 = —21, (3,11) 22—37-1> = —33,
(7, 11) 152—37.2% = 71,

ce qui donnera les trois couples de suites coordonnées

appartenant a I'équation

(1) u?—370v* = + 924,
savoir
I, 12—37-5% = —924 I, 1792 —37-29% = 924 ‘
I 312—37-1%2 = 924 IT, 1492 —37-25% = — 924
I11, 432 —37-5% = 924 1, 732 —37:13% = —924.

Et I'on aura

=) &1 B D=1, (P &1 3, 7) =11,
) @D G 1) =1, (+) &7 6, 11) =11,
> 4,3 7,11) =1, (+) 4 3) (7,11) = I,

On aura de méme

+) I, I, o 18%—37-132 = —72-11%,
(5 I, T, oo 12—37-12 = —4-32,
(+) 1,10, oo 222 37.5% = —32.7%,
(—) LI oo 212—37.5 = —4-11%,

() II, III, o 232 —37-8% = 4-7%,
(—) I, 101, oo 412—37-4% = 32112,
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Partons ensuite des équations
883712 = 27, 26°—37.5% — 343, 1*—37.6% — —1331,
nous aurons, en multipliant les deux premiéres,‘
97%—37-2% = 39.7%, 64 37.19% = —38.7°,
multiplions ensuite ces deux équations par celle-ci
12 —37-6% = — 1331,
nous aurons les quatre solutions primitives de 'équation
@ u? —370% = 4 2317
déterminées par les égalités
I§ oo 847°—37-580% = — 2312, 111 oo 541°— 375847 — —231°
1% oo 41542 — 37-265% = 231%, 42822 — 37-403% = 2315.
Les nombres premiers
2 11 13 29

sont de la hauteur 3 par rapport A Ia base 257, car on
aura
13%2—257-1% = —88, 19>—257-1% = 104, 52—257-12 = —232,

et 82 est le plus petit paramétre applicable pour 257.

De plus, on trouve
20°—257-12 = 143, 24°—257-1% = 319, 44>—257-3% — —377,
ce qui détermine les trois solutions primitives de I'équation
3) 0*—257v* = +w, =8 11-13-29 = 34316
par les égalités

1572 — 25715 — — @, 1992—257-52 = @,
3572 —257.952 = — @.

Enfin, nous avons a étudier la base 79; les nombres
premiers
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3 5 7 13

sont de la hauteur 3, et nous aurons

82 —79-1* = —15, 10°—79-1* = 21, 26°—79-32 = —35
352 —179-4* = —39, 12°—79-1% = 65, 15*—79-2% = —91,
ce qui donnera

372 —79-4% = 105, 11*—79-22 = —195
732—179.8% = 273, 16°—79-3% = — 355,

de sorte que les trois solutions primitives de 1'équation
4 ' u®—790® = 1365
se déterminent par les égalités

38%—79-1%2 = 1365, 412-79-2% = 1365, 1992—79.22% = 1365.
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CHAPITRE VI

Sur les sommes de deux carrés.

XXII1l. Suppléments aux régles de Dirichlet.

Les seules bases dont 1'espéce n’est pas évidente sont
les nombres qui se présentent sous forme d'une somme

de deux carrés, premiers entre eux, savoir

O a=a+4,

olt a est un nombre composé, car les nombres premiers de

cette forme sont toujours des bases de premiére espeéce.
Quant aux nombres composés, étudions tout d’abord

les deux hypothéses

(2) = Ppq

3 a = 2pgq,

oll p et ¢ sont des nombres premiers impairs et inégaux,
de sorte que p et ¢ sont nécessairement tous deux de la
forme 4k -+1.

Il est évident que 'équation de LEGENDRE

@ po’z—qz2 = -+1

n’est jamais résoluble, 4 moins que p et ¢ ne soient résidus
quadratiques I'un de I'autre.

De méme, le nombre (3) ne peut éire une base de
seconde espéce, & moins qu'une des trois équations de
LEGENDRE
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(B5) 22 —pqe® = +1, pe*—2q7*> = £1, qo®—2pe = 41

ne soit résoluble, ce qui exige respectivement

o @@ G- @

Cela posé, nous avons démontré les régles de LEJEUNE
DiricHLET en ce qui concerne les nombres pqdet 2pgq ou p
et ¢ sont des nombres premiers de la -forme 4k-+1, savoir:

1° a = 2pq est une base de premicre espéce, pourvu que

o -

2° @ = pgq est une base de premiére espéce, pourvu que

o B

Or, ces régles étant souvent insuffisantes pour la déter-
mination de l'espgce du nombre (1), il faut les suppléer a
- laide de la théorie des équations de Lacrance et de
LEGENDRE.

Et on trouve immédiatement que le nombre (1) est
une base de premiére espéce dans les cas suivants:

3° I’équation
)] w—av® =—14

est résoluble (régle de CAYLEY);
4° les deux équations

(10) uw?—ap? = p", w*—av® = —p°

ol p est un nombre premier quelconque, sont simultané-
ment résolubles;
5° les deux équations

an n®—av® = 4p", n*—av® = -—4p?;



80 . Nr. 1. NIELS NIELSEN: .

ol p- est un nombre premier impair, sont simultanément
résolubles, ,

Pour obtenir d’autres régles de ce genre, désignons par
p un nombre premier impair, mais quelconque du reste,
puis supposons simultanément résolubles les deux équations

12)  w—av? = (—1D)p", at—av® = (—1)p"
je dis que cette aulre équation
(13) \ w—av? = (—1)7,

olt f désigne le plus grand commun diviseur de m et n,
est résoluble aussi.

En effet, supposons m = n, I'équation (13) est certaine-
ment résoluble, pourvu que m soit multiple de n. Soit donc

m=nqg-+r, 0<<r<n,
il résulte, en vertu de '(12) que cette autre équation
W ap? = (_I)rj‘+qepr

est résoluble aussi, et ainsi de suite.

Cela posé, on voit immédiatement que a« est une base
de premiére espéce, dans les cas suivants:

6° ¢ = 0, tandis qu’'au moins un des exposants d et ¢
est irhpair;

7° ¢ = 1, tandis qu'an moins un des exposants d et ¢
est impair. .

A ces régles nous ajoutons la suivante, bien connue:

8% les nombres
(14) _ e?+1, Qa+1)2+4

sont toujours des bases de premiére espéce.
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Quant aux équations de LEGENDRE

(15) pit—qr® = (—1)°w, a=pq,

la base a est de premiére espéce dans les cas suivants:

9° les équations
(16) paz_ q,[2 — I,n, pGZ__ Q’L’Z — . I'",
ol r est un nombre premier quelconque, sont simultané-

ment résolubles;
10° les équations
an pet—qr* = 4r%, pot—q7® = —4r",
ol r désigne un nombre premier impair, sont simultané-
ment résolubles.

Etudions maintenant des cas, o1 la base a est de seconde

espéce, ce qui a lieu dans les cas suivants:

11° a = o +2;
120 a= Qa+1)2—4, a>2;
130 @ = (P, B=r+

ol r et s sont premiers entre eux;

14° les équations de LAGRANGE et de LEGENDRE
(18) w*—av® = +r" po*—ge® = £r; a=pq,

oft r est un nombre premier quelconque, sont simultané-
ment résolubles;

15° une des équations

p?—qe® = +1, pi® —q* = £2, pa® —qr* = +4;

est résoluble.
Quant & la derniére de ces équations, supposons réso-
luble celle-ci

(20) w—av* = —4
Vidensk. Selsk. Math.- fysiske Medd. VI, 1. 6
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de sorte que a est une base de premiére espéce, puis dé-
signons par (sp, fn) el (on, 7n) les éléments généraux des
deux suites coordonnées, appartenant a (20), nous aurons
' — 2 — 2
Son = o T (—1D"2, g, 4 = 55— (—1)"2
2 2 __ 2 2 —_
Sop—alyy, = Oon—q —ATop1 = 4
2 2 __ 2 2 .
San—1 " Alap g = O3y ATy, = —4;
c¢’est-a-dire que la base a de I'équation (20) ne peut jamais
admetire des équations primitives.

La régle 15° est bien connue.

XXIV. Sur les nombres (10a+ b)® -+ (10 b 7= a)2.

Comme application des régles générales que nous venons
de développer, dans l'article précédent, j’ai examiné les 23
nombres de la forme

101 (a® 4 b?) = (10a = b)% + (105 F a)?

qui sont inférieurs a 10000, et j'ai trouvé que dix-sept de
ces nombres sont des bases de premiére espece, savoir

101 202 1010 1313 2626 2929 3434 4141 5050
5353 5858 6161 6565 7373 7474 8282 8989,
tandis que six seulement sonl de seconde espéce, savoir
505 1717 2525 3737 8585 9797.

Remarquons tout d’abord qu’il existe sept résidus qua-
dratiques de 101 parmi les nombres premiers 4k -1,

-

inférieurs a 100, savoir

5 13 17 37 97,
il est évident que

202 2929 4141 5353 6161 7373 8989

sont des bases de premiére espéce.
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De plus, les valeurs suivantes du symbole de LEGENDRE

- B (- @) -

montrent immédiatement que les nombres

1010 2626 5858 7474

sont des bases de premiére espéce.
Enfin, on aura '

101 = 10°4+1, 6565 — 81°+4, 8282 = 91°+1,
nombres qui sont certainement des bases de premiére
espece.

Restent encore les irois bases
1313 3434 50560,
et nous aurons pour
1313: 362—1313-1> = —17, 322—1313-1* = —17°
3434: 59%—3434-1% = 47, 35% — 343412 = —47%;
c’est-a-dire que ces deux nombres sont des bases de pre-

miére espece.

Quant a la derniére des hases susdites, savoir
50560 = 202~52,
ou aura, pour la base 202,
A, = 3131, B; =221, B;= SA2B,+202B} = 53,

ce qui donnera
2 =05 2
A5 —5050 485 = —1,
donc 5050 est une base de premiére espéce.
Etudions maintenant les six bases de seconde esptce,
nous aurons tout d’abord

2525 = 52(102+1), 9797 = 99° —4,
6#
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de sorte que ces deux bases sont certainement de seconde
espece.
De plus, on aura, pour les quatres nombres qui restent
encore:
505: 5-9*—101-22 =1 1717: 17-39>—101-162 = 1
3737: 37-38°—101-23% = —1

8585: 85-1°—101-12 = — 2%, 672—8585-1% = —212

el l'opération itérative du cinquiéme ordre conduira de la
premiére de ces équations & cette autre

850° —101¢% = — 2%,

donc 8585 est une base de seconde espece.
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La base 41 (32,5).

4w
—16
31
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59
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—113
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—163
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271
—9295,
—996,
307
—337
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~1 s Ot

+w u v 4+ w u v + w u v -
344, 5 3 344, 37 5 349 26 5
—353 3 359 20 1 —365, 3
365, 23 2 —367 17 4 368, 3
368, 73 11 373 43 6 379 61 10
389 67 10 400, 21 1 400, 61 9
401 55 8 409 40 7 415, 28 3
—415, 47 8 419 38 5 431 15 4
433 31 4 43 22 1 —449 24 5
461 25 2 467 13 472, 29 3
—4792, 67 11. 487 13 4 488, 23 1
—488, 39 7 491 50 7 —496, 23 5
496, 39 5 512 33 9 —515, 31 6
515, 74 11 523 62 9 —529 80 13
535, 24 1 —535, 11 4 —541 22
565, 27 2 —565, 38 7 569 35
575, 9 4 —575, 73 12 584, 25
—581, 21 5 592, 31 3 592, 51
—599 45 8 607 7 4 613 03 14
—617 52 9 —619 59 10 6256 57 8
—631 5 4 635, 26 1 —635, 29 6
—640, 37 7 640, 87 13 —647 3 4
655, 1 4 655, 32 3 661 69 10
—664, 19 5 664, 75 11 677 29 2
688, 27 1 —688, 79 13 695, 52 7
—695, 99 16 —701 18 5 718, 37 4
—713, 36 7 738 47 6 — 736, 17 5
—736, 65 11 739 42 5 743 28 1
—761 92 15 —769 16 5 —775, 43 8
775, 64 9 787 34 3 797 31 2
800, 29 1 800, 53 7 811 85 14

815, 76 11 815, 88 13 —821 50

el
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4+ o u D + o 1 v

+ o u v
824, 43 b — 824, 105 17 —829 14 5
—8b1; 26 6 —851, 57 10 —8b3 34 7
8h6; 3b 3 —856, 13 5 867 b9 8
8569 30 1 —863 71 12 865, 39 4
— 865, 64 11 877 119 18 —881 12 5
— 904, 11 5 904, 65 9 907 54 7
911 44 5 — 920, 33 7 —920, 49 9
920, 31 1 920, 113 17 925, 33 2
92b, 49 6 941 71 10 —944, 9. b
— 944, 91 15 —947 23 6 953 107 16
— 961 8 5 —976, 7 5 — 976, 101 15
983 32 1 — 985, 32 7 985, 83 12
989, 6 b 989, 95 14 —992, 63 11
992, 89 13 1000, 37 3 - 1000, 77 13

Table 1I. * La base 30 (11,2).
w2— 3002 = (—1) .

dw u ] + o u v +w u v
19 1 — 29 1 1 49 13 2
—171 7 2 91, 19 3. 91, 11 1
— 101 13 3 —119, 1 2 —119, 19 4
139 13 1 —149 11 3 169 17 2
—191 17. 4 211 31 b —221, 7 3
— 221, 23 5 —239 29 6 241 19 2
259, 17 1 259, 23 3 — 269 1 3
289 37 - 6 —311 13 4 331 19 -1
—359 11 4 361 29 4 379 43 7
— 389 19 5 409 23 2 —431 7 4
— 461 17 5 — 479 1 4 481, 31 4
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+w
481,
— 551,
— 581,
601
— 629,
—719
739
769
811
841
889,
931,
— 959,

14
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23
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1
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19
47
43
29
31
53
41
31
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dw
499
— 551,
— 581,
619
691

721,

— 749,
— 791,
— 821

859
— 911
— 941

O WU D O e ©

—
~1 DN e

+ o
— 509
571.
— 599
— 629,
— 701
721,
— 749,
— 791,
— 839
889,
931,
— 959,

141

31

49

11

61
41
47
59
37
31

11

Les équations principales 5¢— 682 = (—1)% .

+o
—1
— 49
— 91,
119,
— 169
921,
— 241
269
— 331
— 379
431
— 481,
509
— 571
599

O U Ul = e R

11

17
13

17

11

11
11

¥ii

© 00 N =S W=

14
14

13
11

14
1

+w
— 19
71
101
— 139
191
221,

— 259,
— 289
359
389
461
— 481,
5b1,
5814

— 601

-]
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11
13

13
17
5

B

N OW 0 N o

12

N <1 ¢© 0 & © I

11

T w

29
—91,
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149
—211
239
— 259,
311
— 361
—409
479
— 499
551,
581,
— 619

oo R

—
[a—y

| T (I Y [ .
e S B U o L S = T, B SOR, |

7

10

10

10
12

—
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+o s
—7 2
—37 7
107 11
—133, 1
—157 8
—223 16
—247, 8
—277 7
—343 4
—367 2
377,16
—463 26
—493, 11
497,44
H93 22
617 26
683 23

[
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—
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ot

¢
1
1
7

13

—

11
17
21
23

7
27
19
17
21

+ o
629,
719
— 739
— 769
— 811
— 841
— 889,
— 931,
959,

11
12
13
24
21
13
16

+ o
—691
— 721,

749,
791,

821
— 859

911

941

Les équations simultanées

252 —15t% = 362 —102? = (—1) .

T o s
1 —13 1
2 83 7
2 113 8
8 —133,11
4 203,13
5 227 11
5 —247,17
8 323,13
11 347 19
13 —373 1
11 —397 13
7 467 29
8 —493,19
15 563 17
7 —607 8
b —637,17

8§ —703;, 4

t

G T

3 2

=

11
17 10

Ot

©
AN O~ o b

23 14

—
w O
| e )

13 10
29 14
19 13
11 10
27 17

4w s
17 4
—103 4
—127 2
137 16
203,17
233 22 -
257 14
323,23
353 28
377,14
443 17
—487 32
497,16
587 19
—613 31
—637,43
—703,16

Lagrange.
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13 16
17 19
20 24
19 13

ot
o
o

112
23 17
19 12
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+o s &t

707,19
—757 23 1
833, 22

857 46 1
923, 23
—967 28 1
977 26

mw u
—92 7
—2 5
—47 2
—59 20
—83 11
118 13

— 155,
166 25
—191 25
205, 16
217, 59
—251 32
— 9287, 62
310, 19
325, 23
349 20
373 47
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T 4o s
16 707,31
10 —823 14
13 833, 32
1 —877 13
14 947 29
11 —973,11
11 —997 47

Table IIl. La

<

L o= W N =R W e = =

(=R R e RS

n®— 5107
+
13

— 35,
49

70,

94

145,

— 155,
169

— 203,

205,
229
— 263

— 290,

310,

325,
358
382

t ¢ 7T +w s &t ¢
917 4 —727 2 7 3119
917 13 827 41 13 17 2
919 5 —853 29 13 7 10
919 13 923,37 11 19 4
723 8§ 953 22 1 3919
9 310 —973,41 17 23 16
19 1 10

base 51 (50,7).

= (—l)d‘m.

1 v +w u v
8 1 25 22 3
4 1 -—35, 13 2
10 1 —50 1 1
11 1 70, 23 3
37 5 —98 19 3
14 1 145, 31 4
41 6 157 19 2
38 5 — 179 5 2
1 2 —203, 16 3
52 7 217, 26 3
73 10 —239 55 8
14 3 —-287, 23 4
13 3 — 290, 47 7
b3 7 — 314 31 5
28 3 — 338 11 3
67 9 —359 10 3
29 3 —383 46 7
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— 3095,
406,

— 410,
— 434,
— 455,
— 455,
— 467
502
553,
565,
5717
—611,
" 625
— 647
— 659
— 695,
733
766
790,

— 791,
— 818
— 842
865,

— 875,
— 899,
— 914
961
973,
985,
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u
- 8
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2
134
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+mw
— 395,
409
421
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— 455,
457
478
526
— 563
574,
— 587
— 611,
637,
— 650,
661
— 698
— 746
— 1767
790,
— 815,
829
— 863
— 866
886
910,
934
—971
982
— 995,

ll‘
76
35
25
29
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44
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1
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+w
4064
410,
433
— 443
— 455,
— 458
—491
553,
565,
574,
— 599
613
637,
— 650,
— 695,
718
757
769
— 791,
— 815,
841
865,
— 875,
— 899,
910,
937
973,
985,
— 995,
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124
59
11
83
51
70
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46
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32
38
56
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31 4
—65, 16
91,11
139 18
175, 8
199 32
235,13
—245, 87
295,11
—329, 24
367 20
379 42
—413, 2
415,56
487 27
—533, 10
571 14
607 15
—641 8
—677 35
725,11
775,48
787 25
—821 2
—845, 42
895 24
—921 79
955, 69

1 [

3

[ N (S P
Nl

13 3

16 13

11 19

17 5

23 1
10 19

16 27

19 13

.
1
5]
1
5
5
17
)
11
1
19
5

11

710543

19 29
7 49
34 25
28 7

23

11
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T w s
7 5
—41 3
79 7
—113 23
163 14
175, 9
211 39
235,21
—269 1
295, 28
—329,44
—377, 4
—401 12
— 113,15
439 13
499 23

— 533,58
— 581,13
—617 19
643 30
691 41
7561 16
—785, 4
—809 29
823 29
~857 20
895, 44
—941 7
991 76

[
2
2
2

10

o

16

11
19

oo b o ~1 Ot

oo

[}
1
13
15
9
13
29
1
11

a7
25
19
45
37
23
15
95
91
3D
33
47
19
87

T

Les équations simultanées
3s2— 17t = ;- w, 8¢°— 17+ = F 20.

+o s
—29 9
—65, 1
91, 6
—125 7
—173 30
—197 5
—233 8
—9245, 3
283 10
—317 6
343 16

— 377,21
408 15
415,12
—449 31
— 521 28
547 18

— 581,38
619 22
—653 65
—7925, 6
775,87

— 785,72
811 19
—845, 9
—881 52
907 62

13

[ N B NS (YN

25

27 5
911

955,18 1109 47
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Table IV. La base 130 (57,5).
u’ — 1300 = + w.

+ o u v 4w u v +w u v
—9 11 1 —49 9 1 —179 21 2
—81 7 1 —121 3 1 —129; 1 1
—129, 47 4 159, 17 1 —159, 19 2
191 67 6 199 37 3 209, 27 2
—209, 31 3 —231, 17 2 231, 59° 5
—231, 43 4 231, 19 1 311 21 1
—321; 19 2 321, .49 4 361 71 6
—329, 29 3 329, 93 8 399, 23 1
—3899, 11 2 . —399, 41 4 —399, 89 8
—439 9 2 ©o441 31 2 —441, 53 5
— 471, 7T 2 471, 61 5 —511;, 3 2
511, 41 3 —519, 1 2 519, 83 7
521 51 4 569 33 2 599 27 1
—601 123 11 —641 23 8 —649; 51 5
649, 73 6 679, 43 3 —679, 111 10
711, 29 1 —711, 33 4 719 63 5
729 53 4 —-751 87 8§ —809 19
831, 31 1 831, 151 13 —849, 49 5
849, 37 2 —881 17 3 911 129 11
919 107 9 959, 33 1 —959, 61
—991 33 4
202 6572 = + .
+w [ T 4w g T 4w a 7
7 6 1 —33, 4 1 33, 7 1
—47 3 1 —57, 2 1 —57, 28 5
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