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AVANT-PROPO S

e Mémoire que j'ai l'honneur de présenter aujourd'hui

IJ à l'Académie Royale des Sciences termine assez har-

monieusement, ce me semble, la première partie de me s

recherches sur les équations de LAGRANGE, recherches qu i

sont indispensables pour le calcul d'une Table contenant

les solutions primitives (u, v) des équations 'résolubles de

la forme

(1) u~-a v 2 = (-1)d, w ,

déterminées par les conditions

2<a<100, 2<w<1000

et de quelques autres qui correspondent à des valeurs plus

grandes de la base a .

Et je ne vois pour le moment aucun moyen de pousse r

plus loin de telles recherches d'un caractère assez général .

En effet, soit le nombre premier impair p diviseur de

la forme quadratique

(2) x2 - a y2 ,

on peut démontrer qu'il existe un positif entier a, qui peut

être égal à l'unité, la hauteur de p par rapport à la base a ,

de sorte que l'équation

u 2

	

U 2 = ( 1)dpn

est, avec un choix convenable de l'exposant d, toujours

résoluble, pourvu que n soit multiple de a, et seulement

dans ce cas .
1a=
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Quant à la puissance pßß, sa hauteur par rapport à la

base a est le plus petit commun multiple de u et fi .

Ces définitions adoptées, je démontre, dans l'article XV,

un théorème généralement valable pour toutes les base s

décomposées, avec des réserves pour certaines bases d e

seconde espèce ne contenant que deux facteurs premier s

inégaux .

En effet, partons du paramètr e

w = fr,7 1 7c2 2 . . . . Tr,n n

décomposé en facteurs premiers, puis supposons que tou s

les facteurs Tcl`'' soient des hauteurs 1 ou 2 par rapport à

la base a, il existe toujours une décompositio n

a P q, 1<p<q<a,

telle que l'équatio n

(3)

	

pd2_gz
.2 = (- 1)6 w

est résoluble, et le genre de cette équation a sa valeur

maximum 2 n 1 ou 2 'I, selon que w = 4k+ 2 ou non .

Soit, dans l'équation (3) ,

p = 1 ,

nous aurons une équation de LAGRANGE, sinon je la

désigne comme une équation de LEGENDRE, parce que ce

géomètre, aussi modeste que distingué, mais souvent trop

peu apprécié, a étudié de telles équations qui correspon-

dent à l'hypothèse co = 1 .

Et c'est précisément la théorie des équations de LE-

GENDRE qui permet de démontrer le théorème susdit .

Désignons maintenant par

Pt P2 1, 3

	

Pn - .

q = a,
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l'ensemble des diviseurs premiers impairs de la form e

quadratique (2), par

léurs hauteurs par rapport à la base a, on pe u. t. démontrer qu e

le plus petit commun multiple Ha de ces hauteurs ne dépen d

que d'un certain nombre des premières valeurs des hs .

Ce nombre Ha, que nous désignons comme la hauteu r

absolue de la base a, est diviseur du nombre de classes

de la forme quadratique (2) .

A ce point de vue, on démontrera aussi facilement qu e

la hauteur absolue Ha est impair, pourvu que . a soit un

nombre premier, mais toujours pair, pourvu que a con -

tienne au moins trois facteurs premiers inégaux .

Mais, soit p un diviseur premier impair de la forme

quadratique susdite, nous ne possédons pour le momen t

aucun moyen général de déterminer de la hauteur de p

par rapport à la base a, nous savons seulement que cett e

hauteur est diviseur de la hauteur absolue Ha . Et la con-

naissance des hauteurs de tous les facteurs premiers d'u n

paramètre w est indispensable pour la résolution numé-

rique de l'équation de LAGRANGE en question .

Quant au genre d'une équation de LAGRANGE, ce nom-

bre n'a aucune analogie dans la théorie des formes qua-

dratiques, et sa détermination générale, à l'aide des hau-

teurs des facteurs premiers du paramètre w, semble un

peu compliquée .

Dans le Chapitre V du présent Mémoire, ou trouvera

des théorèmes fondamentaux, en ce qui concerne le ca s

Ha = 3, théorèmes qui sont nécessaires pour démontre r

par exemple que le genre de l'équation

u 2 - 37 v2 = ± 924
est égal à 6 .
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Et, chose curieuse, le genre de toutes les autres équa -

tions, résolues dans ma Table susdite, est une puissance de 2 .

Ou trouvera bien, dans cette Table, la valeur absolue

Hü = 3 pour lés bases

79 101 141 142 197 257,

mais les produits de quatre diviseurs premiers de la hau-

teur 3 dépassent, pour ces bases, toujours la limite fixé e

1000 du paramètre co .

Dans le Chapitre Premier, j'ai résolu un autre problèm e

qui se rattache à la hauteur absolue d'une base .

A cet effet, supposons résolubles les équations d e

LAGRANGE

u 2 - ave = (- 1)d '

	

r = 1, 2, 3 ,

puis désignons par

k = pa l p'2

un positif entier décomposé en facteurs premiers et étan t

premier avec tous les paramètres w,•, la hauteur d'un quel -

conque de ces paramètres, par rapport à la base alc 2 , es t

une aliquote du nombre

S2 = k(Pï-1) (p2-1) . . . . (pn-1) .

Quant aux équations de LEGENDRE

p(å"2 -qt2 = (- - 1) d,w

nous avons déjà remarqué qu'elles jouent un rôle essentie l

dans la théorie des équations de LAGRANGE de la hauteu r

2 et par conséquent aussi pour de telles équations d'une

hauteur paire .

Quant à la hauteur d'une équation de LAGRANGE ,

supposons que l'équatio n

(4)

	

u 2 - a v2 = + w 7n
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soit résoluble, pourvu que m soit multiple du positif entie r

n, et seulement dans ce cas, nous disons que les suite s

coordonnées de cette équation sont de la hauteur n .

Soit l'équation (4) du genre maximum, pourvu que m

soit multiple du positif entieur v, et seulement dans ce cas ,

nous disons que cette équation est de la hauteur v .

De plus, on démontrera aussi facilement, à ce point d e

vue, que la hauteur absolue Ha de la base a est toujour s

un nombre pair, pourvu que a ne soit ni un nombre pre -

mier ni une base de seconde espèce de la forme 4k + 1

ou de la forme 4k + 2, qui ne contient que deux facteur s

premiers inégaux. Ces nombres sont par conséquent le s

seules bases qui n'admettent aucune équation de LEGENDRE .

Il est bien connu que la théorie des formes quadrati-

ques est restée jusqu'ici insuffisante, en ce qui concern e

l'espèce d'une base composée qui est une somme de deu x

carrés premiers entre . eux, et que les règles de DIRICHLE T

sont trouvées à un autre point de vue .

Dans le Chapitre VI du présent Mémoire, j'ai donné

des suppléments aux règles susdites, et j'ai examiné le s

vingt-trois nombres de la form e

(l0a+b)-f-(10b+a) 2 = 101(a2 -I-b 2)

qui sont inférieurs à 10000. Parmi ces vingt-trois nombres

six seulement sont des bases de seconde espèce .

Les Tables numériques, jointes à ce Mémoire, sont cal -

culées par moi, revues et contrôlées par M . G . RASH .

Copenhague, le 14 décembre 1923 .

NIELS NIELSEN .



8

	

Nr . 1 . NIELS NIELSEN :

CHAPITRE PREMIE R

Applications de l'opération générale .

1 . Congruences fondamentales .

Soit, comme ordinairement, (An, B,t) la solution géné-

rale de l 'équation de FERMÂT

(1) x 2 -ac1 2 = (-1)d',
de sorte qu e
(2) An - a Bn = (- 1)n d

et soit k un positif entier quelconque, il existe un indic e

r, le rang du nombre k par rapport à la base a, tel qu e

B15 est toujours multiple de k, pourvu que l'indice n soit

multiple de r, et inversement ; c'est-à-dire que la solutio n

générale (an, ßn) de cette autre équation de FERMAT

(3)
x2 - (ak2 ) 9 2 = (-1)",

	

= r ô,

se présente sous la forme

(4)

	

an = Anr, ßn = Bnr

k

Cela posé, il est évident que nous pouvons nous bor-

ner à étudier les équations de FERMAT, dont la base ne

contient aucun facteur quadratique ; ces bases, que nou s

désignons comme des bases réduites, jouent un rôle essen -

tiel dans plusieurs de nos recherches suivantes .

Quant à l'équation de LAGRANGE

(5) u 2 - ai~2 = (- 1)6 co ,
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désignons par k un positif entier, premier avec le para -

mètre w, cette autre équation de LAGRANG E

(6) u2 (a k2) v 2 = (- 1) E w

n'est pas généralement résoluble ; c'est-à-dire qu'il n'exist e

généralement aucune solution (u, v) de l'équation (5), pou r

laquelle le nombre v est multiple de k .

Mais supposons impair le paramètre w, il existe toujour s

un positif entier 9, la hauteur de w par rapport à la bas e

ak2 , de sorte que cette autre équation de LAGRANGE

(7) u2 -(ak 2)v 2 = (-1 )nd wn

est résoluble, pourvu que l'exposant n soit multiple de N ,

et seulement dans ce cas .

A cet effet; nous avons tout d'abord à étudier plu s

profondément l'opération itérative de l'équation (5), défini e

par les formules

S1 = u, t1

	

v

Sn+1 = S i Sn + a t1 to, tnil = S 1 tn -i" t1 Sn ,

de sorte que nous aurons, quel que soit l'indice n ,

(9)

	

s,-atn = (-1
)n w n ,

équation qui est toujours résoluble, pourvu que (5) le soil ,

et pourvu que w soit impair .

Soit, au contraire, le paramètre w un nombre pair, i l

faut supprimer, dans l'équation (9), une certaine puissanc e

de 2, qui est diviseur commun de sn, tn, w . Et, dans ce

cas, l'équation (9) présente, à ce point de vue, des diffi-

cultés singulières, nous le verrons dans ce qui suit .

Quoi qu'il en soit, on aura, comme dans la théorie d e

l'équation de FERMAT,
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< 2
]2

	

u 2
Snr -

	

(2
f'

)
a TP $ nr -2l

u

,u= o

<
n-1

2

aft t2~,t+1 Sn- ~(,G-1

2~w

lî

--1}

	

r

	

r

u= 0

formules qui sont valables, quels que soient les deux indi-

ces n et r .

Cela posé, nous aurons immédiatement les congruence s

suivantes

Snr	 ST (mod a) , tnr = n tr sT-1 (mod a) ,
? n

(11) S2nr+r = O (mod Sr), S2nr	 an t~. (mod Sr) ,

n
tnr = O (mod tr) , Snr = Sr (mod tr) ,

congruences qui sont analogues à celles connues de l a

théorie de l'équation de FERMAT, et qui donnent des éclair-

cissements essentiels sur l'opération itérative .

Ici nous nous bornerons à indiquer la proposition sui -

vante, tirée directement de la première des congruences

(11), en y posant r = 1 :

I. Soit k un diviseur de la base a, qui est pre -

mier avec t1 , les deux congruence s

(12) tri	 0 (mod k), n

	

(mod k)

sont équivalentes .

Posons ensuite, dans les formules (10), i• = 1, pui s

remplaçons n par le nombre premier impai r

(13) p = 2r+1 ,
les congruences

/p
= 0 (modp), 1 <,u<p -1 ,

\~LG

(10)

tn r =
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donnent immédiatement, en vertu du théorème de FERMAT ,

{14) sp = st (mod p) ,

congruence qui est valable, quels que soient du reste a et p .

De plus, supposons que le nombre premier p en questio n

ne divise pas la base a, nous auron s

{15)

	

tp	
(a~

t1 (mod p) ,
P

'où

( Cl = + 1 = a~' (mod p)
P

désigne, comme ordinairement, le symbole de LEGENDRE .

Les congruences ainsi obtenues sont fondamentales

pour nos recherches suivantes, mais leurs application s

exigent des recherches ultérieures sur l'opération itérative.

II . Le paramètre est un nombre impair .

La définition générale de l'opération itérative donnera

immédiatement les formules récursives générale s

Sn-{-p = Sn Sp -}' a tn tp , tn+p = Sn tp + tn Sp ,

analogues à celles connues de la théorie des équations de

FERMAI' et de LAGRANGE .

Résolvons maintenant par rapport à si, et tn les deux

équations (1), puis remplaçons n par n -p, il résulte, en

vertu de la formule (9) de l'article précédent ,

Sn Sp - atntp - (7 1) P (O P Sn-P

Sp tn -- tpSn = (-

	

d' W P tn- p

où il faut supposer, bien entendu, n >p.

Posons ensuite, à cause des applications suivantes ,

n+p = pi-}- 2v, n-p = ,w ,

{1)
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ce qui donnera
n = tL+V, p=v ,

nous aurons, en ajoutant les formules (1) et (2) ainsi

obtenues,

s iu+2v + (- 1) "1J co " stG = 2 sv su+v

ttc+2v + (-1)vd` w" ty = 2 t.,, ttt+v ,

tandis qu'il résulte, en soustrayant les formules susdites ,

vd' co "sµ+2v - (-1 )

	

s = 2a tv tµ+ v
(4)

	

t,,+2,-(- 1)"4 w" tu = 2 tv

Introduisons maintenant, dans les formules (3) et (4),.

= 1 v=p
1

2
,

où p est un nombre premier impair qui ne divise pas l a

base a, nous avons à étudier séparément les cas suivant s
1° v est un nombre pair, savoir p = 4k+ 1 ; les pre-

mières formules (3) et (4) se présentent sous la forme

st, +, + co' si = 2s,, s„+ 1

vsp - co sl = 2a tv t;,+ 1
ce qui donnera

tp-1 tp+1 - 0 (mod . p)
2

	

2

tp-1 tp+1 = 0 (mod p) ,

selon que a est résidu ou non-résidu de p.

2° v est impair, ce qui donnera p = 4k+ 3 ; les for-

mules fondamentales deviennent ici

Sp - cw
v

S 1 - 2Svsv+ 1

sp+w" S l = 2atv t,,+ 1 ,

l

l

(3)

(5)
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de sorte que nous retrouvons les congruences (5), valables

selon que w est non-résidu ou résidu de p .

Cela posé, nous avons encore à étudier , le cas, où l e

nombre premier p divise la base a, sans diviser bien en-

tendu ti ; car dans ce cas, w est de la hauteur 1 par rap-

port à la base ak 2 .
Or, la proposition I de l'article précédent donner a

immédiatement

(6)

	

t,, = 0 (mod p),

de sorte qu'il résulte, en vertu de (5) et (6), la propositio n

.générale :

1 . Soit p un nombre premier impair qui n e

divise pas t1 , mais quelconque du reste, nou s

aurons toujours la congruenc e

	 0 (mod p),

où e est une aliquote de p(p2 -1) .

Supposons ensuite que le nombre impair k soit décom-

posé en facteurs premiers comme suit

(8) k = pie p22 . . . . pnn ,

nous aurons, en vertu de la proposition précédente ,

(9) te = 0 (mod k) ,

où l'indice est une aliquote du nombr e

2 = k (Pi -1) (A-1) . . . (A-1) ,
ce qui donnera le théorème fondamental :

II . La hauteur du paramètre impair w par rap -

port à la base ak 2, où k est impair, est une aliquot e

du nombre .Q, défini par la formule (10) .

On voit que le nombre n ne dépend ni de la base a
ni du paramètre w, mais, bien entendu, la détermination

.(7 )

(10)
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exacte de la hauteur, qui est un problème assez difficile,

exige la connaissance de ces deux nombres .

Supposons que l'équation de LAGRANG E

u 2 -av2 = (- 1) ds u, ,

dont il s'agit, soit d'un genre plus élevé que 2, les diffé-

rents couples de ses suites coordonnées ont généralemen t

des hauteurs inégales par rapport à la base ak 2 .

Soit par exemple

a=2, k=5,

la base 50 a la hauteur absolue 2 .

Le couple de suites coordonnées auquel appartient la

solution (u, v) est de la hauteur 1, pourvu qu'un des

nombres

soit multiple de 5, mais de la hauteur 2, pourvu qu'un

des nombres
u, u+ 2 v

ait cette propriété .

Soit, comme second exemple ,

a=13, k = 5 ,

la base 325 a la hauteur absolue 6.

Il résulte, en vertu des congruences

s 3 = LL3 + 39 al)" = u (u 2 v2) (mod 5 )

t3 - 3 u 2v+ 13 v 3 = 3 v (u 2 + U2 ) (mod 5) ,

que le couple de suites coordonnées, auquel appartient l a

solution (u, v), est de la hauteur 1, 2, 3, 6 selon qu e

v, II, u 2 + U2s
uS - U 2

est divisible par 5 .

(11)
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III . Le paramètre est un nombre pair .

Dans l'étude de l'équation de LAGRANGE au paramètre

pair, savoir l'équation

(1)

	

u2 -av2 = (- 1)4
2r ,

où w est supposé impair, nous ne trouvons aucun théorèm e

général, parce qu'il faut considérer séparément les troi s

cas suivants :

1° r = 1 ; dans ce cas, l'opération itérative donner a

Szn-at2n = w 2 n

411+1 a t22n+1 = (-
) J' w 2n+1 .(2)

r = 2 ; ici nous auron s

2

	

2

	

_
S 3n 1 -a t3n+ 1

	

1

	

±(-)n d~~-å 4 w3n--)

2

	

2 =

	

n d w 3n
S$n -- at3ii

	

( 1 )

	

.

3° > 3, hypothèse qui donner a

2

	

2

	

Sn - Cl tn

	

(- On (r 2nr-2n+2 w n=

	

,

et il est évident que les résultats généraux, en ce 'qui con -

cerne la congruenc e

(5)

	

tn = 0 (mod k) ,

où k est nécessairement impair, obtenus dans l 'article

précédent, sont applicables aussi dans ce cas ; c'est-à-dire

que le théorème II de l'article précédent n'a aucune analo-

gie, dans les deux premiers cas que nous venons d e

considérer .

Cela posé, il est évident que le nombre premier 2 n e

présente, à ce point de vue, aucune analogie avec les nom-

bres premiers impairs, mais qu'il faut le remplacer par 8 .

2 °

(3)

(4)
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En effet, supposons résoluble l'équation de LAGRANG E

(6)

	

u 2 - a u2 = (-1)4 8 ,

l'opération itérative du n-ième ordre conduira, quel qu e

soit n, à celle aulne équation résolubl e

2

	

or' d' 2 '1+
2

Supposons donc résoluble l'équatio n

(8)

	

u2 -av 2 = (-1)4 2n , n > 3 ,

tandis qu'aucune puissance inférieure de 2 n'est applicable

comme paramètre de la base a, nous disons que 2 est de

la hauteur n-2 par rapport à la base a .

Quant à l'équation (4), supposons résoluble cette autre

équation

a 2 -aß2 = (- 1) £ 2cr,
Ft > 3

nous avons à démontrer la proposition :

1 . Il existe une infinité d'exposants n qui ad -

mettent la résolution de l'équatio n

(10)

	

u2 av2 = (- 1r (2 i'co)n .

En effet, l'opération itérative de l'ordre in donnera, e n

vertu de (9),

(11)

	

6 2m a ,r, 2m = ( 1)ma 2 u, n:-2m+ 2

multiplions ensuite les équations (4) el (11), nous aurons ,

en choisissant convenablement le signe appliqué dans celt e

multiplication, une équation de la form e

u2 a U2 = (- 1)nd'+mS 2nr-2n+um-2m+2 ojn
,

de sorte qu'il s'agit de déterminer in et n, tels que

(12)

	

2(u 1) = m( -2) ,

ce qui donnera une infinité de valeurs du couple (ni, n) .

(9)
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Mais, les nombres v tirés de l'équation (10) présentent -

ils des multiples du nombre impair k ?

A cet effet, supposons que tn et Tin soient tous deux

multiples de k, de sorte que n et m sont les plus petit s

indices qui correspondent à cette propriété, il est éviden t

que les nombres tn ,` et Tm), sont aussi multiples de k, quel s

que soient les positifs entiers x et ; c'est-à-dire que nous

aurons, en vertu de (12), à résoudre l'équation indéterminé e

(13)

	

p, (mx-2) = 2(nv- 1) ,

équation qui n'est pas généralement résoluble en positifs

entiers de x et 2 .

Quant au problème qui nous occupe ici, nous démon-

trerons encore la proposition :

II . Il existe une infinité d'exposants n qui per -
mettent de résoudre l'équatio n

(14)

	

u2 -- a v 2 = (- 1) £ con .

En effet, il résulte des formules (4) et CO) que l'équa-

tion (14) est résoluble, pourvu que m et n satisfassent à

l'équation
m(s-2) = n(v-2) ,

équation qui est toujours résoluble en positifs entiers .

IV. Sur le facteur k = 2n .
Le facteur

k=2n

a aussi, comme il était à prévoir, des propriétés singulières .

En effet, supposons que le nombre premier 2 soit ; par

rapport à la base a, du rang a, nous aurons nécessairemen t

a= 1, 2 ;
car le nombre

B 2, = 2A, Bl
Vidensk . Selsk . Math .-fysiske Medd . VI, 1 .

	

2
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est toujours pair. Soit donc

(1) Bi = 2N (2I+1) ,

tandis que

= 2z u ,
on aura

(2) BT
= 2"+ß(2I1+1) ;

c'est-à-dire qu'il existe des nombres BII divisibles par un e

puissance quelconque de 2, dont l'exposant est plus gran d

que z .

Quant à l'équation de LAGRANG E

(3) u 2 -av2 = (-1)6 w ,

il n'est pas sûr qu'aucun des nombres v ne soit pair . Mai s

supposons que
2 " , v>0 ,

soit la plus petite puissance de 2 qui divise un nombre v

tiré de l'équation (3), savoir

(4) v = 2 " (2a+1) ,

puis supposons v >__ z, il existe un indice O, tel que

Be = 2" (2ßr1) ;

c'est-à-dire que les nombres

vAe+LZB o

sont tous deux divisibles par 2" +t et ainsi de suite, de

sorte que nous aurons la proposition curieuse :

1 . Soit, dans les formules (1) et (4), v>r, l'équa -

tion

(5) u2 - (2 '2 a) v 2 = (- 1)'T w

est toujours résoluble, quel que soit l'exposant n .
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Supposons maintenant v< x, toutes les valeurs paires

de v, appartenant au même couple de suites coordonnées ,

sont précisément divisibles par la puissance 2', de sorte

que ces nombres sont tous de la forme (4) .

Appliquons maintenant l'opération itérative du second

ordre, nous trouvons des nombres t2 précisément divisible s

par 2y+1 , et ainsi de suite, ce qui donnera des t,1_1 qui

sont divisibles par 2', de sorte que la proposition I es t

applicable .

V. Sur les bases 2 212 +1 .

La première des Tables numériques jointes au présen t

Mémoire exige des éclaircissements sur les bases

a = 228 +1, n>2.

A cet effet, remarquons tout d'abord qu e

w=2n+ 1

est la plus petite valeur du paramètre w qui permet d e

résoudre l'équation de LAGRANGE

(3) rz 2 -av2 = ±(0 ,

de sorte que le nombre premier 2 est par rapport la

base a de la hauteur n-1, il est facile de démontrer la

proposition :

1 . Supposons résoluble l'équatio n

(4) u 2 -av2 = + 2rp, 3<r<n ,

oû p est un nombre premier impair, la hauteur d e

p par rapport à la base a est diviseur de n-1 .

En effet, posons

u 2 - a v2 = 28+
1

l'opération itérative de l'ordre ,u, donnera

(1 )

(2 )

2'
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2
S~ - at = + 2P'

n-
P+2 ,

tandis que l'opération de l'ordre v donnera, en vertu de (4) ,

2

	

a iv2S

	

=
± 2V r-2 v+2

p
v

S y -

et il nous reste à déterminer ,u et v, de sorte que les deu x

puissances de 2 qui figurent aux seconds membres de (5 )

et (6) auront le même exposant, ce qui exige

(7) (n -1) Fi, = (r - 2) v .

Soit maintenant f le plus grand commun diviseur d e

n -1 et r- 2, et soient

n--l =n1 f, r-2 = r 1 f,

il résulte, en vertu de (7) ,

n i cL=ri v ,

de sorte que v est nécessairement multiple de n 1 , donc p

est de la hauteur n1 par rapport à la base a, et n1 est

bien diviseur de R-1 .
Il résulte de la formule (7) que p est precisément de

la hauteur n-1, pourvu que r = 3 .

Soit ensuite

n-1 = 2 e ,

toutes les hauteurs en question sont des puissances de 2 ,

et leurs exposants sont au plus égaux à O .

Posons par exemple n = 5, ce qui donner a

a = 210 +1 = 1025 = 41 . 5 2 ,

puis partons de l'équatio n

(8) u 2 -41v2 = co ,c

supposée résoluble, co est de la hauteur 1, 2, 4 par rap-

port à 1045, selon que v, u, u+ 7v est multiple de 5 .

(5)

(6)
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En effet, soit ni u ni v divisible par 5, il est possibl e

de choisir le signe, de sorte qu e

u17v	 u± 2v (mod 5)

devienne multiple de 5, et la multiplication de l'équation

(8) par celle-ci

	

7 2 -41 . 1 2 = 8
donnera

(7u±41v)2 -41 (v±7u)2= ±8w .

La Table Première, contenant les solutions des équation s

résolubles de la forme (8), permet donc de détermine r

immédiatement la hauteur de w par rapport à la base 1045 .

Quant aux bases spéciales qui nous occupent ici, nou s

avons encore à démontrer deux autres propositions, savoir :

IL Supposons 3<o<n, il existe une infinit é

d'équations résolubles de la form e

u 2 -av2 = + 2 6 (2x+1) .

En effet, partons de l'équatio n

u2 -av2 = w ,

puis posons

(10)

	

u = 2 5 k+1, v = 1, s>2 ,

où k est un nombre impair, nous auron s

(11)

	

w = (2 2n +1) - (2s k + 1) 2 ,

ou, ce qui est la même chose ,

(12)

	

w = 25-1 (22n-s-x 2s-1 k - k)

et ce paramètre est précisément de la forme susdite, d e

sorte qu'il ne nous reste qu 'à démontrer que l'équation (9) ,

ainsi obtenue soit résoluble ; c'est-à-dire que a et w ou a

et u sont premiers entre eux .

(9)
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Or, choisissons arbitrairement le nombre impair k, pui s

supposons que a et 2 s k + 1 ne soient pas premiers entre

eux, il est évident que a et
2

s (k + 2) 1 auront nécessaire-

ment cette propriété, parce que tous les facteurs commun s

de a et 2s k± 1 sont impairs .

III . Supposons que la base a soit résidu qua-

dratique du nombre premier impair p, puis suppo-

sons donné l ' exposant s qui figure dans la for -

mule (10), il est possible de déterminer le nom-

bre impair k, tel que le paramètre w, défini pa r

la formule (12), soit multiple de p .

En effet, il existe un positif entier b, de sorte qu e

22n
+1	 b 2 (m od p) ,

ce qui donnera, en vertu de (11) ,

1w	 b 2 -(2s k+1)	 0 (modp) ,

ou, ce qui est la même chose ,

(13)

	

2 sk	 0-1 (mod p) ,

congruence qui est toujours résoluble, parce que 2 s et p

sont premiers entre eux .

Soit ensuite ki une solution quelconque de (13), l a

solution générale de cette congruence se présente sous l a

formé

(14)

	

k = k1 -ßpm ,

où in est un entier quelconque, et il est évident que l a

formule (14) détermine une infinité de valeurs impaires de k .
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CHAPITRE II

Sur les nombres A n et u n.

VI . Résidus par rapport la base .

Dans ce qui suit, nous avons souvent besoin des rési-

dus obtenus en divisant par la base a les nombres An et

un, tirés de l'équation de FERMA T

(1) Aû-aBt, = (- 7),u, E

et de l'équation de LAGRANG E

(2) uz-aaj = (-1)w ;

c'est pourquoi il nous semble utile d'étudier plus profondé-

ment de tels résidus .

A cet effet, partons de la formule de LAGRANGE

(3) A a L , = 2 d B,L + (- 1),',

nous aurons immédiatement la congruence fondamentale

(4) A 2,u = (-1),'" (mod a) ,

de sorte que la formule récursive de LAGRANG E

(5) Az+21i = AA A2,,„ + a B ti B21 ,,

conduira ä la congruence général e

A ti+2u = (- 1)'' A Â. (mod a) ,

valable quels que soient les indices a, et tk.

(6)
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Or, il est bien curieux, ce me semble, que les nombres

tirés d'une suite quelconque des solutions de (2), satis-

font à une congruence analogue à (6) .

En effet, la formule récursiv e

(7) u~+2 et = ua A2,a + a vÀ B2p

donnera, en vertu de (4) ,

(8) nÅ+z,U = (-1)1` E uÅ (mod a) ,

de sorte qu'il s'agit de déterminer seulement les résidus de s

deux nombres ul et u2 pour connaître les résidus de tous

les nombres un appartenant à la même suite de solutions.

Supposons ensuite ai> 2, puis désignons par (un, v,)

l'élément général de la suite coordonnée à la précédente ,

nous aurons, en désignant par 2 et ,ac les deux indices 1

et 2, pris dans un ordre quelconque,

u) u' +av )„ U1 =wA 2

vZ LL H- vu uz = w B2

(-1)4 4 ua = ua , A 2 -av~B2

(-1)6vß = u 2, B 2 -v~A2 ,

où nous avons pos é

(9) uti - avti = (- 1) d' w, a, = 1, 2 ,

de sorte qu'il résulte finalement, en vertu de (4) ,

(10) u' - ( 1)d+a
u A (mod a) ;

c'est-à-dire que nous venons de démontrer la propositio n

curieuse :

1 . Les restes modulo a de tous les nombres um

et un, appartenant au même couple de suites coor -

ce qui donnera
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données, sont connus, pourvu que les restes des.

deux premiers nombres u 1 et ui le soient.

Posons maintenant

(11)

	

ui = ak, +(-1)Q r, 0 < r < a ,

le nombre r joue un rôle fondamental, dans la résolution

numérique de l'équation (9) .

En effet, il résulte, en vertu de (9) et (11) ,

(12)

	

(-1)a u) ° r .$ (mod a) ,

de sorte que (-1) `s w est nécessairement résidu quadra-

tique de a ; posons ensuite

(13)

	

(-1)`t w = r 2 +sa ,

nous aurons, en vertu de (9) et (11) ,

(14)

	

akY+2rlci,-s = v,2, ;

c'est-à-dire qu'il faut déterminer le nombre ki,, tel que le

premier membre de (14) devienne un carré exact, et l'équa-

tion (9) est résolue.

Quant au quotient kz, la formule récursive (7) donnera, .

en vertu de (3),

ui,+2v = 2aui,B„
2

-}-avAB2v-}- (-1)"u ,

ou, ce qui est la même chose ,

aÂ+2v = 2 a B,, i1i,+ v + (- 1)"

Posons donc, conformément à (11) ,

(15)

	

U A+2v = a kA±2,, + (-1)Â-,ver ,
A ,

il résulte, pour les coefficients kn, la formule récursiv e

(16)

	

ki,+2 = 2 B„ uz+v -F (-1)'E ki, .
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Quant à la suite coordonnée, nous aurons, en vertu de (9) ,

(-1) 6 u'm = a(2B1 u ). -B 2 v 1 ) + (- 1)E 112 ,

de sorte que le quotient k' , défini par la formule

u~, = a k~ + (- 1) e+E-F
e ,

se détermine par l'expressio n

(17) (-1)`'k 'm = 2B1(UAB1-- v). A 1 )

	

+(-
l )Fk7, .

Choisissons maintenant les nombres u ). et u' , tels que

= 1, ,w = 2, il résulte finalement

(18) k2 = 2 a, B 1 -{- (-1)d'+F
k 1

VII. Sur les bases de seconde espèce .

Les deux congruences (6) et (8) de l'article précéden t

se présentent sous forme élégante, pourvu que a soit un e

base de seconde espèce ; car, dans ce cas, l'exposant s est

un nombre pair, de sorte que les congruences susdites s e

présentent sous la forme

(1) A2, = 1 (mod a)

(2) u1 ß_2v - u ), (mod a) ,

congruences qui sont valables, quels que soient les indices

2 et v .

Quant aux résidus des deux nombres

A2v+1, 11 2+2E+1 ,

nous ne savons dès à présent rien, pour une valeur quel -

conque de la base a . Mais, désignons pour abréger a

comme une base 4k+ 3 de première ou de seconde classe ,

selon que l'équation
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u2 -av2 =( 1)'` 1 2, a=4k+ 3

soit résoluble ou non, il est facile de démontrer la pro-

position :

1 . Supposons satisfaite, pour des valeurs conve-

nables des exposants ô et E, une seule des deu x

congruences

(4) A 2,ß+1

	

(- 1 )G'‘ (mod a)

(5) ai.+2v+1 = (- 1) E a (mod

	

a) ,

la seconde est aussi applicable, et a est une bas e

4k+3 de première classe, et inversement .

Partons tout d'abord de la congruence (4), il existe, e n

vertu de la congruence (6) de l'article précédent, un expo-

sant

	

tel que

(6) Al = (-1)~` (niod a) ,

congruence qui est impossible, à moins que a ne soit un e

base de seconde espèce, de sorte que l'équation de FERMA T

correspondante se présente sous la forme

(7) (Al+ 1 ) (A l -1) - aBi •

Quant à cette équation, nous supposons que a soit une

base réduite, savoir qu'elle ne contient aucun facteur qua-

dratique .

Supposons ensuite que Al soit un nombre pair, les deu x

facteurs qui figurent au premier membre de (7) sont pre -

miers entre eux, donc il existe une décomposition

(3)

(8) B1 = Cr ,

où a et r sont premiers entre eux, de sorte que l'on aura ,

en vertu de (6) ,

(9)

	

A 1 -(-1)1` = az-2 , A 1 +(--1)1` = a2 ,

ce qui conduira immédiatement à l'équation (3) .
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Soit, au contraire, Al un nombre impair, B1 est néces-

sairement pair, car a est ou impair ou de la forme 41+ 2,.

et le terme aBi est multiple de 4 . Posons donc, au lie u

de (8) ,

(10)

	

B1 = 266 ,

il résulte, en vertu de (7) ,

A 1 -(-1)1 ` = 2az- 2, A1 +(-1)~` = 262 ,

ce qui donnera
G2 -a72 = (- 1r,

équation qui est inadmissible .

En effet, l'hypothèse u = 1 est dès à présent exclue ,

parce que a est une base de seconde espèce, et c'est l a

même chose pour la valeur = 0, car (A 1 , B1) est la plus

petite solution de l'équation de FERMAT en question .

Inversement, partons de l'équation (3), il est bien connu

que l'opération itérative du second ordre donnera

(av -(-1)1')2-a(uu)L = 1,

de sorte que l'existence d'une congruence de la forme (4)

est évidente .

Enfin, prenons pour point de départ la congruence (5) ,

la formule récursive

u 2 = u1 Al + a v 1 B 1

donnera immédiatement, pour). = 1, v = 0 .

( 1) E u l = u1 A l (mod a) ,

ce qui n'est autre chose que la congruence (4), parce qu e

a et u1 sont premiers entre eux .

Étudions maintenant le cas général, où a est une base de

seconde espèce, pour laquelle l'équation (3) n'est pas

résoluble .



Sur l'opération itérative des Équations de Lagrange .

	

2 9

, A cet effet, supposons tout d'abord pair le nombre A 1 ,

il existe des décompositions en deux facteurs premiers

entre eux

(11)

	

a= pq, B1 =
de sorte qu e

A 1 +(-1)~ = pd 2 , Al -(-1)5 =r2

'ce qui donnera

(12)

	

pd2 -qr2 = (-1)E 2, 2A1 = pd2 ±gr2 .

Soit, au contraire, Al un nombre impair, B1 est pair ,

de sorte que nous aurons, au lieu de (11), les décomposi-

tions

	

<13)

	

a _ pq, B1 = 2o'r ,

où p et q, c et r sont premiers entre eux, ce qui donnera,

par le même procédé que dans le cas précédent ,

(14)

	

p . q r2 = (- 1) E, A 1 = p o .s -I-gr2 ,

résultats qui sont bien connus .

Dans ce qui suit, nous désignons comme décomposi -

tion principale de la base a de seconde espèce la

décomposition a = pq que nous venons d'étudier .

Et, cette définition adoptée, nous avons à démontrer l a

proposition :

II . Soit a = pq la décomposition principale de

la base a, on aura, quels que soient les indice s

et v,

(15) A),, + (-1)5 A„ - 0 (modp), A~-(-1) ' A„ = 0 (mod q)

(16) u~ +(-1)£ u„	 0 (mod p), up-(-1)E u,, = 0 (mod q) .

Quant à la démonstration de cette proposition, nous

pouvons nous borner à étudier par exemple les nombres An .
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A cet effet, la formule récursive de LAGRANGE donnera

A~ (-1)£ A A_1 = A,ß_ 1 (A 1 ± (----I)') + a B 1 BA_l ,

ce qui conduira immédiatement aux congruences (15) .

En remarquant que nous avons, dans le Chapitre qu i

suit, à généraliser beaucoup les résultats que nous venons

de mentionner, nous nous bonerons ici à démontrer cett e

autre proposition :

III . Soit a = 4k+1 ou a = 4k-{-2 une base réduit e

de seconde espèce, la décomposition fondamen-

tale a = pq conduira toujours à une équation d e

la forme

(17)
pat

-qL2 = (-1)6,

tandis que l'hypothèse a = 4k+3 donner a

(18) pat -qz2 = (-1)`x` 2 .

En effet, soit p et q tous deux de la forme 41+ 1 ou

de la forme 41+ 3, un des nombres a et T est pair, ce qui

donnera immédiatement une équation de la forme (17) .

Et c'est la même chose dans le cas où un des nombres p

et q est pair, de la forme 41+2, le second impair de l a

forme 4m ± 1 . Soit enfin a = 4k+ 3, un des facteurs p e t

q est de la forme 4m +1 l'autre de la forme 4n + 3, ce

qui conduira à une équation de la forme (18) .

VIII. Résolution d'une équation indéterminée .

Les résultats obtenus dans les deux articles précédents ,

nous permettent de résoudre, en positifs entiers, l'équatio n

indéterminé e

'( 1) '

	

axe +2x = y2,

où a est un positif entier donné qui n'est pas un carré

exact .
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(1) se trans-On voit immédiatement que l'équation

forme en celle-ci

(2) (ax ' 1) 2 -ay2 = 1 ,

de sorte qu ' il s'agit de déterminer les solutions (An, Bn) de

l'équation de FERMAT ayant la base a, qui satisfont à l a

condition

(3) An+1	 0 (mod a) ;

car, cette condition remplie, on aura comme solution de (1 )

An + 1
(4)

	

xn =

	

yn = Bn,a

ce qui donnera les propositions suivantes :

1 . Soit a une base de seconde espèce, l'équatio n

ax2 +2x = y 2

est toujours résoluble, en admettant les solution s

Agn -- 1
xn =

	

, yrz = Ben .a

Quant à l'équation

ax e -2x = y 2 ,

elle n'est pas généralement résoluble, pourvu que a soi t

une base de seconde espèce, car la résolubilité de cette

équation exige la congruence

(8)

	

Al = -1 (mod a) .

Dans ce cas, on aura comme solutions de (7 )

A2n 1+ 1
` zz =

	

a

	

, lin = B2n-1 •

Soit ensuite a une base de seconde espèce qui satisfai t

à la condition

(10)

	

A l = 1 (mod a)

(5)

(6)

(7 )

(9 )
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l'équation (5) admet aussi les solutions

A2n-1 - 1
n =

	

Tin = B2n-1 •a

II . Soit a une base de première espèce, les équa-

tions (5) et (7) sont toutes deux résolubles, e n

admettant les solution s

A4n- 1
(12) xi, =

	

a

	

ÿn = B4n

respectivement
A4n-2 -4- 1

(13) =

	

, lin = B4n-2 .
a
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CHAPITRE II I

Équations de Legendre .

IX. Propriété fondamentale des solutions .

Dans les Tables de DEGEN et de CAYLEY, on trouve

beaucoup de fractions continues qui conduiront à de s

équations de la form e

(1) (po) 2 -p g z 2
= (- 1)dpw ,

où p est le plus grand commun diviseur de deux quel-

conques des trois termes de cette équation .

Bien que (1) soit irrésoluble, d'après notre définition d e

la résolubilité d'une équation de LAGRANGE, cette équation

joue néanmoins, dans la théorie des équations de LAGRANGE ,

un rôle si important, qu'elle mérite une étude plu s

approfondie .

A cet effet, remarquons tout d'abord que l'équation (1 )

se présente aussi sous la forme

(2)
pot

-qz2 =

	

1 )aw ,

où deux quelconques des trois coefficients p, q, w sont pre -

miers entre eux, nous désignons comme résoluble une tell e

équation, pourvu qu'elle soit satisfaite par des positifs entiers

o' et z, premiers entre eux .

On voit que (2) est une généralisation directe des équa-

tions considérées dans l'article VII; c 'est pourquoi nous
Vidensk . Selsk . Matl .-fysiske Medd . V I, 1 .

	

3
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désignons comme équations de LEGENDRE les équations (2) ;

car les équations spéciales susdites jouent un rôle asse z

important dans les travaux de ce géomètre français, auss i

distingué que modeste, mais souvent trop peu apprécié.

Quant à l'équation (2), nous supposons toujours

q>p>l ,

parce que l'hypothèse p = 1 conduira à l'équation d e

LAGRANGE ayant la base q. Du reste, nous pouvons per-

muter simultanément p et q, a et 2, pourvu que l'exposant

é soit remplacé par å + 1 .

De plus, nous disons pour abréger que l'équation (2) ,

supposée résoluble, et le paramètre correspondant w appar-

tiennent à la décompositio n

a =p q
de la base a .

Ces définitions adoptées, nous avons à démontrer que

les équations de LEGENDRE sont en quelque mesure analo-

gues à celles de LAGRANGE .

Et, à cet effet, nous démontrerons tout d 'abord le lemm e

fondamental :

1 . Une solution quelconque de l'équation (2 )

est toujours élément d'une suite infinie de solu-

tions de l'équation susdite .

Quant à la démonstration de ce lemme, nous multiplion s

(1) par l'équation de FERMAT correspondant e

(3)

	

A2-aB2. =(-1)n', a = pq ,

ce qui donnera, après la suppression du facteur commun p,

() p (r~ An+ (- 1)e qz Bn) 2- q (p d Bn-{- (- 1) e T An) '

_ (- 1 )d+ne w ,
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équation qui est de la même forme que (2), de sorte qu'i l

ne s'agit que de démontrer que les deux nombres

aAn -{- (-1)° qz Bn, p aAn -I- (-1) e zAn

sont premiers entre eux, pourvu que a et z le soient, tan -

dis que l'exposant e est un nombre quelconque, pair ou

impair .

A cet effet, nous supposons n = 1, et nous écrivons le s

formules (5), ainsi obtenues, sous la form e

(6) am = A 1 6'm-1 + B 1 q zm -l , zm = B 1 p 11,n-1 ± A 1 zm-1 •

Cherchons ensuite, de ces deux équations, les valeur s

de 0nt-1 et zm__1, il résulte, en vertu de (3) ,

(7) (-1)£ am-1 = A 1 am-B1 gzm, (-1 ) E 'em-i = A 1zm-Blpam ,

et il est évident que am et Tm sont premiers entre eux ,

pourvu que a,n-1, et zm-] le soient, et inversement.

De plus, nous aurons évidemment

~am > am-i , Tm > zm-i ;

c'est-à-dire qu'une solution quelconque (a, z) de l'équatio n

(2) est élément d'une suite infini e

(9 )

	

(a1, 2 1) (a2, Z2) (a3, Z3) .

	

(an, 'en)

de solutions de l'équation susdite .

Dans l'article qui suit, nous avons à étudier plus pro-

fondément la nature des suites ainsi obtenues .

X. Suites fermées et suites coordonnées .

Revenons maintenant aux formules (7) de l'article précé-

dent, savoir

(1) (-1)f am-1 = A 1 Gm-B1 qzm, (-1 ) EZm-i = A 1z,n-Blp a,n .
3r.

(5)

(8)
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Où, nous avons posé

(2) Al-aBi = (-1)£ , a = pq ,

il est évident que ces formules sont inapplicables pou r

m = 1, bien que les expressions qui figurent aux seconds

membres de ces formules satisfassent à l'équation d e

LEGENDRE

(3) p0
.2
-q72 = (- 1)d'+ f

Cela posé, nous avons à étudier, comme dans la théori e

des équations de LAGRANGE, les deux hypothèses suivantes :

1° . La solution (s 1 , t1), définie par les nombres qu i

figurent aux seconds membres des formules (1), appartien t

à la même suite que (al , r1), ce qui donnera nécessairement

s1 = a1 , t1 = z1 ,

d'où il résulte, en vertu de (1) ,

(4) ( A1+(- 1)E) al = gB1. T 1, (A1-(-1E) Z1 = pa1 B 1 ;

car il est évident que les facteurs de a1 et z1 qui figurent

aux premiers membres de ces formules sont inégaux .

Or, les formules (4) donnent immédiatemen t

Al-aB,2 = 1 ,

de sorte que a est nécessairement une base de second e

espèce.

De plus, il résulte de (4) que B1 est multiple des deux

nombres ai et r1 , premiers entre eux, de sorte que nous

aurons

(5) B1 = k alzt ,

où k est un positif entier ; donc il résulte, en vertu de (4) ,

(6) A 1 +(-1)E = kgr2, Al -(-1)E = kpal ,

Nr. 1 . NIELs NiELSCx :r
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ce qui donnera

- .qzi) = (-1)a+1 2 ,

et cette équation n'est possible que pour les deux valeur s

k=1, k=2.

Soit maintenant k = 1, on aura

pot-qzi = (--1)d‘ 2

2A1 = poi-I-gzi, Bi = 61 T, ,

tandis que l'hypothèse k = 2 donnera

(8)

	

J put q 2 1 = (- 1)4

l Al = p î +qz , B1 = 2cr1 7 1 .

Inl:roduisons ensuite, dans (6), les deux valeurs pos-

sibles de k, il résulte la proposition :

1 . La décomposition a = pq est la décomposi -

tion principale de la base a.

Remarquons ensuite que les dernières équations (7) ou

(8) déterminent parfaitement les nombres d1 et 1-1 , pourvu

que p et q, Al et B 1 soient connus, nous aurons cette

autre proposition :

II. Les solutions des équations de LEGENDRE (7 )

ou (8) forment une seule suit e

(9) (u1 , 71) (u2, 7 2) (u3, z3) • - . . ((ln., Zn) . . . .

Dans ce qui suit, nous désignons comme suite fermé e

la suite (9) ainsi définie .

2° Soit maintenant, dans l'équation (3) ,

co > 2 ,

la solution (o-1 , z1) est différente de (s1 , t1), définie par les

expressions qui figurent aux seconds membres des équa-

tions (1), qui correspondent à l'hypothèse In = 1 .

k (p

(7)
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Dans ce qui suit, nous désignons comme réciproque s

les deux solutions (a1 , Ti) et (s1 , tt ) ainsi obtenues, e t

comme coordonnées les deux suites dont ces solution s

réciproques sont les éléments primitifs .

Quant aux suites coordonnées, nous aurons, comm e

dans la théorie des équations de LAGRANGE,

(10) ps l a'1 -f-gtl zt = wA 1 , s1 z 1 -I-tl a'1 = coBi ,

de sorte qu'il résulte, en vertu des formules récursives ,

(11) ln su c, . + g tu z„ = w A IL+, 1 , si, + t1 o , =

ces formules générales, valables quels que soient les indice s

,a, et v, sont analogues à celles connues de la théorie des

équations de LAGRANGE .

De plus, nous désignons comme genre d'une équation

de LEGENDRE le nombre total des suites formées de se s

solutions, de sorte que les équations (7) ou (8) sont d u

genre 1, tandis que les genres de toutes les autres équa-

tions de LEGENDRE sont des nombres pairs .

XI. Sur la multiplication des équations de Legendre .

Le fondement d'une étude plus approfondie des équa-

tions de LEGENDRE est, comme dans la théorie des équa-

tions de LAGRANGE, la multiplication de telles équation s

qui correspondent à la même base .

A cet effet, supposons applicables les deux décomposi-

tions (p, q) et (li t , q 1) de la base a, savoir supposon s

résolubles les deux équations

(1) p02-qz2 = (- 1)ßw, p1a~-q1r = (--1)(1'1w t

où nous avons posé

(2) a=pq=p1 c11,
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la multiplication de ces deux équations, qui se présentent

aussi sous la forme

(1)6) 2 -az2 = (- 1) `Y pw, (pi a).) 2 -az 2 = (- 1)6p l oi l

donnera

(3)
~ (PPt aal + (- 1)E a zz1 ) 2 - a (pa'Li + (- 0E 1)1 ai. z) 9 =

1

	

= (- 1)6+61 PPI ("o l .

Et il est évident que les résultats formels obtenus pou r

les équations de LAGRANGE sont aussi valables pour le s

équations de LEGENDRE, de sorte qu'il ne nous reste qu e

de discuter la portée de la formule (3) .

Quant à celte discussion, nous supposons que la bas e

a se présente sous la forme

(4) a = pgi's ,

où deux quelconques de ces quatre facteurs sont premier s

entre eux, ce qui permet les hypothèse s

s = 1 , r= s= 1, q=r=s= 1 ,

de sorte que la base réduite a peut contenir un nombr e

quelconque de facteurs premiers .

Supposons ensuite résolubles les deux equations

(5) pga2 -rsz2 = (- 1)ß w, pra -pz; _ (-1)`1 oi t ,

il résulte, en vertu de (3), une égalité de la forme

(6) psaz-grz 22 = (- 1)ö+61 +1 aiwl

où nous avons posé pour abréger

(7) a2 = paz1 +(-1) E ra'l z, z2 = paal +(-1)E szzl .

Cela posé, nous avons à démontrer la proposition essen -

tielle :
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1 . Un diviseur commun des deux nombres d2 e t

72 est aussi diviseur commun des deux paramètre s

w et co l .

En effet, cherchons des équations (7) les deux nombre s

a et r, il résulte, en vertu de la dernière des formules (5) ,

1)d1 w i d = ro1z2-szioy~
(-1)ds1-EFwlT = p

0
,iQ,2-gz12,2 ~

de sorte qu'un facteur commun de ø2 et Z2 est nécessaire -

ment diviseur de w 1 , parce que o et z sont premiers entr e

eux .

Cherchons ensuite, des équations (7), les deux nombre s

sri et T I , nous verrons de même qu'un facteur commun d e

et Z2 divise aussi le paramètre w .

Partons ensuite des deux équations

(8) pe-grsz2 = (-1)d w, gcr1-prszi = (- 1 ) `ß' w 1 ,

nous aurons de même

(9) pq ((rai +rsrai)2-rs(pov 1 ±go'iz)2 = (-1)d+dl wwl ,

et inversement, la multiplication des équations

(10) pot -grsz2 = (-1 )`ßw , pgol-rsz.

	

(--)61 w i

donnera

(11) q(pca'l+rsz21)2-prs(aTi+g61z) 2 = (-1)dfdi ww i .

Cela posé, remarquons que la proposition I est valabl e

aussi pour ces dernières multiplications, il est évident qu e

nous venons de démontrer une suite de propositions en c e

qui concerne la multiplication des équations de LAGRANG E

et de LEGENDRE, propositions desquelles nous nous borne-

rons à citer une seule :



Sur l'opération itérative des Équations de Lagrange .

	

4 1

II . Supposons résolubles les deux équations d e

LEGENDRE

(12) pqcr2-rsr2= (-1)6 exw , prai - gsa2= (-1)61 ex wl ,

où w et w l sont premiers entre eux, tandis que e

est un nombre premier qui ne divise ni w ni co i ,

cette autre équatio n

(13)

	

pso2 -grr2 = (-1)d'+d`l+1 w
wl

est résoluble aussi .

Quant à la multiplication des équations de LEGENDRE ,

appartenant à la même décomposition de base, nous auron s

le théorème fondamental :

III . Supposons résolubles les deux équation s

de LEGENDRE

(14) po'2-gr2 = (-1)6w, pai -gr2 = (- 1)6i coi, pg .=- a ,

où les paramètres w et w l sont premiers entre eux ,

l'équation de LAGRANGE

(15) u 2 -av 2 = (- 1)6+61 ww i

est résoluble aussi .

De plus, les formules générales donnent cette autre

proposition, supplémentaire à la précédente :

IV. Supposons résolubles les deux équation s

(16) u2 -av 2 = (- 1)6 w, po' E -qr2 = (- 1) r̀i wl , a = pq,

où les paramètres w et wl sont premiers entre eux ,

l'équation de LEGENDRE

pG2 -q. Z2 = ( 1)tf+å1 (0 co l

est résoluble aussi .

(17)
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Du reste, tous les résultats généraux, en ce qui concern e

la multiplication de deux équations de LAGRANGE, sont

aussi applicables pour la multiplication ou de deux équa-

tions de LEGENDRE ou pour les multiplications d'une équa-

tion de LAGRANGE et d'une équation de LEGENDRE .

En effet, la multiplication d'un couple de suites coor-

données, appartenant à chacune des deux équations don -

nées, conduira toujours à deux couples de suites coordon-

nées de l'équation nouvelle, obtenues en appliquant toujour s

la multiplication positive, parce que la multiplication néga-

tive des suites susdites n'est autre chose que la multiplica- .

tion positive des suites coordonnées .

De plus, appliquons toutes les multiplications, nous

aurons trois fois deux des quatre suites de l'équation nou-

velle, mais une seule fois les deux autres .

Et la proposition II donnera immédiatement le théorèm e

fondamental :

V. Supposons que le paramètre w de l'équatio n

de LEGENDRE

	

(18)

	

po.2_ gz2 = (-- 1)0 w

contienne n facteurs premiers inégaux, le genre d e

cette équation est au plus égal à 272-'- ou à 2 71 , selo n

que w est de la forme 4k+2 ou non.

Enfin, nous avons encore à citer cette autre proposition :

VI. Supposons simultanément résolubles le s

deux équations de LEGENDRE

	

(19)

	

p7r 2 -qr2 = w, prsi - qr = -w,

p et q sont tous deux une somme de deux carré s

premiers entre eux.
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XII . Conditions de résolubilité .

Les résultats obtenus, dans l'article précédent, rattachen t

la résolubilité de l'équation de LEGENDR E

(1)

	

pa'2-qat = (-1)ß u), a = pq,

à l'équation de LAGRANGE

(2) II 2 - a v2 =
9

En effet, il est facile de démontrer la proposition essen -

tielle :

I . Supposons impair le paramètre co, la condi -

tion suffisante et nécessaire pour la résolubilit é

de l'équation (1) est, que l'équation (2) est réso-

luble, en admettant une solution de la form e

II = pd2 +qZ2 , v = 2o"a ,

où a et a sont premiers entre eux.

Supposons tout d'abord résoluble l 'équation (1), l'opéra-

tion itérative du second ordre donner a

(pue +ga2 )2- a(2cia) 2 = w 2 ;

c'est-à-dire que l'équation (2) est résoluble et admet un e

solution de la forme (3) .

Inversement, partons de la formule (3), il est éviden t

que l'équation quadratiqu e

(4)

	

z 2 -2uz+av2 = 0

a les deux racines
2p o' 2 , 2 q r 2 ,

et nous aurons, en résolvant. (4) ,

z = u± Vu'- av2 = u*w ,

ce qui donnera immédiatement l'équation (1) .

(3)
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Soit, au contraire, w un nombre pair, nous avons à

remplacer l'équation (2) par celle-ci

(5)

	

u 2 -av 2 = -
2)

,

tandis que les conditions (3) deviennent

(6) 2u = pa2 +gr 2, v = ar ,

et le même procédé que dans le cas précédent conduira d e

nouveau des formules (5) et (6) à l'équation (1) .

Soit particulièrement w = 1 ou w = 2, nous retrouvons

les équations considérées dans l'article VII.

Quant à la résolubilité de l'équation (1), elle se rattach e

aussi à l'équation indéterminée

(7) p n -q m = (-1) ß̀ w ,

toujours résoluble, parce que p et q sont premiers entre eux .

En effet, soustrayons les deux équations (1) et (7), il

résulte

(8) p (a2 - n) = q (z2 -m),

ce qui donnera immédiatement la proposition essentielle :

II . L'équation (1) n'est jamais résoluble, à

moins que n et m, déterminés par l'équation (7) ,

ne soient résidus quadratiques, in de p et n de q ,

condition nécessaire qui n ' est pas toujours suffi -

sante aussi .

Soit donc par exemple n résidu quadratique de q, i l

existe un positif entier r, tel qu e

r2 = n (mod q) ,

de sorte qu'il s'agit de déterminer le nombre s, tel qu e

(10)

	

n = q s ± r.

(9)
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A cet effet, poson s

pi.2-(-1)d'w = qk ,

il résulte, en vertu de (1) ,

(11)

	

as2 ±2prs+k = r2,

et ensuite s est à déterminer, de sorte que le premier mem-

bre de l'équation (11) devienne un carré exact .

On voit que cette méthode est parfaitement analogue à

celle mentionnée dans l'article VI, en ce qui concerne l a

résolution numérique d'une équation de LAGRANGE .

XIII . Application de l'opération itérative .

Dans mon premier Mémoire sur les équations de LA-

GRANGE, j'ai développé les formules fondamentales, en ce

qui concerne l'opération itérative d'une équation de LA-

GRANGE .

Or, on voit immédiatement que ces formules sont appli-

cables aussi sur l'équatio n

(p6) 2 - a 72 = (- 1)6pw, a = pq ,

où p est le plus grand commun diviseur de deux quel -

conques des trois termes ; c'est-à-dire que les formules sus -

dites qui correspondent à l'opération itérative du secon d

ordre conduiront à des relations analogues pour l'équatio n

de LEGENDRE

(1 )

	

p41 2__ gz2 = (- 1) O m .

En effet, supposons tout d'abord impair et plus gran d

que l'unité le paramètre w, puis désignons pa r

( sv tl) (s 2 , t2 ) .

	

. (sn, t, t )

(6 1, Z1) (6~, Z2) . . . : (6n, xn) •
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deux suites coordonnées appartenant à l'équation (1), i l

existe deux suites coordonnées

( 77 1, ui) ( 77 2, v 2) . . . . (Un, Vn) . . .

(u', v'1 ) (i 2 , v'2 ) . . . . (u'rz, v'n) . . . .1

appartenant à l'équation de LAGRANGE

(4)

	

u2 - a v 2 = w2 ,

telles que

ux+,u-1 = p S ). s + g t). f,u , v).+,„1 =

	

-I- st, tz

uz +,u = p G).

	

+ g a,l z
,u, d+,u =

	

-j- o'p z A .

Soit particulièrement il, = 2, nous aurons

772).-1

	

p 32 + q t' , v2).-1

	

2 s) t)
2

	

2

u2). =p a~ +q ,

tandis que l'hypothèse p, = +1 donnera

(9 )

	

Z7 22,, = p S). S A +1 + g t ). 1').+1 , v2). = S) td+1 + t). S I. + 1

(10) II Z).+1 = p 61. d) +1 + g zi. Z).+1 ,
II ZÀ +1 = dti Z ).-I-1 + 1 ).

Quant à la solution primitive (us, vy) de la seconde de s

suites (3), elle ne peut pas être obtenue par ces opérations ,

mais posons

(11)

quel que soit l'indice 2 ,

(-1.) ` ,1 u1 = p s), aa q tL z ),

'
(-1)da. UNI = SÅ - G). t),

(5)

(6)

(7 )

(8) v~z = 2o'z7x ,

2

	

2
P s~ - (I t) = (- 1 ) dÀ' w ,

nous

(1 2)

(13)

aurons ,

particulièrement w = 1, les deux suites (3) coïn-Soit

cident avec la suite formée des solutions (An, Bn) de

l'équation de FERMAT

x2 -at72 = 1,
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et nous aurons pour la suite (2 )

= s2+1 E2 = 12+1 .

Quant à l'équation (1) dans laquelle w est un nombr e

pair, nous aurons, pour w > 2,

(14) 2uÂ+1c_1 = p+giï t14 , 2U ,1+ 1 = sA t~+s it

(15) 2u 1.+µ = po'i.a'w+gzï., 2v ' +p =

	

+ i V ,

tandis que l'hypothèse co = 2 conduira à des formules

analogues, en ce qui concerne l'équation de FERMAT ayant

la base a .

Dans ce qui suit, nous désignons comme l'opératio n

quadratique les formules spéciales (7) et (8), formules qu i

sont intéressantes parce qu'elles montrent que les nombre s

u22_1 et u2 2 sont tous de la forme

(16) p a2 + q ,82 ,

où a et ,B sont premiers entre eux .

Soit a une base de première espèce, les solutions (u, v )

et (u' , v) obtenues par l'opération quadratique épuisent

toutes les solutions de l'équation (4), parce que les (1122, u 2 ï)

et (d2a+1, v21.+1) correspondent à l'équation

11L - av2 = - w 2

Soit, au contraire, a une base de seconde espèce, tou-

tes les solutions (u, u) et (n', v ' ) correspondent à l'équation

(4), mais il n'existe aucune relation de la forme (16) pou r

les nombres u2,+1 et u2ï .

Dans l'article qui suit, nous avons à déduire, pour le s

nombres susdits, des expressions analogues à (16), mai s

contenant d'autres nombres que p et q .
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XIV. Sur la décomposition principale .

Revenons maintenant à l'équation de FERMAT

(1) Ai-aBi = (-1)F

et à la congruence

(2) A2, = (- 1) E (mod a)

qui s'y rattache, puis désignons par (o'n, vn) une suite quel -

conque appartenant à l'équation de LEGENDRE

(3) pas-qi2 = (- 1) `'P co, a = pq,

les formules récursives

°"J.+2 = A 2 a~ + B2 qz). , 2z+2 = B2 p a;. + A 2 v),

donnent, en vertu de (2), les congruence s

(4) ax+2-(-1)'ßt = 0 (modp), ,c)+2+(-1)'z-) = 0 (mod q) ,

analogues à celles developpées, dans l'article VI, pour le s

équations de LAGRANGE .

Les formules précédentes sont valables quelle que soi t

la base a.

Supposons maintenant que a soit une base de second e

espèce, ayant la décomposition principal e

(5) a = ice ,
puis supposon s

Al	 (- 1) P (mod ir), A l - (- 1)9+1 (mod q) ,

les formules récursives

a2+ = Al (1) + Bt cp z2 , i).+1 = Bl Tr, 0) + A i T).

donneront les congruences

(6) at- (- .1)9' a„

	

0 (mod Q), z) + (-1) r̀ a„

	

0 (mod ic) ,

valables quels que soient les indices

	

et v .
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Etudions ensuite l'équation (3) pour laquelle w > 2 ,

puis désignons par (sn, tn) la suite coordonnée à (o'n, rn) ,

les formules fondamentale s

(-1) E St = A t a-1 -B1 ez t , (-1)E 4 = ß t Tat -A t or t ,

où e est l'exposant défini par la formule (1), donnent de

même
(7) st-(-1)e+9'

dt -- 0 (mod o), tt+(-1)E+r'
zt =

0 (mod 7r,) ,

de sorte que nous aurons, quels que soient les indice s

À. et v,

s ) -.(-1)E+m a„

	

0 (mod 9) ,

t~ + (- 1)E-9' zy = 0 (mod T) .

(

1
(7 bis )

Cela posé, nous avons à étudier l'équation de LEGENDRE

qui correspond à la décomposition principale de la base a ,

équation que nous supposons tout d'abord de la form e

(8)

	

Tae -e/32 = (- 1) 6 ,

et nous aurons le théorème essentiel :

1 . Les équations de LAGRANGE et de LEGENDRE

I1L -a U2 = (J1)E w, TS2 -Pt 2 = (- 1)'l'-E w

sont simultanément résolubles ou non, et, en ca s

de résolùbilité, ces équations sont du même genre .

En effet, partons de la première des équations (9), puis

multiplions par (8), il résult e

T(LZa ± OUß) z- 9 (TUa+ttß)2 = ( 1) d'+E w ,

ce qui est précisément la seconde des équations (9) .

Inversement, partons de la dernière des équations (9) ,

la multiplication par (8) donnera
Vidensle . Selsk. Math .-fysiske Medd. VI, 1,

	

4 .

(9)
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(2zas± 0 t) 2-a(af±,8s) 2 =

savoir la première des équations (9) .

Supposons ensuite que la base a se présente sous la

forme

(10)

	

a = pqrs ,

où deux quelconques de ces quatre facteurs sont premier s

entre eux, puis désignons par

(11)

	

a=7re ; 7r=pq, e=r s

la décomposition principale de a, nous aurons le théorème

curieux :

II . Les deux équations de LEGENDR E

(12) pro'2 -gsi2 = (- 1) d w, ps&1-qrr = (-1)(4F+1 w

sont en même temps résolubles ou non, et, en ca s

de résolubilité, ces deux équations sont du mêm e

g enre .

A cet effet, multiplions par (8) chacune des équation s

(12), nous aurons la seconde de ces mêmes équations .

Dans ce qui suit, nous désignons comme simultanée s

les équations (12), de sorte que l'existence des équations

simultanées exige que la base a contienne au moins troi s

facteurs premiers inégaux, car les résultats que nous venons

de développer sont applicables aussi pour s = 1 .

Revenons maintenant à la multiplication des équation s

(8) et (12), nous aurons, abstraction faite du signe ,

(13)

	

d1 = qar±rfo', r 1 = qad+s,8r.

Remarquons ensuite que l'opération itérative du secon d

ordre conduira de chacune des équations (12) à l'équatio n

de LAGRANGE

(14)

	

u2 - a U 2 = w z ,
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puis posons, conformément aux formules (5) de l'articl e

précédent,

les formules
u 1 = pre-Fgsc2 ,

Al = Tca 2 + pß 2 ,

v 1 = 2a-c ,

B 1 = 2aß,

conséquences immédiates des formules (13) et (14) d e

l'article VII, donnent, après un calcul direct ,

pr(g art; rßG) 2 +gs(pau+sßc) 2 = u 1 A 1 ±av 1 B1

2(cl ac-~-rßo) (qaa'±sßc) = v1 A l ±u 1 B 1 ,

savoir l'élément (u. 2 , v2) et l'élément (u'1, vl) réciproque d e

c'est-à-dire que nous venons de démontrer la pro-

position intéressante qui donnera la solution du problèm e

indiqué à la fin de l'article précédent :

III . L'opération quadratique conduira, de s

équations simultanées (12), à toutes les solution s

(un, vn) et (un, u) d'un couple de suites coordon -

nées appartenant à l'équation (14) .

Quant aux bases a de seconde espèce pour lesquelle s

l'équation de LEGENDRE qui correspond à la décompositio n

principale se présente sous la form e

(15).

	

;r a2-pßß = (-1)0'2 ,

les équations simultanées (12) deviennent, pour w impair ,

(16) pro 2 -gsc2 = (-1) f w, pso'1 -qui = (-04+6+1 2w ,

et, pour w pair ,

(17) prc2 -gsc2 = (- 1)f w, psa-qrc ' = (- 1)`'+F+1w
2 '

tandis que l'équation (14) se présente, pour w pair, sou s

la forme

	

/ 2

(18) u2 -av2 =
2

~ .

4 "
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Du reste, les résultats que nous venons d 'obtenir sont

applicables aussi dans ce cas .

La deuxième des tables numériques jointes au présen t

Mémoire contient les solutions des diverses équations de

LAGRANGE et de LEGENDRE qui correspondent à a = 30,

la plus petite base qui contienne trois facteurs premiers

inégaux .



Sur l'opération itérative des Équations de Lagrange.

	

53

CHAPITRE IV

Sur les hauteurs paires .

XV. Équations primitives .

Dans les recherches qui nous occupent ici, l'équation

u 2 -av2 = w 2

joue un rôle si important qu'il est nécessaire de l'étudie r

plus profondément, ce qui exige avant tout une définitio n

de l'idée d'une équation primitive.

A cet effet, nous avons à comparer l'équation (1) avec

celles-c i

(2)

	

u2 -av2 = (- 1) d' co

(2 bis)

	

u2 -av2 = (-1)d' 2co ,

et nous désignons l'équation (1)

comme primitive, pourvu qu'aucune des équations (2 )

et (2 bis) ne soit résoluble ;

comme semi-primitive, pourvu que son genre soit plus

élevé que celui de l'équation résoluble (2) ou (2 bis) .

Quant aux équations semi-primitives, il existe donc a u

moins un couple de suites coordonnées (ui, vu) et (un, v'n)

dont les éléments ne proviennent pas, par l'opération itéra-

tive du second ordre, d'une équation (2) ou (2 bis) .

Nous désignons de telles suites comme suites coordon-

nées primitives de l'équation (1), et, en étudiant une équa-

(1)
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tion semi-primitive, nous supposons que la solution (u, u )

en question appartienne à une suite primitive .

Quant à l'équation (1), supposée primitive, le paramètr e

w est nécessairement de la hauteur 2 par rapport à l a

base a, et l'inverse est vraie aussi, pourvu que a ne soi t

pas de la forme 4k+ 3 .

Soit maintenant, dans l'équation (1), supposée primitive ,

u et w de parité différente, il existe une décomposition

(3) a=pq ; q>p > 1 ,
telle que

(4) u+(-1)`ß w = pd2 , u-(-1)`ß w = qa t , u = a'r ,

oit p et q, u et sont premiers entre eux, ce qui donner a

(5) pu2 +ga2 = 2u, po2-qz2 = (-1)e2w .

Soit, au contraire, u et w tous deux impairs, d est

nécessairement pair, parce que av2 est multiple de 8, et a

est une base réduite ; posons donc

(6) a = 2 or ,

nous aurons, dans ce cas ,

(7) u+(-1)~w = 2pa2, u-(-1) ß̀ w = 2ga2,

savoir, au lieu de (5),

(8) pa2 +q'c 2 = u, pu e -qat = (- 1) `ß w .

Cela posé, il est facile de démontrer le théorème, fonda -

mental dans la théorie des équations de LAGRANGE :

1 . Les seules bases réduites qui n'admetten t

aucune équation primitive sont les nombre s

premiers et les bases de seconde espèce, qui n e

contiennent que deux facteurs premiers et qui n e

permettent de résoudre aucune des équations
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(9)

	

u 2 -av2 = (- 1)d 2 ,

où a est la base en question .

Supposons tout d'abord que la base a de seconde espèc e

contienne au moins trois facteurs premiers, il existe tou-

jours une décomposition

a =pq ,

différente de la décomposition principale . Choisissons en -

suite les deux positifs entiers a et fi, tels que p a et q #

sont premiers entre eux, puis poson s
(10)

	

±w - pat-qß2'

il est évident que l'équation de LEGENDR E

(11)

	

pa'2 -qr2 = w

est résoluble, ayant la solution (a, fi) .

De plus, il est possible de choisir a et ß, tel que w

devienne impair ; donc l'équation ainsi déterminée

(12)

	

a 2 - a v 2 = w2

est primitive .

Quant aux bases de première espèce, nous démontreron s

le lemme :

II. Une base de première espèce qui est u n

nombre composé, admet toujours des équation s

primitives .

On voit que le développement précédent conduira im-

médiatement au but, parce qu'une hase de première espèc e

ne possède aucune décomposition principale.

Étudions ensuite les bases de seconde espèce, nou s

aurons de même :

III. Une base a de seconde espèce qui ne con -

tient que deux facteurs premiers, et pour laquelle
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l'équation (9) n'est pas résoluble, n'admet au-

cune équation primitive .

En effet, supposons primitive l'équation (12), pui s

désignons par (un, vm) et (un, vn) deux solutions quelcon-

ques d'une même suite primitive appartenant à l'équatio n

susdite, nous auron s

(13) pG2 +gr2 = xum, pGl+gr2l = xun

(14) pGû-gr2 = (-1)0'xw, po't-gri = (- 1)d xw ,

où z est un des nombres 1 ou 2, ce qui donnera, e n

vertu de (14),

de sorte que nous aurons les deux congruence s

(15) c - ci = 0 (mod q) T 2 -4 = 0 (mod p) ,

car p et q sont premiers entre eux.

De plus, il résulte, en vertu de (13),

(um-un) p - a1)+(r2-rl) ,

de sorte que les congruences (15) donnent

un, = un (mod a) ,

ce qui est impossible, comme nous venons de le démontre r

dans l'article VI .

IV. Une base de seconde espèce qui est u n

nombre composé, et pour laquelle l'équation (9)

est résoluble, admet toujours des équations primi-
tives .

Cette proposition est une conséquence immédiate de s

formules (10) et (11), parce que la base en question n'ad-

met aucune décomposition principale .

Reste encore le cas où la base est un nombre premier,

p(~2- 6i) = q(r
2.
-ri),
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mais une telle base n'admet aucune équation de LEGENDRE

et par conséquent aucune équation primitive .

Cela posé, il est facile de démontrer encore deux théo-

rèmes fondamentaux dans la théorie des équations d e

LAGRANGE, dont voici le premier :

V . Les seules bases réduites qui n'admetten t

pas la hauteur 2 sont les nombres premiers et le s

bases de seconde espèce des formes 4k+ 1 ou 4k+2 ,

qui ne sont pas une somme de deux carrés, et qui

ne contiennent que deux facteurs premiers .

En effet, il est évident que tous les paramètres qui

admettent des équations primitives, admettent aussi l a

hauteur 2 .

Quant aux bases de la forme 4k+ 3, pour lesquelles

l'équation (9) n'est pas résoluble, nous choisissons deu x

nombres impairs a et ß, de sorte que a est premier ave c

aß, le nombre w défini par l'expression

+2w = a2 -aß2

est impair, de sorte que les équations

(16)

	

u 2 -av2 = ± 2w, u2 -av2 = w2

sont toutes deux résolubles . Et il est évident que w contient

au moins un facteur premier de la hauteur 2, parce qu e

le paramètre 2 est inapplicable .

Enfin, soit

(17)

	

a = a2 + ß2,

je dis que les équations primitives de la base a se présen-

tent toujours sous la form e

	

(13)

	

u2 -au' = - w2,

équation qui est certainement résoluble pour w = a et

w = 4, ayant la solution (ß, 1) respectivement (a, 1) .



58 Nr. 1 . NIELS NIELSEN :

En effet, supposons primitive une équation de la form e

II2 - a U 2 = w 2 ,

l'équation de LEGENDRE

pa2- q z2 = (- 1) w

est résoluble, ce qui est impossible, parce que la multipli -

cation de cette équation par l'équation principal e

p a2-
qß 2 = (- 1)ß w

conduira à cette autre équation résolubl e

112- a v' = (-1)0'+ '

Reste encore le second des deux théorèmes susdits ,

théorème qui se présente sous la forme la plus simple ,

pourvu que la base a ne soit ni une base de second e

espèce de la forme a2 + ,82 ni une base 4k+ 3 qui n'admet

pas le paramètre + 2 . Posons ensuit e

(19)

	

w = et X7'2 . . . .t

	

a n
n ,

2

où les nombres irr sont les facteurs premiers de w, nous

avons à démontrer le théorème :

VI. Supposons que les n facteurs Tcr r soien t

tous des hauteurs 1 ou 2 par rapport à la base a ,
qui satisfait aux conditions susdites, il existe un e

décomposition

(20)

	

a=pq, 1<p<q<a ,
telle que l'équatio n

(21)

	

pa2 -qz2 = (- 1)ß w

est résoluble, et le genre de cette équation a l a

valeur maximum 2n-t ou 2n, selon que a est de l a

forme 4k+2 ou non .
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Soit 2-cr un des facteurs premiers de w, il existe une

décomposition

de sorte que l'équation

pr a2 - g =

	

1) d'r
Ir'`er

est résoluble, et la multiplication des n équations ainsi

obtenues conduira immédiatement au théorème VI .

Les modifications de ce théorème qui exigent les bases

exclues sont évidentes .

Remarquons, en passant, que le théorème VI est certaine -

ment valable, pourvu que tous les facteurs premiers d u

paramètre w soient des hauteurs 1 ou 2 par rapport à l a

base a .

XVI. Bases de première espèce .

Pour illustrer par un exemple assez général les déve-

loppements précédents, en ce qui concerne les bases d e

première espèce, nous partons de l'équation de FERMA T

2

	

2

	

n
An -aBn = (-1) ,

et nous démontrerons tout d'abord la proposition :

1 . Soit a une base de première espèce, quelcon-

que du reste, les équations de LAGRANGE

2
ü2 -a U2 = ~A2v-{- 1

sont toujours résolubles, quel que soit l'indic e

impaire 2v+1 .

Supposons tout d'abord a impair, l'équation

(3)

	

s 2 -- a t2 = = 2 A2 ,, + 1

est résoluble, ayant les solutions

= pr gr , l <pr < gr < a ,

(1)

(2)
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(A 2v+1 + 1 , B2v+1) (A2v+1 - 1 > B2v+1) •

Soit ensuite a un nombre pair, savoi r

a=2a1 ,

a 1 est nécessairement impair, et, dans ce cas, l'équation d e

LEGENDR E

(6)

est résoluble, admettant les solution s

(A2„+11

	

1 (A2v+1+ 1 )
(7) `

	

2

	

, B2v+11

	

2

	

B2v+ 1

Et l'équation (2) provient de (3) respectivement de (6) ,

par l'opération itérative du second ordre .

Posons particulièremen t

a = a2 -ß- 1, Al = a ,

la valeur minimum des paramètres applicables est 2a ou

4 a f 3, selon que a est pair ou impair, ce qui donner a

immédiatement la proposition :

II. Soit a un nombre impair, plus grand qu e

l'unité, mais quelconque du reste, l'équatio n

(8) u 2 - (a2 +1) = a2

est toujours primitive.

Supposons maintenant que la base paire a2 +1 con-

tienne au moins deux facteurs premiers impairs, il exist e

encore une décomposition en somme de deux carrés, savoir

a

	

a 2 -{- 1= /32 +
y2 >

où fi et y sont tous deux impairs, et les équation s

(10)

	

u 2 - a v2 = /8 2 , u 2 - a v2 = y2,

2 az - al Z2 = A2v + 1

(9 )
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ayant, pour les paramètres négatifs, les solutions (y, 1) re -

spectivement (g, 1), sont certainement primitives, parce qu e

,8<a et y< a .

Quant aux équations (10), nous aurons la proposition :

III . Il existe une décompositio n

(11)

	

a = 2pq ,

de sorte que la première des équations (10) appar-

tient à (p, 2q), la seconde à (2p, q) .

En effet, multiplions les deux équations évidente s

a2 -a•12 = - 1, y2 -a•1 2 = -,82 ,

nous aurons

(12)

	

(ay-a)2 -a(a-y)2 =,ß 2 ;

posons donc
a-y = 2o'a ,

il résulte, en vertu de (12) ,

ay-a-}-(-1)d,8 = 2po2

ay-a-(-1)d ß = 4gz2 ,

ce qui donnera l'équation de LEGENDRE correspondant e

(14) pa2 --2cri' = (-1) xg .

Partons ensuite des congruence s

a y+(-1) d' g = 0 (modp)

ay-(-1)6 ,8 - 0 (mod q) ,

tirées directement des équations (13), nous. aurons, en

multipliant par y ces deux congruences, puis appliquant l a

formule (9) ,

(15)
(

	

a,8-a-{-(-1)6 y	 0 (modp)

{l

	

a g - a- (-1)d y = 0 (mod q) .

i
(13)
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De plus, la différenc e

(a /3-a-;-(-1)dsy)-(ay- a-(-1)dy)

étant de la forme 4k + 2, on aura, en vertu de (15) ,

aß-a-(-1)`1y = 4ps2

a ß- a +(-1)6y = 2gz2 ,
où

a-y = 2st ,

ce qui donnera finalement la seconde des équations susdites

(16) 2ps2 -q1L = (- l )

Quant aux hases spéciales qui nous occupent ici, i l

nous reste encore à démontrer cette autre proposition :

IV. Deux couples de suites coordonnées, appar-

tenant à l'équation primitiv e

(17) n 2 -ad = ß2 y 2 , a = 2a 1 ,

qui est au moins du genre 4, correspondent à l a

décomposition (2, a 1 ) .

En effet, multiplions les deux équation s

y 2 -a•1 2 = -ß2 , ß 2 -a•1 2 = -y2 ,

Posons ensuite

u = a +ß ;', v = ,g Y ,

nous aurons, en vertu de (9) ,

li+ß I y _ (ß+y) 2 = 462 ; ai = ß + Y
u-ßy = a = 2a1 z2 ; r = 1 ,

d'-l - 1
Y •

il résulte

(18)

	

(a ±ßY)2-a (ß+r) 2 = ß 2 y2 .
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ce qui conduira à l'équation de LEGENDR E

(19)

	

2o12 -a1 r 2
= ±ßy.

La seconde des équations (18) donnera de même

u= a-ßy, i)

de sorte que l'on aura ici

u -~- ß'y

	

a = 2 a 1 r
2

; c= 1

u- ß y = 0- y)2 = 4~2 • a = '8-7
2

	

'

ce qui conduira de nouveau à l'équation (19), équatio n

qui a par conséquent les deux solution s

(20)

	

fi 2 y' 1) \ß 2 y' 1 / .

XVII . Bases de seconde espèce .

Quant aux bases de seconde espèce, nous partons d e

l'équation classique

(1) A,-2B = (-1)v ,

équation qui conduira immédiatement à la proposition :

1 . Soil i,> 1, l'équatio n

(2) D2 - (A2v+1 + 2) v 2 = A2„ L 1

est toujours primitive .

Quant à l'équation (2), il résulte immédiatement, e n

vertu de (1), qu'elle admet la solutio n

u = 2ß2v+1, D = 1 .

Supposons ensuite impair le paramètre w, les deux

équations

	

2
(A2,,+1+2) D2 =

(-1) 6 co

ii2 - (A2„ +1 + 2) D2 = (- 1)" 2 w

= ß y,

(3)
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sont simultanément résolubles ou non, et nous savons que

ces équations sont toujours irrésolubles, à moins qu e

w>2A2,,+1-1 ;

c'est-à-dire que le paramètre

w = A 2v+ 1

est toujours exclu pour v> 1, et l'équation (2) est primitive .

On voit que l'hypothèse v = 0 conduira à l'équatio n

u2 -3D2 = 1 ,

qui ne présente aucun intérêt à ce point de vue .

La plus petite base définie par l'expression

(4)

est le nombre

(5)

a,, = A
2
2v+1+ 2

a 1 =72 -}-2=51 ,

ce qui est précisément la plus petite base composée qu i

admette un des paramètres ± 2 .

La troisième des tables numériques, jointes au présen t

Mémoire, donnera les solutions des équations de LAGRANGE

et de LEGENDRE ayant la base 51 .

Revenons maintenant à l'équation (2), puis appliquons

les formule s

2B2v+1- A2v+1 A 2,,, 2 B21,+1 + A2„+1 = A 21,+2 ,

il est évident que l'équation susdite conduira à l'équatio n

de
LEGENDRE

(6)

	

A2v d2 - A 2,4_2 ,12 = - 2 A 2v+1 ,

ayant la solution (1, 1) .

Multiplions ensuite (6) par l'équation principal e

2

	

2
112v+1 - (A 2v +1 -i- 2 ) `1 2 = -2,



Sur l'opération itérative des Équations de Lagrange.

	

65

il résulte l'équation simultané e

(7) A 2v s' - A2v+1 t-' - A2v+ 1

qui admet la solution (B2,+1, B2v) .

XVIII . Sur les bases 4p4 ± 1 .

Il résulte immédiatement du théorème I de l'article XV

que le nombre
(1) a = 4a4 -I- 1 ,

ne peut jamais être premier, pourvu que a>1, car l'équation

(2) u 2 -av2 = 4a 2

est primitive .

Or, l'identité évident e

(3) (2 a 2 -1)2 +(2a)2 =

	

4a 4 ± 1

donnera, pour a > 1, deux décompositions différentes en

sommes de deux carrés de la base a ; de sorte que a ne

peut être un nombre premier que dans le seul cas

a= 1, a=5 .

Quant à la formule (3), on voit que le carré pair qu i

figure au second membre est un bicarré, pourvu qu e

(4) a = 2 k 2,

et seulement dans ce cas .

Quant au carré impair, l'équation classiqu e

(5) A" -2B2 = (- 1)v

donnera immédiatement la proposition :

1 . Le carré impair qui figure au premier mem-

bre de l'équation (3) est un bicarré, . pourvu qu e

(6) a = B22,+1 ,

et seulement dans ce cas .
Vidensle . Selsk . Math .-fysiske Medd . VI, 1 .
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Appliquons ensuite cette autre identité évidente

(7) 4a 4 +1 = ((a-1)2+a2) (a2+(a+1)2) ,

il est facile de déterminer a, tel que la base a se présente

sous la forme

(8) 4 a4 + 1 = Y 2 ( a2 + (a + 1 ) 2 ) ,

problème qui se rattache aussi à l'équation (5), car nou s

aurons la proposition :

II. Un des deux facteurs qui figurent au secon d

membre de (8) est un carré exact, pourvu qu e

A2r+i + 1
a

	

2

et seulement dans ce cas .

(9)

Soit par exemple v = 1 ,

A32
1 = 3,

a= 	 s2	 =4,

on aura

a=325=5 2 . 1 3

a=1025=5 2 . 41 .

XIX . Applications diverses .

Il nous semble utile d 'éclaircir, par des exemples con-

venables, les développements précédents .

Exemple I . L'équation

(1) u2 -145 v2 = + 144

du genre 4 est semi-primitive, car la solution (17, 1) d e

cette équation conduira à l 'équation de LEGENDR E

(2) 5o'2 -2922 = +24 ,

ayant la solution (1, 1) .

Exemple II . L'équation

(3) u2 - 442 v 2 = + 441
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du genre 4 est aussi semi-primitive, parce que la solution

(47, 2) correspond à l'équation de LEGENDR E

(4) 13x'2 -3422 = - 21 ,

satisfaite par (1, 1) .

Exemple III . Le nombre

(5) 130 = 11 2 + 3 2 = 9 2 + 7 2

est la plus petite base de première espèce qui contienne trois

facteurs premiers inégaux .

La première des décompositions (5) conduira aux deux

équations primitives

(6) 23 2 -130 . 22 = 9, 479 2 -130 . 42 2 = 121

qui correspondent aux équations de LEGENDRE

(7) 1042 -13r2 = ±3, 5a2 -26z2 = ±11 ,

ayant les solutions (1, 1) respectivement (7, 3) .

Quant à la seconde décomposition (5), elle ne conduir a

qu'à la seule équation primitiv e

137 2 -130 . 122 = 49 ,

à laquelle correspond l'équation de LEGENDR E

(9) 2a'2 -6522 = +7,

satisfaite par (6, 1) .

L'équation primitive du genre 4, déterminée par le s

égalités

(10) 67 2 -130 . 8 2 = 163 2 -180 . 142 = 33 2

conduira à l'équation de LEGENDR E

(11) 2G'2 -65x2 = + 33 ,

également du genre 4, car ses deux solutions (4, 1) et (7, 1 )

n'appartiennent pas au même couple de suites coordonnées .

5 *

(8)
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Les nombres premier s

3

	

7

	

11

	

43

sont tous de la hauteur 2 par rapport à la base 130 .

L'équation

(12) n'- 130 v2 = ± 129

est résoluble et du genre 4, parce que 3 et 43 appartiennen t

à la même décomposition de 130 .

Au contraire, aucun des nombre s

21

	

33 . 7 7

n'est applicable comme paramètre de la base 130, parce

que les deux nombres premiers, contenus dans chacun d e

ces nombres, appartiennent à des décompositions différente s

de 130 .

Mais l'équation

(13) u 2 -130v2 = ± 23 1

est résoluble et du genre 8.

La dernière des quatre tables numériques jointes a u

présent Mémoire contient les solutions des équations d e

LAGRANGE et de LEGENDRE qui se rattachent à la base 130 .
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CHAPITRE V

Sur l'opération du troisième ordre .

XX. Sur la multiplication des équations .

L'ensemble des équations de LAGRANG E

u 2 -a1'2 = (- 1) `ß w ,

déterminées par les condition s

2<a102, 2<w<1000 ,

ne contient qu'une seule équation dont le genre ne soit pa s

une puissance de 2, savoi r

u'-37 v2 = ± 924.

La détermination du genre de cette équation exige donc ,

à ce point de vue, des recherches ultérieures sur la multiplica-

tion de plusieurs équations de LAGRANGE .

A cet effet, désignons par

(sr, tr), r= 1,2,3 ,

une solution d'une suite quelconque appartenant à l'équation

sr-atT = (- 1) d'r cor ,

il est évident que, dans la multiplication positive de ces

équations, que nous désignons simplement par le symbol e

(2)

	

(SI, tl) (S2, t2) (S3 , t 3) . . .

(1)
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et qui est définie par les formule s

(3) (sp sq + a tp tq) 2 - a (sp tq + sq tp) 2 = (- 1)ßp dq ~p .q

nous pouvons permuter arbitrairement les facteurs de c e

produit symbolique, et que l'on peut remplacer par exempl e

les deux facteurs (s 2 , t2 ) et (s 3 , t3) par leur produit, défini

par la formule (3), de sorte que le produit (2) se présente

aussi sous la

(S1fo,

rme

(4) tl) ((S 2 , t2) (S3, t3)
l

(S4 , t4 ) . .

Posons ensuite pour abréger

Sl = (+) (s1 , t1) (S2, 1 2 ), S2

	

(+)
/
(s1, t1) (S3, t3)

Ti = (-) (s 1, t1) ( S2, t2), T2 = (-) (s1 , t1) (s3, t3) ,

nous avons à démontrer les identité s

(5) (+) Si T2 = (+) S2 Ti = (+) (s 2 , t2) ( S 3, t3 )

(d)

	

(-) Si T2 = (-) S2 Ti = (-) ( S 2, t 2) ( S 3, t3 )

A cet effet, désignons par (s',., t;.) une solution de l a

suite coordonnée à celle qui contient (sr, t, .), nous auron s

Tl = (+) (si , tl) (s2, t2), T2 = (+) (s l , tl) ( S 3, t3) ,

ce qui donnera la multiplication positiv e

(+) S̀ 1 T2 . .= (s1, t1) (S2, t2) ( s' , ri) (S3, 13) ;

permutons ensuite les deux premiers de ces facteurs, pui s

remarquons que la multiplication positive des deux suite s

coordonnées fait disparaître ces facteurs symboliques, d e

sorte que nous aurons finalement

(+) SI .
T2 = (+) (S2 , t2) (S3, t3)

savoir la première des formules (5) .

Et l'on démontrera, par le même procédé, les autre s

formules en question, formules que l'on trouvera aussi
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facilement par un calcul direct, en appliquant l'identité (3 )

et la définition analogue de la multiplication négative, savoir

(spsq- atptq) 2 - a(sptq-sgtp)2 = (- 1) Îp+6q (Jp(oq .

Cela posé, nous partons des quatre nombre s

0 1 w2 03 04 ,

premiers entre eux deux à deux, et les six équations d e

la forme

(a , fg)

	

n2- a U 2

	

(- 1)6 (,U a (Aß ,

où a et ß sont deux quelconques des indices des nombre s

(7), il est évident que la multiplication des deux équation s

(a, ß) et (y, d) conduira toujours à cette autre équatio n

u2 -aU2 = (- 1) E U71 (U2 UJ 3 CJ 4.

Et nous avons à démontrer la proposition :

1. Les six produits de la forme (±) (a, ß) (y, d)

donnent précisément trois couples de suites coor-

données appartenant à l'équation (8) .

En effet, appliquons les identités (5) et (6), nous aurons ,

en appliquant des signes convenables dans les multiplica-

tions, des identités de. la forme

(a, ß) (a , y) = (ß, r)

(a , y) (y, a) = (a , a) ,

ce qui donnera, toujours avec des signes convenables dan s

la multiplication ,

(a , d) (fi, r) = (a, ß) (y , a) ,

et il est évident qu'il existe précisément trois identités d e

cette forme, de sorte que notre proposition est démontrée .

(7)

(8)
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XXI. Sur la hauteur 3 .

Désignons maintenant par

(1)

	

co, CO 2 CU 3

	

CO 4

quatre nombres premiers impairs qui sont tous de la hau-

teur 3 par rapport à la base a .

Supposons ensuite résolubles les six équations de la forme

(a , fi)

	

u 2 - a v 2 = (- 1)ßa ' f' toc, ,

nous avons récemment démontré que ces équations son t

du genre 2, et que les quatre équations de la form e

(a,

	

r)

	

u2 a v2 = (- 1)"P",ß+°Paya
I~ w'

	

a ß Y

sont résolubles aussi et du genre 2 .

Cela posé, nous avons ici à démontrer les proposition s

suivantes :

1 . Supposons résolubles les quatre équation s

(a,R, y), les six équations (a,fi) sont résolubles aussi .

A cet effet, désignons pour abréger par les symboles

(ar) (ar, fis, yI,

	

. )

les équations qui correspondent aux paramètre s

r

	

r

	

s

	

t
CO L~, CO, W COy . . . ,

	

.

nous aurons des identités de la forme

(±) (a3 ) (a , fi, r) = (a2 , /3, r)

(±) (N33) (a2 ,

	

y)

	

(a2 , N92 , r)

(_) (a , ß, r)

	

R 2 , y) = (a , y2 )

(+) (a , ß, r) (a2 ,

	

y)

	

(/3, y2), .

où les signes sont à choisir convenablement dans toute s

les multiplications en question, car aucun des paramètre s

. £Oå n'est applicable, parce que Iv a est de la hauteur 3.
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Et l'on aura de même, avec un choix convenable d u

signe ,

de sorte que ces multiplications conduiront, des quatre

équations (a, fi, y), aux six équations (a, fi) .

II . L'équatio n

(2)

	

IL2 -a U2 = (-1)£0) 1 0) 2 0 3 w4

est résoluble et du genre 6 .

Il résulte, en vertu de la proposition I de l'article précé-

dent, que l'équation (2) est résoluble et au moins du genr e

6, car nous avons démontré l'existence de trois couples de

suites coordonnées appartenant à cette équation .

Supposons ensuite que l'équation (2) admette encor e

une suite de solutions S, puis désignons par T et T' un

des trois couples de suites coordonnées que nous venons d e

déterminer, nous aurons, en choisissant convenablement

les signes,

(±) s T = (a2 , /3 2), (f) s T = (Y2 , J2 ) ,

ce qui donnera, toujours avec un choix convenable du

signe ,

de sorte que S peut être obtenue par une multiplicatio n

convenable de certaines équations (a, fi), ce qui est impos-

sible, parce que de telles multiplications conduiront seule -

ment aux trois couples, déterminés par la proposition I d e

l'article précédent .

Remplaçons maintenant un des w par le nombre 4 ,

posons par exemple
w 4 = 4 ,

puis supposons résolubles les trois équation s

(±) (y3 ) (a , Y 2 ) = (a, y) ,

(±)(S T) T ' = (a2 , 12) T' = S,
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(a)

	

u2 -av2 = (-1)d'«4w« ; a = 1, 2, 3 ,

les trois équations (a, fi) sont résolubles aussi, et nou s

aurons, par le même procédé que dans le cas précédent ,

cette autre proposition :

III . L'équatio n

11 2 -av2 = (-1)£ 4w 1 w 2 w

est résoluble et du genre 6 .

Enfin, supposons que 2 soit, par rapport à la base a,

de la hauteur 3, savoir qu'une équation de la forme

(4) u 2 -av2 = (-1) P̀ 3 2

soit résoluble, puis supposons que les trois équation s

(5) u 2 -av2 = (- 1)d« 8 w « ; a = 1, 2, 3

soient résolubles aussi, les trois nombres premiers w « sont

de la hauteur 3, par rapport à la base a, et nous aurons

ici la proposition :

IV . L'équatio n

(6)

	

11 2 -av2 = (- 1)' 8w 1 w 2 w 3

est résoluble et du genre 6 .

On voit du reste que cette dernière proposition es t

valable, pourvu que les équations (4) et (5) soient rempla-

cées par celles-ci

(3)

u2
- a v2

	

23n-4 O . _-- - 1)d'a 2 n ,

où il faut supposer n � 3 .

Dans l'article qui suit, nous avons à éclaircir, par de s

exemples convenables, les développements précédents .
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XXII . Exemples .

Les nombres premiers

3

	

7

	

1 1

sont de la hauteur 3 par rapport à la base 37, car on aura

(3, 4) 5 2 -37 . 1 2 = - 12, (7, 4) 3 2 -37 . 1 2 = - 28 ,

(11, 4) 9 2 -37 . 1 2 = 44,

et le paramètre 4 est exclu .

Cela posé, nous aurons de même

(3, 7) 42 -37 . 1 2 = 21, (3, 11) 22 -37 . 1 2 = - 33,

(7, 11) 15 2 -37 . 2 2 = 77,

ce qui donnera les trois couples de suites coordonnées

appartenant à l'équation

(1)

	

u 2 - 37 v2 = ± 924 ,

savoir

	

h 1 2 -37 . 5 2 = - 924

	

I . 179 2 -37 . 29 2 = 924

II1 31 2 -37 . 1 2

	

924

	

II2 149 2 -37 . 25 2 = - 924

	

III 1 43 2 -37 . 5 2 = 924

	

III 2 73 2 -37 . 13' = --924.

Et l'on aura

(-) (4, 11) (3,7)=h, (+) (4,11) (3,7)=I1I2

(-) (4, 7) (3, 11) = III , (+) (4, 7) (3, 11) = IIh
(-) (4, 3) (7, 11) = Il , (+) (4, 3) (7, 11) = II 2 .

On aura de même

I1 I I 1 N 18 2 -37 . 13 2 = - 7 2 . 11 2 ,

I 1 II 1 N 1 2 -37 . 1 2 =-4 . 3 2 ,

1 1 111 1 N 22 2 -37 . 52 = - 3 2 . 7 2 ,

I1 II11 N21 2 -37 . 5 2 = -4 . 11 2 ,

(+) 1111111 N 232-37 . 3 2 = 4• 7 2 ,

(-) II I III I N 41 2 -37 . 42 = 32 . 11 2 .
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Partons ensuite des équation s

8 2 -37 . 1 2 = 27, 262 -37 . 3 2 = 343, 12 -37 . 6 2 = -1331,

nous aurons, en multipliant les deux premières ,

97 2 -37. 2 2 = 33 . 7 3 , 642 -37 . 19 2 = - 3 3 . 7 3 ,

multiplions ensuite ces deux équations par celle-ci

1 2 -37 . 6 2 = -1331 ,

nous aurons les quatre solutions primitives de l'équation

(2) u 2 - 371)2 = ± 231 3

déterminées par les égalités

Ii N 347 2- 37 . 580 2 = - 2313 , III] N 541 2-37 . 584 2 = -2313

II,3 N 4154 2 -37 . 265 2 = 231 3 , 4282 2 -37 . 403 2 = 231 3 .

Les nombres premiers

2

	

11

	

13

	

2 9

sont de la hauteur 3 par rapport à la base 257, car on

aura
13 2-257 . 1 2 = -88, 19 2-257 . 1 2 = 104, 5 2-257 . 1 2 = - 232,

et 32 est le plus petit paramètre applicable pour 257 .

De plus, on trouve

20 2-257 . 1 2 = 143, 24 2-257 . 1 2 = 319, 442-257 . 32 = -377,

ce qui détermine les trois solutions primitives de l'équatio n

(3) n 2 - 257 v2 = + w, w = 8 . 11 . 13 . 29 = 34316

par les égalités

157 2 -257 . 15 2 = - w, 199 2 -257 . 5 2 = w ,

357 2 -257 . 252 = - w.

Enfin, nous avons à étudier la base 79 ; les nombres

premiers
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3

	

5

	

7

	

1 3

sont de la hauteur 3, et nous aurons

82 -79 . 1 2 = -15, 102 -79 . 1 2 = 21, 26 2 -79 . 3 2 = - 35

352 -79 . 42 = - 39, 122 -79 . 1 2 = 65, 152 -79 .2 2 = -91 ,

ce qui donnera

37 2 -79 . 4 2 = 105, 112 -79 . 2 2 = -195

732 -79 . 8 2 = 273, 162 -79 . 3 2 = - 355 ,

de sorte que les trois solutions primitives de l'équatio n

(4)

	

u 2 -79v2 = 1365

se déterminent par les égalité s

38 2-7 9 . 1 2 = 1365, 4 1 2-79 . 2 2 = 1365, 199 2-7 9 . 22 2 1365 .
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CHAPITRE VI

Sur les sommes de deux carrés .

XXIII . Suppléments aux règles de Dirichlet .

Les seules bases dont l'espèce n'est pas évidente son t

les nombres qui se présentent sous forme d'une somme

de deux carrés, premiers entre eux, savoi r

(1) a = a2 + # 2 ,

où a est un nombre composé, car les nombres premiers de

cette forme sont toujours des bases de première espèce .

Quant aux nombres composés, étudions tout d'abor d

les deux hypothèses

(2) a = p q

(3) a = 2pq ,

où p et q sont des nombres premiers impairs et inégaux,

de sorte que p et q sont nécessairement tous deux de la

forme 4k + 1 .

Il est évident que l'équation de LEGENDRE

(4) paz - qz2 = ± 1

n'est jamais résoluble, à moins que p et q ne soient résidu s

quadratiques l'un de l'autre .

De même, le nombre (3) ne peut être une base d e

seconde espèce, à moins qu'une des trois équations d e

LEGENDRE
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(5) 2a2 -pqT2 = ± 1, pa'2 -2qr' = ±1, q0 2 -2pz-2 = ± 1

ne soit résoluble, ce qui exige respectivemen t

(6) \Pl =
(2 }

	

1, (p)

	

1, (2) = 1 .
q

Cela posé, nous avons démontré les règles de LEJEUNE

DIRICHLET en ce qui concerne les nombres p q et 2p q où p

et q sont des nombres premiers de la forme 4k+1, savoir :

1° a = 2p q est une base de première espèce, pourvu qu e

~ q )
= ('-p)

-1 ,

2° a = p q est une base de première espèce, pourvu que

\pJ-(2)
-1 .

Or, ces règles étant souvent insuffisantes pour la déter-

mination de l'espèce du nombre (1), i1 faut les suppléer à

l'aide de la théorie des équations de LAGRANGE et de

LEGENDRE .

Et l'on trouve immédiatement que le nombre (1) est

une base de première espèce dans les cas suivants :

3° l'équation

(9) u2 - a v2 = - 4

est résoluble (règle de CAYLEY) ;

4° les deux équations

(10) u2 - a v 2 = pn , LL 2 - a v2 = pn

où p est un nombre premier quelconque, sont simultané -

ment résolubles ;

5° les deux équation s

(11) u 2 -a u2 = 4pn , u 2 - a a 2 =- 4pn ;

(7 )

(8)
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où p est un nombre premier impair, sont simultanémen t

résolubles .

Pour obtenir d'autres règles de ce genre, désignons par

p un nombre premier impair ; mais quelconque du reste ,

puis supposons simultanément résolubles les deux équation s

(12)

	

u 2 -av2 = (- 1) ,'pm , u 2 -a v2 = (-1)E pn ,

je dis que cette autre équation

(13)

	

u 2 -av2 = (-1)9'p t ,

où f désigne le plus grand commun diviseur de !n et n ,

est résoluble aussi .

En effet, supposons In ? n, l'équation (13) est certaine-

ment résoluble, pourvu que in soit multiple de n . Soit donc

m = nq+r, 0<r<n,

il résulte, en vertu de '(12) que cette autre équation

u 2 U2 = (-1)d-I-gFpr

est résoluble aussi, et ainsi de suite .

Cela posé, on voit immédiatement que a est une bas e

de première espèce, dans les cas suivants :

6° p = 0, tandis qu 'au moins un des exposants d et r

est impair ;

7° p = 1, tandis qu'au moins un des exposants d et s

est impair.

A ces règles nous ajoutons la suivante, bien connue :

8° les nombres

a2 -I- 1, (2a -I- 1) 2 -I- 4

sont toujours des bases de première espèce .

(14)
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Quant aux équations de LEGENDRE

(15) = pq ,

la base a est de première espèce dans les cas suivants :

9° les équation s

(16) po,2 -qz2 = rn , pc/2- q T2 - j .n

où r est un nombre premier quelconque, sont simultané -

ment résolubles ;

10° les équations

(17) pat -qz2 = 4rn, pat -qz2 = - 4r n ,

où r désigne un nombre premier impair, sont simultané-

ment résolubles .

Étudions maintenant des cas, où la base a est de second e

espèce, ce qui a lieu dans les cas suivants :

11°

	

a= a2 ±2 ;

12°

	

a = (2a-I-1)2 -4, a>2 ;

13°

	

a = /32 (a2 N 2 + 1), /3 = l'2 + s2 ,

où r et s sont premiers entre eux ;

14° les équations de LAGRANGE et de LEGENDRE

(18) u 2 -aU 2 = ± rn, pd2-qz2 = + rn ; a = pq ,

où r est un nombre premier quelconque, sont simultané -

ment résolubles ;

15° une des équation s

po'2 -qz 2 = + 1, po 2 -qz2 = + 2, po-2-qv2 = + 4 ;

est résoluble .

Quant à la dernière de ces équations, supposons réso -

luble celle-c i
(20)

	

u2 -aU2 = - 4
Vidensli . Selsk . Math .- fysiske Medd . VI, 1 .

	

6

(19)
a = pq,
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de sorte que a est une base de première espèce, puis dé -

signons par (sn, In) et (an, rn) les éléments généraux de s

deux suites coordonnées, appartenant à (20), nous auron s

S2n = rn+(-1)712 , C2n-1 = S,t - (-1)n 2

SZn - a t2n

	

a',1n_1- a 4,,_1 = 4
2

	

2
S2n-1 -at2n_1 = d2n -a '4, = -4 ;

c'est-à-dire que la base a de l'équation (20) ne peut jamais

admettre des équations primitives .

La règle 15° est bien connue .

XXIV. Sur les nombres (10 a± b) 2 +00 b -+- a) 2 .

Comme application des règles générales que nous venon s

de développer, dans l'article précédent, j'ai examiné les 23

nombres de la forme

101 (a2 +b2) = (l0a±b)2 +(10b-+-a) 2

qui sont inférieurs à 10000, et j'ai trouvé que dix-sept d e

ces nombres sont des bases de première espèce, savoir

101 202 1010 1313 2626 2929 3434 4141 5050

5353 5858 6161 6565 7373 7474 8282 8989 ,

tandis que six seulement sont de seconde espèce, savoi r

505 1717 2525 3737 8585 9797 .

Remarquons tout d'abord qu'il existe sept résidus qua-

dratiques de 101 parmi les nombres premiers 4k +

inférieurs à 100, savoi r

5 13 17 37 97 ,
il est évident que

202 2929 4141 5353 6161 7373 898 9

sont des bases de première espèce .
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De plus, les valeurs suivantes du symbole de LEGENDR E

(10
2

1)

	

' ~5)

	

3)

	

( 9

2
) - ~37)

=- 1

montrent Immédiatement que les nombres

1010 2626 5858 7474

sont des bases de première espèce .

Enfin, on aura

101 = 10 2 + 1, 6565 = 81 2 +4, 8282 = 91 2 +1,

nombres qui sont certainement des bases de premièr e

espèce .

Restent encore les trois bases

1313 3434 5050 ,

et nous aurons pour

1313 : 362 -1313 . 1 2 =-17, 32 2 -1313 . 1 2 =-1 7

3434 : 592 -3434 . 1 2 = 47,

	

35 2 - 3434 . 1 2 = -47 ;

c'est-à-dire que ces deux nombres sont des bases de pre-

mière espèce .

Quant à la dernière des bases susdites, savoi r

5050 = 202 .52 ,

ou aura, pour la base 202 ,

Al = 3131, B1 = 221, B3 = 3A1B1 +202B1 = 5ß 3 ,

ce qui donnera

	

As- 5050 /3 = -1 ,

donc 5050 est une base de première espèce .

Étudions maintenant les six bases de seconde espèce,

nous aurons tout d'abor d

2525 = 5 2 (102 + 0, 9797 = 99 2 4,
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de sorte que ces deux bases sont certainement de second e

espèce .

De plus, on aura, pour les quatres nombres qui resten t

encore :

505 : 5 . 9 2 -101 . 2' = 1 1717 : 17 . 39 2 -101 . 16 2 = 1

3737 : 37 . 38 2 -101 . 23 2 = - 1

8585 : 85 . 1 2 -101-1' = - 24 , 67 2 -8585 . 1 2 = - 2 12 ,

et l'opération itérative du cinquième ordre conduira de l a

première de ces équations å cette autre

8562 101 Z2
= -212 ,

donc 8585 est une base de seconde espèce .
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TABLES NUMÉRIQUE S

Table Première . La base 41 (32,5) .

u 2 -41v2 - ÿw.

+ to n S to II U [o LI !Y

-5 6 1 8 7 1 	 16 5 - 1

23 8 1 	 25 4 1 31 20 3

32 3 1 37 2 1 --401 1 1

40 2, 9 1 -43 11 2 59 10 1

61 15 2 -64 31 5 73 27 4

80 1 11 1 	 802 17 3 -83 9 2

103 12 1 -107 37 6 -113 16 3

-1151 7 2 115 2, 22 3 125 17 2

-127 23 4 128 13 1 131 34 5

	 139 5 2 -1551 3 2 155 2 14 1

160 1 23 3 -1602 43 7 -163 1 2

-173 14 3 184 1 15 1 -1842 29 5

185 1 29 4 185 2 53 , 8 197 19 2

	 200 1 13 3 200 2 47 7 215 1 16 1

-2152 21 4 -223 49 8 -241 28 5

248 1 17 1 	 2482 11 3 -251 35 6

256 25 3 -269 10 3 271 36 5

277 21 2 283 18 1 -2951 19 4

295 2 48 7 -2961 27 5 -2962 55 9

305 1 31 4 -3052 8 3 307 26 3

320 1 19 1 -320,, 7 3 -337 68 11
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+w tt v + c~. u a ~w n v

3441 5 3 3442 37 5 	 349 26 5

-353 4 3 359 20 1 -3651 2 3

365 2 23 2 -367 17 4 	 368 t 1 3

368 2 73 11 373 43 6 -379 61 1 0

389 67 10 400 1 21 1 400 2 61 9

401 55 8 	 409 40 7 415 1 28 3

-4152 47 8 419 38 5 ----431 15 4

433 31 4 443 22 1 -449 24 5

461 25 2 467 86 13 472 1 29 3

-4722 67 11 . 	 487 13 4 488 1 23 1

-4882 39 7 491 50 7 -4961 23 5

496 2 39 5 	 512 53 9 -5151 31 6

515 2 74 11 523 62 9 	 529 80 1 3

5351 24 1 -5352 11 4 -541 22 5

565 1 27 2 -5652 38 7 569 35 4

	 5751 9 4 	 575 2 73 12 584 1 25 1

-5842 21 5 592 1 31 3 592 2 51 7

-599 45 8 -607 7 4 613 93 1 4

-617 52 9 -619 59 10 625 57 8

-631 5 4 635 1 26 1 -6352 29 6

-6401 37 7 6402 87 13 	 647 3 4

655, 1 4 655 2 32 3 661 69 1 0

-6641 19 5 664 2 75 11 677 29 2

6881 27 1 -6882 79 13 695j 52 7

-6952 99 16 -701 18 5 713 1 37 4

=7132 36 7 733 47 6 -7361 17 5

-7362 65 11 739 42 5 743 28 1

-761 92 15 	 769 16 5 -7751 43 8

7752 64 9 787 34 3 797 31 2

800 1 29 1 800 2 53 7 	 811 85 1 4
8151 76 11 8152 88 13 -821 50 9
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+ W iL UJ u U ~ W Li

8241 43 5 - 824 2 105 17 	 829 14 5

=-851 1 25 6 	 851 2 57 10 -853 34 7

856 1 35 3 	 856 2 13 5 857 '59 8

859 30 1 -863 71 12 865, 39 4

- 865 2 64 11 877 119 18 -881 12 5

-9041 11 5 904 2 65 9 907 54 7

911 44 5 - 920 1 33 7 -9202 49 9

920 3 '31 1 920 4 113 17 925 1 33 2

925 2 49 6 941 71 10 - 944 1 9 5

- 944 2 91 15 -947 23 6 953 107 1 6

-961 8 5 	 9.76 1 7 5 -9762, 101 1 5

983 32 1 - 985 1 32 7 985 2 83 12

989 1 6 5 989 2 95 14 - 992 1 63' 1 1

9922 89 13 1000 1 37 3 --1000 2 77 1 3

Table II . La base 30 (11,2) .

u 2 - 30 U2 = (-1) ds cv .

~- w u ~ W .

	

LI U o

19 7 1 - 29 1 1 49 13

	

2

-71 7 2 91 1 19 3 91 2 11

	

1

-101 13 3 -1191 1 2 -1192 19

	

4

139 13 1 -149 11 3 169 17

	

2

-191 17 . 4 211 31 5 -221 1 7

	

3

-2212 23 5 -239 29 6 241 19 2

259 1 17 1 259 2 23 3 -269 1

	

3

289 37 6 -311 13 4 331 19

	

1

-359 11 4 361 29 4 379 43

	

7

-389 19 5 409 23 2 -431 7

	

4

-461 17 5 -479 1 4 481 1 31

	

4
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NIELS NIELSEN :

T u v + w u + w LZ U

481 2 49 8 499 23 1 - 509 31 7
- 551 1 23 6 	 551 2 37 8 571. 29 3
- 581 1 13 5 - 581 2 43 9 - 599 49 1 0

601 41 6 619 37 5 -629 1 11 5
- 629 2 29 7 691 31 3 -701 7 5
- 719 19 6 721 1 29 2 721 2 61 1 0

739 47 7 - 749 1 1 5 	 7492 41 9
769 43 6 - 791 1 17 6 -791 2 47 10

811 29 1 -

	

821 53 11 -- 839 59 1 2

841 31 2 859 67 11 889 1 37 4
8892 53 .8 - 911 13 6 931 1 31 1

931 2 41 5 - 941 23 7 	 959, 11 6
959 2 31 8

Les équations principales 5a 2 - 6~3 2 = ( 1)d w .

~w a, ß ~w a ß +w a ß
-1 1 1 -19 1 2 29 5 4
- 49 1 3 71 5 .3 - 91 1 1 4

-91 2 5 6 101 5 2 119 1 11

119 2 5 1 	 139 8 149 7 4

- 169 5 7 191 7 3 -211 1 G

221 1 11 8 221 . 2 7 2 239 7 1

-- 241 7 9 2591 11 12 	 259 2 5 8
269 17 14 289 1 7 311 11 7

- 331 13 14 359 13 9 -361 5 9
- 379 1 8 389 11 6 -409 11 1 3

431 17 13 461 13 8 479 23 19
- 481 1 7 11 - 481 2 1 9 -499 17 1 8

509 11 4 551 1 13 7 551 2 11 3
- 571 11 14 581 1 17 12 581 2 11 2

599 11 1 - 601 5 11 -619 7 1 2
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+ ra It v + w rt v + w u v

629, 19 14 629, 13 6 	 691 13 1 6

701 23 18 719 17 11 	 721 1 17 1 9

- 72 1 2, 1 11 -739 5 12 749 1 29 24

7492 13 4 -769 7 13 791 1 19 1 3

791 2, 13 3 -811 23 24 821 13 2

839 13 1 -841 19 21 -859 1 1 2

- 889, 13 17 - 889 2 5 13 911 23 1 7

-931 1 25 26 -931 2 11 16 941 19 1 2

959 1 25 19 959 2 17 9

Les équations simultanée s

2s 2 -15t 2 = 3 6 2 -1Oz- 2 = (-1)`l` . .

S t c T

	

+m

	

S t G T + UJ

	

S t c

	

T

-7

	

2 1 1 1

	

-13

	

1 1 3 2 17

	

4 1 3 1

-37

	

7 3 1 2

	

83

	

7 1 9 4 -103

	

4 3 7

	

5

107 11 3 7 2

	

113

	

8 1 11 5 -127

	

2 3 11

	

7

	 133,

	

1 3 13 8 -1332 11 5 17 10 137 16 5 7

	

1

-157

	

8 5 1 4

	

203 1 13 3 9 2 203 2 17 5 11

	

4

-223 16 7 3 5

	

227 11 1 17 8 233 22 7 9

	

1

-2471 8 5 1 5-2472 17 9 9 7 257 14 3 13

	

5

-277

	

7 5 11 8

	

323 1 13 1 11 2 323 23 7 21 1 0

-343

	

4 5 17 11

	

347 19 5 13 4 353 28 9 11

	

1

-367

	

2 5 21 13 -373

	

1 5 23 14 377 1 14 1 17

	

7

377 2 16 3 23 11 -397 13 7 9 8 443 17 3 19

	

8

-463 26 11 3 7

	

467 29 9 13 2 -487 32 13 1

	

7

-4931 11 7 7 8 --493 2 19 9 13 10 497 1 16 1 13

	

1

497 2 44 15 27 13

	

563 17 1 29 14 587 19 3 23 1 0

593 22 5 19 7	 607

	

8 7 19 13 -613 31 13 3

	

8

617 26 7 17 5 -6371 17 9 11 10 -637 2 43 17 1 .

	

8

683 23 5 21 8 -703 1 4 7 27 17 -7032 16 9 131 1
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NIELS NIELSEN :

± ßD

	

S t G T ± Q)

	

s t a r ±

	

S t G T

707,19 1 33 16 707 2 31 9 17 4 -727

	

2 7 31 1 9
	 757 23 11 9 1 0	 823-14 9 17 13 827 41 13 17 2

833 1 22 3 29 13 833 32 9 19 5 -853 29 13 7 10

857 46 15 17 1	 877 13 9 19 13 923 1 37 11 19 4

923 23 3 31 14 947.29 7 23 8 953 22 1 39 1 9

-967 28 13 9 11	 97301 9 3 10 -9732 41 17' 23 16
977 26 5 27 11	 997 47 19 1 10

Table IH . La base 51 (50,7) .

u 2 - 51 v2 = (- 1yr ca .

-L [U u - v + Q) iZ v ±u U

	 2 7 1 13 8 1 25 22 3
- 26 5 1 - 35 1 4 1 -- 35 2 13 2

	 47 2 1 49 10 1 -50 1 1

- 59 20 3 70 1 11 1 702 23 3

- 83 11 2 94 37 5 - 98 19 3

118 13 1 145 1 14 1 145 2 31 4
- 155 1 7 2 - 155 2 41 6 157 19 2

166 25 3 169 38 5 -179 5 2

	 191 25 4 -2031 1 2 -2032 16 3

205 1 16 1 2052 52 7 217 1 26 3

217 2 59 8 229 73 10 - 239 55 8

-251 32 5 -263 14 3 --2871 23 4
--2872 62 9 	 290 1 13 3 -2902 47 7

310 1 19 1 3102 53 7 	 314 31 5
325 1 23 2 325 2 28 3 -338 11 3

349 20 1 358 67 9 - 359 10 3

373 47 6 382 29 3 -383 46 7
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-r- ül u v +fA U U ~ w u D

- 395 1 .8 3 	 395 2 76 11 406 1 41 5

406, 95 13 409 35 4 --- 410 1 7 3

- 410 2 61 9 421 25 2 433 22 1

- 434 1 5 3 -4342 29 5 -443 4 3

- 455 1 2 3 -4552 19 4 - 4553 83 1 2

-4554 134 19 457 61 8 -458 1 3

-467 37 6 478 13 1 -491 28 5

502 31 3 526 55 7 553 1 37 4

553 2 82 11 -563 44 7 565 1 32 , 3

565 2 49 6 574 1 25 1 5742 43 5

577 89 12 -587 97 14 	 599 26 5

-6111 35 6

	

. - 611 2 67 10 613 103 1 4

625 26 1 637 1 29 2 637 2 124 17

	 647 13 4 - 650 1 43 7 -- 650 2 59 9

-659 104 15 661 44 5 -6951 11 4

-6952 74 11 -698 89 13 718 83 1 1

733 28 1 	 746 23 5 757 31 2

766 35 3 -767 7 4 769 70 9

790 1 29 1 790 2 97 13 -791 1 5 4

-791 2 22 5 -8151 1 4 -8152 118 17

-818 41 7 829 77 10 841 46 5

-842 73 11 	 863 49 8 8651 58 7 '

865 2 41 4 -866 103 15 -8751 31 6

-875 2 88 13 886 125 17 - 899 1 40 7

- 899 2 125 18 910 1 37 3 910 2 31 1

-914 19 5 934 47 5 937 91 12

961 65 8 	 971 95 14 973 1 32 1

9732 53 6 982 59 7 985 1 38 3

9852 98 13 - 995 1 29 6 -995 2 56 9
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Nr . 1 . NIELS NIELSEN :

Les équations simultanée s

3s 2 -17t 2 = Lw, 3(12 -17z 2 =

	

2w .

-Lot

	

s t c t ~- w

	

s t G TL s t 4'' T

-5 2 1 3 1 7

	

5 2 1 1 -29 9 4 5 1

31

	

4 1 11 5 -41

	

3 2 13 5 -651 1 2 27 1 1

-652 16 7 7 1 79

	

7 2 15 7 91 1

	

6 1 25 1 1

91 2 11 4 9 5 -113 23 10 9 1 -125

	

7 4 19 7

139 18 7 7 5 163 14 5 13 7 -173 30 13 11 1

175 1

	

8 1 39 17 175 2

	

9 2 29 13 -197

	

5 4 33 1 3

199 32 13 3 5 211 39 16 1 5 -233

	

8 5 29 1 1

235 1 13 4 23 11 235 2 21 8 11 7 -2451 3 4 47 1 9

-245 2 37 16 13 1 -269

	

1 4 61 25 283 10 1 53 23

295 1 11 2 43 19 295228 11 9 7 -317

	

6 5 43 17

--329 1 24 11 19 5 -3292 44 19 15 1 343 16 5 27 1 3

367 20 7 21 11 -3771 4 5 57 23 -3772 21 10 23 7

379 42 17 5 7 -401 12 7 35 13 403 15 4 37 1 7

-4131 2 5 71 29 -4132 15 8 31 11 415 1 12 1 67 29

415 2 56 23 1 7 439 13 2 57 25 -449 31 14 21 5

487 27 10 19 11 499 23 8 25 13 -521 28 13 25 7

-5331 10 7 49 19 -5332 58 25 19 1 547 18 5 41 1 9

571 14 1 81 3 5	 581 1 13 8 45 17 -581 2 38 17 23 5

607 15 71 31 -617 19 10 37 13 619 22 7 35 1 7

-641

	

8 7 63 25 643 30 11 23 13 -653 65 28 21 1

-677 35 16 27 7 691 41 16 15 11 -7251 6 7 77 3 1

-725 2 11 8 59 23 751 16 1 95 41 775 1 37 14 21 13

775 2 48 19 13 11 -7851 4 7 91 37 -7852 72 31 23 1

787 25 8 39 19 -809 29 14 35 11 811 19 4 65 29

-821

	

2 7 105 43 823 29 10 33 17 -8451 9 8 73 29

-8452 42 19 29 7 -857 20 11 47 17 -881 52 23 27 5

895 24 7 49 23 895 2 44 17 19 13 907 62 25 9 11

-921 79 34 25 1 -941

	

7 8 87 35 955 1 18 1 109 47

955 2 69 28 7 11 991 76 31 5 11
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Table IV .

	

La base 130 (57,5) .

u 2 - 130v' =

	

w .

+w u u ~ w u

	

v

	

+ w u v

-9 11 1 - 49 9

	

1 - 79 21 2
-81 7 1 -121 3

	

1 	 129 1 1 1
-- 1292 47 4 1591 17 1 - 159 2 1 9
--191 67 6 199 37 3 209 1 27 2
	 2092 31 3 -231 1 17 2 231 2 59 5
-2313 43 4 231 4 19 1 311 21 1
-3211 19 2 321 2 49 4 361 71 6
	 329 1 29 3 329 2 93 8 3991 23 1

- 399 2 11 2 - 399 3 41 4 - 3994 89 8

-439 9 2 441 31 2 	 441 2 53 5
	 471 1 7 2 471 2 61 5 	 511 1 3 2

511 2 41 3 -5191 1

	

2 5192 83 7

521 51 4 569 33 2 599 27 1

601 123 11 -641 23 8 	 6491 51 5

649 2 73 6 679 1 43 3 67% 111 1 0
711 1 29 1 - 711 2 33 4 719 63 5
729 53 4 --751 87 8 	 809 19 3
831 1 31 1 831 2 151 13 8491 49 5

849 2 37 2 -881 17 3 911 129 1 1
919 107 9 959 1 33 1 959 2 61 6

-991 33 4

2e-65'r' = +w .

+ cU r ~w z ~w c z

7 6 1 - 33 1 4

	

1 332 7 1

	 47 3 1 - 57 1 2

	

1 -- - 572 28 5

	 63 1 1 1 63 2 8

	

1 -- 73 16 3
97 9 1 137 19 3 --167 27 5

177, 11 1 177 2 41 7 -193 14 3



94 Nr . 1 .

	

NIELS NIELSEIC :

± co a T J_w 6 T ± (V G T

223 12 1 297 1 31 5 -2972 38 7

327 1 14 1 327 2 64 11 	 343 11 3

- -- 353 53 9 383 22 3 423 1 32 5

- 423 2 61 11 447 1 16 1 - 447 2 37 7

	 457 8 3 -463 49 9 473 1 23 3

-4732 24 5 --487 7 3 513 1 17 1

513 2 43 7 - 553 1 4 3 553 2 33 5

- 567 1 23 5 567 2 76 13 -577 2 3

-5831 1 3 - 583 2 18 1 -593 36 7

	 617 72 13 657 1 19 1 	 657 2 22 5

687 1 34 5 687 2 44 7 7-743 21 5

- 847 1 47 . 9 -847 2 83 15 863 88 1 5

873 1 34 7 8732 77 13 -9031 19 5

- 903 2 59 11 -903s 71 13 9034 22 . 1

967- 36 5 977 : 18 5 983 28 3

993 1 23 1 -9932 106 1 9

5 a 2 --26 z' = +co.

w c T +w c ~w r- T

11 7 3 19 3 1 -21 1 1 1

21 2 5 2 -59 3 2 -991 1 2

99 2 5 1 -109 5 3 141 1 7 2

141 2 19 8 	 149 15 7 -171 1 7 4

171 2 17 7 189 1 11 4 	 189 2 23 13

219 1 7 1 -219 2 17 8 --229 1 3

-291 1 5 4 - 291 2 31 14 301 1 9 2

- 301 2 19 9 	 331 11 6 349 33 1 4

-371 1 3 4 371 2 11 3 379 9 1

	 411 1 1 4 411 2 31 13 	 421 47 21

461 29 12 499 27 11 501 1 11 2
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9 5

~ w

	

6

	

T

	

~ w

	

d

	

T

	

~ w

	

6

501 2

	

23

	

11

	

509

	

17

	

6

	

53 1 1

	

19

	

7

- 53 1 2

	

35

	

16

	

- 539 1

	

17

	

8

	

5392

	

23

	

- 9

541

	

21

	

8

	

57 9 1

	

11

	

1

	

-5792

	

49

	

22

- 619

	

23

	

12

	

- 661

	

17

	

9

	

- 669 1

	

11

	

7

- 669 2

	

13

	

17

	

- 691

	

7

	

6

	

709

	

15

	

4

739

	

45

	

19

	

- 749 1

	

27

	

13

	

- 74 9 2

	

51

	

2 3

- 811

	

5

	

6

	

821

	

43

	

18

	

- 869 1

	

9

	

7

869 2

	

19

	

6

	

- 93 1 1

	

1

	

. 6

	

-931 2

	

53

	

24

98 1 1

	

23

	

8

	

- 981,

	

41

	

1

9 100 2 - 13 z 2 = + r0 .

-~- w G T ~ w G T + w 6 T

.- 3 1 ~ 1 27 2 1 43 4 3

- 53 10 9 77 1 3 1 - 77 2 2 3

	 107 1 3 133 1 5 3 	 133 2 12 1 1

147 1 4 1 147 2 22 19 157 11 9

173 9 7 237 1 5 1 	 237 2 14 13

243 20 17 	 277 6 7 283 38 33

347 6 1 363 1 10 7 -3632 16 13

373 7 3 	 387 1 5 7 387 2 14 1 1

	 413 1 8 9 413 2 27 23 -- 443 23 2 1

- 467 37 33 477 1 7 1 - 477 2 4 7

- 517 1 18

3

1 7

7

517 2

- 563

2 5

7

3

547

2 1

9

52 3

- 5731

8

10 1 1

573 2 11 7 	 597 1 2 7 597 2 23 1 9

627 1 8 1 - 627 2 25 23 - 627 3 1 7

	 627 4 34 29 653 21 17 677 15 1 1

- 693 1 20 19 - 693 2 23 29 6933 17 1 3

693 4 43 37 - 757 12 13 - 763 1 9 1 1

763 2 32 27 797 9 1 803 1 12 7
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CHAPITRE V

Sur l'opération du troisième ordre .
Page s

XX. Sur la multiplication des équations	 6 9

XXI. Sur la hauteur 3	 7 2

XXII. Exemples	 75

CHAPITRE VI

Sur les sommes de deux carrés .

XXIII. Suppléments aux règles de Dirichlet	 7 8

XXIV. Sur les nombres (10 a ± b) 2 + (10 b + a) 2	 8 2

TABLES NUMÉRIQUE S

Table Première . La base 41	 8 5

Table II . La base 30	 :	 8 7

Table III . La base 51	 9 0

Table IV . La base 130	 9 3

Forelagt paa Modet den 14. December 1923.
Færdig fra Trykkeriet den 12 . Juni 1924.
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