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Einleitung *.

‘70n H. Bour ist ein wichtiger Zusammenhang ent-
deckt zwischen der Theorie der DiricHLETschen Reihen

-
an . ) . .
E —: einerseits und der Theorie der Potenzreihen un-
n

endlich vieler Variabeln andrerseits!.

£(5) =Zr7%§, s = ot il W

n=1

Es sei

eine gewdhnliche DiricareTsche Reihe und es sei gesetzt
1 1 1

.1:1 = ‘ég, == =
wo p,, die m-te Primzahl bedeutet. Ist n = p’r’lipj’lz e pZ:
die Zerlegung der ganzen Zahl n in Primfakioren, so laszt
sich die DiricariTsche Reihe mit Hilfe der Groszen aon
(m=1, 2,....) rein formal schreiben als eine Potenz-
reihe mit einer unendlichen Anzahl von Variabeln

o>
_ - 27/ rpoo__
Plxy, gy oo Ty o0 y) = § auxniscnz cee Xy =

n=1
Y'7 )
= ¢ a C, i, + g Co, g L X1 g Co, B,y L Tgly .o
¢c=1,2,... o, f=1,2,... o, fy=12,...
ap afy

* Ich méchte gerne Herrn Prof. Dr. H. Bour danken fir seine Hilfe
bei der Bearbeitung dieser Abhandlung. Eine kurze Mitteilung der Re-
sultate ist in den »Verslagen der Kon. Akad. van Wetenschappen, te
Amsterdam, 24 Maart 1923« erschienein.

! H. Bonr, Uber die Bedeutung der Potenzreihen unendlich vieler

Variabeln in der Theorie der DinicereTschen Reihen E a—: , Go6tt. Nachr.
n
1913, p. 441—488. '
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4 Nr, 6, H. D. KLOOSTERMAN!

Diese Potenzreihe nennt Borr die zur DIRICHLETschen
Reihe gehdrige Potenzreihe der unendlich vielen
Variabeln xy, o - ... oy .-

Der Zusammenhang ist von BoHR u. a. angewendet auf
das sogenannte absolute Konvergenzproblem der
DiricaLETschen Reihen, d. h. auf die Bestimmung der
absoluten Konvergenzahszisse der Reihe (1) aus einfachen
analytischen Eigenschaften der von der Reihe dargestellten
Funktion. Es sei B die absolute Konvergenzabszisse der
Reihe (1) und D die untere Grenze aller Zahlen « mit der
Eigenschaft, dasz f(s) fir ¢ > « reguldr und beschrinkt
ist. Das- absolute Konvefgenzproblem ist gelost, wenn man
die Differenz B— 1D kennt. Bour bheweist, dasz die Glei-
chung B = D zutrifft fir jede DiricuHrETsche Reihe, die

rein formal eine Darstellung in. einer der beiden Formen

o= 35k

m—l

f(s) —[[(wZ( 0y )

m=1

oder

zuliszt, also fir jede Diricurrrsche Reihe, fir welche die

zugehorige Potenzreihe unendlich vieler Variabeln die Gestalt

P<CC1, Loy v v oo Xy o s ) _2{ SIén (ln) (2)

oder o "
P(ocl, Ly oo oo Ty o) :ﬂ(l + P () (3)
n=1 ~
hat, wo Pa(x)(m =1, 2, ....) Potenzreihen sind in an

allein ohne konstantes Ghed Der Bewels beruht auf dem
folgenden Satze?: Damit fiir die DiricHLETSChe Reihe (1)

2 Dieser Satz. ist leicht den §€ 4 und 5 der sub1) zltlerten Bodg-
schen Abhandlung zu entnehmen.



Ein Satz iiber Potenzreihen unendlich .vieler Variabeln. 5

die Gleichung B = D gultig sei, ist hinreichend, dasz die
zu (1) gehorige Potenzreihe unendlich vieler Variabeln die
folgende Eigenschaft hat: Wenn sie im Gebiete |x,| <
Gn(n=1,2,....; (Gn) ist eine positive Zahlenfolge) be-
schrankt? ist, ist sie im Gebiete |z, | <0G, (n =1, 2,....)
absolut konvergent, weun 6 eine beliebige feste Zahl des
Intervalles 0 << § <C 1 ist. Man brancht also’ nur zu be-
weisen, dasz die Reihen (2) und (3) diese-Eigenschaft be-
sitzen. ‘

Betrachlen wir die Potenzreihen (2) und (8), dann sehen
wir, dasz hier die Variabeln x, gewissermaszen separiert
auftreten. Dies hat Borur auf die Vermutung gefithrt, dasz
die Gleichung B = D zulrifft fiir jede DiricHLETsche Reihe,
bei der in der zugehdrigen Potenzreihe unendlich vieler
Variabeln, die Variabeln, (ungenau ausgedriickt) nicht zu
sehr ineinander »eingefiltert« sind. Als Bestiligung dieser
Vermutung wird nun in dieser Abhandlung bewiesen, dasz
B = D fiir jede DiricureETsche Reihe, die sich formal in

der Gestalt
- N = apfﬂ
fls) =g S E

I ys
m=1 I=1 (pm)

darstellen laszt. Hierin bezeichnet g). eine willkiirliche, (nicht
konslante ¥) ganze transzendente Funktion. Weil die zu-
geht')rigé Potenzreihe unendlich vieler Variabeln die Gestalt
¢ (P () + By () -+. .. ) hat, wo die ol (n=1,2,...)

Potenzreihen allein in x, sind ohne konstantes Glied, ge-

8 Der Begriff der Beschriinktheit einer Potenzreihe unendlich vieler
Variabeln ist von D. HiLBerT definiert worden in seiner Abhandlung:
Wesen und Zicle einer Analysis der unendlich vielen Variabeln, Palermo
Rend. 27 (1909), p. 59— 74. Die Definition wird in unserem § 1-noch
einmal gegeben.

4 Wenn ¢ (y) konstant ist, ist der Satz trivial.
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niigt es nach dem oben erwihnten Satze das Folgende zu
beweisen:

Hauptsatz. Es sei ¢ eine ganze transzendente
Funktion und Brlaxy)(n=1,2,....) formale Potenz-
reihen in den Variabeln x, ohne konstantes Glied.
Ist dann die Potenzreihe der unendlich vielen
Variabeln P(x;, Tg .o Tmy «...) = ¢ (Byix) + Py () +
e A PBu(em) ... im Gebiete |xn | <G (n=1,2,....)
beschrankt, dann ist sie fir |xn| < 6G, absolut
konvergent, wenn ¢ eine willkiirliche positive Zahl
kleiner als 1 ist.

. Der Beweis vorstehenden Satzes ist der Zweck dieser
Abhandlung.

Im § 1 werden einige vorbereitende Bemerkungen ge-
macht. Besonders wird hervorgehoben der Unterschied
zwischen »formalem« und »realemc.

Die folgenden §§ enthalten den eigentlichen Beweis des
Satzes. Im § 2, der den » Ubergang vom formalen zum realen«
enthilt, wird zuerst bewiesen, dasz aus der gegebenen Be-
schrinktheit der Polenzreihe unendlich vieler Variabeln folgt,
dasz die formalen Potenzreihen P (xp)(n =1, 2, ....)
analytische Funktionen definieren, und es werden diese
Funktionen niher untersucht. Es zeigt sich, dasz zwei ver-
schiedene Fille unterschieden werden missen, namlich:
Entweder sind die Funktionen B, (xn,) (n = 1,2, ....) im
Kreise |xn| << Gn alle reguldr, oder sie lassen sich dar-
stellen als Logarithmen von im Kreise |x,| < Gn reguliren
Funktionen.

Im § 3 wird der Beweis des Hauptsatzes fiir den ersten
Fall und im § 4 fiir den zweiten Fall zu Ende gefiihrt.

Es ist interessant, dasz die Potenzreihe (2) speziell (mit

¢ (y) = y) zum ersten Falle gehort und die Potenzreihe (3)
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(mil ¢ () = ¢¥) zum zweilen Falle. Am Ende des § 2 wird
dies deutlicher hervortreten.

& 1.
Es sei
Plx, 5 .o Ty - -
= ¢+ § Cp Ty + § Co, p T xg+ § aﬁ,,xgocﬁxy—i—
«=1,2,. e, g=12,. a,f,y=1,2...
“Sﬁ <Ay

eine Potenzreihe der unendlich vielen Variabeln x, @y, ... xm, . ..
Nach HiLBErT?® nennt man m-ten Abschnitt dieser Po-
tenzreihe diejenige Potenzreihe P, (x4, @y, . . . . .n) der m Va-
riabeln ay, ®,, .... xp, die man erhélt, wenn man in P
die Variabeln @®miy, ®mis. . ... s@mtlich durch Null ersetzt.
Es sei Gy, Gy, .. .. Gm, . ... eine Folge positiver Zahlen. Die
Potenzreihe P heiszt dann beschriankt im Gebiete |z, |
T N I ¢ T N i ¢ S wenn sie den beiden
folgenden Bedingungen geniigt:

‘a) Die Potenzreihen Pp, {(xy, x5, .... xm), die m-ten Ab-
schnitte, sind bei jedem m = 1 im Gebicte |z, | < Gy, |z, ]
< Gy ... |@m| < G absolut konvergent.

b) Es existiert eine von m unabhingige Zahl K, derart,
dasz bei jedem m > 1 im Gebiete |a| < Gy, 2| =< Gys - - . . |2
= G die Ungleichung

| P (g, 29y v ov . ) | < K
gilt.

Im Folgenden werden wir weiter Behauptungen von der
folgenden Form aussprechen: Die Ausdriicke ¢ (Z ﬂ3n (xn)>

und V(Il <1 + ?, \xn))> , wo ¢ und V ganze Transzendenten

n=1
sind, und B, (xn) und @y (x) (n = 1, 2, ....) Potenzreihen
ohne konstantes Glied, definieren gewisse Potenzreihen

von unendlich vielen Variabeln.
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'Eetrachten wir zuerst den ersten Ausdruck, namlich
‘P(Z 5,]3,1(90,,)). Hier ist ¢ eine ganze Transzendenle, die
etv::a:l die folgende Polenzreihenentwicklung hat: ¢ (y) =
ﬁo+ﬂ1y+ﬂzyz+ caees

Die Reihen Bn(xn)(n =1, 2,-....) haben die folgende

Form:

B (n) = ag“)acn.—l— aPai+aPai+ ... (n=1,2,...).

Setzen wir nun den Ausdruck y —y B (’Ln) in die Po-

tenzreihe fur rp(l]) ein, und ordnen wir ailes formal nach
wachsenden Potenzen der Variabeln x, x5, .... 2w, ...,
so bekommen wir eine eindeutig bestimmte Potenzreihe
der Variabeln ay, xp, .... &m ... ., denn die Koeffizienten
entstehen als Summen von endlich vielen Zahlen,
von denen jede ein Produkt ist einer Zahl 8 mit Zahlen
der Form agj") (k,n=1,2,....). Ausdriicklich musz hervor-
gehoben werden, dasz die Anzahl der Smmnmanden nur daher
endlich ausfillt, weil die Potenzreihen ¥, () (n = 1,2,....)
kein konstantes Glied haben. '

Etwas komplizierter ist der Nachweis, dasz auch

V( (1+(Dn(fcn))> eine Potenzreihe definiert. Denn weil

n=1

die Potenzreihen Rp{(xn) =1+ @,(xn)(n=1,2,....) ein
konstantes Glied (namlich das Glied 1) haben, bekommt

man durch formales Ausschreiben von V < (1 + Cl)n(xn))

n=I1_

eine Potenzreihe R(xy, x5, . ... Tm, - .-.), worin die Koeffi-
zienten als Summen von unendlichen Reihen auf-
treten. Diese haben also nicht eine unmittelbare »reale«
Bedeutung, weil es mdglich ist, dasz die unendlichen Reihen
divergieren. Wir werden aber beweisen, dasz die Reihen
in unserem Falle alle absolut konvergieren. In un-
serem Falle sind nfimlich (vergl. § 4) die Potenzreihen
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@plxn) (n = 1,2, ....) in gewissen Kreisen |xn | < H, kon-
vergent.

Es genfigt offenbar, zu zeigen, dasz die Entwicklung von
V((l + Oy (3/1)) (1 + @, (-Tz)) cee (1 + @Oy (ﬂﬁn»)

fur jedes m eindeutig zu einer Potenzreihe Ry, (), 25, . . . . Tm)

fohrt, die dann den m-ten Abschnitt in R(xy, ay, . ... x,,,‘, )

bestimmt; oder, was dasselbe besagt, dasz die unendlichen

Reihen, die die Koeffizienten in Rm(x;, 25, .... 2m) be-

stimmen, alle absolut konvergieren. -
Ist

V() =Dy 2% 1+ Oylw) = 1+ b0, (s =1,2,....),
n=0 - n=l1

so bekommt man Ry (x;, @, . ... ) durch formales Aus-
schreiben von

o

27, (1 +Z B ) (1 5 Pt ... (1 +S”bm>xn))".

1
r=>0 n=1 n=1

Die unendlichen Reihen, die die Koeffizienten bestim-
men, sind also absolut konvergent, weil

Z FARCE! +4 |60t (1 TZU?@ ) ... (1 ‘LZW”) xm )"

n=0

fir |as| < Ho(s = 1, 2, .... m) konvergiert.
8 2.
Mit Hilfe der Transformation xn z%xn' (n=1,2,....)

ist es unmittelbar einleuchtend, dasz es gestattet ist, die
Grdszen Gn alle gleich einer willkiirlichen positiven Zahl G
zu nehmen. Wir wihlen diese Zahl G grészer als 1, .aber
nur so viel, dasz #G (wo § die in der Formulierung des
Hauptsatzes erwithnte Zahl ist) kleiner als 1 ist. Wir setzen
6G = 6.
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Wie wir in § 1 bemerkt haben, wird durch den Aus-
druck ¢ (B (x)+ By @)+ ... +B(xw)+....) eine Po-
tenzreihe P(xy, a5 . ... @m, . ...) bestimmt. Wollen wir die
Beschrinktheit dieser Potenzreihe zum Ausdruck bringen,
dann haben wir nach § 1 die m-ten Abschnitte zu bilden.
Es sei Py (xy, X5, - - . . ) der m-te Abschnitt (m=1,2,....)
von P(xy, g ...%Tm,...). Wir konnen dann Py, (x), x5, . . . Tm)
erhalten durch formales Ausrechnen von ¢ (B, (x,)+ %, (x,) +
e+ By (a:m)) , und die Beschriinktheit besagt dann, dasz
fitr | xn|< G (n =1, 2,...m) die Potenzreihen Py, (x, X, . . . xm)

absolut konvergieren, und dasz
| P (xp Lgy v vn - f-Um) | < K, (4)

wo K eine von m unabhfingige Konstante ist.

Aus der Voraussetzung der Beschrianktheit, ausgedriickl
durch (4) und aus der Voraussetzung, dasz ¢ eine ganze
Transzendente ist, kénnen wir nacheinander einige Sétze
iiber die B, (xp)(n =1, 2, ....) beweisen. Wir kénnen
hierbei annehmen, dasz unendlich viele der x, tatsichlich
in P vorkommen (d.h. dasz ihre entsprechende Potenz-
reihen B, (x,) nicht identisch null -sind), denn fiir eine
endliche Anzahl von Variabeln ist der Hauptsatz offenbar
richtig. Auch kénnen wir annehmen, dasz alle Variabeln
“wirklich vorkommen (denn wir kénnen immer die Variabeln
T4, Lyy + v« Ty - . . . NEDDED). _

Satz 1. Die Potenzreihe %, (x,) (und daher auch alle
anderen B, (a:n)5) hat ein gewisses Konvergenzgebiet. Sie de-
finiert also eine analytische Funktion. Diese Funktion®

5 Weil die Beschrinktheit einer Potenzreihe von unendlich vielen
Variabeln eine Eigenschaft ist, die unabhingig ist von der Reihenfolge
der Variabeln.

6 D. h. derjenige Funktionszweig, der durch das Element P (x1) de-
finiert ist und aus By (x;) durch Fortsetzung erhalten werden kann,
ohne dabei den Kreis | x;| = G zu iberschreiten.
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kann fiir |x; | < G nur logarithmische Singularititen und
Pole haben.

Beweis. a. Wir benutzen die Ungleichung (4) far m = 2
und betrachten also P, (x;, x;), das durch formales Aus-
rechnen von go(iBl(acl%l—?Ez(:cz)) entsteht. Es sei at die
niedrigste in P, (x,) vorkommende Potenz von x, und-
a(-f) ihr Koeffizient. Die Summe derjenigen Glieder aus
P, (xy, x,), die x, in der Potenz i enthalten, hat die Form
a?)m;‘ Wy (@), wo Y,y (x)) eine Potenzreihe in x, ist, die
durch formales Ausrechnen von ¢ (2]31 (x1)> erhalten wer-
den kann. Weil Py (x;, 2,) fir |z,| < G, |a,| < G absolut
konvergiert ist auch af-f) xh 1, (x,) als Teilreihe einer abso-
lut konvergenten Reihe fiir |x;| < G absolut konvergent.
Also: '

Die Potenzreihe 1, (x;), die durch formales Ausrechnen
von ¢ (P, (x,)) erhalten werden kann, ist fir |z, | < G kon-
vergent und verschwindet nicht identisch.

b. Nach den Voraussetzungen ist die Potenzreihe, die
man durch formales Ausrechnen von ¢ (5431 (xl)\) erhalt, far
| ;| < G konvergent. Dasselbe gilt daher fiir ihre Ableitung,
die man durch formales Ausrechnen von ¢ (P, ()8, (=)
erhalten kann. Also:

Die Potenzreihe 1w (x)), die man erhélt, wenn man
¢ (B, () B, (x;) formal nach Potenzen von a; entwickelt,
ist fiir |a; | < G konvergent.

¢. Wir kombinieren nun die Resultate aus a. und b.

Nach a. und b. werden durch ¥y (x;) und vy, (x;) im Kreise
Wy ()
Yy ()
wird also eine analytische FFunktion dargestellt, die fir

| x| < G regulire Funktionen dargestellt. Durch

|2;] < G unur Pole haben kann. In einer gewissen Um-
gebung des Nullpunktes musz also eine LaurenT-Entwick-
lung der folgenden Form gultig sein:
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K A——m A—- ni—
iy () 4 At

1/12 (331) - xlnl xlm—

Weiter gilt die formale Beziehung’

+.. +——+A0—}—Alx1—l—A2x1

zi 833 =P, () = .‘Bo + By, +Bywi 4.

Durch Vergleich ergibt sich B, () = A+ 4, 2+ A 22+ .,
so dasz die — bis jetzt nur formale — Potenzreihe B," (x,)
ein gewisses Konvergenzgebiet besitzen musz und also eine
analytische Funktion definiert. Durch die — nun
nicht mehr formale — Beziehung

P 21 (3'«1)
Bl = Wy ()

wird diese Funktion von der Umgebung des Nullpunkles
aus im Kreise |x;| < G fortgesetzt, so dasz P, (x)) im
Kreise |a| << G nur Pole haben kann.®

Durch Integration folgt hieraus, dasz P, (x)°® fiir |x,| < G

héchstens logarithmische Singularititen und Pole haben kann.

Satz 2. P, (x,)° (und daher auch alle anderen P (ocn,)
kann fir |2, | < G keine Pole haben. In den logarithmischen
Singularititen kann auch kein Pol-Bestandteil vorhanden
sein.

Beweis. Die Funktion v, (x)), deren Potenzreihenent-
wicklung durch formales Ausrechnen von g (SEL (x) er-
halten werden kann, ist fiir |2, | < G regulir.

Es sei nun « ein singulirer Punkt von B, (x,), so dasz

7 Formale Division ist das Umgekehrte von formaler Multiplikation.
Die Gleichung des Textes hedeutet also, dasz die formale Beziehung
Yy (ay) = o () Bo' (o) gilt, wenn fir ¥ (), va(e) und P () die
Potenzreihen eingesetzt werden. Formale Division zweier Potenzreihen
(von denen der Divisor nicht identisch verschwindet) fithrt offenbar zu
eiper eindeutigen Entwicklung nach steigenden Potenzen von xq, mit

héchstens endlich vielen negativen Exponenten.
¢ Dieselbe Bemerkung tber $,’ (z{) wie in & iher By (x).
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in einer Umgebung dieses Punktes eine Entwicklung von

der Form
m

7. Ay
P = Alog e — )+, g T B )

n=1

gilt (B (v, —e) ist eine in einer Umgebung von x; = o
konvergente Potenzreihe in x, — ). Es handelt sich dann
darum, zu beweisen, dasz alle Ap(n =1, 2, ... m) null
sind. Wir werden zeigen, dasz die ganze transzendente
Funktion ¢ sich auf eine Konstante reduziert, wenn dies
nicht der Fall ist.

Zuerst bemerken wir, dasz, weil Wy (x;) im Kreise |z |
< G regulér ist, lim g)(ﬂil (x,)) = lim LN (a,l) (,XIStleI‘t und

Lrr—> ¢ X —
einen gewissen endlichen Wert 8 hat, und zwar unab-

héngig davon, in welcher Weise sich x, dem Punkte «
néihert.
Wir setzen

m

An
P +PB(x;—a), wy, = Alog(x,— o),

W = wy + w,.

Lvl ==

n=1

Wenn dann x, einen kleinen Kreis um den Punkt «
durchléauft, so durchliduft w; eine »grosze«® geschlossene
Kurve, wiahrend w, sich nm 2#iA éndert; die Summe w
von w; und w, beschreibt also eine »grosze« Kurve um
den Nullpunkt, und den Endpunkt erhdlt man aus dem
Anfangspunkt durch Verschiebung um 2#i4. Wir konnen
nun x; den kleinen Kreis nochmals durchlaufen lassen.
Dann durchliuft w wieder eine »grosze« Kurve, und der
Endpunkt ist wieder aus . dem Anfangspunkt entstanden

9 Das Wort »grosze& Kurve bedcutet, dasz die Kurve riach und nach
in ‘das Unendliche rtckt, wenn der von a; beschriehene Kreis kleiner
und kleiner, zuletzt heliebig klein genommen wird.
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durch Verschiebung um 27i4. Wir konnen dies beliebig
oft wiederholen, auch in negativem Sinne; w beschreibt
dann eine Spiralkurve y. Wenn wir nun den Radius des
von a; um den Punkt e beschriebenen Kreises stetig nach
Null abnehmen lassen, so zieht sich die Kurve y in das
Unendliche und durchstreift dabei simitliche Werte, die
einen Modul haben, der grdszer ist als eine gewisse end-
liche Zahl. Hieraus folgt, dasz, wenn nicht alle 4,(n =
1,2, .... m) null sind, die Funktion ¥ (x;) in der Um-
gebung des Punktes ¢ samiliche Werte einer gewissen Um-
gebung des unendlich fernen Punktes der w-Ebene an-
nimmt. Wenn w = B, (x;) sich also iiber einen beliebigen
Weg in das Unendliche bewegt, strebt ¢ () der konstanten
Zahl £ zu, unabhingig davon, welchen Weg w dabei
durchléuft. Nach einem bekannten Satze musz ¢ (w) sich
dann auf eine Konstante reduzieren, was nach den Voraus-
setzungen nicht der Fall ist.

Bevor wir weiter gehen, seien nun zuerst zwei Be-
merkungen gemacht. Wie eben bewiesen ist, kdnnen die
Po(xn)(n=1,2,....) im Kreise |x,| < G nur logarith-
mische Singularititen »ohne Pol-Bestandteil« haben. Die
Anzahl der Singularitfiten kann sehr gut unendlich sein.
Weil aber G > 1 gewdhlt ist, ist die Anzahl der Singulari-
titen im Kreise |2,| < 1 endlich.

Die zweite Bemerkung ist die folgende: Wenn es zu
einer (nicht konstanten) ganzen Transzendenten ¢ (y) eine

y

Zabl M, gibt, derart, dasz ¢(y) in der Form V(e™) ge-
schrieben werden kann, wo V(z) eine ganze Transzendente
von z ist, so gibt es unendlich viele Zahlen mit dieser
Eigenschaft, z. B. 2M,, 3M,, .... Unter allen diesen Zahlen
gibt es aber gewisz eine (und nur eine) Zahl M mit
der Eigenschaft, dasz jede andre Zahl M, ein po-
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sitives ganzes Multiplum von M ist!’. Wenn wir in

dem folgenden Satz 8 von einer Funktion ¢(y) sprechen,
u
die in der Form V (eM) (V ganze Transzendente) geschrieben

werden kann, so werden wir uns hierbei M als die oben
charakterisierte, d. h. als die »kleinste« unter den moglichen
Zahlen denken.

Satz 3. Wenn die ganze transzendente Funktion ¢ (y)
: y
nicht die Form V{(e”) hat (wo V wieder eine ganze Trans-

zendente ist), so ist B, (x;) fir |a, | < 1 regular. Wenn da-
v

gegen ¢ (y) in der Form V(eﬁ) darzustellen ist, so kénnen
wir nur schlieszen, dasz 5, (x,) die Form M log f; (x,) hat,
wo fi (x)) fur |x;| <1 reguldr ist (dasselbe gilt natirlich
wieder fiir die anderen Funktionen B, (xn), n=2,3,....).

Beweis: Der Satz ist bewiesen, wenn gezeigt ist, dasz,

fails B, (x,) logarithmische Singularititen hat, immer ¢ (g)

Y
die Gestalt V(eM) und P, (xy) die Gestalt Mlog f; (x;) hat.
Es sei o eine logarithmische Singularitit von B, (x,).
Nach Satz 2 wird dann %P, (x,) in der Umgebung dieses

Punktes dargestellt durch
By (@) = Alog(x;— ) + R, (xy)

wo R, (x;) eine Funktion ist, die in x, = « regulir ist.
Wir fihren die folgenden Bezeichnungen ein:

1
ERa (wl)

Stx (xl) = ’ Ta (ml) = (xl_a) Scx (.131)

Dann ist S, (&) # 0, so dasz T, (xy) im Punktie « eine
einfache Nullstelle hat. Ist also x; = U, (v) die Um-

10 Man erhélt M folgendermaszen: Unter den Perioden der perio-
y

dischen Funktion ¢ (y) = V{(eM) gibt es zwei »primitive Perioden«
4 27iM, M ist dann diejenige der beiden Zahlen -+ Mp und. — My
von welcher My ein positives Multiplum ist.
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kehrung von o = T,(x;), so ist U {v) eine analytische
Funktion, die in einer Umgebung des Nullpunktes regu-
lar- ist. ,

. Nun ist nach den Voraussetzungen i, (x;) = ¢ (‘,Bl (.701))
eine im Kreise |x;| << G, also auch fiir |2, | < 1, regulire
Funktion, und ¥, (xy) = ¢ (4 log T, (xl‘)), oder, wenn ‘wir
noch Alog T, (x) = y setzen:

y y
p () = 1 (U (D) = Vi (o). )
Hierin haben wir zur Abkfirzung das Funktionszeichen

V, statt w(U,) eingefithrt. »
Betrachten wir eine Umgebung des Punkies x; = « in
der x;-Ebene. Diese wird durch v = T, (x;) auf eine .Um-
gebung des Nullpunktes in der v-Ebene abgebildet und

weiter durch y = Alogv auf eine Halbebene ‘£ in der y-
:
Ebene. In dieser Halbebene ist U, (eﬁ) reguldr, und, weil
Wy () fiir |ay| < 1 regulir ist, ist anch V, (eﬁ) in K regu-
lar. In E gilt die Gleichung (5). Speziell geht daraus her-
vor, dasz in E: ‘ ’ 4
¢ (g+2mid) = ¢ (y). (6)
Die Funktionen links und rechts vom Gleichheitszeichen
sind aber ganze Transzendenien. (6) musz. also in der
ganzen y-Ebene giillig sein. '
Die Gleichung (5) kann aber auch so aufgefaszt wer-

den, dasz sie die Fortsetzung von V, in der ganzen Ebene
k)
gibt. Setzen wir e = p, dann wird (5):

V. (1) = ¢ (4 logv).
Dies gilt in einer Umgebung des Nullpunktes der v-Ebene.
Die rechte Seite dieser Gleichung ist nach (6) eine in der
ganzen v-Ebene eindeutige, regulire Funktion mit Aus-

nahme vielleicht des Nullpunktes. Dasselbe gilt daher fur
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' V,.(v). Leicht ergibt sich, dasz V,(v) auch im Nullpunkte

regular ist, denn lim V, (v} = lim ¢ (4 log v) = lim v, (x)
v—>0 v—>0 Py
hat einen bestimmten endlichen Wert, unabhingig von der

Weise, in der v sich dem Nullpunkte nihert. Hieraus folgt
aber nach einem bekannten Satze, dasz V,(v) im Null-
punkte regulir ist.

Die Funktion V, ist also eine ganze Transzendente,

Fihren wir die in der vorausgeschickten Bemerkung

eingefithrte Zahl M ein, dann ergibt sich ¢(y) = V(ej%)
(V = ganze Transzendente), und 4 = a M, wo a eine ganze
positive Zahl ist. '

Sind «n (n =1, 2, ....r) die andern singuliren Stellen
von By (x;) im Kreise |x;| <1, (wie schon bemerkt, ist
die Anzahl dieser Stellen endlich) und gilt in einer Um-

gebung von e, dasz
Py(ay) = Anlog ey —an) + Ry, (x) (n=1,2,...7),

wo R, (x;) in x; = an regulir ist, so kénnen wir in der-
selben Weise 4, = axM (n =1, 2, ....r) beweisen, wo
alle ap (n =1, 2, ....r) ganze positive Zahlen sind. Die
Funktion P, (x,) laszt sich nun wie folgt schreiben:

By (x) = Alog (xr;—e)+ A log (x; — &)+ A, log (2, — @) +
“aan + Ar IOg (xl— Cfr) + G1 (.’/Cl)

(wo G, (x;) im Kreise |z, | <1 regulir ist), oder

PBrlxy) = Mlog (2 — ) (ry—a )™ (wr—eg)® . . . . (27— er) ™ &)
= .’11 log f]. (xi).

. Weil (xl — OL)(‘ (a’:l - DC]_)al (xl - 0‘2)‘12 “ e (xl - OCr)ar eGl(xl) im

Kreise |x;| < 1, reguliir ist, ist Satz 3 hiermit bewiesen.
Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. V. 6. 9
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& 3.

Bei dem Beweise des Hauptsatzes werden wir den fol-
genden, von H. Bour'' bewiesenen Satz gebrauchen:

Es sei die Funktion f(z) =2, anz" mit f(0) = 0, regu-
lar im Kreise |z] < 1. Es seril_}ll(g) das Maximum von
|f ()| auf dem Kreise |z] = ¢ (0 < ¢ < 1). Ist dann r der
Radius des groszten Kreises, dessen Punkte sdmtlich Werte
reprisentieren, die von f(z) im Kreise |z| < 1 angenommen
werden, so gilt: r> kM (p), wo k eine nur von o ab-
hingige Konstante ist (die also gleichmészig gilt fir alle
Funktionen f(z), die den Voraussetzungen des Satzes ge-
niigen). ‘

In diesem § werden wir den Hauptsatz beweisen fiir
den ersten der beiden nach Satz 3 mdoglichen Fille. Es
seien also die Potenzreihen P,(x,) (n =1, 2,....) Ele-
mente von fiir | xy| < 1 reguliaren Funktionen'®. Dann gilt der

Satz 4. Ist rp (n = 1, 2,....) der Radius des groszten
Kreises in der ¥,-Ebene, dessen Punkte samtlich Werte

reprisentieren, die von B, (xrp) im Kreise |x,| <1 ange-
oo

nommen werden, so ist die Reihe Z rn konvergent.
=1

Beweis. Zuerst sei bemerkt, dasz die Gleichung

Py (ocl, Loy o ov . L) =
= ?(%1(x1)+%2(x2)+ “I‘%m(xm)) (m=1,2,...),

die im Anfang nur einen formalen Sinn hatte, jetzt, wo
die B, (xy) (n =1, 2,....) wirkliche Funktionen (und nicht
mehr formale Potenzreiben) sind, eine »reale« Bedeutung
erworben hat, d. h. dasz sie benutzt werden kann, um

11 H, Bonr, Uber ecinen Satz des Herrn Laxpavu, (Noch nicht publi-
ziert).

12 Dieselbe Bemerkung iiber Bn(xn) (n =1, 2, ....), die in ® Gber
"y (x1) gemacht ist.
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Prxy, 9, - ... xm) zu berechnen. Dies geht sofort daraus
hervor, dasz die Reihe

(=) m f==] r
S1a0( 3 3 aas )
r=0 n=1 s=1

fir |zx] <1 (n =1, 2,.... m) konvergiert.

Die Ungleichung (4) wird also
[y (B () + Byt .o A+ PBulaw) [ <K (D)

Weil ¢(y) eine ganze Transzendente ist, kénnen wir
eine Zahl L so grosz annchmen, dasz das Maximum von
lo(y)| fitir |y] =L groszer als K ist. Wenn nur xz(n=1,2,....)
die respektiven Einheitskreise |2, | < 1 durchlaufen, nehmen
die Funktionen B, (xn) nach Voraussetzung alle Werte an,
die durch |, ()| = r, bestimmt sind. Hieraus folgt, dasz
By () + By () + . . .. + By (xny) alle Werte annimmt, deren
~absoluter Betrag r{+ry-+ .... +rn ist.

Hieraus folgt r;,+ry+ .... 4+ rm < L. Denn wire
ritro+ ... . +rm <L, dann wire das Maximum von
o (y)] aof dem Kreise |y| =r,+r,+ ... +rm groszer als
K, und weil P, () + By (@) + . ... + P (@) alle Werte
auf diesem Kreis annimmt, wiirden Werte x;/, xy, . ... 2n
existieren missen (x| <1, n =1, 2, .... m) wofir
Lo (B, (@) + By @)+ .. .. =Bo (@) | > K wiire. Dies kann

m

nach (7) nicht der Fall sein. Daher ist >, rn < L. Weil L

. n=1
(ebenso wie K) von m unabhiingig ist, musz also die Reihe

[=>]

Z rn konvergieren.
n=1

Aus diesem Ergebnis liszt sich nun die absolute Kon-
vergenz von P(xy, @5 .... Tm, ....) leicht mit Hilfe des
Bonrschen Satzes ableiten.

Beweis des Hauptsatzes fiir den ersten Fall.

Es sei @ = 0G die in § 2 definierte Zahl. Wir wollen

o
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die absolute Konvergenz von Pz xs .... T, ....) iM
Gebiete |xn| < @ =1, 2, ....) beweisen. Dazu wihlen
1+ 6

wir eine Zahl ¢ derart, dasz @ <p <1, z.B. ¢ = —/—.

Es sei Mn(g) das Maximum von | P, (xs)| auf dem K].'Qeise
|2n| = ¢ (n =1, 2, ....). Dann ist nach dem BomnR-schen
Satze:

Ma(e) <0 = raks, (8)

wo k, eine nur von ¢ (oder nur von @) abhiingige Zahl ist.
Von Mna(e) gehen wir auf Majoranten wber. Es sei

B (xn) = > a®as, (n=1,2,....). Dann gilt nach Cavcuy
s=1
die Ungleichung

|amw| < Ynlo) (H =1,2 ..... )
s = QS § = 1’ 2’ ..... ’

also

@

> ! N/
s=1

1—6 °

s=1

oder nach (8):

2k, Ory
> aw)er < 2O (©)

s=1

Nun ist nach Satz 4 die Reihe Z rp konvergent; also
n=1

Z Z | agn)l 6
n=1 s=1

ist nach (9) auch

konvergent. Ist weiter o(y) = > A-y", so ist > |8:| |yl
r=0 r={

fir jeden endlichen Wert von y konvergent. Dies ergibt

die Konvergenz von '

S1a(3 3wl

Man darf also die Reihenfolge der Glieder der Reihe
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L] o« © r
Sl Zom) a
far |xn| < ©® (n =1, 2, ...) willkirlich #ndern und in
willkiirlicher Weise verschiedene Glieder in eines zusammen-
figen: immer erhélt man eine absolut konvergente Reihe.
Durch diese Operationen kann (10) nach Definition in die

Potenzreihe P (x4, &y, . ... ®m, . ...) ibergefithrt werden, die
also im Gebiete |zn| < @O (n=1,2,....) absolut kon-
vergiert.

§ 4.

Es liege nun der zweite der nach Satz -3 mdéglichen
Fille vor. Dann ist

” .
ey = Vie) und B, (xn) = Mlog fo(xn), (n =1,2,....),

wo V wieder eine ganze transzendente Funktion ist, und

die Funktionen fi{xz) (n =1,2,....) fir |xn| <1 regu-
ldr sind. Wir schreiben
1
—%Bn(xn) .
eV = folan) = 1+ @nlxy) (n=1,2,....). (10)
Die Funktionen ®@,(x,) (n = 1,2, ....) sind dann fir

|| < 1 regulidr und verschwinden im Nullpunkt, wie so-
fort aus (10) hervorgeht.
Wie schon in § 1 bewiesen isl, erhalt man durch for-

@

males Ausrechnen von V ( Vi (1 + @, (xn))) eine Potenzreihe
1

e
unendlich vieler Variabeln.

Satz 5. Die Potenzreihen, die man durch formales Aus-

rechnen von ¢ (Z B, (xn)) und V( I; (1 + @, (:cn))) erhdlt,
sind identisch. " "

Beweis. Es gentigt offenbar, zu beweisen, dasz
P (xy, 25, .. .. xm) fir jedes m > 1 dieselbe Potenzreihe

ist, wie der m-te Abschnitt R, (xy, a5, .... xm) der aus
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m ‘ .
V( o (1 + @y (xn))) erhaltenen Potenzreihe. Wir werden be-
n=1

weisen, dasz (nicht nur »formal« sondern auch »real«)

m

T(Z SBH (mn)> - V( Dn_l P n))
— V(ﬁ(1+mn(mn))) fir [an] <1 (n=1,2 ....m).
n=1

Ist ¢ () Z/i’ry und V (2) —Z,, 7", so gilt fiir alle y
die Idenhtat

S-S

r=0 p=0

Sind also die Reihen PBj (xp) :Z a®as (n=1,2,....)
s=1

firr |en | < kn, konvergent, so ist fiir |xn| < ka

Zﬂ (2 ya(’”f) =

r=>0 n=1 s=1
“ZV{ vMp<2 2 (”)x‘>}- (11)
p=0 n—1 s—1

Weil die Reihen

S, |(Z Yiamus\)

r=9 s=1
- 711
2, l7,| E plMP 2 2 | o™ s, |
r=0 p=0 . s=1
fir |an] <kn (n =1, 2, .... m) konvergieren, darf man

auf jeder der beiden Seiten von (11) fiir |xn | <k, die Reihen-
folge der Glieder willkiirlich dndern und Glieder zusammen-

fassen. Hieraus ersieht man:

])In (xl, mz, PP x1n> = R,n (CL‘l, xz, “e e xn])
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far |xn| <kn (n=1,2,.... m). Dasz dies fir |z,| <1
giiltig Dbleibt, folgt durch analytische Fortsetzung. Denn
Pu(xy, 2, - ... ) ist nach (4) eine fir |x, | <1 (n=1,2,... m)
regulire Funktion von x;, @, .... x5, und dasselbe gilt
daher fiir Ry, (2, xs, .. .. &m), weil Ry fiir |xn] < kn regu-
lar ist.

Hiermit ist der Satz 5 bewiesen. Speziell kann man die
Ungleichung (4) nun wie folgt schreiben:

m
I V ]71(1 + @, (mn)>> ] < K. (12)
e

Ist ry (n =1, 2,....) der Radius des groszten Kreises,
dessen Punkte Werte reprisentieren, die von @, (x,) im
Kreise |xn| < 1 angenommen werden, so gilt der

Satz 6. Das unendliche Produkt 7 (1 + r,), oder, was
. @ n=1

dasselbe besagt, die Reihe >, rp ist konvergent.

n=1
Bewels. a. Aus (12) koénnen wir zuerst schlieszen,

dasz — ungenau ausgedriickt — unabhéngig von m, die
m

Funktion I7 (1 +'®, (x,)) nicht in jeder Richtung Werte
n=l1

annehmen kann, die unendlich fern liegen, oder genauer:
Wenn N grosz genug gewihlt ist, kann keine geschlossene
Kurve y {(der den Nullpunkt in ihrem Innern enthalt) in
einer z-Ebene existieren mit den beiden folgenden Eigen-
schaften:

1°. Far jeden Punkt z° der Kurve ist |2/| > N.

2°, Wenn 2z ein willkiirlicher Punkt von p ist, ist

:
[1[11(1 + Dp(xy)) = 2 bei passender Wahl von m, =, =/, ...
n=
. (2| <1, n=1,2,.... m).

Denn nehmen wir an, es existiere eine solche Kurve .
Es sei dann L so grosz gewéhlt, dasz Max | V(z)] > K,
was moglich ist, weil V eine ganze Tranlszzle_n(Liente ist. Es
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sei N2> L. Dann ist das Maximum von |V(z)| auf der
Kurve 7 groszer als K. Es sei Z ein Punkt auf der
Kurve y, wo |[V(Z)]| > K. Dann wiirden nach 2°. Werte
m, X, Tgy +ov. m (2a| <1, n=1,2,....m) existieren
wofir

|V< 7((1+ o, (xn)))l > K,

was nach (12) unm(‘jglich ist.

Der Satz (8) wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen

kénnen, dasz, wenn die Reihe Z rp divergiert, eine Kurve y
mit den beiden Eigenschaftenni‘l). und 2°. existiert.

b. Wir werden drei Fialle unterscheiden:

A. Keine der Zahlen r, ist > 1, und es gibt nur eine

endliche Anzahl der r,, die gleich eins sind.

m

Béi der Betrachtung der Wertmenge, die von 77 (1 + @y (acn))
n=1

angenommen wird, koénnen wir ohne Beschrankung der

Allgemeinheitl annehmen, dasz keines der rn gleich 1 ist.

Denn wenn r; =1, kdénnen wir x; = 0 nehmen. Dann

m N .
tragt 1+ @ (x) zum Produkt 77 (14 @y (x;)) mit dem
n=1
Faktor eins bei, und diesen kdnnen wir fortlassen.
Es seien also alle r, kleiner als eins. Wir schneiden

alle xp-Ebenen (n = 1, 2, ....) lings der negativen reellen

Achse auf und betrachten die Wertmenge Z log (14 Onlacr)),
wenn die x; (n=1,2,....) die Klelse ]xnl < 1 durch-
laufen, und die Logarithmen ihren Hauptwert haben.
Nun gehoért zur Menge der Werte, die von 1-+- @, (an)
im Kreise |xn| < 1 angenommen werden, sicher ein Kreis
mit dem Radius r, um den Punkt 1. Wenn. 1+ @, (xn)
diesen Kreis durchliuft, durchliuft log (1 + @, (x,)) eine

konvexe Kurve um den Nullpunkt. Um die Wertmenge
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m
Z log (1 + @, (ocn)> 7zu bekommen, missen wir m konvexe
IIl{ulrven addieren. Hiertiber ist von H. Bour der folgende
Satz bewiesen'®: Die Summe von m konvexen Kurven ist
entweder ein Gebiet, das von einer einzigen konvexen Kurve
Yin begrenzt wird, oder ein Gebiet, das von zwei konvexen
Kurven Y, und 1, begrenzt wird, von denen [, ginzlich
innerhalb Y, gelegen ist. Wenn alle die m urspringlichen
konvexen Kurven den Nullpunkt in ihrem Innern enthalten
und e, der Minimum-Abstand vom Nullpunkt zur r-ten
Kurve (n =1, 2, .... m) ist, so enthilt die Kurve Y, in

ihrem Innern (inkl. Rand) einen Kreis mit dem Zentrum
m

im Nullpunkte und dem Radius Zen.
n=1
Diesen Satz kénnen wir unmitielbar auf unsern Fall

anwenden. Wir kénnen leicht beweisen, dasz eine von n
unabhéngige Zahl ¢ existiert derart, dasz e, > crn, z. B.
wie folgt:

Es sei y, die von log (1—1—(Dn(xn)> durchlaufene Kurve,
wenn @O, (a:,,) den Kreis mit dem Radius rp um den Punkt
eins durchléuft. Diese Kurve ist konvex und enthilt den
Nullpunkt in ihrem Innern. Es seien 4, B, C, D die Schnitt-
punkte von yn, mit der pos. reellen, pos. imag., neg. reellen
und neg. imag. Achse. Dann ergibt eine leichte Rechnung:
04 =1log (1 + ry), OB = OD = 2 arc sin%, 0C =—1log(1—ry).
Es existieren also Konstanten ¢y, ¢,, ¢;, derart dasz OA > ¢, ry,
OB = 0D > ¢yra, OC > ¢yrn. Hieraus folgt aber, dasz, wenn
OE, OF, 0G, OH Geraden sind, die vom Nullpunki aus
-L AB, BC, CD, DA gezogen werden, auch Konstanten ¢, ¢,
existieren derart, dasz OF = OH > ¢,rn, OF = OG > cyry.
Weil aber die Kurve y, konvex ist, musz e, groszer sein

13 H. Bomr. Om Addition af uendelig mange konvekse Kurver, Over-
sigt over det Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Forhandl., (1913). p. 350).
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als die kiirzeste der Strecken OE, OF, 0G, OH, so dasz
auch e, > cry.

Wenn die Reihe Z rn divergiert, ist also auch die Reihe
n=1

@

Z en divergent, so dasz wir m so grosz wihlen kdnnen,

n=1

; m 2
dasz I/( > en> —n® > log N. Wir wihlen nun auaf der

=1
positiven reellen Achse auszerhalb Y, einen verinderlichen

Punkt P mit der Abszisse p und ziehen die Gerade UPYV,
die die Punkte U = p-+iw und V = p—in verbindet. Wir
verschieben dann UPV so weit nach links, dasz U auf Y,
fallt. Weil die Kurve Ym, symmetrisch zur reellen Achse
ist (sie ist ja die Summe von m zur reellen Achse sym-
metrischen Kurven), fiallt dann auch V auf Y,. Wir be-
trachten nun denjenigen Teil T der Kurve Y, der rechts
von UV gelegen ist. Ist dann w ein beliebiger Punkt auf

m a
diesem Kurvenstiick, so ist Rw > @— a® > log N.

n=1
Bilden wir also das Kurvenstiick 7, das in der Ebene von

logI’; (1 + Op (xn)) liegt, auf die Ebene von 5(1 + @p (2n))
ab,n_s-i) erhalten wir eine grosze geschlossené1 712111‘ve, deren
Punlcte samltlich weiter als N vom Nullpunkt entfernt sind.
Hiermit ist die Existenz einer Kurve mit den beiden Eigen-
schaften 1°. und 2° nachgewiesen.

B. Unendlich viele der rp sind gleich eins. Ohne Be-
schréinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dasz
alle r, gleich eins sind. Denn wenn eines der r, # 1 ist
(z. B. r¢ 2 1), kénnen wir x; = 0 annehmen, und der
Faktor 14 @ (xy) tragt dann zum Produkt mit dem Fak-
tor eins bei.

Wir betrachten (1 @, (x)) (1-+@,(xy)). 1+ @, (xy)
nimmt alle Werte von der Form 14eib(—na <8, <m)

im Einheitskreise |x;| <1 an. Ebenso nimmt 1-+ @, (x,)
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alle Werte von der Form 14-ei0%:(—n <6, <m) an im

Kreise |a,| <1. Das Produkt (1+ @,(x)) (1+ o, (xy))

kan also alle Werte von der Form (1 4 eif) (14 eif:) an-

nehmen. Zu diesen Werten gehoért aber der Halbkreis mit

dem Radius 2 und dem Zentrum im Nullpunkt, der rechts

von der imagindren Achse gelegen ist. Denn, wenn man 6,

und 6, derart bestimmen will, dasz

(1+ei0:) (14 elf) = 2eim<~”§ g < g)

so musz gelten arg (1 4-ei6;) -arg (1 +eil:) = ¢, oder

0,48, =2¢, (13)

und wenn man nun 6, aus der urspriinglichen Gleichung
eliminiert, erhilt man
cos (6, —¢) = 1-—cos . (14)
Aus (13) und (14) kann man immer Werte 8, und 6,
finden, weil ~g L= g, und also 0 < cosg < 1 ist.
Betrachten wir in aerselben Weise die Werlmenge
(14 @, (xy)) (1+ ®,(x,)), so gehért auch hierzu der Halb-
kreis mit dem Radius 2. Wenn man aber zwei solcher
Halbkreise mit einander mulfipliziert, bekommt man simt-
liche Punkte des Kreises mit dem Radius 4 und dem Null-

punkt als Mittelpunkt. Dieser letzte Kreis gehort also zur

4
Menge der Werte von 7 (1 + @ (xz)), und bieraus folgt,

n=1
dasz zur Wertmenge von ;}(1 + G)n(xn)) samtliche Punkte
eines Kreises mit dem Ralzi_iijs 22¢ um den Nullpunkt ge-
héren. Weil 225 mit 45 ins Unendliche wichst, ist hiermit
auch fiir den zweiten Fall die Existenz einer Kurve y mit
den Eigenschaften 1°. und 2°. bewiesen.

C. Einer der Radien r, ist groszer als 1.

Wenn nur einer der Radien r, groszer als 1 ist, kénnen
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wir die Beweisfihrung des Falles A oder B anwenden
und dabei denjenigen Faktor, wofiir r, > 1, aus dem Pro-
dukte I7 (1 + @, (xn)) fortlassen.. Wir konnen also anneh-
men, dasz zwei Radien r, gefunden werden kénnen, die
groszer als 1 sind, und ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit kénnen wir annehmen, dasz dies r; und ry sind. Wir
betrachten die Wertmenge von (140, @) 1+a, (xz)).
Zu dieser Menge gehort im besondern die Produktmenge,
die man erhalt, wenn man die zwei Kreise mit den Radien
r; und ry um den Punkt 1 mit einander multipliziert, und
noch spezieller: die Produkimenge, die man bekommt,
wenn man alle Punkte des Kreises mit dem Radius r;
multipliziert mit dem Punkte 1--r, des Kreises mit dem
Radius 2. Diese letzte Menge ist aber eine geschlossene
Kurve, die den Nullpunkt in ihrem Innern enthélt und ginz-
lich auszerhalb des Kreises mit dem Radius (r;—1) (1--r,)
um den Nullpunkt liegt.

m

Hieraus folgt, dasz zur Menge /7 (1+ @, (xn)) eine
n=1 .
Kurve y gehort, die den Nullpunkt in ihrem Innern ent-

halt und géinzlich auszerhalb des Kreises mit dem Radius
m

(ry— 1) T (1 -+ rp) liegt, weil man x,(n = 2,3 ....m) so
n=2

wiithlen kann, dasz 1-+@,{(xn) = 1-+rm (n =38, 4,....m.

Wenn die Reihe > r, divergiert, kann man nun m so grosz
n=1L
m

nehmen, dasz (ry,—1) 7 (1 4ry) > N, womit auch fiir den
dritten Fall die Exisl’ze:flz' einer Kurve y mit den Eigen-
schaften 1° und 2° nachgewiesen ist.
~ Weil immer einer der 3 Félle zutrifft, ist hiermit der
Satz 6 bewiesen.

Hieraus konnen wir leicht die absolute Konvergenz der

Potenzreihe der unendlich vielen Variabeln beweisen. Dazu



FEin Satz tiber Potenzreihen unendlich vieler Variabeln. 29

wenden wir wieder den am Anfang des § 3 genannten
Bongr-schen Satz an.
Beweis des Hauptsatzes fir den zweiten Fall,
Es sei wieder © die im Anfang des § I definierte Zahl
des Intervalles 0 << @ < 1. Wir wollen die absolute Kon-
vergenz von P (xy, Xy, .... Xs, ....) beweisen im Gebiete

x| <0 (n=1,2,...). Dazu wiahlen wir eine Zahl ¢

1+6

derart, dasz 6@ < ¢ <1, z. B. ¢ = —_—.

Ist dann "
(Dn(xn) nggn)xi’ (IP =1,2, ... .),

so kdnnen wir, gerade so wie im § 3 fiir B, (x.) ausge-

fithrt ist, beweisen, dasz

@0

N7 9 N
D e o < PO
' S = 1_@
s=1
wo Ik, eine nur von @ abhingige Konstante ist.
Hieraus folgt nach Satz 6, dasz das Produkt

Il(l + 27| b | @s>
s=1

n=1
konvergiert. Daher ist auch, wenn V(z) :Zy,_z", die Reihe
r=0
w o Lol r
Sl a4 S0
r==0 n=1 s=1 . .

konvergent. Alsoist die Potenzreihe P(x;, x;, ... %n, ...)

fir |zn| <60 (n=1,2,....) absolut konvergent.

Haag, 22. Mai 1923.
H. D. KLOOSTERMAN.

Frerdig fra Trykkeriet den 22. August 1923








