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Les polynomes dérivant d’une exponentielle, définis et
étudiés par HErmITE,! ont fait I'objet d’un grand nombre
de travaux; récemment M. NieLs NreLsen? a consacré A leur
étude approfondie un mémoire qui contient une biblio-
graphie compléte & laquelle je me contenterai de renvoyer.
Je voudrais simplement montrer ici comment on peut établir,
par une voie toute élémentaire, une formule d’addition trés
simple pour ces polynomes, formule qui ne me parait pas
néanmoins avoir encore attiré I'attention.

Les polynomes H,(x) d’Hermite® sont définis par le
développement de la fonction génératrice:

n=-4owx

(1) eam—%. :ZWI :—I:Hn (ﬂ'))

n=10

(qui est convergent quels que soient la constante a et la
variable x), de telle sorte que 1’on a:

2 2
n X

@ @) = (e T ),

Ce polynome est de degré n et a pour expression:

! C. HErMITE. — Comptes Rendus t. LVIIL. (1864). — p. 94—100 — -
ou (Euvres t. II. p. 293—308.

® NigLs NierLsen. — »Recherches sur les polynomes d’Hermite« (Det
Kgl. Danske Videnskabernes Selskab. — Math.-fys. Medd. I, 6. 1918).

# — HerMITE désigne ses polynomes par Un (x); ils se déduisent des
polynomes désignés par M. NIeLs NIELSEN par Hy (x, @) en y faisant a = }
et en les multipliant par n!; ce gui simplifie beaucoup les formules que
je donne plus has.



(3) Hn(x) = 2"
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_n{n—1) n»

n(n—1)(n—2)(n—3) n
311 x — .

+ 22.21

Ceci étant rappelé, considérons la fonction
F = en,rc1+. ot dqan — (e —‘r(l?l)

®,...,%n désignant n variables et q,,...an, n conslantes
quelconques.
D’une part on a:

a
2 (o2 (3=

1 2
F = Uy — —5- Oay— 5~ eanwn* a5

e 2-e

D’oti en développant chacune des exponentielles par la
formule (1):

-7 alml a,n

mi=...=mp=--c
(4) F = m R ]Tl—‘ .I:Iml (lel) . Hm” (x”).
1t n-:

m=...=my =10

D’autre part, il est clair que F s’identifie avec la fonction
génératrice (1) en posant:

a ..t anx,

a:]/al“’—l—...—)—afl x =

Vai +. .. +a?
doun
poto
(5) F = —1—(a2+ Fa?)?H, G F. T A
« 1 ElR? 2 2
p e Va,"+...+ a2

Or il résulte de I'expression (3) que le terme de rang p
de cette derniére série est homogeéne de degré u par rapport
-aux constantes arbitraires ay,..., an.

Donc en identifiant les deux développements (4) et (5)
de F:

’
®) (@ O
l/a12+ e -f—aﬁ

— ‘Lb! niy m
_ T ———— n 3
5 o o a;™. . .a, ™ Hy, (x,) ... Hp, (xn)
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la sommatlion étant étendue a toutes les valeurs posi-
tives ou nulles des entiers m,,..., m, vérifiant la relation:
m;—+...+ my = u.

Telle est la relation simple qui conslitue pour les poly-
nomes - d'Hermite une véritable formule d’addition.

On peut lui donner une forme trés condensée;
(7) Hy al:fl_,_{—.“—ﬂn:l _ [aI'H (x) +. - —ﬂ:’(xn) I

Va2 +...+at Val+ ... +a?

en convenant de remplacer dans le développement du second

membre une puissance telle que [H(x;)]™ par le polynome
Hin, (21). _
D’aprés la relation (2) on peut aussi écrire en utilisant

le procédé symbolique bien connu:

a; xy+ ... ana
® g Val+ ...+ a2
- d 8

s . a1%+..<+an$ "
= (1)l ed) 1 nl gt )
/a,>+ ... +a?

Quelques cas particuliers de la formule (6) conduisent
a des expressions curieuses, parmi lesquelles je signalerai
les suivantes:

1° En faisant: ¢ =...= an =1, 2y =...= x, = x on
exprime un polynome dont I'argument est J/nx en fonction
des polynomes dont l'argument est x:

)]
©  n® Hy (Vnz) :Z#mj Huy (). . . Hu, (@)
(my+...+mnp = p).
2° En faisant a; =...= a, = 1 et en remplacant x,...,
&, par ]/Exl,..., ]/71xn on a d’abord:
£ !
n® Hu(x,+. . g = —‘w—'ﬁHml(VHxl) o Hon, (V).
P

myl. . .mp!
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Puis en appliquant & chacun des polynomes du 2°

membre la formule (9), aprés avoir multiplié les deux
“
membres par n?, on obtient:

(10) n?Hu(x; +. .. +xn) =

!
£ H
= - i (@) Hmy (x)...
mel. comyel. . muq!l.  mpp! n

Hmnﬂ (3’511) e Hmn,n (3311)

la sommation étant étendue a toutes les valeurs posi-
tives ou nulles des n® entiers m;; vérifiant la condition:
(1111,1—{— et m1,n) T (mn,l - -}—mn,n) = W

Le terme général contient »® polynomes H dont n dé-
pendent de x;.

Par exemple pour n = 2:

R e y) = > B (o) Hi) o) L)

(pragtrts=m

3° En faisant a, = ay,..., dan = xp on a:

Lid -
(11) (@?2+. ..+ Hu(Yu 2+, F22) =
= 7L'_m ml- . -xnm"Hm (33 ) .« Hm (a'n)
Zmll...mn! ! e "
__)\‘2
4° En faisant: n =2, =1, a, = V%v, T = x,

Xy, =0, on a:
— \ ’ lu’l m 23n
Hu(Ax) = E 'n'l (1—22" Hp(x) Hi(0).

Or de la formule (1) on tire:

2D

Hop11(0) = 0 Ho(0) = (— 1) %l ok
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Hyu (Ax) = A" Hu(x) — (51'1)2‘[" 2(1—213 Hy_s(x) +

e D —2) p—3) a

9% 91 — A Hu_y(x)— ...

Si 'on rapproche cette expression de (3), il saute aux
yeux que l'on peut écrire symboliquement:

£ )
(12) Hu Q) = (1—3%)2 Hﬂ[ = }

en convenant de remplacer dans le 2° membre une puis-
sance telle que [H(x)[™ par le polynome H,,(x).

N 1 :
En prenant en particulier 4 = —= on retrouve une lor-

V2

H”(V 2)

5° Lorsque n = 2, la formule générale (6) s’écrit:

mule donnée par M. AppELL’:

wl“«‘

Hu[H(x)] =

ax + by

V 2.

1
- a1 H @) Hy () + Y a2 ) Hy )+

@+ T H [ } — a*Hu (@) Hy () +

Or les polynomes d’Hermite rentrent dans la classe de
M. Appell, c’est-3-dire que l'on a:

dHp
—= = n Hpn—
dx n
et d'une maniére générale:
1 d*H, 1 1
n! dxk (n—k)! ke
Donc:
! — P. AppELL. — Ann. Ecole normale 2¢ série t. IX. — (1880).

p. 119.
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@4 T (‘“ Jrg} _ a”‘[Hu(m)HO(yH—
l/a2 + b®
2
Lo dinp gy 2 5 L by
1 a >
ce que l'on peut écrire symboliquement:
13 (@ —i—b)zH []‘/’”erﬂ ”Hu[erilH(y)]

en convenant toujours, dans le développement du 2¢ membre
par la formule de Taylor, de remplacer la puissance [H(y)}"
par-le polynome Hy(y).

6° Pour terminer je ferai remarquer qu’il existe des
liaisons simples entre le produit de polynomes d’Hermite:

Hml(x]) ...Hn ,l(xn)

— qui joue un réle fondamental dans la formule d’addition

(6), — et les polynomes hypersphériques® & n variables
définis par la fonction génératrice:
_n4s—1
(1—2a, xy—...—2apxn+ a2 +.. .+ a 2 =
m=,..=my=-+w
—2 E nn V(8
— my 1 s
= [ S n ‘1111; .., mp (xl,...,xn).
mi=...=mp=20

En effet partons de la formule élélnentaire;
_l_m il
L () ok = g €703 P,
Y

. n+s—1
Faisons: k= i‘;‘“‘:

¢ =1—2a2y...— 2anxn+ay’+...+a?

P — Jai fait I'étude de ces polynomes dans ma Thése »Sur les
fonctions hypersphériques« (Paris 1915); dans le cas de n==1 ils se

raménent aux polynomes bien connus de Gegenbauer:

S
(1-—-2ax--a?) 2 = Zan Vo (2)

qui pour s = 1 se réduisent aux polynomes de Legendre.
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et développons les deux membres selon les puissances de

Qy,...,0ay; il vient en identifiant:

n-+s—3
—— . [n+s—1
2 2 ]<—9—“> Vr(rf?,-“,mn(xp- . -;xn) =
wtoo tfb—[— n—+s—2
- S €2 e Hin, (1)) . Hi, (00) dl,
0 RERRELL

Cette formule offre ceci de remarquable que, tandisque
le polynome hypersphérique est indécomposable, la fonction
sous Je signe »somme« est décomposée en un produit de
polynomes qui ne dépendent chacun que d’une variable.

On peut effectuer I'inversion de cette relation en partant

de la formule de Hankel:
ew 1

) = %Sez (z—ea) "k dz

c

oui ¢ désigne un contour longeant le bord inférieur de I'axe
réel depuis —oo jusqu'a 0, tournant autour de 0, puis
longeant le bord supérieur de I'axe réel depuis 0 jusqu’a
—oo. En faisant:

n+s—1
szi_é ¢ = ayx;+...Fanxn—3%(a®+...+a2),
puis en développant les deux membres, on obtient:
tad
22 Hmi(xl) Hmn(_ﬂ'izg N
‘(zz—l—s—l) myl Tyl
ri———m——
2
« _Mdnds x €T
= e v<>(‘1__i)d
Ve V2Z sz

Ces deux formules ont été données par M. NIELS NIELSEN?!
dans le cas particulier ou n = 1.

! Ners NieLses. — Loe. eit. — p- 48.

Lille, le 25 juillet 1922.

Feerdig fra Trykkeriet den 9. Marts 1923.






