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s ist bekannt, wie man die Transformationsgruppe des
E zweidimensionalen Gitters, also die (durch Spiegelung
erweiterte, homogene) Modulgruppe, durch Angabe eines
Systems erzeugender Operationen und definierender Rela-
tionen absirakt charakterisieren kann. Dasselbe geschieht
im Folgenden far das rdumliche Gitter.

Um die im Folgenden benutzte, fiir den Beweis der
Vollstandigkeit eines Relationensystems fiir eine unendliche
diskontinuierliche Gruppe oft anwendbare Methode am ein-
fachsten Fall zu illustrieren, wird im § 1 das ebene Gitter
ausfithrlich hehandelt.

§ 1.

e e
M = ( 11 Lz)
€a1 €9y

die Matrix einer homogenen linearen ganzzahligen Sub-

Es sei

stitution ‘
x| == epq Ty - e;q Xy (i=1,2)

mit der Determinante
D= |ey| =41,
und es sei bezeichnet

Six == e €+ g €p = Sp; i k=1,2).

Pann ist
Sy 8
2 _ |51 Sz 2
D? = S11 Sag — Sis 1
S21 Sz
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Nimml man an, es sel gleichzeilig

2 |312|§311
2‘312|§322.:

so. folgt wegen der Ganzzahligkeit der s;: auns der letzten
Gleichung

Sy = Spp = 1, 845 = G,

also dass M orthogonal ist. Bezeichnet v; den Vektor mit
den Komponenten e;;, e;, und |v;| = |/s;; seine Lange, so
erfiillt also ein transformiertes, nicht orthogonales Gitter
mindestens eine der folgenden vier Ungleichungen:

|0y oy | < [0y
[0, —v,| <o,
|0y 40 | < [0y
. |D1‘_t’z| <l”2‘-

Im Einheitsparallelogramm eines nicht orthogonalen
Gitters ist also die kiirzeste Diagonale stets kiirzer als die
langste Seite. Als Erzeugende der gesuchten Transforma-
tionsgruppe G wihlen wir daher zunfichst die Substitu-

tionen:
P=(
0= (7 3
0= (s 1)
12=( 1) (12 = ()
20=(; 1)

Denn mittels 12 und 21 kann man eine beliebige Matrix
M ‘nach demx Vorstehenden auf eine orthogonale reduzieren,
und jede orthogonale wird durch P, 0, O, erzeugt. — Die
Zahl o(M) = |v|*+|0]% = 51+ 5 = Ze2, kann als
Mass fiir die »Schiefe« des Gitters dienen.
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Wir benutzen folgende Bezeichnungsweise: Sind M und
N die Matrizen zweier Substitutionen,. so ist die Substitu-
tion MN mittels der Matrizenmultiplikation (Zeile von
M x Spalte von N) erklirt. My bedeutet N'MN, und
M Z N bedeutet die Relation MN = NM, oder anders ge-
schrieben My = M. Endlich bezeichnet { M, N} die aus M
und N erzeugte Untergruppe, und {M, N}z {M. N} be-
deutet, dass man zu irgend zwei Elementen E bezw. E’
aus diesen beiden Gruppen stets zwei andere F und F' so
finden kann, dass EE = F'F ist.

Aus der Definition der Erzeugenden bestitigt man un-
mittelbar die Richtigkeit folgender Relationen:

1 P =1 G) 12p =21

(2) 0! =1 (6) 120, = 121

3 Op = 0, (7)) 120, = 121

(4) 0, % 0, (8  0,-P-12:2171.12 =1,

Es soll gezeigt werden, dass dies Relationensystem fiir G

vollstindig ist, d. h. dass jede in G giiltige Relation zwischen

den Erzeugenden eine formale Folge aus (1)—(8) ist.
Aus (2) bezw. (3) folgt formal durch Transformation

mit P wegen (1):
® 05 =1

(10) OZP == 01.

(3) und (10) besagen, dass P=2{ 0, O,}, und wegen (4)
kann dann jedes Element aus {P, 0,4, 02} = £ in der Form
(11) 0% 05 pr

geschrieben werden, wo «, 8, y wegen (2), (9) und (1) auf
die Werte 0 und 1 beschriankt werden konnen. Die Normal-
form (11) stellt also jedenfalls nicht mehr als 8 Elemente
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dar; da aber 2 seiner Bedeutung nach 8 orthogonale Trans-
formationen enthalt, ist (1)—(4) fiir 2 vollstandig.

‘Aus (5), (6) und (7) folgt durch Transformation mit P
wegen (3), (10) und {1):

(12) 21p = 12
(13) 210, = 211
(14) 21, = 21-L

(3)—(7) und (12)—(14) sagen aus, dass 2 =< { 12, 21} = 7;
aber (8) zeigt, dass G nicht das »direkte Produkt« von £
und Z ist. w bezw. { sei das allgemeine Zeichen fiir eine
Operation aus £ bezw. Z,

Aus (8) folgt durch Transformation mit P:

(15) 0,-P-21-121.21 = 1.

Ein { = I7 (12, 21), das Exponenten beiderlei Zeichens
enthalt, enthéilt zwei benachbarte Faktoren 12 und 21 mit
entgegengesetzten Exponentenzeichen. Aus (8) oder (15) und
danach (5)—(7), (12)—(14) bekomml man dann eine Um-
formung
L=

wo (" mindestens einen Faktor weniger enthilt. In endlich
vielen Schritten kann man daher jedes Element g aus G
in die »Normalform«

(16) g = 0%08pr T (12, 21)

bringen, wo die Exponenten in 17 entweder alle positiv
oder alle negativ sind und «, 8, y = 0, 1. Treten in I
fiberhaupt von 0 verschiedene Exponenten auf, so ist
o (Il) > 3, da o mit jedem neuen.Faktor 12 oder 21 wichst,
daher auch o{g) > 3. Das Einheitselement wird daher
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in (16) eindeutig dargestellt, indem «, 8, y und alle Ex-
ponenten in f7 verschwinden miissen.

Ist nun
QA7) 1, (P, Oy, 0,,12,21) = 11, (P, O, 0,, 12, 21)

eine in G giltige Relation, s0 forme man die linke Seite von
(18) o, =1

in die Normalform (16) um, was einer formalen Anwen-
dung von (1)—(8) entspricht. Wie gezeigt, wird (18) da-
durch zu einer Identitit, also folgt (17) formal aus (1)-—(8),

w. z. b. w.

Nachtriaglich kann man dann die Erzeugendenzahl redu-
zieren und z. B. P und 12, das weiterhin mit I/ bezeichnet
sel, als Erzeugende wéhlen.' Denn aus (5), (8) und (3) er-
geben sich

21 = Up
0, = PUUF'U
0, = UUp'UP.

Das vollstindige Relationensystem zwischen P und U er-
halt man nun, indem man in den fibrigen fiinf Relationen
die gefundenen Ausdriicke fir 21, O, O, einsetzt: (1) bleibt

ungefindert, und man erhilt aus (2)

(19) (PUPUTPD)E: =1

und aus (4), in der Form (0,0,)> = 1 geschrieben:

(20) (UPU'PU)* = 1,

wahrend (6) und (7) keine neuen Bindungen zwischen
P und U mehr liefern. So fithrt z. B. (6), in der Form

(0,-12)® = 1 geschrieben, znu der Relation

! Dass auch die erweiterte Modulgruppe durch nur zwei Sub-
stitutionen erzeugbar ist, findet sich iibrigens m. W. in der Litératur
nicht bemerkt.
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(PUPUIPU2? = 1;

die linke Seite dieser Relation kann aber, identisch in
P= P ' und U, in

(PUPU—'PU)* (PUPU—LPU)S,

umgeformt werden, die Relation folgt also aus (1) und (19).
Entsprechendes gilt fiir (7). Wir haben also dieses abstrakte
Schema fir G:

Erzeugende: P, U;

D iy

efinierende | po pypy-1pry = (PU-tp U= 1.

Relationen I
Will man die invariante Untergruppe G von G haben, die
zu der Determinante D = -+ 1 gehort, die also die Gitter-
orientierung erhilt, so weiss man, wegen D(U) = 1,
D(P) = —1, dass die Erzeugende P in den Elementen
von G eine gerade Anzahl von Malen atftritt. Man kann
1
o V= Up (= 21)
einfithren und G = { U, V} schreiben. (19) und (20) er-
geben die Relationen '

(21) VU-'WWVUVY = 1,
(22) UVt = 1.

Um die Vollstandigkeit eines Relationensystems fiir G auf
die bekannte Vollstindigkeit fiir G stiitzen zu kénnen, ist
zu berficksichligen, dass die Transformation von (19) und
. (20) mit P zwar in G nichts Neues liefern kann, wohl aber
moglicherweise in G, das ja P nicht enthilt. Die Ausrech-
nung ergibt zwei Relationen, die leicht aus (21) und (22)
gefolgert werden, sodass in der Tat (21) und (22) fir G voll-
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stindig sind. — Fihrt man statt V als neue Erzeugende
eben U

" T = UVU

ein, was wegen V = UT U mdéglich ist, so erhilt man
fir G das Schema:

Erzeugende: T, U;
Definierende Relationen: UT *UT'UT = T* = 1.

Will man endlich von hier zn der Gruppe F der in-
homogenen Modulsubstitutionen hinabsteigen, die in G als.
IFaktorgruppe enthalten ist, so geschieht dies durch Hin-
zufiigung der Relation

—1 0 e
(7o ) =T1T2=1,
wonach man fiir F das iibliche! Schema hat:

Erzeugende: T, U;
Definierende Relationen: (UT)% = T2 = 1.

Diese Methode suchen wir nun im § 2 fiir das rdum-
liche Gitter anzuwenden, indem wir zum Zwecke des Voll-
stiindigkeitsheweises wieder die Konstruktion einer fiir das
Einheitselement eindeutigen Normalform anstreben. Die
Bezeichnungen werden im Wesentlichen ungefindert iber-

nommen, um einen kurzen Ausdruck zu ermoglichen.

§ 2.
Es sei M = (es) die Matrix einer ganzzahligen Substitu-
lion
Xy = ejr+ eaXe | eizas i=1,2,3)

' Vgl. F. KLEN, Vorl. dber die Theorie der ell. Modulfunktionen.
Ausgearbeitet von R. Fricke. Teubner 1890. Bd. I pg. 452—454. U ist dort
mit S bezeichnet.



10 . Nr.12. JAKOB NIELSEN:
mit der Determinante
D = leqx| = +£1

Es bezeichne b; den Vektor mit den Komponenten e;y, eiz,

eis und |v;| seine Linge, ferner
| Sik = ej1er1 + eizera + eisers = Ski,
(M) = 0, >+ [0, [ + [, ]* = IZIS"-I' = geikz'
Hilfssatz: Gilt fur jedes i und k 3= { die Ungleichung
2 |si| < siss
so ist M orthogonal.

Beweis: Wir kénnen annehmen, es sei s;; < s34 < $g3,

und setzen

Sop = Sy T+ R, h=>0
333=§22+]c, k> 0.
Dann ist
= )2
= |Sik| = $); 22833 — (-5'11333 T+ So9 3?3 - $35 3‘1)2) 1 2819815803
= sy G+ h) (s +h+ k)
2

Lo G o) S Gy S| T D)

=M (35, h+ 3R+ 4Rk + 35 k).
4 11 t

Daraus folgt h = 0 und (zunichst fir s, > 1, dann
aber auch fiur s;; = s, = 1) k = 0.
Die Zahl sy = s,5 = 53,3 ist dann wegen

B 2 2 9 '
1 = s7; — 83 (575 + 873 555) + 25155355

ungerade, etwa s, = 2n-+1 und also |six| < n (= k),
also
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12> @2n+1—@2n+ 13" —2n* =902+ 6n-1,

also n = 0, also M orthogonal, w. z. b, w.
Fiir eine nicht orthogonale Matrix lisst sich also stets
ein i und k so finden, dass eine der beiden Ungleichungen

| 0i 40k [ < [vif

[Uiﬁbkl << ID[[

erfillt ist. Das Grundparallelepiped eines schiefen Gitters
ist also immer so schief, dass in mindestens einer Seiten-
fliche die kiirzere Diagonale kiirzer ist, als die langere
Seile.

Mit ik sei die Substitution

xi = xi+ Xk

xh = &n (h = 0)

bezeichnet; dann lasst sich also jede Substitation durch fort-
gesetzte Pramultiplikation mit Faktoren { k' auf eine ortho-
gonale reduzieren, und zwar so, dass dabei das »Sclﬁ.efe-
mass¢ ¢ (M) monoton abnimmt.

Als Erzeugende der Gruppe £ orthogonaler Substitu-
fionen nehmen wir zunachst die folgenden:

b p) (u:/c )
ik == ki e = Xy
Z B e hEi, &
X = Th
O;: [ xl o .
1 TR = a1 (h &£ 0.

Zwischen diesen bestehen die Relationen®

1 Verschieden bezeichnete Indices sind verschieden.
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6] PL=1

(2) Pixp = Pii

(3) 02 =1
(4)

4) 0; 22 O

(5) OiPiI( = Ok

(6) inkl = 0.

(A) ist fiir £ vollstindig. Denn (5) und (6) besagen,
dass ) .
) . s f ,

{0 = {Pux.
Ist also wieder w das Zeichen fir ein Element aus 2, so

kann man umformen:
w == IT (0;, Py) = I, (0))- U, (Pu).

11, (0 kann wegen (3) und (4) in die Form
0705203 (cty, e, o3 = 0, 1)
gebracht werden. In 17, (Py) kann die Faktorenzahl mit-
tels (1) und (2) verkleinert werden, solange ein Faktor
zweimal auflrilt, und auch noch, wenn Py,, P, P, je ein-
mal auftreten; es bleibt also entweder kein Faktor tbrig
(1 Maoglichkeit), oder ein Faktor (3 Méglichkeiten), oder 2
Faktoren; in diesem letzteren Fall kann man mittels (2)
erreichen, dass der erste Faktor P, ist. Jedes » kann also

wn = 0702 0P POPPE PR (i B =0,1; By 8y = 0)

geschrieben werden. Diese »Normalform stellt 48 Elemente
dar, ist also fiir 2 eindeutig, womit die Vollstindigkeit von
(A) erkannt ist.

Wir erzeugen nun die Gesamtigruppe G durch die ik,
Pi;x und O;. Dann haben wir zunichst folgende weitere
Relationen:
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(7) ikpy = ki
(8) ikpy — Lk
9) ikpy = il
&) (10) iko, = ik, d.h. ik 2% O
(11) iko, = ikt
(12) iko, = ik™'.

{B) besagt, dass 2 Z< {ik}. Jedes Element g aus G kann
also geschrieben werden: '

g = w (k)

(G ist aber nicht das direkie Produkt von £ und {ilc}‘,
wie (13) zeigt). Wir haben nun noch die Relationen

(13) O:Pi-ile ki~ t-ik =1
(14) ik 2 il
{C) o
(15) ik = Ik
(16) ik kl-ik ki = 1.

(16) saglt aus, dass il der »Kommutator« von ik und k!
ist. Wegen (14) und (15) ist er mit beiden vertauschbar.
Man sieht daher die Tragweite der Relation (16) am besten,
wenn man sie in der Form schreibt: ‘

{16 a) ik-kl=il-kl-ik = kl-il-ik = ki-ik-iL

Der Rest dieses § bringl den Nachweis dafiir, dass (A),
(B), (C) fiir G vollstindig ist. Wir benutzen dazu, dass
jedes Element g von G in der Form

g = w-I{k)
geschrieben werden kann, und betrachten ein solches Pro-

dukt p = IZ(ik). Bezeichnen wir einen Augenblick die
Faktoren desselben mit
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p = Fl 'Fg N .I{‘r,
so heisse die Folge positiver Zahlen > 3:

(71 = G(Fl.FZ . Fr)
Oy = (T(FE‘FS PR Fr)

(71-—1‘-_]_ = U(l) = 3

das »Diagramm« von p. Es hiingt von der besonderen Wahl
der Produltdarstellung von p ab. Aus dem Hiilfssatz folgt,
dass es fiir p eine Produktdarstellung

—_— T AN
p=F F;. . Fl-o

gibt, in der das Diagramm von F{-F; ... F/ = p  mono-
ton abnimmt. Die Vertauschung eines « mit einem 7 (ik)
mittels (B) lisst, da sie nur einer Umbenennung der Vari-
ablen entspricht, die Faktorenzahl und das Diagramm von
I (ik) ungeindert. Also lisst sich jedes ¢ in der Form
schreiben : '
gn = @n*pn,

wo wpn die obige Normalform fir o ist. In dieser Nor-
malform g, ist das Einheitselement von G nur auf
eine Weise darstellbar, denn wegen ¢(1) = 3 kann
Pn, dessen Diagramm monoton ist, tiberhaupt keinen Faktor
enthalten, und in w, ist die 1 eindeutig. Unsere Aufgabe
ist also darauf zuriickgefithrt, zu zeigen, dass sich jedes p
unter alleiniger Verwendung von (A), (B) und (C) in die
Form p = w-pn umformen lédsst. Und hierzu geniigt es, zu
zeigen, dass, wenn das Diagramm von p nicht monoton
ist und 4 die grosste der vorkommenden Diagrammzahlen
ist, eine aus (A), (B), (C) folgende Umformung p = w-p’
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r

gefunden werden kann, wo keine Diagrammzahl von p
grosser als 4 ist und 4 im Diagramm von p’ einmal weniger
vorkommt. o

Ist das Diagramm von p nicht monoton, so gibt es
einen Index h, sodass on << 4, onyr = 4 ist. Wir setzen
I = FpnioFprs ... Fr und betrachten den Endbestandteil
= FpFpl von p. Wir konnen Fp = 12 annehmen, da
wir dies durch Umbenennung der Variablen (d. h. Trans-
formation mit einem ) stels erreichen konnen; enthilt
ferner Fhy; den Index 3, so konnen wir den Exponenten
von Fuyy als +1 annehmen, da wir das durch Zeichen-
wechsel in x; (d. h. Transformation mit O;) erreichen kén-
nen, ohne Fp = 12 zu 4ndern; endlich koénnen wir Fpq
als von 127! verschieden annehmen, da wir sonst einfach
FnFpq streichen konnen. Somit haben wir fiir Fupyr fol-
gende Mdoglichkeiten, die wir einzeln erledigen miissen:

D32 212 321 421~ 513 6) 23 7) 31.

Wir selzen dabei I = (e;) und haben ¢(I) < 1 wegen
der Maximaleigenschaft von 1 im Diagramm von p.
Fall 1) n = 12-32-1.
Die beiden Fakloren wirken unabhingig von einander
auf die Matrix M {I) ein. Also ist ¢ (12-]) < o(I) < 4. In
sty = 32:12-1

tritt also 1 einmal weniger auf. 7 = 7, folgt aus (15).
Fall 2) = = 12-12-1.
Hier soll also sein:

o(12-1) = o)

> (e + e)® > Z(t’n')2

i

d. h.

oder
28107F 895 = 0 ()
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und ferner
o (12:12:1) < o (12-1)

d. h. '
2 (eri+ 2e2)? < 2 (ewi+ ea)®

oder
285+ 355 < 0. . ®

Die Ungleichung (8) steht im Widerspruch zu (e), wegen
si > 0, also ist der Fall 2) unméglich.
Fall 8) w# = 12:21-1.
Hier soll sein:
28513 +s,, =0 ()

und:
43]2"‘"3511—!“822 << 0 (/9)

~ {e) und (B) stehen im Widerspruch, der Fall ist also un-
maglich.

Fall 4) n = 12-2171. 1

Wir setzen 71y = P, 0,-1271I, wobei & = sr; aus (13)
folgt. Dann ist ¢(1271-7) = o(x) < 1. Den Faktor P;,0,
schafft man mittels (B) {iber den Anfangshestandteil
F-F, ... Fp1 von p hinweg nach vorne, ohne dass dabei
an dem Diagramm dieses Teils etwas gedndert wird. 1 tritt
dann einmal weniger auf. — Analog denke man sich stets
im: Folgenden bei Umformungen aufiretende Fakloren o
iiber Fy ... Fp—1 hinweg an den Anfang des Produkis ge-
schaftt.

Fall 5) = = 12:13-1.

Die Voraussetzungen: ¢(13-1) = o (I), bezw. ¢ (12-13-1)
< ¢(18-1) besagen, dass

Z(B,Li+63i)2 = 23121' bezw. Z(eu—l—eai—l- i) < Z(ﬂi‘l‘ es)?,

sodass wir fir die si folgendé Ungleichungen haben:
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2815 T 835 = 0 (e)
2815 1 2895 + S99 < 0. (8

Es sei w; = 13-12 1. Die Umformung von = in 7, deren
Zulassigkeit aus (14) folgt, geniigt unserer Forderung, 1
einmal weniger hervorzurufen, falls o(12-I) < ¢(13-1), also
2819+ 859 < 28y5 + 545 ist. Wir nehmen also das Gegenteil an
und notieren die Ungleichungen :

281 T 855 2813 — 533 = 0 €3,
2815 4 S0 =2 0 (0) aus () +(«)
S95 << 0. (& » (B—(9)
Die Umformung m» s, = 3271-13-32-1 mittels (16a)
geniigt, falls ¢(32-I) < ¢(J). Wir nehmen also das Gegen-
teil an und notieren:

2855+ 859 = 0 ©

Sz < 0. () aus (8)— (O
7w 7ty = 2371 .12.23 - T mittels (16 a) geniigt, falls
d(23-1) < o(l); also: 1

o5+ 835 = 0 (%)

13 < 0. () aus (8) — () — ()
Wir wenden nun den Hulfssatz aul die (z. B. wegen (¢))
nicht orthogonale Mairix I an. Die Differenz zweier Vek-

toren ist wegen (e), (), (o) stets grosser als die einzelnen
Summanden. Wir priifen die Vektorsummen und finden :

[0, +vs > |b] wegen ()
o, Foy| = |o)] > ()
90y = [0, » ()
[os+0,) = |vg|  »  (©.

Also ist nach dem Hiilfssatz entweder |v,4v,] < |v,| oder
[v3-+0y | << [vg].

Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. V, 12, 9
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Ist |vy+v,| < |0y, also 285+, <0, so geniigt die
Umformung:
T m> Tl == 02P12‘12_l‘13'23'21'.[,

denn nach Annahme ist ¢(21:71) < ¢(I), ferner aber
o(28-21-1) < ¢(21-1), denn [v,+ 0, 4 b,| < |0, + 1, | Folgt

aus 2893 T 2813+ 833 < 0 aus (&) —(;);

wir. haben also ¢(23-21-1) < ¢(I), und da die erste
und dritte Zeile der Malrix noch ungeéndert sind, folgt
c(13-23-21-1) < ¢(13-1) = 2; und endlich ist
o(1271-13-23-21- 1) = 0 (7,) = o () << A. Es ist noch zu
zeigen, dass w = sr, aus (C) folgt. Es ist

7y = OpPro- 12-1.13.21-23- I(=)02P12 2127121131

16a

=12-13-I=n,
(13)
wobei unter dem Gleichheitszeichen jedesmal die verwen-

dete Relation angegeben ist; (13) ist dabei in der Form
(13 2) OrPiyg -tk - ki-tk—t =1

verwendet, die aus (13) durch Transformation mit O; unter

Benutzung von (A) und (B) hervorgeht.

Also sei |b,4b,| > |0, angenommen, und also | v,+v,| < |v,].
Wir notieren :

2312 + 311 2 O (Z)
2813 T84 < 0 ()
S33 = Syq- (») ans (e)— ()

7ty = Oy PigOyPys - 3271+ 1371 .23 .31 - I geniigt, falls

o (1371-23-31-1) <, d. h. falls |v,+0,+40 | < |b,|; denn es ist

o(31-1) <w(I) nach (x) und ¢(23-31-1) < ¢(13~1.23-381-1)

nach (»). 7 = m, folgt so:

75 = O3P130,Pyy - 321-23-13.81-1 = O,Py;-32-13-1-31-1
15 (13a)

= 12-0,P;-137'-31-] = 12-13-T = 7.
), (10) (32)
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Wir nehmen also [v,+,4v,| > |v,| an, also
2895 1 2815 + 2515 + 555+ sip = 0. &)

Dann gentigl 7, = O3P;,-13=1-12-32.31- I, denn o(31-1)
<o (I) nach (u), ¢(32-31-1) < ¢(31-I) nach (8). Es ist
also nur noch zu zeigen, dass ¢(12-32-31-1) < 4, also
dass gilt:

() [01+D2[+|U3+D1+Dg|<lD3|—I—|D1—I—D3].
Dazu wenden wir den Hiilfsszatz anf die Matrix mit den
Vektoren v, v, und v; = s+ 9, --v, an. Es ist

|b1it’2|§ln1l nach (d) und ()

[0y £, > v, > @ o (p)
[95—10,] > |ug] » (8)

Pt >l > @ > @

|v, + 3] > [0, ] » (&) » (D) und (¥)
[0 — 03] > u,| o @)

|0 —1,| > |vg] @ @)
=l > ol > @ )

also ist nach dem Hiilfssatz
entweder |v; 0§ << |y, |
oder |05+, < |vs].
Die erste Ungleichung besagt:
0 8511+ SgpF S35+ 4515+ 4515+ 28,4
L1+ 2555 — 855+ 4515+ 25551 + 2 [2s55 -+ 2815+ 2815+ 533+ syl
7 2 [509 2515+ 28555] +- 5p5.
Die zweite Ungleichung besagt :
0 = 331+ 285+ 25,
= [0+ 28553595+ 48197+ 2855] + [2895 + 2815+ 255+ S35+ 511]
— 2 [2855+ 255+ 25,5] + S11-
In beiden Fillen folgt wegen (¥) und 7))
0> 834 2830 — 535+ 4815 + 25y,

v
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welches. mit der zu beweisenden Ungleichung (U) gleich-
bedeutend ist.

7w = 715 folgt so:

vg = 043P, 1371-31- 120 = 13:12+1 = 12:13-1 = .
(16) (13a)

Damit ist der Fal,l 5 erledigt.

Fall 6) 7= 12-23-1. — Nach Voraussetzung ist:
0555+ 835 = 0 (e)
Spo+ 833+ 2895+ 2515+ 2515, < 0 ()
Sag T 2815+ 285 << 0. () aus (8) — ()

vy = 23-183-12-1 mittels (16 a). Hier ist ¢ (13-12-I)
< ¢(I) nach (#). Also gentigt =, falls ¢ (12- ])< 0(23-1) = 1.
Wir nehmen also das Gegenteil an:

28151 Sag 2893 — 833 = 0 (9)
2505 Sp = 0 (&) aus (0) + («)
s13 < 0. © » ¢MH—C>
7T 2 71, = 23-12-13- I mittels (16 a) geniigt analog, falls nicht
S13— S93 = 0 ()
285+ 835 = 0 (9) aus (3) und (o)
S5 < 0. @ » @ » @

7wy = 3 Pp,-2371-18-32-1 geniigt, falls nicht ()‘(32‘-1)
= 0(23-1), d. h. g

San = Sag , ()
2895 + 555 = 0 (w) aus (x) + (@)
: s12 < 0. @ » B)—(W—
w = 715 folgt so: ’rg = O 3 Pos-13-2371-32. 1(9)_(10)12 Oy Py -
23—1-32- 1(1;) 12-23 - I = 7. Wegen (£), (), (») ist die

Differenz zweier Vektoren slets grosser, als der einzelne

Summand. Ferner ist




Die Gruppe der dreidimensionalen Gittertransformationen. 21

[0y 4105 > |v,] nach (e)
|vg +0y] = |0y » (W)
|0, +0,] = |0y » o (8)
[0, +05{ = [v,] » o (),

also ist nach dem Hilfssatz

entweder |0, 40| << |0,]
oder |y + 0y | << |og].

Ist |vy+0| < [v,], also [vy| > [v;], so geniigt m, =

Oy P, -1271.23.21 -1 =m7; denn o(21- 1) < o(I);
(14) (13 2) ‘

und ¢(23-21-1) < o(nr) wegen |b|<|vy| < [v,4vg]. Ist
()

05410, < |0y], also |vy| > |b,], so geniigt 7y = O, Pjy-1271
-3171.23-31- 1 =ma,; denn ¢(31- 1) <o(l), ¢(23-31-1)
({16 a) ;

< g(8171.23-31-1) < a(m), weil

[0 < |05] < |0g] < [y + 1],
(e)

z,
Fall 7) n = 12-31-1.( — Nach Voraussetzung ist
285+ 5, =0 (e)
2515 1+ S95 << 0 09
S13 < 0. (y) aus (B
7wy = 0Py - 127131211 (“:5) 0,P,,-1271.21.31 -1(13——a~) ’
12-31-1) gentigt, ausser wenn
2515+ 8511 2 0 ()
Sip = Sag- (¢) aus (d)—(ﬂ)

T ow g, = 81-3271.12- [ (= &) geniigl, ausser wenn
c(3271-12-1) > 1, d. h. o ’
2599 — 811+ 255 2813~ 255 = 0 (D
San~ 2853 > 0. () aus () +(e)—(8)
7w g = 327138112 -] (= =) geniigl, ausser wenn

{16 a)
s(81.-12-1) > 2, d. h.
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Saa 2815+ 893 = 0 ()
Se3 > 0 (&) aus (J)—(B)
si3 < 0. (») aus (B)—(e)—(D—2%x ()

70w 77y, = Oy P3-3171-8327113- 1 (= Oy Py5- 3271-3171-13-1
(14)
= 12+ 0, Py 3171 .13 - [ = w) genigt, ausser wenn
® (11) (13a)
0 (8274-18-1) = A ; denn ¢(3271-13-1) > ¢ (13-1) wegen ().
Also:
SazFSap 511285 = 0 (x)
S35 2855 > 0. () aus ()4 ()
Nun wende man den Hilfssatz auf die Matrix 127

mit den Vektoren vi=9,+41,, 0, und v; an. Es ist

|vi—1v,| > |vi| nach (8)
o+, > |vf] aus @+ () +2X (o)
|, — i} > |b,| mnach (¢)
o+ vi] = [o,|  aus () +©+(@+2x0)
v, +£0,] > |b| nach (») und () o
|03 4= 0,| > |04 » () » (p)
o+ 07| > |vy] aus (9)+ () + (2
|vy—0i] > oz} » @+ ()
[pi =0, > |0i]. » (W—2xO)
Also ist nach dem Hiilfssatz |vi-+vy| << |vi|, d. h.
S5+ 28515+ 2555 < 0 )
S35+ 2815 < 0. (o) aus (5)—2 x (o)
Wegen (¢) ist |o, -+, < |b]. Wir setzen v, 4 b, = v{ und
wenden den Hulfssatz auf die Matrix mit den Vektoren
by, vy, 0y an. Da |v,40,| > |v,| und > |v,]| ist, wie frither
gezeigt, und |vy —v,] = |v,| > |o7| ist, prifen wir:
[0 +0,| > |vf| aus () +()
o7 —v, > |oi] > @—2x ()
oy —v7| > fv[. » (@ + (W) —2x(G)




Die Gruppe der dreidimensionalen Gitlertransformationen. 23

Wenn nun |, 4 07| < [v,], also |v; + v, 04 < [v,] ist, so
genugt:

T 755 = OLP13 . 21”“1‘ 32‘1" 21 . 13'I (: 01P13 - 3271 "31_1'
(16 a)

13- = 7r); denn dann ist ¢(21-13-71) < ¢(13-1) <. ¢(I)
8y (1) (13a) ) ‘

und ¢(3271-21-13-1) < o(my) = () ; also sei |0,4-07] > |vy|;

ferner ist |v;—vy| > |vy] aus (¢) — («). Also ist nach dem

Hiilfssatz ‘
entweder |0{+ ;| << |vi| d.h. Bsy;;+ 25, < 0 ()
oder |vg + 07 < by] d.h. s F4s,+ 385, < 0. ()

Da (y) aus (y)—(«) lolgt, gilt ¥ in beiden Féllen. Dann
geniigt sr;. 7 _ “

Denn es ist ¢(13-1) < o(I), ferner ¢(21-13-1) <
a(3271-21-13-1), weil |b,] < Jo,+v,], wie aus (a)+ (%) +
(w) — () =+ (¢) folgt. Es ist also nur noch zu zeigen, dass
o (8271:21-13-1) < 4, also |v40,+0, | + |0, 40, | << |0, ]+]0,
also

S11, T Sag T Sgg 1 4815+ 2895+ 283 < 0
ist; und das folgt aus 2 X (8) -+ (y) — (»).

— Damit ist die Vollstindigkeil des Relationensystems
(A), (B), (C) fir die Gruppe G bewiesen. Im nichsten §

wird dies Gruppenschema auf eine kiirzere — dafir aber
nicht symmetrische — Form gebracht.
§ 3.

Wir haben bisher als Erzeugende der Gruppe G die 12
Operationen Py, O; und tk benutzt. Es ist nun leicht, die
Erzeugendenzahl zunéchst auf 4, dann weiter auf 3 Opera-

tionen zu verkleinern. Wir bezeichnen:

P:PJ_Z’ 0201’
Q) = P,;-P,, U= 12
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Dann ist
P,y = QP wegen (1)
Py = PO »  (2), (ndmlich = Py;p12e = (QP)p = PQ),
0. — 0 } )
O, = Opg
21 = Up » (7)
32 = Upg » (8)
13 = Ugr » €))
28 = 13p1e = Ug wegen (8)
31 = 32p = Upgp »  (9).

Also ist G={P,Q,0,U}. Ein vollstindiges Relationensystem
zwischen diesen erhilt man, wenn man die eben gefundenen
Ausdriicke fiir die Pi, Oi ik in (A), (B), (C) einsetzt. Ver-
einfacht man das sich ergebende System nach Moglichkeit
dadurch, dass man Relationen, die eine Folge der tbrigen
sind, fortlidsst, so lédsst sich das Ergebnis aufl die folgende

Form bringen *:

(D): PP=1 ) — O
D (pr=1 U= 0
(Dy): Q" =1 (Do): Uo = U™
SO (Dg): Upop=U""
D) . (Dg): OPUU'U=1
G = {P, 0,0, U} (DY: 0°=1
(Dg): 0= QP

(Dy): U= Uy,
(D) U Uy,
(D) UUU UG = Uy

Die Relation (D,) zeigt, dass man O durch P und U aus-
dricken kann:
4 Ich unterdriicke die Zwischenrechnung und verweise auf die weit-

gehend analoge entsprechende Durchrechnung in meinem Aufsatz: »Die
Isomorphismengruppe der freien Gruppen<. Math. Ann. (Im Erscheinen).
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(Dy): 0= PUULU
unter Benutzung von (D,). Substituiert man diesen Ausdruck
tir O in den dbrigen Gleichungen, so erhélt man, indem

ausser (Dg) auch (D;) und (Dg) entbebrlich werden, das
folgende Schema:

(E): PP=1 (E): (PUURU® =1

(Ey): (QP)* = (Ey): PUUS'U = QP

(E) (E): Q=1 (E): PUUFU %= U,
G=1{P,Q, U} (E): U= U,
(Eg): UZ Upg

(By): UULU UG = Ugp

Hier ist D(P) =—1, D(Q) = +1, D(U) = + 1. Gittertrans-
formationen mit Erhaltung der Orientierung, deren Gruppe G
heissen mége, enthalten also die Erzeugende P eine gerade
Anzahl von Malen. Also ist G = {10, U, Qp UP}. Wegen (E,)
ist Q= Q7' also ist G = {Q, U, Up}. Zur Erzeugung dieser
die Orientierung erhaltenden Gruppe G, die in G invariant
vom Index 2 enthalten ist, miissen wir also neben @ und
J noch eine Operation mit Determinante -1 einfiihren.
Es ist dazu am bequemsten, auf das Schema (D) zuriick-
zogreifen, und dort O, fir welches D(0) = —1 ist, durch
die neue Erzeugende |
T = PO, D(T) = +1,

zu ersetzen, was wegen O = PT méglich ist. Wegen (D4)‘
ist dann (PT)* =1, also T, = 71 Wegen (D,) ist T =
UUF'U, also Uyp= UT~'U. Also ist G = {Q, T, U}, da man
QP, T, und Up durch (), T, U ausdriicken kann, und G =
{0. 1. T, P} ist. (Ey) nimmt die Form

UT-'UT-'UT = 1

an, sodass wir U7T1U = U;:1 und also U, = Uy' haben.
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Das Schema fiir G = {Q, T, U, P}' zerfallt nun 1 zwel
Teile, einen P enthaltenden Teil:

F P=1, Q,=0Q", T,=T", U,=U;",

mittels dessen die Stellung der invarianten Untergruppe G-
innerhalb & gekennzeichnel wird, und das Schema far
G, das die iibrigen aus (D) erhaltenen Relationen enthalt.

Man kann es hier auf folgende Form bringen:

(H): Q*=1 (Hy: (UT7H)* =T*
H,): T+=1 (Hy): Up =U"
(H) (Hy): (QT)* = )
G = {O T, Uy (Hy: Up*= U,
(Hyp): Uy 22 Ug

(H): UU U= UG = Uy,
Man darf dies Schema einer schon in § 1 gemachten Be-
merkung zufolge erst dann als das Schema fir G an-
sprechen, wenn die Transformation der einzelnen Relationen
mit! P keine neuen liefert; (H) geht durch Transforma-
tion mit P mittels (F) in sich iiber.

Die Aeqvivalenz des Schemas (F) -+ (H) fir G mit
dem in § 2 benutzten Schema (&) + (B) + (C), erkennt
man fibrigens, anstatt durch (D) zu gehen, lelchter direkt,
indem man formal definiert:

12 = U
121 = Up
Py,=0P
0, = PT

und dann, ebenfalls per definitionem, der Transformation
mit Q eine zyklische Permutation der Indizes in diesen

Ausdriicken entsprechen lisst, z. B. 23 = UQ, 0, = (PT)Q
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u. s. w. Dann ergeben sich die Relationen (1)—(16) durch
leichte Rechnung aus (F) und (H).

Fir das geometrische Studium der Gittertransforma-
tionen ist es natfirlich ausreichend, sich mit der die Ori-
entierung erhaltenden Gruppe G 7zu beschiftigen. Die
geometrische Bedeutung der Erzeugenden geht aus den
Matrizen hervor:

010 0t o [ 10
Q0 = oor.>, T — —-—-100>, U = 010>.
100 00 1 00t

{) ist also eine Drehung durch 2:

. T . . .
und 7 eine Drehung durch 5 um die z-Achse. Diese beiden

um die Gerade x=g=1=

erzeugen die orthogonale Gruppe £, die Oktaedergruppe ;
und (H,), (H,), (H;) ist ein bekanntes Schema fiir diese
Gruppe. U endlich ist die Affinitit, welche durch die
Substitution

' =ax+y
y' =19
7=z

bestimmt wird. Die Potenzen von U sind also alle wer-
schieden, und das Mass und die Art der Verkntipfung von
U mit den Drehungen Q und 7 wird durch die Glei-
chungen (H)—(H;) vollstindig beschrieben.

Zum Schluss sei eine Bemerkung tiber den Zusammen-
hang mit freien Gruppen angefiigt. Seien ay, ay, a; die
erzeugenden Operationen einer freien Gruppe @ (ohne
verbindende Relationen zwischen den a;). Wir bezeichnen

vier Isomorphismen von @ mit sich selbst, wie folgt:
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o0
P ay =
l a,’ =

a,’ =

0: a, =
a;’ =

Dann erzeugen diese

. JAKOB NIELSEN:

ay a,) = a,
@ Q: @' = a
as a;’ = a,
art a, = a, a,
g U ay’ = a,
a a, = a,

die gesamte Gruppe der Selbstiso-

mdrphismen von @, Iy Z'{P, 0,0, U}, und das Gruppen_

schema ist?:

PP=1 U0, Up,=U"
I, : QPP =1 U= U, OPUZ U, U =1
g ] Q3 - 1 m .
= (P.Q.0,U}) /, U= Yoor
0°*=1 UZ Upg
0=QP py,u-tUzt=0,,
00,

Ist oy, ay, af

ein Isomorphismus von @, und bezeichnet

e; die Exponentensumme von «, in «;, so ist (e;;) eine

Matrix mit Determinante -I- 1, also in G. G ist also Faktor-

gruppe von Ig, und die zugehorige invariante Unlergruppe

Iy von Iy ist die Gruppe derjenigen Isomorphismen, die
zur Einheitsmatrix gehéren. Nun geht das Schema (D) von

G ‘aus dem Schema von Iy durch Hinzufiigung der ein-

zigen Relation

U, U =1

hervor. U, U ist der Isomorphismus

Uy,U:

’

a =a;'a;a
l ay' = a,
I __
ay’ = ay.

Dass U, U in G, nicht aber in I, der Einheit entspricht,
ist der Ausdruck dafiir, dass die Variabeln unserer linearen

5 Siebe die unter * zitierte Abhandlung.
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Subslitutionen, nicht aber die Erzeugenden a; von @ ver-
tauschbar sind. Die obige Tatsache besagl nun,
dass die zur Einheitsmatrix gehorige invariante
Untergruppe I} durch alle Transformierten von
U,U mit beliebigen Elementen von I4 erzeugt
wird.

Es scheint mir eine fiir die Grundaufgaben der allge-
meinen Gruppentheorie bedeutungsvolle Frage zu sein, ob
diese Tatsache unabhingig von der Beschrinkung auf
die Variablenzahl 3, fiir die sie hier allein bewiesen ist,
ihre Giiltigkeit bewahrt.

Kopenhagen, Oktober 1923.

Feerdig fra Trykkeriet d. 13. Marts 1924.





