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AVANT-PROPO S

Ll
AGRANGE, dans son cinquième supplément à l'Algèbr e

J d'EuLER, a developpé une méthode ingénieuse, dont l e

fondement est la détermination des valeurs rationnelles de x

et y qui satisfont ài l'équation indéterminée du second degré

( 1 )

	

y = Ax2+B ,

où A et B sont des nombres entiers donnés .

Or, l'illustre géomètre se borne au calcul numériqu e

des valeurs de x et y, sans étudier, à un point de vu e

général, la nature de ces solutions, problème qui semble

être resté inaperçu jusqu'ici.

En effet, HEINRICH WEBER, dans son Mémoire : Theorie

der reellen Irrationalzahlen 1 , ne cite, outre la Théorie des

Nombres de LEGENDRE, que la Table de DEGEN 2 et une

petite Note de CAYLEY qui donne des formules et un e

table numérique concernant les équations spéciale s
2

Remarquons, en passant, que la Table de Degen a été

continuée par CAYLEY 4 et par M . E.-E . WHITFORD 5 .

Quant à l'équation (1), on lit, dans le Jahrbuch un

compte rendu si curieux qu'il faut le citer textuellement :

1 Archiv der Mathematik und Physik (3) t . 4,-p. 205 ; 1902 .
2 Canon Pellianus ; Copenhague 1817 .
3 Journal de Crelle, t. 53, p . 369-371 ; 1857 .
4 Report of the British Association for the advancement of Science ; 1893 .
5 The Pell Equation ; New-York 1912 .

Jahrbuch fiber die Fortschritte der Mathematik, t . 32, p . 197 ; 1901 .
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»Sind T, = x(x+1) und Tl = 2 y(y+1) zwei Triangular -

zahlen, so soll die Gleichung T = nT,1 durch ganzzahlig e

Werte von x und y befreidigt werden . Man setze X = 2x +1,

Y= 2y+1, so kommt die Aufgabe auf die Lösung der dio-

phantischen Gleichung nY 2 -X2 = n-1 zurück. Ist a,•, h.

eine Lösung von F 2-n~ 2 = 1, so kann man X und Y in

der Form darstellen :

Xi = rXo+ nlirY0 , Y, . _ rY0 +7/rX0 ,

wo X0 , Y0 irgend ein der Gleichung genügendes Wertepaar ,

z . B . 1,1 ist . «

Les manques de précision et de clarté, que présent e

cette règle pour la formation des solutions de l'équation

indéterminé e

(3)

	

u 2 -av2 = -(a-1)

sautent aux yeux. En premier lieu, la règle susdite es t

formulée avec si peu d'exactitude qu'elle donne une infinit é

de fois chacune des solutions qu'elle peut donner . Et ,

question plus grave, cette règle peut-elle donner toutes le s

solutions de l'équation susdite ?

A cette question il faut répondre que la règle susdite

ne peut donner toutes les solutions de l'équation (3) que

dans le seul cas spécial a = 3 .

En effet, une recherche plus approfondie de l'équation

indéterminée du second degré

n"-av' = (-1) d` w ,

où a et w sont des positifs entiers premiers entre eux, e t

où a n'est pas un carré exact, montre que les solution s

de cette équation forment toujours, pour co > 2, au moin s

deux suites différentes . C'est-à-dire que la règle susdite n'es t

complète que pour a = 3 .

Or, en se rappelant les nombreux comptes rendus mor -

(4)
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dants, parfois injustes, des publications qui ne donnent pas

des résultats nouveaux, que feu M. LASIPE a donnés dan s

le Jahrbuch, on peut conclure que, en 1901, les fondement s

les plus primitifs d'une théorie générale de l'équation (4)

étaient inconnus . Et l'on ne trouve rien d'une telle théorie

dans la littérature postérieure à 1901 .

Mes recherches sur les bases de seconde espèce, don t

les facteurs premiers sont tous de la forme 4k +1, savoir

les nombres de la forme c+ß2, où cc et ß sont premier s

entre eux, pour lesquels l'équatio n

(5) x2 -(a2+ß 2)y ' = - 1

est irrésoluble, m'ont conduit à calculer les solutions de s

équations résolubles de la form e

(6) u2 -34cß = = (-1)ß\ ,

parce que 34 est le plus petit des nombres susdits, et à étu-

dier certaines équations de la forme (3) qui s'y rattachent .

Or, les résultats ainsi obtenus sont si curieux et bizarres ,

d'un caractère si étrange que je me suis proposé de calcu-

Ier une table des solutions des équations résolubles de l a

forme (4) qui correspondent aux valeur s

2<a<101, 2<w<1000 ,

parce qu'une telle table donnera beaucoup d'éclaircisse-

ments curieux sur l'équation (4) .

Je remarque expressément que le calcul de la Tabl e

susdite peut être effectué par des artifices spéciaux, san s

appliquer la méthode assez compliquée indiquée par LA-

GRANGE, dans son cinquième supplément à l'Algèbre d'EuLER .

Néanmoins je propose de désigner comme équation d e

LAGRANGE une équation de la forme (4) .

Dans le Mémoire présent je vais exposer les propriétés
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de l'équation de LAGRANGE qui ont été indispensables pour

mes calculs . C'est pourquoi je n 'ai appliqué que des mé-

thodes purement élémentaires, sans faire usage de la théori e

des formes quadratiques, parce qu'il s'agit souvent de s

indices des solutions, comme éléments dans des suites, et ,

à ce point de vue, la méthode purement élémentaire es t

certainement la plus pratique .

Il est possible que la théorie des formes quadratique s

donne immédiatement plusieurs des résultats que j'a i

obtenus, et j'ai vu que" cette théorie donnera facilemen t

des propriétés théoriques de l'équation de LAGRANGE, pro-

priétés qui sont difficiles à obtenir par la méthode pure -

ment élémentaire . Dans des publications prochaines j'expo-

serai des propriétés fondamentales de certaines équation s

de LAGRANGE des formes spéciales et une méthode pou r

la résolution numérique de telles équations .

En rédigeant mon Mémoire récent : Recherches su r

1'équalion de Fermat, je n'ai pas observé que les nom-

bres wi,, et rµ sont bien connus, et que DEGEN a calculé

les qui correspondent à des valeurs de la base a a u

plus égales à 1000 ; c'est-à-dire que la plupart des résultat s

contenus dans le premier Chapitre de mon Mémoire susdi t

ne sont pas nouveaux .

Copenhague, le 16 octobre 1922 .

NIELS NIELSEN .
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CHAPITRE PREMIER

Des équations résolubles .

1 . Définitions et propriétés fondamentales .

Dans ce qui suit, nous désignons comme équation d e

LAGRANGE une équation indéterminée de la forme

(1)

	

u 2-au' = (-1)0'w ,

où le positif entier a, base de l'équation, ne doit pas êtr e

un carré exact, tandis que w, paramètre de l'équation, est

un positif entier premier avec a . Quant à l'exposant a, i l

est parfaitement déterminé, en vertu de (1), où a et w sont

donnés, pourvu qu'il ne puisse pas rester arbitraire .

De plus, nous disons que l'équation (1) est résoluble ,

pourvu qu'elle soit satisfaite par des positifs entiers u et v ,

premiers entre eux .

Ces définitions adoptées, on voit que l'équation d e

FER1MAT est une équation de LAGRANGE au paramètre 1 .

De plus, on voit que l'équation indéterminé e

u`-17v 2 = 4

est irrésoluble, bien qu'elle soit satisfaite par une infinit é

de valeurs paires de u et v, car le premier membre de cett e

équation est, pour u et v impairs, multiple de 8 .

Quant à notre étude de l'équation (1), supposée réso-

luble, nous avons tout d'abord à indiquer la propositio n

évidente :
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1 . Supposons résoluble l'équation (1), (-1)4 w

est résidu quadratique d'un facteur quelconqu e

de a ; de plus, a est résidu quadratique d'un fac-

teur quelconque de w .

Soit ensuite, dans (1), w < Va, LAGRANGE a démontré

que l'équation susdite est toujours irrésoluble, à moins qu e

w ne soit une des valeurs w,, provenues de la fraction con-

tinue de Va, de sorte que la solution complète de l'équation

(1) est formée par les numérateurs et les dénominateur s

de certaines réduites de la fraction continue susdite .

Or il est facile de démontrer le théorème général :

II. Soit a une base donnée quelconque, il exist e

une infinité de paramètres w, pour lesquels l'équa -

tion (1) est résoluble.

En effet, soit r un résidu quadratique de a, il exist e

un positif entier a, tel que

(2) a2 -aq = r ,

et a est évidemment premier avec a, parce que r a cett e

propriété .

Choisissons ensuite deux positifs entiers u et v, pre-

miers entre eux, tels qu e

u = a+ am, u2 = a 2 +a(2am+am2 )

v 2 = p+ q

où met p sont des nombres entiers, puis poson s

co = r + a (2 am + am 2) - ap ,

il résulte, en vertu de (2) ,

(3) u 2 - av2 = w ,

et cette équation est certainement résoluble, parce que u

et v, a et w sont premiers entre eux .

Cela posé, il est évident que la proposition de LAGRANGE

ne donne que la solution. d'une partie très mince des équa-

tions résolubles qui correspondent à une base donnée a .



Recherches sur les Équations de Lagrange .

	

9

Quant au paramètre w, il est facile de démontrer celt e

autre proposition, supplémentaire de la précédente :

III . Soit w un paramètre donné quelconque, il

existe une infinité de bases a, pour lesquelle s

l'équation (1) est résoluble .

En effet, choisissons un positif entier k, plus grand que

w, et premier avec w, puis posons

a = k--(-1)ß w ,

a est certainement un positif entier, premier avec a, qu i

n 'est pas un carré exact ; car on aura évidemment

(k -i)° < a < (k -I-1)` .

De plus, il est évident que l'équation

n 2 -av 2 = (- 1) `ß w ,

ainsi obtenue, est résoluble, parce qu'elle est satisfaite pa r

u = k, u=1 .

Ayant ainsi démontré l ' existence des équations réso-

lubles qui correspondent à une base donnée ou à un para -

mètre donné, nous avons à démontrer le théorème fonda -

mental :

IV. Supposons résoluble l'équation (1), cette

équation admet une infinité de solutions .

En effet, multiplions l'équation (1) par l'équation cor-

respondante de FERMA T

An-aB =

où n est un indice quelconque, il . résult e

(4) (u An±avBn) 2 -a(uB,t±UAn) ? = (-1)nlc-f-w ,

de sorte qu 'il ne nous reste qu'à démontrer que les deux

carrés qui figurent au premier membre de (4) sont pre-

miers entre eux .

Posons par exemple

(5) = uAn T a v B1t , vl = Iz BR + vAn ,
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il résult e

(6) u = (-1)nk (u l An-av1Bn), v = (-1)Iik (u 1An - u1Bn) ,

de sorte que u l et vl sont premiers entre eux, pourvu qu e

u et v le soient, et inversement .

Remarquons encore que la formule (4) donnera immé-

diatement cette autre proposition :

V. Soit a une base de première espèce, les deux

équations indéterminée s

(7)

	

u 2 -av2 = + co, u 2 au' = --a)

sont en même temps résolubles ou non .

En effet, k étant un nombre impair, parce que a est

une base de première espèce, il est évident que le secon d

membre de (4) a pour li pair ou impair, des signes diffé-

rents ; c'est pourquoi nous écrivons, dans ce cas ,

u 2 -av2 =

au lieu des deux équations (7) .

- Or, cette condition suffisante pour la résolubilité simul-

tanée des équations (7) n'est pas nécessaire, car on aur a

par exemple

7 2 -34 . 1 2 = 15, 112 -34 . 2 2 = - 15 ,

bien que 34 = 6 22-2 soit une base de seconde espèce. Dans

une publication prochaine, nous avons à revenir aux équa -

tions de ce genre .

En terminant ce premier article, nous avons encore zl

démontrer une proposition qui nous sera souvent utile ,

dans ce qui suit, savoir :

VI. Supposons résoluble une des quatre équa-

tions indéterminée s

(8)

	

u 2 -av2 = -(4kß2), u 2 -av2 = 4k+ 2 ,
u 2 -av2 = (- 1)`ß(8k±4), u 2 -av2

	

(-1) 2 8k ,

les trois autres sont toujours irrésolubles .
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En effet, u et v étant tous deux impairs dans chacun e

des équations en question, u 2 et v 2 sont de la forme 8o+1 ,

de sorte que la première des équations (8) n'est pas réso-

luble, à moins que a = 8v+ 3, tandis que la deuxième de s

équations susdites exige a= 8v + 7 ; c'est-à-dire que les deu x

équations en question se présentent sous la forme commun e

u 2 -av2 = (-1Y-1 (4k+2), a = 4v+3.

Quant aux deux dernières des équations (8), on aura

respectivement a= 8v+5, a= 8v+1 .

II. Des suites de solutions .

Revenons maintenant å l'équation générale de LAGRANGE

(1) u 2-av2 = (- 1) `tcw ,

nous avons tout d'abord à démontrer le théorème :

1. Une solution quelconque de l'équation (1) ,

supposée résoluble, est toujours élément d'un e

suite infinie de solution s

(2) (al, u1), ( 17 2, v2) , •

	

, (U n, un) , . . .

formées successivement à l'aide des formules ré -

cursive s

(3) un-{-1 = unAl i avnB1 , vn+1 = unB1-}- u0 A1 .

On voit que ce théorème est une conséquence immé-

diate de la formule (4) de l'article précédent .

Or, les équations (3) donnent, résolues par rapport à

u,, et vn ,

(4) (-Wu!, = un~_1A 1-avn+lBl, (-1)R vn = vnTlA i-un+1B1 ,

où nous avons posé, comme ordinairement ,

(5) Ai --aB2,

Cela posé, il est évident que les deux différence s

un A 1 - avnB 1 , v~,A t -u,tB1

(9)
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ont toujours le même signe, pourvu que n > 1 ; mais pour

n = 1 cela ne peut pas avoir lieu .

En effet, supposons que les différences

(6) u 1 A 1 -av1 B1 = (-1)ß` a, v1 A 1 -u7 B 1 = (- 1)L , i

aient toutes deux le même signe, puis remarquons qu e

(a, fi) est une solution de l'équation (1), nous aurons, en

vertu de (6) ,

(-1)k i II 1 = aA 1 +OB1 , (- 1)r-Fi v1
= aB 1 +fA1 ,

ce qui donnera nécessairement NL = k, et (a, /i) est donc

une solution de la suite (2) qui précède le premier élément

(u 1 , v 1) de cette suite, ce qui est impossible .

Les deux différences

u 1 A l - av 1 B 1 , u 1 B 1 -- v1 A l

ont donc le même signe, et il existe par conséquent u n

exposant å tel que les nombres s1 et t1 définis par le s

expressions

(7) (-1)d s 1 = u1 A 1 -av 1 B 1 , (-1)0' t1 = u 1 B1 -v1 Ai

sont tous deux positifs, et je dis que cet exposant è es t

précisément celui qui figure dans l'équatio n

(8) uï-( Ui = (-1)''lw.

En effet, résolvons par rapport à Al et B1 les deux

équations (7), il résulte, en vertu de (8) ,

(9) wAl = s 1 u 1 ±at1 U 1 , wB 1 = s1 U 1 + t 1 u 1 ,

tandis que les formules (7) et (8) donnent

(10) si - ati = ( 1)~`+cY1 w ,

de sorte que (s i , t1) est aussi une solution de l'équation (1) .

Quant à cette solution (s 1 , t1 ), deux cas seulement son t

possibles, savoir

1° Les deux solutions (u1 , v 1) et (s1 , t1 ) sont identiques .

Dans ce cas, nous désignons comme fermée la suite (2) .
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2° Les deux solutions (u1 , v1 ) et (si , t1) sont différentes .

Dans ce cas, (s i , t1 ) est le premier élément d'une autre suite

(11) (Si, t1), (Sn3 t?), . . ., (Sn, tn), .

de solutions de l'équation (1), et nous aurons, en vertu

de (7) ,

(12) (-1)~ ~~ u1 = s1 A 1 -at1 B1 , (- 1)k+d',vi = s1 Bi -t1A 1 .

Dans ce qui suit, nous désignons comme réciproque s

les deux solutions (s 1 , t1) et (u i , vl) et comme coordonnées

les deux suites (2) et (11), dont les premiers éléments son t

les solutions réciproques susdites .

Considérons maintenant une suite quelconque de solu-

tions de l'équation -indéterminée (1), ses premiers élément s

sont généralement très irrégulièrement distribués parmi le s

solutions de l'équation correspondante de FERMAT ; mais ,

à compter d'un certain indice, cette irrégularité disparaîtra ,

comme le montrent clairement les deux lemmes suivants :

II. Soit (u, v) une solution quelconque de l'équa-

tion (1) et soit 2A„-i > oi, les deux inégalité s

(13) An > u > 14, 11

entraînent nécessairement ces deux autre s

(14) Bn>a>Bn1.

On aura en effe t

u'-A -1- = a(v 2 -Bä_ 1) - (- 1)6w - (- 1) nlc-r<

et l'inégalité évidente u > An_1 4- 1 . donnera

u 2 -4_1 > 2An_1+1 > m+ 1 ,

,de sorte que l'on aura nécessairement v > B0_1 , et l'on

démontrera, par le même procédé, que l'inégalité An > u

entraîne Bi, > v .

	

-

Supposons maintenant satisfaites les inégalités (13) e t

(14), supplées peut-être par une des égalités
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u = 11,1, v = Bn-1 ,

nous disons pour abréger que la solution (u, v) est situé e

dans l'intervalle In, ou appartient à cet intervalle, ou qu e

l'intervalle In contient la solution (u, v) .

Cela posé, il est facile de démontrer le second des .

lemmes susdits :

III . Il existe, pour une suite quelconque des.

solutions de l'équation (1), un indice n, tel qu e

l'intervalle In contient précisément un élémen t

(Urn, v,n) de la suite, et l'élément (unr+p, vnr±p) appar-

tient à l'intervalle In+p, quel que soit l'indice p .

En effet, les inégalités simultanées

An > urn > An-1 , Ian > vn > Bn-1 ,

où les signes d'égaillé ne sont pas tous deux applicables,.

donnera, en vertu des formules récursives générales (3) ,

An+p > Urn+p > fin+p-1 , Bn+p > vnrHp > Bn+p- 1

c'est-à-dire que l'élément ( Iln,+p, vrn+p) est situé dans l'inter -

valle In,+p .

Dans ce qui suit, nous désignons comme irrégulièr e

une solution (u, v) de l'équation de LAGRANGE

0-au' = (-1)r w ,

pourvu qu'elle n'appartienne à aucun des intervalles In .

De plus, soient (u, v) et (u1 , v1 ) deux solutions de l'équa-

tion susdite, nous écrivon s

(u, v) > (u1, v1) ,

pourvu que ou u> II1 ou a= u 1 , mais U > v 1 .

III . Des suites fermées et du paramètre 2 .

Revenons maintenant aux formules (7) de l'article pré-

cédent, puis supposons identiques les deux solutions (s 1 , t1)ß

et (II 1 , v1) de l'équation de LAGRANGE
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(1) 0-av" = (-1) e co ,

nous aurons, en remplaçant l'exposant a1 par cl,

(2) au, B1 = u1 (A 1 - (-16 , u 1 Bi = vi (A 1 + (-16 .
Multiplions ensuite les deux équations (2), il résult e

(3) A i - aBi = 1 ,

de sorte que la base a est nécessairement de seconde espèce .

Quant aux équations (2), remarquons que ul est pre-

mier et avec a et avec v1 , il est évident que Bi est divi-

sible par le produit n i v1 . Posons donc

(4) B 1 = kul vi ,

où k est un positif entier, il résulte, en vertu de (2),

(5) akvi = Ai-kui2 = A 1 +(-1)0' ,

ce qui donnera

(6) akvi = kui-(-1) 4 2 ,

équation qui est impossible, à moins que

k=1, k=2.

Or, la dernière de ces valeurs est inadmissible, parc e

que (u, v) n'est pas une solution de l'équation de FERMA T

ayant la base a ; c'est-à-dire que l'équation (6) se présent e

sous la forme

(7) ui - avi = (-1)42.

De plus, on aura, en vertu de la proposition VI de

l'article I,

(8) a = 4v+3, d' = v-1 .

Introduisons maintenant, dans les formules (4) et (5) ,

la seule valeur possible k = 1, il résulte

Al = al--(-1)O , B1 = rl i r)1 ,

formules qui déterminent parfaitement les nombres u 1 et v 1 ,

et nous aurons évidemmen t

A l > u 1 , B1 > v1 ,
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de sorte que la solution générale (un, Un) de la suite fermée

en question appartient, quel que soit l'indice n, à l'inter -

valle In .

Cela posé, prenons pour point de départ l'équation d e

LAGRANGE (7), savoir

u 2 -av2 = (- 1)d 2 ,

supposée résoluble, puis désignons par (s, t) et (u, v) deux

solutions quelconques de cette équation, savoi r

(10)

	

s2 -at2 = (- 1)4 2, u'-av 2 = (-1) 4 2 ,

x2 et y2 définis par

2 il1 = s v+ t u

(12)

	

2x2 = ~su atv~, 2g2 = Isv--tu I

satisfont à l'équation de FERMAT

x 2- -au" = 1 .

En effet, multiplions les deux équations (10), il résult e

(su+atv) 2 -a(sv+tu) 2 = 4 ,

ce qui conduira immédiatement au résultat susdit, parc e

que les nombres s et t, u et v sont tous impairs .

Soit particulièrement s= u, t= v, on aura

(14) xl = u2 - (-1)4, y1 = uv ,

résultats qui conduiront à la proposition essentielle :

1 . Soit (u1I , un) l'élément général d'une suit e

fermée appartenant à l'équation de LAGRANGE

on aura, quel que soit l'indice n ,

(15))

	

A211-1 = u
2n-(-1) , B211 1 = u le vn •

Remarquons que la solution (un, vn) appartient à l'in-

tervalle In , nous aurons

An_ 1 + aBn_1 < u12 + aU 1i < A 11 + aBn ,

ou, ce qui est la même chose ,

(9)

je dis que les nombres x1 et th . ,

expressions

(11)

	

2x 1 = su --h ab),

les

(13)

(9),
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Agn-1
< CIn - (-1)d <

A
g

n
9

Or, la formule récursive de LAGRANG E

An,+i = A1Ant+aB1B„i

donne, en vertu de la condition évidente A l > 2 ,

A, ±-1 > 2 A, ,

de sorte que les inégalités (16) se présentent sous cett e

autre forme
A2n-3 < u,t - (-0d

	

A2n-1 ,

et les formules (15) sont évidentes, car B2 ,t_2 est pair .

Cela posé, il est évident qu'aucun des intervalles I,, n e

peut contenir plus d'une seule solution de l'équation (9) ,

ce qui donnera cette autre proposition :

II. Supposons résoluble l'équation de LAGRANG E

(9), l ' ensemble de ses solutions forme précisémen t

uné suite fermée .

Ce résultat est bien connu .

En effet, prenons pour point de départ la fraction continu e

Va = [a , (a1, a2, a3, . . , cc2Fl-l n 2a)] ,

puis désignons par
!Io

	

YI ,
Zp

	

Z1

	

2 2

les réduites de cette fraction continue, nous aurons géné-

ralement

(18)

	

an = g2nFt-,a-1 , 'U n = Z2n,u-y-1 •

Posons ensuite
2

	

2

	

r 1ÿr - az, . = (-1)

nous aurons donc ic i

(20) w hi. l =2.

Soit, au contraire, pour la fraction continue (17) ,

(21 )

	

w~c-1 > 2 ,
Videlle,]: . Selslc Math .-fysiskeMedd . V, 1 .

(16)

(17)

(19)

2
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la base a est divisible par w u_1 ou par w	 1 , selon que

wu-1 est impair ou pair, de sorte que l'équation d e

LAGRANGE
u 2 -aU 2 = (-1)u wu-1

n'est pas résoluble .

Remarquons, en passant, que les formules (15) ont été

étudiées par PAUL TANNERY 1 qui suppose qu ' ARCHIMÈD E

les ait appliquées pour calculer les solutions de l'équation

x2 -3y 2 = 1

à l'aide de celles de l'équation correspondante

u 2 -3u2 = - 2.

IV. Des suites coordonnées .

Revenons maintenant à l'équation général e

u 2 -av2 = (- 1) ' w, w > 2 ,

puis désignons par

(5 1, t1), (S
/
2, t2), . . , lsn, fn), . . .

/
\ u1, ui), ( 11 2, 1'2), • • , (un, un), . . .

deux suites coordonnées, formées des solutions de l'équa-

tion (1), nous avons tout d'abord à démontrer la proposi-

tion :

I . Les éléments généraux des deux suites co -

ordonnées (2) sont liés par les formule s

(3) Sn Lip + a tn Up = wfin+p-i , Sn Up + tn up = wßn+p-1 .

En effet, appliquons les formules récursives générales

(4) url+p = up fin + a Up Bn , U n+p = up Bi, + Up AI,

et les formules analogues contenant les s, 1 et les for-

mules (3) sont les conséquences immédiates des formules

(9) de l'article II .

1 Mémoires scientifiques, publiés par J .-L . HEIBERG et H.-G . ZEUTHEN .

Voir notamment t. I, pp . 80-105, 238-239, 252-253 ; t . II, p .160--161 .

(1)
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Posons maintenant

(5)

	

sn a fn = (-w , up - a Up = (- 1) £p w ,

et résolvons par rapport à An et Bn les deux équations (4) ,

puis remplaçons n par n-p, il résulte

wAn-p = (-1) 8P (un up - aUnUp) ,

wBn_p = (- 1)
fp

(Un up - Up un) ,

où il faut supposer naturellement n > p .

Quant aux applications des deux formules (3) et (6), nou s

désignons comme multiplication positive l'opération indiqué e

par l'identité algébrique

(7) (p2-aq2) (a 2-aß2) = (Pa+agß)2 -a(p,ß+qa)2 ,

tandis que la multiplication négative se définit par l'iden-

tité analogu e

(8) (p 2-aq2 ) (a 2 -aß2) = (pa-agß)2 - a (p,6-qa) 2

Ces définitions adoptées, il est facile de démontrer l a

proposition

II. Les éléments de deux suites coordonnée s

conduiront, par la multiplication positive, i

l'équation de FERMAT .

On aura, en effet, en multipliant les deux formules (5) ,

puis appliquant (3),

	

(sis
(9)

	

(Sn	 + atn Up) 2 a 	 Up ± tn Ilp\ _
(1)5R+dp/}

}

La multiplication négative donnera de même, en vertu

de (6) ,

(10) (u 51 u- a u Up)2_
a

/' unu»-u3) u )2 _

	

++p ,

w

d'où il résulte la proposition analogue à la précédente :

III. Les éléments de la même suite conduiront ,

par la multiplication négative, à l'équation d e

FERMAT .
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Quant aux deux autres équations, analogues à (9) et (10) ,

~n + Fp(11) J (snup - a tnvp) 2 -a(snup-tll u,,) 2
= (- 1)

	

w 2

l (un up + a vit vp) 2 - a (un Up + UII up) = (-1)En+Pw2,

posons pour abréger
w

,2

selon que w est pair ou impair, nous démontrerons, dan s

l'article VIII, que les équations (11) représentent des solu-

tions de l'équation

(12) u 2-av2 =

Cela posé, nous avons i démontrer les théorèmes in-

verses de II et III, savoir :

IV . Supposons que les deux solutions (s f ,, , t u ) e t

(u,,, v,,) de l'équation (1) conduisent, par la multi-

plication positive, à l'équation de FERMAT, ce s

deux solutions appartiennent à des suites coor-

données .

Soit

(13) sp.u,,+ ai u,, = wAn, sµv„+ tai n = wBn ,

nous ne savons dès à présent rien sur la grandeur relative

des trois indices

	

v, n, mais les formules récursives

s,, = s1Au_1 i- a t1 B ,u-1 , tu. = s7 BL 1 + ti A ~L- 1

u,, = ul Av_1-I- av1BI,-1, vy = u1Bv-1+v i A,,- i

Ap,. = ApAr + a BpBr ,

	

B~,-f-r = ApBr + BpAr
-

donnent, en vertu de (13) ,

( s i u 1 + a t1 v 1) A,+ (s1 v i + ti ui) B E = wA,,

(s i ui± at1 v 7.) A, +(si vi -i-ti u 1 )A 1. = wB n

oit nous avons posé pour abrége r

C=,w+v-2.
Cela posé, nous aurons évidemment a> n, de sorte que
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les formules récursives des A n et' des B,1 donnent, en vert u

de (14),

(15) si u 1 + a t1 u 1 = coAn-6, si Vi±t l u i = coBn_ 6 .

Soit maintenant, dans ces deux formules, n-a = 1, les

deux solutions (s i, tu) et (u i , n i) sont réciproques .

Soit, au contraire, n- a > 1, et soit (cep, ßp) l'élément

général de la suite coordonnée à celle qui contient l a

solution (su , t,), on aura, en vertu de (3) ,

s i an-c+a4/3n-c = coAn-6 ,

Slßn-c+tjan-u = (JoBn-6 ;

d'on il résulte, en vertu de (15),

U 1 = an-a, u1 = )8n-6 ;

ce qui est impossible, parce que (n i , u1) est le premier

élément de la suite à laquelle cette solution appartient .

V. Supposons que les deux solutions (su , t u ) e t

(u,,, v„) de l'équation (1) conduisent, par la multi-

plication négative, à l'équation de FERMAT, ce s

deux solutions appartiennent à la même suite .

Soien t

(16) suu„ -a tup,, = (-1)6 coAn , s i(U V - t,.,u ,, = (-1)T co Bn ,

nous ne connaissons dès à . présent ni la grandeur relative

des indices te, v, n ni la parité des exposants a et v, mais

posons pour abréger
a +T-1 = e ,

il résulte, en vertu de (16) ,

Bn(su LI,,-attvy)+(-1 ) 'An(sF, U v - tu. u,,) = 0 ,

ou, ce qui est la même chose ,

(17) su(u„Bn+(-1)°v,,An) = tu (aU„Bn+(- 1)(' un.An) •

Or, s,1 et tu étant premiers entre eux, il résulte, e n

vertu de (17),



22 Nr . 1 . MELS NIELSEN :

a v,,B,i + (-1) ' u,,An = MS,,,
(18)

l

	

ur& +(-1) v„An = Mfit ,

ou M est un nombre entier, positif ou négatif .

Cela posé, appliquons l'équation de FERMA T

AR-aBR = (-1 )nl~ ,

puis cherchons, des équations (18), les valeurs de u,, et d e

v,,, il résulte

M = +1 ,

car

	

et v,, sont premiers entre eux .

Soit maintenant o un nombre pair, il faut, en vert u

de (18), supposer M = 1, ce qui donnera

S 4L - uy+ n

	

vy +n .

(19)

	

= (-1)""+ o ( S

'
,.e An- (- 1 ) Q atp,cBn) M

l

	

a),

vy= (_ 1)nk-I-p ( t
,cA n - (-1rSF,, Bn) M ,

ce qui donnera

(20)

Soit, au contraire,

vertu de (19),

Q un nombre impair, on aura, en

M = (_ l)nk+l

ce qui donnera

(21)

	

u„ = S~+n , U„ = t,u+n .

V. Des bases de première espèce .

I1 est bien intéressant, ce me semble, que la résolubilit é

simultanée de certaines équations de LAGRANGE, ayant la

même base, donne des éclaircissements essentiels sur l a

nature de cette base .

A cet effet, nous avons tout d'abord à démontrer l e

théorème :

1 . Supposons résolubles les deux équations d e

LAGRANGE
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1)

	

u`-av2 =p(', ui-avi = -pe ,

où p est un nombre premier quelconque, a es t

toujours une base de première espèce .

Soit p un nombre premier impair, les deux nombre s

uu l +avy l , uu l -avv l
sont premiers entre eux, et il. est évident que ces deux

autres nombres

(3) uul+LI1v, uUl-LI1 v

auront la même propriété .

De plus, il résulte, en vertu des équations (1) ,

(4) u 2 u 2	 a22 v 2 U 2 (mod pe) ' u 2 y 2 = u 2 U 2 (mod1

	

1

	

1

	

1

	

'

c'est-à-dire qu'il existe un exposant c5, tel que

nul +(- 1) 6a v vl = p n cc , u v1 + (- 1)4u1 v= pPß ,

done on aura, en multipliant les deux équations (1) ,

(6) a2 - a/3 2 = - 1 .

Soit ensuite p= 2, nous avons à étudier séparément le s
trois cas suivants :

1° e = 1 ; dans ce cas, les• équations (1) ne sont jamai s

simultanément résolubles .

2° = 2, a = 8 p , + 5 . Remarquons que les nombres

u et v, u l et v l sont tous impairs, il existe un exposant a,

tel que les équations (5) sont valables, donc on aura ic i

(7)
(nu l +(-1)6a UU1 1 2 -a (av1 + (	 1)4IL1U12= - 14

	

4J

(2)

(5)

(8) - a
(uui--(_1Y'avu 1 )

2
/nu, - (-1)'u 1 v1 2

2

	

1 -4 .
3° > 3, a = S,u+ 1 . Dans ce cas, il existe un expo-

sant ô, tel qu e

(9) uu l -(-1)`favv l = 4u-ß-2, uv l -(-1) d u 1 u = 4v+ 2 ,

(10) ua 1 +(-1)d'avu1 = 2Q-l k, uv l +(-Wu 1 a = 2e-1 1,
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k 2- a1 2 = -4 ,

ce qui est impossible pour des valeurs impaires de k et 1,.

parce que a est un nombre de la forme 8,a+ 1 .

Le paramètre 4 joue un rôle très singulier dans l a

théorie des équations de LAGRANGE, ce qui est mis en

pleine lumière par la proposition curieuse :

II. Supposons résoluble l'équation de LAGRANGE.

(11) u2 -av2 = -4 ,

la base a est nécessairement de première espèce.

En effet, il résulte, en vertu de (11) ,

/Lj2

	

2

(12)
C9 avø	 y l -a(uv) 2 = 4 ,

et la proposition II est une conséquence immédiate de I .

Enfin nous avons à démontrer une troisième proposi-

tion de ce genre, savoir :

III . Supposons résolubles les deux équations.

de LAGRANGE

(13) u2 -av2

	

(-1)d‘4p e , u 2 -avi = (- 1)d`-1-1p

où p est un nombre premier impair, a est tou-

jour une base de première espèce .

Cette proposition est une conséquence immédiate de la.

précédente, parce que les congruences (5) conduiront å

l'équation (11) .

et je dis que les nombres k et 1, ainsi définis, sont tou s

deux pairs. En effet, on aura, en multipliant les deu x

équations (1),
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CHAPITRE II

Genre d'une équation de Lagrange .

VI. Des multiplications positives et négatives .

Dans la théorie des équations de LAGRANGE, les multi-

plications positives et négatives jouent un rôle fondamental ;

c'est pourquoi nous introduisons pour abréger les deux

symboles

(1) (+) (u, v) (a, ß) _ (U, V )

(2) (-) (u, v) (a , ß) _ (U', v')

au lieu des équations

(1 bis)

	

U = ua+avß, V uß -I- v a

respectivement

(2 bis)

	

U' = ua-avß, V' = uß-va ,

de sorte que, dans la multiplication négative, les facteur s

symboliques (u, v) et (a, ß) ne sont pas permutables, parc e

que l'on aura, dans le produit (-) (a, fi) (u, v) ,

V' = va-uß.

Or, dans nos recherches suivantes, cette propriété sin-

gulière de la multiplication négative ne joue aucun rôl e

pour les applications, parce qu'il s'agit toujours du carré de

V' . Quant aux deux formules symboliques (1) et (2), nou s

avons tout d'abord à développer une suite d'identités géné-

rales, valables quelles que soient les valeurs des nombre s

qui y figurent .

25
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Soit, en premier lieu ,

(3)

	

(al, a1), (112, a2),

	

., (un, un), . . -

une suite infinie, dont les éléments se forment, à l'aide d u

premier, par les formules récursive s

(4) Un = u1 An-1 + aD 1 Bn -1 , Un = u1 Bn-1 + U I. An-1

ou Ap et B,u désignent comme ordinairement les solution s

générales de l'équation de FERMAT ayant la base a, savoir

(5) A - aB2 = (-1)
7cp"

µ

	

~.
et soit

(6) (±) (un, U n) (a , ß) = (Un, Vn) ,

je dis que nous aurons, quelle que soit la nature de l a

multiplication en question ;

(7) U„ = An_1 U1 + aBn_1 Vl , Vn = An_1 Vi ± Bn-1 U1 .

En effet, posons

Q
Un = ana -{- (- 1) aUnß , V. = unß + (- 1) Una ,

les formules récursives (4) donnent

(8) Un = An-1(u 1 a+(-1)davlß)+(-1) `1'aBn-1(u 1ß+(-1Yau 1 a)

(9) Vn = A n-1(u1ß+(-1 )w1a ) +(-1) r1Bn-1(n ia +(-1)w1ß) ,

ce qui est précisément la formule symbolique (6) .

Cela posé, désignons par S la suite (3), par T la suit e

nouvelle

(10) (a l, ß1), (a2 , ß2) ,

	

(an, fin), . .

dont les éléments sont à former, à l'aide du premier, pa r

les formules récursives, analogues à (4) ,

(11) an = 4n-1 a 1 + aBn-1 ßl , ßn = ` ,,_1 ß1 + Bn-1 al

il résulte, en vertu des formules (8) et (9), que les produit s

symbolique s

(12) (+) (un, un) ( cep, ßp) , ( ) ( un, un) (ap, ,6P)

sont des éléments de deux suites nouvelles M et N, ce que

nous exprimons par les équations symboliques



Recherches sur les équations de Lagrange .

	

2 7

(13)

	

(+) ST = M, (-) ST = N.

Soient ensuite (un, v ;,) et (an, ßn) les éléments généraux
des deux suites S ' et T ' coordonnées respectivement à S
et à T, ce que nous exprimons par les symbole s

(14)

	

S ' N S, T '

	

T ,

nous aurons, en vertu de la formule (9) de l 'article II ,

u ' = (- 1) d (uA 1 avB 1) , v' =

	

MA 1 )

a ' = (- 1) E (aA 1 - aßB1) , ß' = (- 1)E (aB1 - ßA 1)

où (u' , v ') et (u, v), (a ' , ß') et (a, ß) sont les premiers élé-

ments des suites S' et S, T ' et T, et où nous avons posé

u 2 -av2 = (-1)`'w , a2 -aß2 = (- 1) E wl .

Cela posé, un élément (U, V) de la suite (+) S ' T se
présente sous la forme

u = au' +aßv' , V = av' +ßu' ,

ce qui donnera

(15)

	

(-1) 6 U = AI (au-aßv)+aBi (uß-va)

(16)

	

(-l)eV = Ai (uß-va)+Bi (ua-avß).

On aura de même, pour l'élément correspondant (U' , V')
de la suite (+) S T' ,

U' = ua'+avß', V' = uß ' +va' ,

ou, ce qui est la même chose,

(17)

	

(-l)E U ' = A I (ua-avß)-aBl (uß-va)

(18)

	

(-1)E V' = B1 (ua-avß)-Ai (uß-v a) .

Ces résultats obtenus, il est facile de démontrer l'iden -
tité symbolique

(19)

	

(-) S T' = (-) S ' T.

En effet, posons pour abréger

M = ua' -avß' , N = atß ' - va'

M' = n'a-av'ß, N' = u'ß-v'a,
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il résulte, en vertu des formules fondamentales concernan t

les suites coordonnées S et S ' , T et T' ,

(-1)6M = (-1)EM' = A 1 (uce +avß)-aB1 (uß+va)

(-1)6N =

	

= B i (ua+avß)-A 1(uß+va) ,

ce qui n'est autre chose que l'identité (19) .

Quant aux multiplications positives et négatives, nous

avons encore à démontrer une proposition essentielle con -

cernant les produits symbolique s

(±) (u , v) (ce , ß) ,

où (u, fi) et (ce, fi) sont des solutions quelconques des équa-

tions de LAGRANG E

(20)

	

u 2 - av2 = (- 1)6w , a 2 - aß2 = (-1)E w l

où les paramètres w et w l sont des positifs entiers quel -

conques, savoir :

1. Un facteur commun des deux nombre s

(21)

	

ace+(-1)d`avß = K, uß+(-1)6va = L

est aussi diviseur commun des deux paramètres.

w et w 1 .

En effet, cherchons, des équations (21), les valeurs d e

ce et ß, nous aurons, en vertu de (20),

(-1)d`wa

	

(-1)6wß = uL-(-1)6vK.

Soit maintenant f un diviseur commun de K et L, f es t

aussi diviseur commun de wa et de wß . Désignons ensuite

par fi le plus grand commun diviseur de f et de w, puis.

posons
f - l l f2 ,

f2 est premier avec w, donc f2 est diviseur commun de

cc et de fi, ce qui est impossible, à moins que f2 = 1, d'où

on aura f1 = f. Et l'on démontrera, par le même procédé ,

que f est aussi diviseur de w1 .
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VII . Des paramètres premiers entre eux .

Comme première application des identités générales qu e

nous venons de développer, dans l'article précédent, nou s

avons à étudier la multiplication des deux équations

de LAGRANGE

(1)

	

u 2 -au2 = (- 1) 6 w , u2 -av2 = (- 1) ' w ] ,

dont les paramètres w et w 1 sont premiers entre eux .

A cet effet, remarquons tout d'abord que la proposition I

de l'article précédent donnera immédiatement le théorèm e

fondamental :

1 . Une multiplication quelconque des deux

équations (1) donnera toujours une solution d e

cette autre équation

(2)

	

u2 -uv2 = (-- 1.)rr+'wwl .

Supposons maintenant à la foi s

(3)

	

w>2, (d l > 2 ,

puis désignons par (un, un) et (un ' , un ') des éléments quel -

conques de deux suites coordonnées S et S ' de la première

des équations (1), par (an, f„) et (an ', ,ß„' ) des éléments quel -

conques _ de deux suites coordonées T et T' de la seconde

des équations susdites, les développements de l'article pré -

cédent donnent immédiatement les deux théorèmes géné-

raux :

II. La multiplication des deux équations (1)

donnera, quelles que soient les suites coordonnée s

S et S ', T et T' :

(4)

	

(+) ST' N (+) S' T'

(5)

	

(-) ST' = (-) S' T c (+) ST.

Ces résultats obtenus, il est possible de discuter com-

plètement la multiplication des suites S et S ' par les . suite s

T et T' , savoir les huit suites
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(±) S T, (+) S T' , (+)S'T, (+) S'T '

( ) ST, (-) ST', (-) S'T, (-) S'T ' .

A cet effet, remarquons tout d'abord que la proposi-

tion II donnera immédiatemen t

(6) (-) ST' _ (-)S'T, (-)S'T' _ (-) ST

(7) (+) sT N (+) S'T', (+) ST' N (+) S' T ,

nous avons à étudier séparément les deux hypothèses sui -

vantes :

1° Les deux nombre s

(8) ucc-auß . uß-ucc

ont le même signe.

Dans ce cas nous auron s

(+) ST ' = (-) S7' = (-) S'T' N (+) ST

(-) ST' = (-) S' T = (+) S ' T' (+) ST ' .

Posons donc

(9) cr = (-I-) ST , r = (+) ST' ,

il résulte, pour les suites coordonnées, les trois expression s

(10) a' _ (+) ST' _ (-) S7' = (-)S'T'

(11) z' = (+)S'T' = (-) ST' _ (-) S'T.

2° Les deux nombres (8) ont des signes différents .

Dans ce cas, nous auron s
(12)

	

(+) S'T = ( ) ST = (-) S ' T '

et ces trois suites identiques sont coordonnées ou à (-I-) S 'T '

ou à (+) ST.

Supposons tout d'abord

(+)S'T N (+)S'T' ,
nous aurons

(-) ST' = (-) S'T = (-I-) ST N (+) S'T' ,

de sorte qu'il résulte, pour les suites coordonnées de l'équa-

tion (2) ,
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(13)

	

0- _ (+) S'T', z = (+) S'T

	

(14)

	

d = (+) ST = (-) ST' = (-) S ' T

	

(15)

	

= (+) S'T = (-) ST = (-) S'T' .

Soit, au contraire, les trois suites (12) coordonnées à

(+) ST, on aura

(+) S'T ' = (-) S'T = (-) ST' N (-I-) ST ,

ce qui donnera, pour les suites coordonnées de l'équation (2) ,

	

(16)

	

o= (+)ST,

	

(+) S' T

	

(17)

	

= (+) S' T' = (-) S'T = (-) ST'

	

(18)

	

c = (+) S'T = (-) ST = (-) S'T' .

Cela posé, nous avons démontré le second des théorè-

mes généraux susdits :

III. La multiplication de deux couples de suite s

coordonnées S et S', T et T ' de chacune des équa-

tions (1) conduira toujours à deux couples d e

suites coordonnées 0-etc', w et w' de l'équation (2) .

On voit que la multiplication que nous venons d'étudie r

a la propriété curieuse que deux des suites ainsi obtenue s

ne se présentent qu'une seule fois, tandis que les deux suite s

coordonnées se présentent trois fois . Or, on voit que le s

quatre multiplications positives donnent précisément le s

deux couples de suites coordonnées de l'équation (2) .

Quant à la multiplication des deux équations (1), nous

avons encore à démontrer la proposition :

IV. Aucune des quatre égalité s

	

(19)

	

(+) ST = (+) SU

n'est possible, à moins que les deux suites T et U

ne soient ou identiques ou coordonnées .

On peut, en vertu de l'égalité (5 )

(-) ST = (+) ST'
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se borner à étudier une seule des quatre équations (19) ,

par exemple

(20)

	

(+) ST = (+) SU.

Soient maintenant (a, ß) un élément quelconque de S,

(u, v) et (a i , v1) des éléments quelconques de T et U, on

aura, en vertu de (20) ,

(u-u l) a+ a//(v-v1),3 = 0

(u-Ill)N+(v-vl)a = 0 ,

ce qui donnera nécessairement u = u l , v = vl , parce que

les hypothèses a = ß = 0 sont inadmissibles .

Pour mettre en pleine lumière le caractère singulier d e

la multiplication de deux équations de LAGRANGE, il nous

semble utile de considérer des exemples convenables .

Exemple I . a = 7 , w = 3 , wl = 19 .

Les premiers éléments des deux suites coordonnée s

S et S' de l'équation
u2 --7v2 = - 3

sont (2,1 ) et (5, 2), savoir

2 2 -7 . 1 2 =-3, 5 2 -7 . 2 2 =-3 ,

tandis que les premiers éléments des suites coordonnée s

T et T ' de l'équation
u 2 7v 2 = -19

sont (3, 2) et (18, 7), savoir

3 2 -7 . 2 2 = - 19, 182 -7 . 7 2 = -19.

Les deux couples de suites coordonnées a el a', r et r '

de l'équation
u 2 -7v2 = 57

sont (20, 7) et (13, 4) respectivement (43, 16) el (8, 1), savoir ,

pour a et ,

20 2 -7 . 7 2 = 57, 132 -7 . 42 = 57

et pour r et r '
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43 2 -7 . 16 2 = 57, 82 -7 . 1 2 = 57 .

Dans ce cas, nous auron s

o = (-I-) ST , a = (-I-) S'T

o-' = (+) S'T' = (-) S'T = (-) ST '

T' = (+) ST ' _ (-) ST = (-) S' T' .

Exemple II . a = 5 , w = 4, wi = 11 .

On aura ici, pour S et S ' , les premiers éléments (1, 1 )

et (3, 1), savoir

1 2 -5 . 1 2 = -4, 32 -5 . 1 2 = 4 ,

tandis que les suites T et T' ont les premiers élément s

(3, 2) et (4, 1), savoi r

3 2 -5 . 2 2 = - 11 , 42-5 .12 = 11 .

Quant aux deux couples de suites coordonnées o e t

'e et z ' de l'équation indéterminé e

u 2 -5v 2 = ± 44 ,

on aura, pour les premiers éléments de o et

	

(13, 5) e t

(1, 3), savoir

13 2 -5 . 5 2 = 44, 1 2 -5 . 3 2 = - 44 ,

tandis que les suites r et T' ont les premiers éléments (9, 5)

et (7, 1), savoir

9 2 -5 . 5 2 = - 44, 72 -5 . 1 2 = 44 .

Dans ce cas, on aura

o = (+) ST , u = (-I-) ST'

c = (+) S'T' = (-) S ' T = (-) ST '

= (-1-) S 'T = (-) ST = (-) S ' T' .

Quant au cas particulier w = 2, posons par exempl e

S' = S ,

les formules (4) et (5) donnent les résultat s

(-1-) ST' N (;-) S

T (-) ST' N (+) ST ,
Vidensli. Selsk . Math .-fysiske Medd . V, 1 .

	

3
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de sorte que nous auron s

a _ (+) ST, a' = (-) ST = (-) ST' = (+) ST' .

Multiplions par exemple les deux équations

u 2 -7v2 = 2, u2 -7v2 = - 3 ,

la suite S a le premier élément (3, 1), savoi r

3 2 -7 . 1 22= 2 ,

tandis que les suites coordonnées T et T ' ont les premiers

éléments (2, 1) et (5, 2) . Quant. à l'équatio n

n 2 -7v2 = -- 6 ,

les premiers éléments de ses deux suites coordonnées a et

sont (13, 5) et (1, 1), savoir

13 2 -7 . 5 2 = - 6, 1 2 -7 . 1 S = - 6 .

Et nous aurons ici

c = (±) ST, a' = (-) ST = (-) ST' = (+) ST ' .

VIII . Du genre d'une équation de Lagrange .

Les résultats, obtenus dans l'article précédent, permet -

tent de démontrer quelques théorèmes fondamentaux con -

cernant le genre d'une équation de LAGRANGE, savoir l e

nombre total de suites formées de ses solutions .

Celte définition du genre adoptée, les résultats obtenus

dans l'article III donnent immédiatement la proposition :

1 . Les équations au paramètre 2 sont du genr e

1, et inversement .

Soit ensuite co > 2 la puissance d'un nombre premier

ou le double d'une telle puissance, il existe, en vertu de s

développements de l'article

/

V, un exposant a, tel qu e

(uni +(-1)a avvl) 2 -a ruvl +(_1f v
2

_ (-1)6+E ,w

	

Ì

	

w

où (u, v) et (u1 , vz) appartiennent à chacune des deux suites
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coordonnées appartenant à l 'équation de LAGRANGE en

question.

Appliquons ensuite les propositions IV et V de l'article

IV, nous aurons cette autre proposition :

II . Une équation de LAGRANGE, dont le paramètr e
w > 2 est la puissance d'un nombre premier o u

le double d'une telle puissance, est toujours d u
.genre 2 .

Quant à ce dernier théorème, remarquons expressémen t

que le théorème inverse n'est pas vrai, car l'équatio n

u 2 -37u2 =±1 2
est du genre 2 .

Posons maintenant

(1) w =1'1

	

a2

	

p,.. .

	

a ra1
p 2

	

,

où pi , p2 , . . ., pr sont des nombres premiers inégaux ,

supposons résolubles les r équations

2

	

2

	

d' a s
(Ar)

	

u -av = (--1) ps , s = 1,2,3, . . ,r ,

nous disons que l'équation de LAGRANGE

(2) u 2 -av2 = (-1) 6w, à = ai+d2-f- . . .-I-'dr

est parfaitement décomposable . Et, cette définition adoptée ,

il est facile de démontrer la proposition :

III . Le genre d'une équation parfaitement dé-

composable, dont le paramètre contient r facteur s

premiers, est au moins égal à 2 r - 1 ou à 2 r , selo n

que w est de la forme 4k+2 ou non.

En effet, supposons tout d 'abord que w ne soit pas de la

forme 4k+2, puis multiplions les deux équations (A 1 ) et (A 2) ,

nous aurons une équation dont le genre est au moins éga l

à 4, et ainsi de suite.

Soit maintenant

co

	

4k+ 2 = 2wi ,

puis

3*
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l 'équation de LAGRANGE au paramètre wl est au moins du

genre 21_1, donc l'équation proposée aura la même pro-

priété .

Démontrons maintenant la proposition inverse de l a

précédente, savoir :

IV. Le genre d'une équation de LAGRANGE, don t

le paramètre w contient r facteurs premiers, es t

au plus égal à 21_1 respectivement à 2 1', selon qu e

w est de la forme 4k+2 ou non.

En effet, désignons par (s, t) et (u, v) deux solution s

quelconques de l'équation en question, savoi r

(3) s 2 -at2 = (-1)6w, u 2 -av2 = (-1)£ w ,

nous aurons, en éliminant a ,

(4) (sv + tu) (sv- tu) = 0

	

(mod w) ,

et il est facile de démontrer que le nombre 2 est le seul

facteur commun des deux nombre s

(5) M = sv+tu, N = sv - tu

qui divise aussi w .

En premier lieu, il est évident qu'un facteur commu n

de M et N est aussi facteur commun des deux nombre s

M+N = 2sv, M-N = 2tu ;

de plus, w est premier avec chacun des nombres s, t, u, v .
Soit ensuite w un nombre impair, il existe donc une

décomposition de la forme

(6) w = 04(02 ,

oû co l et w 2 sont premiers entre eux, de sorte que

(7) sv + tu = 0 (mod w 1) , sv-tu - 0 (mod w 2) ,

et la décomposition (6) admet précisément

(or )+ (FO+ .
. . ~~s

	

. . +( r ) =
2 r

solutions différentes .
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Combinons maintenant la solution fixe (s, t) avec toute s

les solutions possibles de l'équation de LAGRANGE en

question, il est évident que le nombre total de ces solution s

ne peut jamais dépasser 2 1 ' .

Soit, au contraire, w un nombre pair, nous poson s

(8)

	

w = 2 wl w2 ,

où w l et w 2 sont premiers entre eux, et il est évident qu e

le nombre total des décompositions (7) est 2 r-1 respective -

ment 2r , selon que w est de la forme 4k +2 ou non .

Cette démonstration de la proposition IV est due à

M. G . RASCH .

Or, les propositions III et IV étant établies, nous auron s

immédiatement cette autre :

V. Le genre d'une équation parfaitement dé -

composable, dont le paramètre w contient r fac-

teurs premiers, est precisément égal à 2 r- 1 ou à

2 1 ', selon que w est de la forme 4k+ 2 ou non .

La détermination exacte du genre d'une équation quel -

conque est évidemment un problème très difficile, c'est

pourquoi nous nous bornerons ici aux résultats générau x

que nous venons d'établir .

IX . Des paramètres avec facteurs communs .

Considérons maintenant les deux équations de LAGRANGE

(1) u 2 -av2 = (- 1) f' w, u - au1 = (-Ifw 1 ,

dont les paramètres w et ro i , ne sont pas premiers entre eux .

Soit d un exposant quelconque, il existe, en vertu d u

théorème I de l'article VI, un nombre f diviseur commun

de w et de co l , tel que l'équation

(2) (uu 1 +(-1)d avv1 2-a ruu i -I-(-1) e u iv 2 _ ( 1) P+Gwwl ,

f

	

J

	

`

	

f

	

l

	

1' 2
est résoluble .
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Or, le problème général concernant la multiplicatio n

des deux équations (1) me semble assez compliqué, et j e

n'ai pas réussi a obtenir des résultats d'une portée plu s
étendue. C'est pourquoi nous nous bornerons à étudier ici

le cas spécial w = co l , de sorte qu'il s'agit d'une seule

équation de LAGRANGE .

A cet effet, supposons que l'équation en question

(3 )

	

u 2 -av 2 = (- 1) ß' w

soit au moins du rang 4, puis désignons par (u, v) e t

(u 1 , v i) deux solutions de cette équation qui n'appartiennen t

ni à la même suite ni a deux suites coordonnées, il ré -

sulte, en vertu de (3) et de l'équation correspondant e
2

	

2
ui -avl = (-1)6 w ,

congruences

(uui) 2 -(avvi) 2 = 0 (mod w)

(u u 1) 2 - (ni v) 2 =_- 0 (mod w) ,

ce qui nous conduira à étudier séparément les cas suivants :

1° Soit w un nombre impair, il est possible de décom-

poser w en deux fateurs w l et w2 , premiers entre eux ,

savoir

(6)

	

w = w1 w2 ,

de sorte que nous aurons, en vertu de (5) ,

nui + avvi	 0 (mod co l)

uui -avvi = 0 (mod w2 ) ,

ce qui donnera, en vertu des congruences (5) ,

uv l + uiv	 0 (mod col)

uu 1 - uiv = 0 (mod w2) ,

donc nous aurons les deux équations résolubles

(uui+avv i)2 (uu i +u i v) 2 = (-1)~,~c w 2

uui w2avvi1 2-a (uui_u1 v)2
=

(

(7 )

(8)
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et il est évident que ni w 1 ni w2 ne peut être égal å l'unité

parce que les deux solutions (u, v) et (ui , D i) n'appartiennent

pas au même couple de suites coordonnées .

2° Supposons co = 4kß2, nous aurons, au lieu de (6) ,

(9) co = 2w1 w2 ,

où ro i et w2 sont des nombres impairs, premiers entre eux ,

ce qui donnera

uni + ave1 - 0 (mod 2w 1 )

nu i- ave l = 0 (mod 2w 2) ,

donc nous aurons, comme dans le cas précédent, les deu x

équations résolubles

	

(uui + 	 \
(10)

(llUi+2avv112- a

	

1u lv~2
=

(11)

	

( 11111 	 	 a

	

1_uiv)l
=

(-1)eß' w 2

2w2

	

2w 2

3° Soit w = 8k + 4, on aura, au lieu de (6) ,

(12) w = 4w i W2 ,

Où wl et w2 sont toujours impairs et premiers entre eux ,

de sorte qu'il existe un exposant s, tel qu e

uu 1 +(-1)£ avvl ° 0 (mod 4w1)

uu i -(-1) E avv l = 0 (mod 2w 2) ,

car la diffrence, ou la somme, des premiers membres de ce s

deux congruences sont des nombres de la forme 4k+ 2 .

Cela posé, nous aurons, dans ce cas, les deux équa-

tions résolubles

(13) (nu'
+(-1)favv1)2-a(uvi+(-1)ruiy\L=

(-1)e+rw 2
4 wl

	

J

(14) (nui -(-1)eavv1 2
a

uvi -(- 1)au i v\ 2_
2w 2 )

	

2w2

	

/

4° Soit a multiple de 8, on aura, au lieu de (6) ,

(15)

	

w = 2n w 1 w2 , n > 3 ,
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où w l et w2 sont impairs et premiers entre eux, et les con-

gruences (5) donnent ici, comme dans le cas précédent ,

uu i +(-1) E avvl = 0 (mod 2co1)

nu l- (-1) E avv 1 = 0 (mod 2 tt-1 w 2) ,

de sorte qu'il résulte finalement les deux équations réso-

luble s

uu 1 -F (-1)eavvl
2

	

uv 1 + (- 1) E u l y

(16) 2w1

	

-a ~2w1

-I .62n-2

	

2
_ (-1)'

0
2

	

w 2

(n u l- (-1)E avv l)2

	

'uvl - (-1) ' u1 v -

(17) 2i-1 w2

	

- a

	

2n-l w2

l
= (_ 1)0-6 (02, .

Du reste, les multiplications que nous venons d'étudie r

ici possèdent les mêmes propriétés curieuses que celles .

établies dans l'article VII, où les paramètres sont premier s

entre eux, nous le verrons dans l'article qui suit .

X. Des équations du genre 4 .

Soient p et q deux nombres premiers inégaux, et soient

les exposants o et c choisis tels que le produit PqG n'est

pas de la forme 4k+2, les résultats généraux, obtenus

dans l'article VIII, donnent immédiatement la proposition :

1 . Supposons décomposable l'équation de LA-

GRANG E

(1)

	

u---ai = (-1)
III

p Q q

cette équation est précisément du rang 4 .

Or, cette condition suffisante. n'est pas nécessaire, pou r

que l'équation (1) soit du genre 4 . Quant à la démonstra-

tion de ce postulat, nous avons tout d'abord à démontrer

cette autre proposition :
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II. Supposons que l'équation (1) soit du genre

4, ces deux autres équation s

u 2 av 2 = (1),tp2o u2 - av2 = (-1 )u g2 ~

sont aussi résolubles, pourvu que les nombre s

premiers p et q soient tous deux impairs .

En effet, désignons par (s, t) et (u, v) deux solutions de

l'équation (1) qui n'appartiennent pas au même couple d e

suites coordonnées, nous savons, conformément aux résul -

tats obtenus dans l'article IV, que la multiplication de s

deux équations

s 2-at2 = (- 1)"pE'gG, u 2 -av 2 = (-1)ßp°ge

ne conduira jamais à l'équation de FERMAT .

Cela posé, il existe, en vertu du théorème I de l'ar-

ticle IV, un éxposant d, tel qu e

su + (-1) `'aty	 0 (mod pe)

sa - (-1)d'aty = 0 (mod q G)

ce qui conduira immédiatement au but .

Quant à l'inversion de la proposition II, nous préféron s

de démontrer le théorème plus général :

III. Supposons résolubles les deux équation s

de LAGRANG E

(3) u 2 -au' = (-1)p.k w , u 2 -av2 = (- lep ('w ,
oi w > 2 et où p est un nombre premier impai r

qui ne divise pas w, la dernière de ces équation s

est au moins du rang 4 .

En effet, désignons par (s, t) et ( s i , ti) deux solutions

appartenant à des suites coordonnées de la seconde de s

équations (3), par (u, v) et (ui , pi) des solutions appartenant

aux deux suites coordonnées de la première des équation s

susdites, il existe un exposant d, tel qu e

(2)
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I su -1- (-Watt) = p~k ,

	

I sv -I- (-Ou I = gl
1 sul - (-1)6atvi = pI'kl 1 svi - (-1)6tu i 1 = pe t, ,

et il s'agit donc de démontrer que les solutions (k, 1) e t

(k1 , l) de la dernière des équations (3) n'appartiennent pa s

au même couple de suites coordonnées que (s, t) .

Or, remarquons que la solution (s 1 , t1) donnera des for -

mules analogues aux précédentes, nous pouvons nous borner

à l 'étude des nombres provenus des multiplications posi -

tives .

Supposons donc, en premier lieu, que la solution (a, fi) ,
définie par les formules ,

(4)

	

su + atv

	

, su + tu = p`',6

appartienne à la même suite que (s, t), il est possible d e

choisir la solution (u, v), telle que

su + atv = p e (sA y + a tB»

sv + tu = pN (sBy + tAy)

où y est un indice quelconque, et ces deux équations ,

homogènes en s et t, ne sont pas possibles, à moins qu e

leur déterminant ne disparisse, ce qui donner a

(u - ,Ay ) = a (v - p (''By) 2 ,

équation qui est impossible, parce que la base a n ' est pas

un carré exact, et les deux équations simultanée s

sont exclues .

	

up E' A ), , v=p~BY

En second lieu, supposons que la solution (a, fi) définie

par les formules (4), appartienne à la suite coordonnée à

celle qui contient (s, t), il résulte des expressions de l a

forme
su H- atv = p (' s i , tu + sv = p U tl ,

ce qui donnera
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f

	

u (s 2 + a t2) + av (2 s t) = p2P A y

(5) v(s 2 +at2)+ a(2st) = p2oB ,Y

où y est un indice convenablement choisi .

Or, les deux nombres

(6) U = s 2 +at2 , V = 2s t

satisfont A l'équation résoluble

(7) U 2 - aV 2 = p2~w 2

et il résulte, en vertu des équations (5) ,

(-1)« U = w(uAy - avBy)

(-1)C V = (uBy -vAy ) ,

ce qui est impossible, parce que U et V sont tous deux

premiers avec co .

Cela posé, il est évident que l'inversion de la proposi-

tion II se présente sous la forme :

IV. Supposons résoluble l'équation (1), les équa-

tions (2) sont en même temps résolubles ou non ,

et, en cas de résolubilité, l'équation (1) est d u

genre 4 .

Les équations non décomposables du genre 4 et de l a

forme (1) sont très nombreuses, et leur multiplication pré -

sente le s , mêmes propriétés curieuses que les équations géné-

rales étudiées dans l'article VII, nous le verrons dans le s

exemples suivants .

Exemple I .

	

a = 34, co = 15 .

L'équation non décomposabl e

u 2 -34v2 = (-1)O 1 5

est du rang 4, en admettant deux couples de suites coor-

données s et s ' , déterminées par les solution s

(8) 7 2 -34 . 1 2 = 41 2 -34 . 7 2 = 15 ,

t et t ' déterminées par les solutions
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(9)

	

11 2 --34 . 2 2 = 23 2 -34 . 4 2 = - 15 ,

tandis que l'équation

u 2 -34 v 2 = - 9

admet les deux suites coordonnées a et d déterminées pa r

les solutions

(10) 29 2 -34 . 5 2 = 52 -34 . 1 2 = - 9 ,

et les deux suites coordonnées z et z ' de l'équation

u2 -34 v 2 = - 25

sont déterminées par les solution s

(11) 99 2 -34 . 17 2 = 32 -34 . 1 2 - - 25 .

Ces définitions adoptées, on aura, en multipliant le s

équations (8) et (9) ,

(+)st = a, (+)st'= Z

(+) s't' = (-) st' = (-) s't = d

(+) s' t = (-) st = (-) s' t' = z ' ,

tandis que la multiplication de (8) et (10) donnera

	

(-I-) s'd = (-) sa'' = (-) s'a = t,

	

(+) s~ = t' ,

et l'on trouvera des résultats analogues, en multipliant le s

autres équations en question .

Exemple II .

	

a =10, w = 39.

Les suites coordonnées s et s ' de l'équatio n

u 2 -10 v 2 = + 3 9

sont déterminées par les solution s

(12) 1 2 -10 . 2 2 = - 39 , 17 2 -10 . 5 2 = 39 ,

les suites coordonnées t et t ' par les équations

(13) 7 2 -10 . 1 2 = 39, 112 -10 . 4 2 = - 39 .

tandis que les suites coordonnées a et a' de l'équation

u 22-10 v 2 = ± 9

proviennent des solutions
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(14)

	

1 2 -10 . 1 2 = - 9, 72 -10 . 2 2 = 9

et les suites coordonnées a et r ' de

u 2 -10v' = +169

ont leurs premiers éléments déterminés par les solutions

(15)

	

9' -10 . 5 2 = - 169, 23 2 -10 . 6' = 169 .

on trouve ici, en multipliant les équations (12) et (13) ,

= (+) st' , cr = (-I-) s't = (+) st' = (-) s t

z = (+) st , ,r' = (H-) s ' t = (-) s ' t' = (-) st' ,

tandis que la multiplication de (12) et (14) donnera

t = (+) sa, t' = (+) s 'å = (-) sa' = (-)s'a ,

et l'on obtiendra des résultats analogues, en multipliant le s

autres équations en question .

Quant aux bases paires de la forme (1), nous avons à

démontrer les deux propositions suivantes :

V . L'équation de LAGRANG E

(16)

	

u 2 -au' = (-1)' 4p ß ,

où p est un nombre premier impair, ne peut ja -

mais être du rang 4, à moins qu'elle ne soit dé-

compos able.

Soient, en effet, (s, t) et (u, v) deux solutions de l'équa -

tion (16) appartenant à deux couples différents de suites

coordonnées, on aura

(17)

	

(su±atv) 2 -a(sv±tu) 2 =

Or, il existe un exposant e, tel qu e

(18) su+(-1)Eaty = 4k+ 2, st+(-1)F uv=4k1 +2 ,

et ces valeurs sont nécessairement multiples de pQ , parce

que l'équation (17) ne peul jamais être une équation d e

FERMAT, ce qui donnera'
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(19) (su-{-(-1)Eatv2-a(st+(-1)£uvl
= (- 1 )z4 ;

2pE'

	

I

	

2pe

	

I

c'est-à-dire que l'équation (16) est décomposable .

VI . L'équation non décomposabl e

(20) u 2 -av 2 = (- 1)x 2 Qpe , 0-> 3 ,

où p est un nombre premier impair, ne peut ja -

mais ètre du genre 4, à moins que les deux équa-

tions

(21) u 2 -av 2 = (- 1)
Å 22(r-2

	

u 2 av 2 = (- 1)A p 2 Q

ne soient résolubles .

On aura ici, avec les mêmes significations que dans l e

cas précédent,

(22)
su+(-1)8 aty = 4k+2, sv+(-1)E tu = 4k1+ 2

s

	

î-1

	

r

	

c-1
su-(-1) atv = 2

	

a, sv-(-1) tu = 2 ß ,

et il est évident que a et ß sont premiers avec p, car soient

a et ß multiples de p ou, ce qui est la même chose, d e

pe , on trouvera une équation de la forme (19), ce qui est

inadmissible, parce que a est de la forme 81+ 1 .

Cela posé, on aura nécessairement

su>(-1)E aty = 2p~a 1 , sv+(-1)8 tu = 2pNß1 ,

où al et ß1 sont impairs, ce qui donnera précisément l a

première des équations (21) .

Quant aux valeurs a et ß, définies par les dernière s

formules (22), on aura

a 2 -aß2

	

( 1)4p2 e

ce qui est impossible, à moins que a et ß ne soient des no m

bres pairs, et l'on trouvera la seconde des équations (21) .
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CHAPITRE III

De l'opération itérative .

XI. Opération itérative du second ordre .

Soient (su , tu) et (6,,, z„) des éléments quelconques de

deux suites coordonnées appartenant à l'équation de LA-

GRANG E

savoir

(1) s~- atu = (-1) l̀f~w, 6y-azÿ = (- 1) E" w ,

nous avons à étudier plus profondément les multiplication s

positives et négatives

(su s7 ±atu, t? ) 2 -a(tut s + su t,„) '

(2) cri" +aZ~' ) 2- a(6 v +~ zß ) 2 = (- 1) EF`+ cw 2

2

	

a ca +E V 2(s -at z ) -a(s z

	

6 t )- = (-1) ,

	

rU

'Y v

	

a v

	

6 v

	

v

ou, écrites sous forme commune

(3) u 2 -av2 = (-1)1' w 2 .

Nous ne savons dès à présent rien sur la résolubilit é

de cette équation, mais il est facile de démontrer la pro -

position :

1. Soit f le plus grand commun diviseur de s

deux nombres
(2)

= s
i

} at
i

,

	

t .2) .= 2 sl

a) = fw 1 ,

u - av 2 = (- 1) `l cv ,

(-l~(Yµ 1- (Y.),
C0 2



48 Nr . 1 . NIELS NIEL3En :

l'équation indéterminé e

(6)

	

u1 2 -av1 2 = (- 1)'T l

est toujours résoluble .

En effet, posons (2 )
s 1 = ful ,

u l et vl sont premiers entre eux, et il résulte, en vertu d e

(3), que w est divisible par f, ce qui donnera l'équatio n

résoluble (6) .

Posons ensuite
2

	

2

	

2

puis appliquons les formules fondamentale s

s1 o'1+at1z1 = mA 1 , s 1 z1+ dt t1 = (»Bl ,

nous aurons, en vertu de (1),

(-1)6el dl = s1A1-at1B1, (-1)
ßl'' i = s 1 B1 -11A 1

(-si = d1A1-az1B1, (-1)Ei 11 = 61B1-z1A1 ,

ce qui donnera, après une réduction simple ,

tl
(2

) = fUl ,

GP> =
A 2 s12> -aB2 t12j , 712> = B 2 s12> -A2 11 2 >

S12> = A2 G12> - aB2z,2>

	

tl2> = B2 612> - A 2 z1 2>

de sorte que nous aurons

(9) s12) c1 2) + a t12 >'s2> = w 2 A 2 , s12>z12> + t12> ~(2> =
0.12

B2 .

Cela posé, les formules (8) montrent clairement qu e

est aussi plus grand commun diviseur de o"12> et de z12>, tan-

dis qu'il résulte, en vertu 'des formules (9), que les deux

couples

(10) (S12), 42> ) , (6.(2) 42>)

forment, après la suppression de leur plus grand commun

facteur f, deux solutions de l'équation indéterminée (6) ,

appartenant à des suites coordonnées .

Soient maintenant (pu , r u,.) respectivement

	

les

f
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éléments généraux des deux suites coordonnées susdites ,

nous avons tout d'abord à déterminer les indices de cha-

cune des deux solutions provenues du couple (10), e t

c ' est une conséquence immédiate des formules (9) que ce s

indices sont respectivement 1 et 2 .

A cet effet, supposons

(s1, t1) < (e"1, zl) ,
nous aurons aussi

( Si2) , t 2)) < (o12) , r1 2))

ce qui donnera immédiatemen t

I S l -) -
!pl ,

	

tl(2)
= f j t

(11) 012) = f,r2 , ri) = i2 .
Cela posé, les formules récursives générale s

s ,, = s1 Au _ 1 + a t6 BFt_1 , tu = s1 Bµ_1 + t1 AFz-1

= a1Ay_1+at1Bv-1, r ,, = S 1 Br-1+ r1 Ar- 1

donnent, après un calcul direct ,

sA su+ at
A
t tt = sit)A)+,,,-2 +atl(2)BA + u- 2

SA tu + tAS u = s12)B~+ t 2 + te) A), +u-2 ,

d'où il résulte, en vertu de (11) ,

(12) sAsu ±atl = TÏ~À+u-1, SÀ tu+ tA S 1, = f l Å + y-

et l'on aura, par un procédé analogue ,

(13) Gr
A

o'.
+ar1.~u = f'iA+u.' C

Aru +r
A

a =

	

.

Quant à la troisième opération, indiquée par les for -

mules (2), nous prenons pour point départ les formule s

fondamentale s

(14) s A ç + ali rr = wAA--r , sAr,, + t). o',, = wl3Â+

et il résulte, en vertu de (12) ,

pA+'i-1 + a+u-1 = W 1 SA+u.+r-1

Cev -f y-1 + vPA+u-1 = w1 tA+u+r-1 .

Videask . Selsk . Math .-fysiske Medd . V, 1 . 4
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Cherchons ensuite, de ces deux équations, les nombres

p), 4_12 _1 et

	

puis poson s

+ Fo+v=x+1, x>v ,

(15)
fr .,

	

= (- 1) E7'(t , G y - si v ) .

Les formules (14) donnent de mêm e

Sv 7L ),=o -F-ateJ.-ru

	

wl6Å+u ;-v-1

sveZa-µ+t„'k+u = w1iÅ
.
_u+7_1 .

posons ensuite, comme dans le cas précédent ,

+,u+v=x+1, x>v ,
nous aurons ic i

fiÉ~_
7+

= (-1) (s7, ~~ -a ÿ z,)

fe ,-7,+1 = (-1)d'~(svz, - tv~) .

Quant au cas spécial x = v, posons, dans (14), ) = v ,

le même procédé que dans les cas précédents donnera le s

formules

fc 1 = (- 1) (s 7 r7-at ,v)

(17)

	

f° L = (- 1 )4 ( S v zv - tv Ç)

valables quel que soit l'indice v .

Cela posé, nous avons démontré le théorème fonda-

mental :

II . Les opérations indiquées par les formule s

(2), conduiront, après la suppression du facteu r

commun f 2, à deux suites coordonnées apparte-

nant à l'équation indéterminée (6) .

Quant aux opérations que nous venons d'étudier, nou s

nous aurons

fC,_7i = (- 1)'v (s , o -al , z )
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avons encore à démontrer quelques propositions qui nou s

seront utiles dans ce qui suit, savoir :

III. Des équations de la forme

(18)

	

snsp+atntp = kSr, sntp+tnsp=ktr

ne sont possibles, à moins que

kw=1 ; sn=An, tnBn .

En effet, on aura, en vertu de (18) ,

w 2 =k2 w, k2= w ;

de plus, on verra, en cherchant des équations (18) les

nombres sn et tn , que k est diviseur commun de sn et tn ,

ce qui est impossible, à moins que k = 1, ce qui donnera

w = 1 .

IV. Des équations de la form e

Sn Sp +a tntp = kAr , Sit tp + tu Sp = k B7.

ne sont possibles, à moins qu e

k=w=2 .

On aura, dans ce cas ,

k 2 = co', k = w ;
de plus, soit n > p, on aura, en vertu .de (18), et, en ap-

pliquant les formules récursives ,

Sn+atn = wAn+rp, 2Sntn = Bn+r -p ,

ce qui donnera immédiatement w = 2, parce que w es t

premier et avec sn et avec tn .

V. Des équations de la form e

(20)

	

snsp+atntp = k a,. , sntp+tnSp = ktr

ne sont possibles, à moins qu e

w=4, k=2.

On aura, comme dans la démonstration de III ,

w = k 2 ;

(19)

4*
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de plus, les formules récursives donnent ici, pour n > p ,

(21)

	

s zn H-atnz = kart +

	

s t =
T. -h - pn

de sorte qu'il résulte immédiatement k = 2.

Quant à l'équation indéterminé e

(22)

	

u 222 - a v 2 = (- 1;1' 4 ,

dont il s'agit ici, on aura donc, en vertu des formules

générales (12) et (13) ,

sksu -{-- a ti ty = 2

	

y-1 '
s
k

ty + t
k

µ

	

~s =~z + u- 1
(23)

ce qui donnera, en vertu de (22),

a . d -{--az z= 2s

	

a zti

	

k

	

k{-

	

+z .a =2 t .
~tiH~

	

~u

	

~~ '

	

k

	

u.

02Å-1 = 2 -(-1)d 2 , Z2Å.-1 - Sk i).

s zÅ. =
az (1)f 2 ,

	

t2Å
= aÅz,i ;

c'est-à-dire que l'on aura toujours

al a ,t 4 ,

d'où il résulte la proposition curieuse, due à CAYLEY : 1

VI . Soit, dans (22), admissible l'exposant è = 1 ,

ou, ce qui est la même chose, soit a une base d e

première espèce, la plus petite solution (s 1 , t 1 )

correspond au paramètre -4.

Nous désignons pour abréger comme opérations itéra-

tives du second ordre les formules (2) que nous venons

d' étudier .

XII. Opérations itératives d'un ordre quelconque .

Soit (s ) , tA ) une solution quelconque de l 'équation de

LAGRANGE

(1)

	

u 2 -at~2 = (- 1) `'w ,

nous avons, dans l'article précédent, étudié l'opération ité -

t Journal de Crelle, t . 53, p .369-371 ; 1857 .
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ratrve du second ordre . Quant à l'opération itérative de

l'ordre n, nous posons

(n)

	

(I) (n-1)

	

(1) 0-1 )
(2)

s(n)
F~ = s

(1)
~

s(~n-1)I a(1 )t~ t
(
~
n-1 ) tiu = s t

	

+ f P su

ce qui donnera pour l'équation de FERMA T

(n)

	

n )
(3) 4 = Anu , B~ = Bn/t ,

tandis que l'opération itérative du nièxne ordre conduira à

une équation de la form e

u 2 - au 2 = (1)Mû .n

Or, on démontrera, comme dans l'article précédent, l a

proposition fondamentale :

1 . Soit fn le plus grand commun diviseur d e

s
i
n) et t (n) , et soit

(4) G>
n

= fr,'2 wn ,

l'équation de LAGRANG E

( :))

	

u2 -cul 2 = (-
1) nrP

w n

est toujours résoluble.

Posons ensuit e

(n) _

	

(n)

	

( n) _ /.• (n )
5 1

	

- fixAi ' tl

	

I tt `'i

nous aurons généralemen t

(7)

	

(n)
- fnPc+An-n

	

tg(n) - /rx ri+,un- n

En effet, soit n = 2, on aura r. = 1 ou z = 2, et les

formules (7), ainsi obtenues, ne sont autre chose que le s

formules (12) et (13) de l'article précédent, et la conclusio n

de n à n H-1 est évidente .

Soit particulièrement w = 2, on aura, en vertu de la

proposition II de l'article précédent ,

S
(2n) = 2n

An '
t1(2n) = 2 n

Bxx

(2n-14) - 2n

	

,

	

ti
(2n-ß-1)

	

n
Si

	

Si n i

	

= 2 t2n -F i

Supposons maintenant w > 2, (s1 , fl) a une solution

(6 )

(8)
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réciproque (ai , r i) et les nombres 71, ) et Q ) définies pa r

les formule s

(n)

	

(n)

	

(n) _

	

(n)
dv = fn 1.+yn-n

	

tnQ).-1-)tn n

0,1(n) = _

	

jw)(n)

	

(n)

	

Q1.
_

	

(n)
fn

	

' L1 - fit

satisfont aussi à l'équation indéterminée (5) .

De plus, nous avons à démontrer le théorème fonda -

mental :

II. Les solutions (p,R), rn', ) ) et (a-rn) , On")) de l'équa -

tion (5) appartiennent à deux suites coordonnées ,

car
(10) (n) (n) + a tin) r (n)

_ Wn 4n ,

	

(n)(n) + t(n) (n) = wnBn

ou, ce qui est la même chose ,

(11) p(n)a)n)+arÿtt)QJ(.)

	

w t,A n ,
pi

n) Q (n) + rxn)76)n) = w nBn .

Dans l'article précédent, nous avons démontré les for -

mules (10) et (11) qui correspondent à n = 2 . Supposon s

donc vraies les formules (10), puis multiplions ces deu x

équations par si et ti, respectivement par t1 et s i , nous au-

rons, en additionnant les deux formules ainsi obtenues ,

,,I(n ) (n) S(n+1) H- ar (1 1
n) t(n+ 1) =

wn sn +l '
(n) (n+1)

	

(n) (tt "_1)

	

n
r1 S 1

	

+ 6 1 t1

	

= w tli+1 .

Multiplions ensuite par O'i, et ri , respectivement par Ti

et ai ces deux formules, nous aurons, en additionnant, les

formules obtenues de (10) en remplaçant n par n+1 .

Quant aux indices x et). qui figurent dans les formules

(6) et (9), on aura, en vertu de (10) ou (11 )

(13)

	

x~ 7 = n+1 .

Or, posons w = 2, les formules (8) donnent immédiate -

ment la proposition :

III . Soit (s i , t1) la plus petite des solutions ap-
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partenant à la suite fermée de l'quation (1), o n

aura généralemen t

y= m, n=2m-1

r=1n,

	

=m+1 ; n= 2m.

Étudions maintenant le paramètre cf) = 4, les formules

(23) de l'article précédent donnent

55

sti s l-}- ati tl = 2 a z ,

cri, crl + a cA Z 1 = 2 si + 1 ,

ti sl+s i, tt = 2 Z i

zi 01-}-dZr1 = 2 ti+1 ,

de sorte qu'il résulte, en vertu des formules (24) de l'article

précédent, les résultats générau x

s(3n-I-1) = 2 32, sil + 1 ,

(15)

	

s 3n+2) = 93n+ 1 Cn+ 1\ 1 (3n+3)
23n-{-3An-}-7 .,

t13nT1) = 2 3n tn +

t ( 3n+2) = 23n+l rn+ 1

tn!, 3) = 2 3n +3 B L1

	

n~ 1 •

La suite coordonnée, formée des solutions (o , Ti), don-

nent de même

0.
1
3n +1) = 23n 0

2n-F1
,

6 (3,1+2) = 2311+1 s
211-{-2 '

0.1311-{-3) = 2311+3 92,,+2 ,

c'est-à-dire que nous aurons pour cp = 4

(17)

	

f3n+1 = 2 3a , f3n-)-2 = 23'1+1, f3n+3 = 2311+ 3

tandis que les suites (p)(y311+1),
ri

(311+1))
et (ici

(3n-j-1)
e"+1 )) coïn-

cident avec les suites (sA , t) ) et (ox, Ti), et les suites (p,3n+2) ,
r(3n+2))'

m(
(3ni

ß2)
, Q(,,3 "+2)) coïncident avec r ti) et (s), , ti ), et

les deux suites (p, .3n), r ")) et (J)(,3n), QZ3 n)) donnent des solu -

tions de l'équation de FERMAT .

Mentionnons encore que le paramètre c~ = 2 donnera

vi
3n+1) = 23n

•L2n+ 1

(3n+2) = 23n+1 t
2n-I- 2

(3n+3) = 23n-f-3 B2n+2 ;

(18) 2n - f2no -1 = 2n ,

et que la suite (p),2n) le)) donne des solutions de l'équa-
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tion de FERMAT, tandis que (en-" rr
+') n'est autre

chose que la suite (s;, , t;) elle-même .

XIII . Détermination générale du facteur f,, .

Il est très intéressant, ce me semble, que le facteur fn

qui joue un rôle fondamental dans l'opération itérative, es t

facile à déterminer .

A cet effet, nous avons à donner les expressions expli-

cites des nombres e) et tl"), ce) et T n) , ce qui exige l'ap-

plication des polynomes 4,,(a) et ' )in(a) de CAUCHY, définies

par les identités

(1)

	

(cos x) = cos nx , ran (x) =
sin nx

sin x

de sorte que les formules d'addition des fonctions cos (nx+x)

et sin (nx+x) donnent, pour Çn(a) et 71n(ce), les formules

récursives

+1 (a) = a(a)+(a2-1)ln(a)
(2)

ßn+1 (a) = ccvin (cc) + sc n (a) • .

Posons ensuite

/

	

n

	

a

	

n -1

	

a }
(3) T i , (a w) = w 2 5c1

~~w)
r t/ln (a , w) = w ?'~În (	 l

w
I

il resulte, en vertu de (2) ,

~

f /
n -~ 1 (fie, w)

	

a c9)n (a, w) + (a2- w) li n (a, w)
(4)

	

ll 'y'n+1 (ce, w) = coli n (ce, co) + 9)n (ce, w )

et les premiers de ces polynomes deviennent

~P1(a , w ) = a ,

p„ a, w)=2a 0-+w ,

T3 (Ce , w ) = 4a 3 + 3ce w ,

`Y1(a , w) = 1

V 2 (a , w) = 2 a

)P3 (a, w) = 4a
0
- -f w .

Cela posé, nous avons à démontrer la proposition

curieuse :

1 . Soit (s). , t;, ) une solution quelconque de l'équa-
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lion de LAGRANGE

(5) u 2 -aU - = U7 ,

on aura, quel que soit l'indice n

(6) Sin) =--- (pn (S), (O) ' t)
n)

= tÅ îLi (S )., w) .

En effet, remarquons que l'équation (5) se présente sous

la forme
aU- = n 2 - - w ,

ou, ce qui est la même chose ,

(7) u 2 -(u 222-w)' 1 2 = w ,

il est évident que les formules (6) sont vraies pour n= 1 .

Supposons ensuite valables, pour une certaine valeu r

de n, la formul e

(8) (Pn (u, (0) 2

	

(u2- w) ( eeen (n, w)) 2 = co ,

nous aurons, en multipliant les équations (7) et (8), pui s

appliquant les formules récursives (4), les formules obtenue s

de (8) en y remplaçant n par n + 1 .

Enfin, introduisons, dans (8), la valeur au 2 de u 2 -w,

puis posons u = s). , v = t) ,

nous aurons les formules générales (6), ce qui donnera

immédiatement les expressions explicites de sr) et tj't), car

2

( '' (n_r_i)

	

~-1)n

	

(2 ay,-2,- wr

2r

	

r-1

= 2

(-

r= Q

De plus, on peut obtenir des formules correspondante s

pour l'équation indéterminé e

u -avu = - w

en remplaçant, dans les formules précédentes, co par -w.

(9 )

cpn (a, w) = 2
n -1

a
n

r
2a)n 2'-1 w' .
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Cela posé, il est facile de déterminer la valeur du fac-

teur fi t qui correspond à l'équation indéterminé e

(10)

	

u~-av2 = (- l) d‘ w ,

car on aura immédiatement les théorèmes suivants :

II . Soit, dans l'équation (10), w un nombre im -
pair, on aura toujours

fn = 1 ,

de sorte que les équation s

(11)

	

1i2 -av l = (-1)nd
I,I n

sont résolubles, quel que soit le positif entier n .

En effet, remarquons que les coefficients numérique s

des polynomes p It (a, w) et n (a, w) sont des , nombre s

entiers, il résulte, en vertu de (9) ,

(12) T ri (a , w) = 2a-1 an wK , 2f'n (a, w) = (2a)' 1 + aK1 ,

où K et Kl sont des nombres entiers ; c'est-à-dire que

9), (a, w) et 2fln(a, w) sont tous deux premiers avec le nombr e

impair w, pourvu que a le soit.

Quant à l'équation (10) qui correspond à une valeu r

paire de w, nous écrivons celte équation sous la foriue

(13)

	

u-av 2 _ (1)d' 2'' w ,

où w est de nouveau un nombre impair, ce qui donnera ,

en .vertu de (10) ,

pn(a , 2' w) = 2n-1 an + 2PwK,

	

n(a, 2'w)

	

(2a)n-1+ 2 1' wK1 ,

de sorte que fn est toujours une puissance du premier 2, car

les deux nombres impairs a et w sont premiers entre eux .

Cela posé, nous avons à étudier séparément les troi s

cas suivants :

III . Soit, dans (13), p = 1, on aur a

12n

	

f2n+I

	

2" ,

de sorte que les équations
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(14)

	

u2 -av 2 = w2n , u 2 -av 2 = (-W2w2n -F - 1

sont toujours résolubles .

On aura, en effet ,
< n- 1

= 2

'tp(a 2w)

	

l_

	

(-1)2 (n_r_1) an-2r•-1 wr9n-r-1
rx

	

r
r= o

ce qui donnera immédiatemen t

ln(a , 2w) = 2'n (2k+1), n = 2m, n = 2m+1 .

IV. Soit, dans (13), p = 2, on aura de mêm e

13n+t = 2311, f3n-I-2 = 2 311+1 , f3n+3 = 2311+3 ,

de sorte que les équations indéterminée s

(15) ( u
2 -av2 = (-1)md 4wm , In = 3n+ 1

Sl

	

u 2 -av2 = ( 1) m ~' w11L , m = 3n

sont toujours résolubles .

Dans ce cas, la dernière des formules (9) donner a
n-1

= 2

1p n (a 4w ) = 2n1

	

(-1)r Ian-2r-1 w r ,
r= o

et il est évident que le facteur de 2n-1 qui figure au second

membre de çette équation a la même parité quels que soien t

les deux nombres impairs a et w, de sorte que l'hypothès e

a = w = 1 conduira immédiatement au résultat susdit .

V . Soit, dans (13), p > 3, on aur a
2n-1 ;

de sorte que l'équation indéterminée

(16)

	

u Q -av 2 = (- 1)n62np-2n+2 w n

est toujours résoluble, quel que soit n .

On aura, dans ce cas, en vertu de (9) ,
11 1

= 2

	

//

	

11
yjn (a `)Prd) = 2 11-1 [an-

	

I
\+

	

( 1)r. r l1-l'-1 1 2pr-2 CLti_2i -lwrl
lJ

	

r

	

JJ ,l'
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et il est évident que le facteur de 2 n- 1 qui figure au second

membre de cette équation est un nombre impair .

Remarquons en passant, que la proposition V donne ,

comme corollaire, cette autre :

VI . Le nombre 8 est la seule valeur paire de w ,

pour laquelle toutes les équation s

(17)

	

u 2 -aI12 = (-1)M
wn

soient résolubles, pourvu que l ' équation qui cor -

respond à n = 1 ait cette propriété .

Remarquons encore que les résultats obtenus concer-

nant le facteur f; t donnent immédiatement la propositio n

curieuse :

VII. Les deux valeur s

w = 2, co = 4

représentent les seuls paramètres pour lesquel s

l'opération itérative - détermine, à l'aide d'un élé-

ment primitif, la solution complète et de l'équa -

tion proposée
u -C(I7 2 = (-1) e w

et 'de l'équation correspondante de FERMA T

f

En effet, l'hypothèse
n

si = fn ~n
donnera

(18)

	

fi; = Ii) ct ,

et, fn étant une puissance de 2, w aura nécessairement l a

même propriété, et il est évident que la condition (18) n'es t

remplie, à moins que

w=2, n=2in

w = 4, n = 3m .

Quant aux hypothèses
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(n)

	

(n )
S1. = fn Stu' s) = fn ,

on aura de même

	

f
2

= wn-ln

ce qui donnera respectivemen t

w=2, n=2m-{-1 ; w=4, n= 3m+ 1

et

	

w = 4, n 3m+2 .

Quant à la résolution complète de toutes les autre s

équations de LAGRANGE, il faut connaître ou deux solu-

tions différentes, appartenant à chaque couple de suite s

coordonnées, ou la plus petite solution de l'équation cor-

respondante de FERMAT et une seule solution appartenant

à chacun des couples susdits .

XIV. Des puissances d'un nombre premier .

L'opération itérative nous permet de démontrer immé-

diatement la proposition curieuse :

1 . Supposons résolubles les deux équations d e

LAGRANGE

(1) LI-' -11112 = (-1).ipni

	

u2 -aU - _ (-1)E pn ,

où p est un nombre premier impair, puis désignon s

par f le plus grand commun diviseur de m et n ,

cette autre équatio n

(2) u--av2 = (-1)`r p f

est aussi résoluble .

On voit que le théorème est évident dans le cas spécial ,

où_ m est divisible par n . Soit ensuite

ln = nq±r, . O < r < 12 ,

les équations

u 2 -a12 _ (- 1) T̀pngpr , u 2 av 2 = (- 1)nepn q

sont toutes deux résolubles, de sorte que cette autre équa -

tion
u 2 -av2 - (--1)~ nypr
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aura la même propriété, et, en continuant cette opération,

on trouve finalement l'équation (2) .

Supposons maintenant que r soit la plus petite valeur

de l'exposant m, pour laquelle l'équation de LAGRANGE

u 2 -av2 = (-1)dpm

soit résoluble, nous disons pour abréger que p'' est la puis-

sance primitive du nombre premier impair p qui appartien t

à la base a, et la proposition I donnera immédiatemen t

cette autre :

II. Supposons résoluble l'équation (3), où p es t

un nombre premier impair, l'exposant m est divi -

sible par l'exposant primitif de p qui appartien t

à la base a.

Quant au nombre premier 2, des théorèmes généraux

analogues aux précédents ne sont pas valables, mais i l

est facile de démontrer cette autre proposition :

III. Supposons résolubles les deux équation s

de LAGRANGE

(4)

	

ZI2 - av 5 = (-1)0‘2n
, u 2 - av 2 = (-1)d 2n-f-1

,

toutes les . équation s

u 2 - uv 2 = (-W12 9 , g > 3 ,

sont résolubles aussi .

Remarquons tout d'abord que les deux équations (4)

ne sont pas résolubles en même temps, à moins que n > 3 ,

la multiplication de ces deux équations donnera immédiate-

ment l'équation résolubl e

u 2 -av2 = (-1) j-F E 8 ,

et la résolubilité des équations (5) est une conséquenc e

immédiate de la proposition VI de l'article précédent .

(3 )

(5 )

(6)
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CHAPITR)J IV

Rang et ordre des nombres.

XV . Sur le rang de certains nombres premiers .

Désignons comme ordinairement par (Au, B/.,) une solu-

tion quelconque de l'équation de FERMAT ayant la base a,

savoi r

(1)

	

A -aB, = (

puis désignons par p un positif entier quelconque, il exist e

un indice r, le rang de p par rapport à la base a,' tel que

tous les nombres Bru- sont multiples de p, tandis qu'aucu n

autre des nombres BF,, ne peut posséder cette propriété .

Remarquons, en passant, que les nombres

1
an = Anr , ßn = Bnr

P

représentent toutes les solutions de cette autre équatio n

de FERMAT
x` - ap2 y ` = (- l )rF

déduite de l'équation (1) .

La détermination générale du rang d'un nombre donn é

est évidemment un problème très difficile, mais il est facil e

de démontrer les propositions suivantes :

1 . Soit la base a résidu quadratique du nom-

bre premier p, le rang de p est toujours diviseu r

de p-1.

1 Voir mon Mémoire : Recherches sur l'Équation de Fermat, ärticle X .
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Posons pour abréger

p = 2aL' < 1 ,

les formules de LAGRANGE

suppléées par les congruences

(Pk 1

	

(-1)lc
(mod p), 0<k<p-1 ,

donnent immédiatement
s-u

8 1 a
sApAi-I ~ ~ 	 A1 , ~ (mod p)

s=u

s =tc-1
-A~'-' B t > (B12

a` s
i

	

4 z /)
S = 0

Î3p1 (mod p) ,

d'où, en vertu de (1),

An_ 1 = (_1)E
(A 1' +

1-ap+1 B1 -1-1)

Bp- 1 = (-1)F+1 Al B1(AJ'_1-a~.'BP-1) (mod p) .

Appliquons ensuite le théorème de FERMAT, nous aurons ,

quel que soit le nombre premier impair p ,

(2) Ap-1 = (-1)E (A 1`' - a''+ I B12) (mod p)

(3) Bn- 1 = (- 1) e+1 (1-aP) A, B i (mod p) .

Soit maintenant a résidu quadratique de p, on aur a

donc les congruence s

(4) Ap-1 1 (mod p)

(5) Bn-1 = 0 (mod p)

dont la dernière n'est autre chose que la proposition I .

M.,,G. RAsc1I, en appliquant les formules de LAGRANGE

(mod p)
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2aB2 = A~-1 -( 1)~E

2A u Bp = Bn_1 ,

a déduit de (4) cette autre congruenc e

2aB2 - 1- (-1) ß`E (mod p) ,

ce qui donnera

(6) B1~ - 0 (mod p)

(7) Ap

	

0 (mod p)

selon que pe est pair ou impair ; c'est-à-dire que M . RASC H

a démontré la proposition :

II. Soit la base a résidu quadratique du nombr e

premier p, et soit a une base de seconde espèc e

ou soit p de la forme 4v+1, le rang de a est divi -

seur de P 2-
1

Quant à la seconde des congruences de M . RASCH, j'en

ai déduit la proposition curieuse :

III. Soit la base a de première espèce résid u

quadratique du nombre premier p = 4v--H 3, le ran g

de p est précisément égal à p-1.

En effet, supposons que le rang r du premier p soit

une aliquote de p-1, nous aurons

cr = 2v+1 = (2k+1)r ;

c'est-à-dire que r est nécessairement un nombre impair ,

ce qui est impossible, parce que les nombres An, et B2,,+1

sont premiers entre eux .

A ces trois propositions, nous avons à ajouter un e

quatrième, savoir :

IV. Soit la base a de première espèce non-résid u

du nombre premier p = 4v+ 3, le rang de p es t

touj ours multiple de 4 .

En effet, l'équation de FERMA T

(s)

	

A2n-I-1 +1 = a B .n+1
Vidensle . Selsk . Math .-fysiske Mede, V, 1,

	

ä
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montre clairement que le nombre premier p ne peut divise r

aucun des nombres B2,,+1, de sorte que le rang de p es t

un nombre pair .

Soit ensuite le nombr e

B4n+2 = A2n-F1 B2n+ l

multiple de p, A2n+1 aura nécessairement la même propriété, .

ce qui donnera, en vertu de (8) ,

1 (m o d p) ,a132n-i-1 =

congruence qui est impossible, parce que a est non-résid u

de p .

Soit par exemple a = 2, cette base est résidu quadra-

tique des nombres premiers de la forme 81E+1 et non -

résidu de p = 8,u+3 . Le rang du nombre premier p = 8,u- 1

est donc égal à 8,u-2, tandis que le rang du nombre pre-

mier 8,u,+ 1 est diviseur de 4,u, et le rang du nombre

premier p = 8,u ± 3 est multiple de 4 .

Le nombre premier 7 est par exemple du rang 6 ,

le nombre premier 17, au contraire, du rang 8, ca r

A 3 =7, A 4 =17 .

XVI . Des diviseurs réguliers .

Supposons que le diviseur d de la base a soit premier

avec le nombre Bi , déterminé par l'équation de FERMA T

(1)

	

A 12 -a13 1 2 = (-1) ' ,

nous disons que d est diviseur régulier de a .

Les diviseurs réguliers jouent un rôle important, dan s

la théorie des équations de LAGRANGE, comme le montren t

clairement les théorèmes que nous avons à démontrer

concernant cette idée .

I . Supposons que le facteur régulier d de l a

base a contienne les facteurs premiers pi p2 . . . p1. ,

le nombre
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(2)

	

K = p"
Pza '

	

Pra, .

est précisément du rang K, par rapport à la base a .

A cet effet, étudions tout d'abord la puissance p'• du

diviseur régulier p, les formules de LAGRANG E

Al. = i+(2)aBiAi'--+ . . .

Bk
= (I

ci I3 1 A k +
(3k

)
aBl

1
3 A i,-3 +

donnent les congruences

(2) A k

	

Ai (mod p)

(3) Bk = kB, A k
1

(mod

	

p) ;

c'est-à-dire que Bp est le premier des nombres B k qui soit

divisible par p, de sorte que p est, par rapport à la base a ,

précisément du rang p .

De plus, on aura, en vertu du théorème de FERMAT,

(4) Ap - A l (mod p)

(5) 1Bp - Bl (mod p) ,
P

de sorte que le nombre premier p est aussi diviseur régu-

lier de la base

(6) al = ap 2 .

Étudions ensuite l'équation de FERMA T

(7) x2 -al y 2 _ (-1) fß ,

puis désignons par (A,1) , B,1) ) une solution

cette équation, nous aurons

1 =k

	

pk ' Bk

	

P
BPk '

ce qui donnera, en. vertu des congruences

Ah' > - Al (mod p )

B k l> = Bl (mod p) .

Cela posé, il est évident que le nombre premier p est ,

quelconque de

(8)

	

A (1) = A

	

1

(4) et (5),

(9 )

(10)

5*
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par rapport à la base a i , du rang p, de sorte que p' es t

du rang p', par rapport à la base a . Et la conclusion de

i-1 à a. est evidente, de sorte que la puissance pz est égale

à son rang par rapport à la base a .

Posons généralement
(11)

	

a i = api ,

puis désignons par (AJ», e)) une solution quelconque d e

l'équation de FERMA T

(12)

	

x'-a i y' = (-1)6)- ,

nous aurons, quel que soit l'indice ) ,

(13)

	

A I. (mod p)

(14)

	

Blé- )

	

B k (mod p) ,

ce qui donnera particulièremen t

(15)

	

A a) = Api (mod p)

(16)

	

B I())

	

1 BI,). (mod p) ,

.Ei = q:)2-

donnera immédiatement cette autre proposition :

II . Leg deux bases a et aK2 sont toujours de l a

même espèce, pourvu que K soit impair. Soit, a u

contraire, K un nombre pair, aK' est toujours un e

base de seconde espèce .

p
congruences qui nous seront très utiles dans ce qui suit .

Revenons maintenant au nombre K, défini par la for -

mule (2), puis remarquons que chacun des facteur s

x .sps

	

s=1, 2, 3, . . .,r ,

premiers entre eux, est précisément égal à son rang par

rapport à la base a, il est évident que le nombre K es t

du rang K par rapport à la base a .

De plus, l'égalité
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Supposons particulièrement que la base a et le nombre

B1 soient premiers entre eux, nous disons pour abrége r

que a est une base régulière, et l'application des théorème s

précédents aux bases régulières est évidente . C'est pourquoi

nous nous bornerons à démontrer la proposition suivante :

III . Posons

(17)

	

Bi = foi ,

où ,Br est premier avec a, tandis que tous les fac-

teurs premiers de f divisent aussi a, le nombr e

(18)

	

a' = af2

est une base régulière .

En effet, remarquons que f divise tous les

	

puis

posons

( 19) am=Aµ, em

	

,
f

nous aurons évidemment

a'ßß = a Bm2

de sorte que toutes les solutions de l'équation de FERMA T

	

(20)

	

x2 -a' y 2 = (- 1)''

se présentent sous la forme

x= a~ , Y = /3p .

Dans l'article XVIII, nous avons à donner des applica-

tions importantes des bases régulières, applications qui

exigent une étude plus approfondie des solutions d'une

équation de LAGRANGE.

XVII . De l'ordre des positifs entiers .

Quant à l'équation de LAGRANGE

(1)

	

u 2 -av2 = (-1) `r w ,

supposée résoluble, il est évident que les solutions de cett e

équation contiennent les solutions de celle-ci

(21)
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u 2 - ap'v2 = (-1)6lcv ,

pourvu qu'elle soit résoluble, ce qui n'est pas toujours le

cas, parce que (-1)61 c) doit être résidu quadratique de p .

Quoi qu'il en soit, supposons résolubles les deux équa-

tions (1) et (2), puis désignons par (uq, vq) le premier élé-

ment d'une suite S, appartenant à l'équation (1), dans le -

quel vq est multiple de p, nous disons pour abréger qu e

le nombre p appartient, dans la suite S, à l'indice q, et ,

cette définition adogtée, nous avons tout d'abord à démon-

trer deux lemmes fondamentaux :

1 . Supposons que le nombre p, du rang r pa r

rapport à la base a, appartienne, dans une suite S

de l'équation (1), à l'indice q, nous aurons tou-

jours q < r. De plus, soit S ' la suite coordonné e

de S, p appartient, dans S', à l'indice r-q+1 .
En effet, supposons q > r, puis posons

q=rs+t, 1<t<r ,

la formule récursive

vq = utBrs + viA r s

(2 )

montre que est divisible par p, ce qui est impossible ,Ut

de sorte que nous aurons nécessairement q < r .

Soit ensuite w > 2, et soit (u, vF0 un élément quel -

conque de la suite S' coordonnée à S, on aur a

uq Ur 4 + vq ar-q+1 = wBr

de sorte que vr_q+ 1 est nécessairement multiple de p, parce

que p, étant diviseur de vq, est premier avec uq, et il es t

évident que vr_q-r1 est le premier des nombres D'y qui puisse

être divisible par p .

Dans le cas particulier w = 2, nous disons que l e

nombre p est, par rapport à la suite S, de l'ordre q .

Supposons ensuite, pour w > 2, q < r- q + 1, nous
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disons de même, que p est, dans le couple de suites coor -

données S et S ', de l'ordre q.

Cela posé, il est facile de démontrer le second de s

deux lemmes susdits :

II. Supposons que le positif entier p du rang r

appartienne, dans la suite S, à l'indice q,, tous le s

nombres vq+rs sont multiples de p, tandis qu'aucu n

autre des vy ne peut posséder cette propriété.

En premier lieu, il résulte immédiatement de la formul e

récursive
vq+rs = vqArs -f- uq Brs

que vq+rs est multiple de p . Soit ensuite v„Z , pour m> q ,

divisible par p, on aura

v77, = Uq Ana-q + ugB77,- g

de sorte que B77,_q est multiple de p, ce qui donnera

m-q = rs, ln = q+rs .

Or, ces deux lemmes établis, il est facile de démontrer

le théorème général :

III. Supposons que le positif entier p du rang r

soit, dans les deux suites coordonnées S et S', d e

l'ordre q, les élément s

(

	

1

	

\

	

1
(3) %+rs, p Zl q-hrs /

	

ur-q+rs+1,
p

vr -q-hrs-1)

forment un couple de suites coordonnées appar-

tenant à l'équation (2).

Quant aux exposants d et dl qui figurent dans le s

équations (1) et (2), on aur a

(4) d l = -r rs ,

oit e est déterminé par l'équation de FERMA T

(5) Al

	

=

Soit par exemple r= 2, on aura q =1 ou q = 2 ; c'est -

à-dire que le nombre p du rang 2 ne peut appartenir à
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un couple de suites coordonnées S et S', à moins que

D i et vz ' ou u2 et vi ' ne soient multiples de p .

Généralement on peut dire que les idées du rang et d e

l'ordre des positifs entiers jouent un rôle fondamental dans

la théorie des équations de LAGRANGE, ce qui est mis en

pleine lumière par la proposition suivante :

IV. Supposons que les rangs r i et r2 des nom-

bres pi et p2i appartenant tous deux à l'équatio n

(1), soient premiers entre eux, le produit pipi ap-

partient aussi à cette même équation .

En effet, supposons que les nombres pi et pz appar-

tiennent, dans une suite des solutions de l'équation (1), .

aux indices si et sz, les indices pa et v des v k qui sont

multiples de p, respectivement de p 2 , se présentent sous la

forme

(6) = 5 i + l'i îC , Y = S 2 + r2 %i, ,itt

donc le produit pip' ne peut appartenir à la suite susdite ,

à moins que

(7) ,u, = v ,

condition qui est à la fois nécessaire et suffisante .

Or, l'équation (7) n'est autre chose que l'équation in -

déterminée

r i z-rzît = s i -sz ,
toujours résoluble, parce que ri et rz sont premiers entre eux.

Soit par exemple

y = Q+ r2 ,

on aura, en vertu de (8) ,

FG = v = si+ri+kr1 '2, 0 < si+r•1.Q

	

r i rz ,

où k est un positif entier quelconque .

Supposons, au. contraire, que les rangs r i et rz aient

le plus grand diviseur commun f, l'équation (8) n'est pas .

(8)
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résoluble, à moins que

(9)

	

si - s2

	

0 (mod f) ,

condition que permet de résoudre, aussi dans ce cas ,

l'équation (8) ,

Quant à la suite coordonnée S ', pi et p2 appartiennent

respectivement aux indices

s', = TZ -Sj + 1 , s2 = l'2-S 2 + 1 ,

ce qui donnera
si - s2 - 0 (mod f) .

Soit par exemple

a=2, pi- 2 , p 2 =3 ,

r' 1 = 2, r2 = 4 ,

de sorte que le diviseur 6 n'appartient à un couple d e

suites coordonnées de l'équatio n

u 2 -211 2 =

	

co ,

à moins que les ordres si et s2 des premiers 2 et 3 ne

soient de la même parité .

Revenons maintenant à l'équation de FERMA T

An -aB 2 = ( -1) '

nous savons que les deux nombres Ai et B2,1+i sont tou-

jours premiers entre eux, quels que soient leurs indice s

k et 211+1 .

Quant à l'équation de LAGRANG E

u2 - aU 2 = (-1) `l co

nous trouvons une propriété analogue, savoir :

V. Un nombre du rang impair, par rapport à

la base a, qui appartient à une suite (un, vn) de s

solutions de l'équation (10) est premier avec tou s

les nombres un .

En effet, supposons que u~ ne soit pas premier avec

on aura

(10)
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le nombre p du rang impair qui appartient à la suite

(un, un), il existe un indice plus grand que p, savoir ,a+ v ,

tel que v,u.+p est multiple de p, et nous aurons

v~+y = u t, B„ + vpAy

de sorte que p et Ay ne sont pas premiers entre eux, ce

qui est impossible .

XVIII . Propriété remarquable des bases régulières .

Les développements de l'article précédent montrent

clairement qu'il existe une grande analogie entre les équa-

tions de FERMAT et de LAGRANGE . Néanmoins ces deux

classes d'équations indéterminées présentent des propriété s

entièrement différentes, ce qui est mis en pleine lumièr e

par les recherches suivantes .

Supposons que le nombre p soit, par rapport à la base a ,

du rang r, de sorte que

(1) B,. = pYK ,

où K n'est pas divisible par p, nous disons pour abréger

que le nombre p est, par rapport à la base a, du rang r

et de la hauteur z .

Soit maintenant e un positif entier quelconque, il

existe, en vertu des développements de l'article XV, des

indices s, tels que

(2) BS = p "`+E' Kl ,

où K1 n'est pas divisible par p .

Quant à l'équation de LAGRANGE

(3) u 2 - av2 = (-1)6 w ,

l'étude des diviseurs des nombres v t, est plus compliquée .

En effet, supposons que le nombre p appartienne, dans

une suite S, à l'indice m, de sorte qu e

- p ..
(4) vnI

	

M ,
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où M n'est pas divisible par p, nous aurons à démontre r

la proposition curieuse :

I . Soit, dans les équations (1) . et (4), i <z, tou s

les v~ qui sont multiples de p, sont divisibles pré-

cisément par pz , de sorte qu'il n'existe aucun v ,u

qui soit divisible par une autre puissance de p .

Supposons
Vin = p )'M , B~ .k = pxL ,

le nombre M n'est pas divisible par p, et nous aurons, en

vertu des formules récursives ,

vin+rk = p'' (MA 1 .k -I- ump' ' L) ,

ce qui montre clairement que Vl,±_rk est, quel que soit k,

divisible précisément par la puissance p2 , parce que M et

Ark sont tous deux premiers avec p .

Quant à l'hypothèse î, > z, démontrons tout d'abord l e

lemme suivant :

II . Soit p un diviseur premier régulier de l a

base a, les deux équations de LAGRANG E

u ' av' =(-1)6 w, u' - ap 2 v 2 =(-1)£ w

sont, pour des exposants convenables d et e n

même temps résolubles ou non, et, en cas de réso-

lubilité, ces deux équations sont du même genre .

Quant à la démonstration de ce lemme fondamental, i l

s'agit évidemment de démontrer que le diviseur p appar-

tient à un couple quelconque de suites coordonnées de l a

premières des équations (5) .

A cet effet, soit ( u 1 , v 1) le premier élément d'une suit e

quelconque appartenant à l'équation susdite, la formul e

récursive générale

(5)

Vk+l = u1 Ak + a Bk

donnera, en vertu des congruences (2) et (3) de l'article XVI,

(6)

	

vk -1 - A 1-1 (Ai v l + ku 1 BI) , 1 k p-1 ,
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et il est évident que les deux congruence s

(7) U
k+1

- 0 (mod p)

(8) rJ1 A 1 ~ ku1B1 - 0 (mod p)

sont équivalentes .

Cela posé, introduisons, dans (8), successivemen t

(9)

	

u1=1,2,3, . . .,p-l ,

puis supposons les congruences ainsi obtenues satisfaites

respectivement par

(9)

	

Ul = a
(k)

a 2k),

	

. , apIc)
,

il est évident que la différenc e

a (k) a (k)

	

, $
y

,ct

	

N

ne peut jamais être divisible par p ; car on aura, dans ce cas ,

u 1 B1 (p-v) 0 (mod p) ,

ce qui est impossible, parce que u 1 B1 est premier avec p,

et 1 ,u,-v~ < p.

Divisons maintenant par p les nombres 40, nous au-

rons les restes
1,2,3, . . ,p-1 ,

pris dans un ordre inconnu ; c'est-à-dire que la congruence

(8) est satisfaite par les p-1 couples des valeurs différente s

de ul et vi :

(10)

	

( 1 , ail' ) ) , (2, (z2k) ) , . . . , (p-l, aP k)i ) .

Démontrons ensuite que les deux congruence s

vA 1 + k1 uBI 0 (mod p)

UAl + k2 uß1 - 0 (mod p) ,

oit k 1 $ k2 , ne sont jamais satisfaites par le même couple

(u, u) .

On aura, en effet, dans ce cas ,

(k1 -k2 ) uB1 - 0 (mod p) ,

ce qui est impossible .
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Cela posé, introduisons, dans (10), successivemen t

k1, 2, 3, . . .,p-1 ,

nous aurons tous les (p-1)2 couples de la forme

(a, ,8) , 1

	

cc < p-1 , 1 < fi < p-1 ,

et il est évident qu'il existe de telles valeurs a et fi que

u l

	

(mod p) , U l fi (mod p) ;

c'est-à-dire qu'un seul des nombre s

U l, v2, U3 , . . ., Up

est toujours divisible par p, de sorte que le diviseur p ap-

partient à une suite quelconque formée des solutions de

l'équation (5) .

Appliquons ensuite la méthode développée dans l'article
XVI, nous verrons que les deux équation s

iI 2 - aU
2

	

(-1)d cA, II2-ap2).U2 = l/-1)e (t)=

sont en même temps résolubles ou non, et, en cas de ré -

solubilité, elles sont' du même genre .

Étudions maintenant la base régulièr e

a = p ~ l
oc ,p~ . . . p,a r ,

où pl p 2 . . . p,- sont des

posons

(12)

la méthode appliquée dans l'article XVI, donnera ici l e

théorème fondamental :

III . Soit a une base régulière, les deux équa -

tions indéterminée s

(11)

	

u 2- aU2 = (-1)61w, I 2 -aK2 U 2 = (-16 co ,

sont, pour des valeurs convenables des exposant s
dl et é2, en même temps résolubles ou non, et, e n

(11)

facteurs premiers inégaux, puis

K =pl p l~z .pßr
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cas de résolubilité, les deux équations sont d u

même genre .

Exemple I . Le nombre a = 10 est une base régulière

de première espèce, car l'équation de FERMA T

x2 -10 2 = ± 1
donnera

Al=3, B 1 =1 ,

de sorte que l'on aura

A,=19, B 2 =6 ; A 3 =117,

	

B;3 =37.

Supposons ensuite résoluble l'équation de LAGRANG E

(12)

	

u 2 -10v2 =

	

co ,

cette autre équation

(13)

	

u2-22n+l52p+l v 2 = (-1)J` ca

est aussi résoluble, quels que soient les exposants n et p ,

et les équations (12) et (13) sont du même genre .

Étudions un peu plus profondément l'équation spécial e

da la forme (13)

(14)

	

u 2 -1000 v 2 = (-1)îco ,

puis désignons par (ni , u1) le premier élément d'une suit e

quelqonque des solutions de l'équation (12), nous pouvon s

nous borner à étudier le cas où a l et vl sont tous deux

impairs et non multiples par 5 . En effet, soit v l divisibl e

par 10, nous aurons immédiatement une solution de (14) ;

soit ensuite a l multiple de 5, ou soit v l un nombre pair,

les deux nombres
3v 1 ± ul

sont premiers avec 10 .

Or, supposons al et vl tous deux premiers avec 10, j e

dis que nous aurons toujours une des quatre congruence s

(15) 3u1 J_ u 1 - 0 (mod 10)

(16) 1171)1 1 37u1 - 0 (mod 10) .
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En effet, supposon s

ul - a (mod 5), vl

	

(mod 5) ,

ce que nous désignons par le symbole (a, 4'), une des con-

gruences (15) est satisfaite pour les 8 combinaison s

(1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1), (2, 4), (4, 2), (3, 4), (4, 3) ,

tandis que qu'une des congruences (16), ou, ce qui est l a

même chose,
v 1 ± u1 - 0 (mod 10)

est satisfaite pour une des 8 combinaison s

(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 4), (4, 1), (2, 3), (3, 2) .

Considérons par exemple l'équatio n

u 2 -10v2 = + 39 ,

ses deux couples de suites coordonnées sont déterminé s

par les solution s

1 2 -10 . 2 2 = - 39, 17 2-10 . 5 2 = 39

ce qui donnera, pour l'équation

u 2 -1000 v 2 = - 39,

deux couples de suites coordonnées, détérminées par les

solutions
31 2 -1000 . 1 2 = 5191 2 -1000 . 167 2 ='-39.

Le premier de ces deux couples provient des réduites

de la fraction continue qui représente j/1000 .

Revenons maintenant aux équations (1) et (4), dans

lesquelles a,

	

z, puis posons, dans l'équation (3) ,

(17) a1 = ap 2 ' ,

p est un diviseur régulier de la base a1 , de sorte que p

appartient à une suite quelconque des solutions de l'équatio n

(18) u2 - a1 v 2 = (-1)5 w .

Exemple II . Soit a = 7, on aura A1= 8, B 1 = 3, de sort e

que le nombre premier 2 est du rang 2 et de la hauteur 4 .
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L'équation de LAGRANGS

u 2 -7v2 = 57

est du rang 4, en ayant les solutions primitives

8 2 -7 . 1 2 = 13 2 -7 . 4 2 = 57 ,

de sorte que nous auron s

13 2 -28 . 2 2 = 45 2 -28 . 8 2 = 57 ,

donc l'équation
u 2 -28v2 = 57

est aussi du genre 4, et c'est la même chose pou r

u 2 -112 v 2 = 57 ,

tandis que les équation s

u 2 -7 . 22"v2 = 57, n > 3 ,

toujours résolubles, ne sont que du genre 2 .

Exemple III . Le nombre 2 est, par rapport à la base 14,

du rang 1, parce que l'on aura A 1 =15, B1 = 4 ; l'équation

u 2 -14v2 = -55

est du genre 4, car on aura

1 2 -14 . 22 = 292 -14 . 8 2 = - 55 ,

c'est-à-dire que l'équation

LI2 -56 v2 = - 5 5

est aussi du genre 4, tandis qu e

u 2 -224v2 = - 55, u2-14 .22„v2 = -55, n > 2

ne sont que du genre 2 .

L'équation

	

u 2 -14v2 = 27 5

est du genre 4, ca r

17 2 - 14 . 1 2 = 312 -14 . 7 2 = 275 ,

tandis que les équation s

u 2 -14 . 2 22n v 2 = 275 , n > 1 ,

sont irrésolubles .
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Exemple IV. Soit a = 41, on aura A l = 32, B 1 = 5, de

sorte que le nombre premier 5 est, par rapport à la bas e

41, du rang 1 .

L'équation de LAGRANGE

u2 - 41 v2 = ± 664

est du genre 4, et ses deux couples de suites coordonnées

sont déterminés par les solution s

19 2 -41-52 = - 664, 752 -41 . 11 2 = 664 ,

donc l'équation
u2 - 1025 v2 = i 664

n'est que du genre 2 .

Ces exemples, pris au hasard dans ma Table des so-

lutions des équations de LAGRANGE, sont typiques pour l a

nature de ces équations .

XIX. Des diviseurs 2, 3, 5 .

La seconde partie de la Table de DEGEN qui contien t

les solutions Al et B1 de l'équation de FERMA T

A 1 2 -aB12 = - 1

est d'un aspect curieux, parce que beaucoup des nombre s

B 1 ou Al sont multiples de 5 .

Or, ce fait curieux est une conséquence immédiate des

deux propositions suivantes concernant le diviseur 5 :

I . Soit a une base de première espèce de l a

forme 4k+l, le nombre premier 5 est, par rappor t

à la base a, du rang 1 ou du rang 2 .

Remarquons que, dans l'équation (1), la congruenc e

A 12 - 1 (mod 5 )

est exclue, parce qu'elle donner a

a B12 - 2 (mod 5) ,

ce qui est impossible . On aura donc ou
Vidensle. Selsk. Math .-fysiske Medd . V, 1 .

	

6

(1)
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A1 2 _ -1 (mod 5)
ce qui donnera

Bl - 0

	

(mod 5) ,

de sorte que 5 est du rang 1, ou

A12 - 0

	

(mod 5)

ce qui donnera le rang de 5 égal à 2 .

On voit que, dans ce cas, un des nombres B1 et A l est

toujours multiple de 5 .

II. Soit a une base de première espèce de l a

forme 5k±2, le nombre premier 5 est, par rap -

port à la base a, du rang 1 ou du rang 3 .

Dans ce cas, il est 'évident que A l ne peut jamais êtr e

multiple de 5, de sorte que l 'on aura ou

A 12 --1 (mod 5) ,
ce qui donnera

731 = 0 (mod 5) ,

et 5 est du rang 1, ou

(mod 5) ,A12 - 1
et la formule

B3 = Bi (4A1 2 -}- 1 )

donnera immédiatement

B3 = 0

	

(mod 5) ,

de sorte que 5 est du rang 3.

Remarquons que, la proposition II donnera, comme

corollaire, cette autre :

III. Soit a=5k±2 une base de première espèce ,

les nombres 5 2n a sont aussi, quel que soit l'expo -

sant n, des bases de première espèce .

Soit maintenant a= 5k + 1 un base de seconde espèce ,

savoir A 1 2 -I312 = 1 ,
la congruence

(1) A 3,2 - -1 (mod 5)
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est toujours exclue, de sorte que l'on aura o u

(2)

	

A 1 2 = 1 (mod 5) ,

ce qui donnera
B1 = 0 (mod 5)

et 5 est du rang 1, ou

(3) Al =0 (mod5) ,

donc 5 est du rang 2 .

Dans ce cas, un des nombres Al et B 1 est toujour s

multiple de 5 .

Soit ensuite a = 5k * 2 une base de seconde espèce, o n

aura aussi à considérer la congruence (1), de sorte que l e

rang du nombre 5 est égal à 1, 2 ou 3 .

Quant au diviseur 3, nous avons à démontrer la pro-

position :

IV. Soit

(4) a=3k+1, 1=1, 2

une base de première espèce, le nombre premier 3

est, par rapport à la base a, du rang 21.

En effet, l'équation de FERMAT donnera

A12 = aB1 2 - 1

A 2 2 = aB 2 2 +1 ;

soit donc a = 3k+ 1, on aura

Al = 0 (mod 3)

et 3 est du rang 2, tandis que l'hypothèse a = 3k+2 donne

A 2 = 0 (mod 3) ,

donc 3 est du rang 4, parce qu e

B 2 = 2A 1 B 1

ne peut jamais être multiple de 3 .

Quant au diviseur 3, nous avons encore à démontrer

la proposition :
G*
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V. Soit a = 3k+2 une base de première espèce ,

les deux équations de LAGRANG E

u 2 -av2 = + co, u2 - 9av2 = (-1)6w

sont, pour une valeur convenable de l'exposant d ,

en même temps résolubles ou non, et, en cas d e

résolubilité, elles sont du même genre .

En effet, soit (un, vn) l'élément général d'une suite S

appartenant à la première des équations (5), et soit v 1

multiple de 3, il est évident que le diviseur 3 appartien t

à la suite S. Soit ensuite u 1 multiple de 3, on aura

v3

	

A 2 v 1 -ß B 2 u 1

	

0 (mod 3) ,

car A 2 est multiple de 3 .

Étudions maintenant le cas général où ni u 1 ni v I n'est

multiple de 3, un des deux nombres

vz = v1 A 1 +u1 B 1

v 1 ' = Iv
iAi -u1 Bi I

aura nécessairement cette propriété, et ( u 1 ' , v1') est la solu-

tion réciproque de (u 1 , v 1) ; c'est-à-dire que v4 est divisibl e

par 3 .

Remarquons que les propositions II et IV donnent im-

médiatement cette autre :

VI. Le nombre 15 est, par rapport aux base s

de première espèce de la forme 15v+2 ou 15v+ 8 ,

du rang 12 .

Quant au diviseur 2, nous avons à demontrer les deux

propositions :

VII. Soit a une base paire de première espèce ,

la puissance 2" est, quel que soit l'exposant v ,

égal à son rang par rapport à la base a .

Remarquons qu'une base paire de première espèce est

toujours un nombre de la forme 4k+2, il est évident que

(5)
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AI et BI sont tout deux impairs, de sorte que B2 est aussi de

la forme 41+2 ; c'est-à-dire que 2 est un diviseur régulie r

de la base a . De plus, on aura cette autre proposition :

VIII . Soit a une base paire de première espèce ,

les deux équations de LAGRANG E

u 2- av 2 = ±,, u 2 - 22rav 2 _ (-1) P co

sont, pour une valeur convenable de l'exposant

d, en même temps résolubles ou non, et, en cas d e

résolubilité, elles sont du même genre . .

On voit que cette dernière proposition se présente sou s

une forme élégante, dans le cas spécial a = 2 .
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CHAPITRE V

Des conditions de résolubilité .

XX. Remarques générales sur la résolubilité .

Revenons maintenant à la proposition I de l'article I

concernant la résolubilité d'une équation de LAGRANGE

(1) u 2 - a v2 = (-1)6w ,

puis posons

(2) u = as±r ,

il résulte, en vertu de (1) ,

(3) (-1)d w

	

r2 (mod a) ,

congruence qui détermine r, et l'équation (1) donner a

(4) (asr)2 -(-1) ß w = av 2 ,

équation qui permet souvent de résoudre immédiatemen t

l'équation (1), à l'aide d'une table des nombres carrés plus
petits que 100.

Posons ensuite, conformément à la congruence (3) ,

(5) (-1)4w = r2 + ka ,

il résulte, en vertu de (4) ,

(6) as2 ±2rsk=v2 ,

équation qui est souvent plus facile à résoudre que (4) .

De plus, cette dernière équation (6) indique immédiate -

ment beaucoup des cas dans lesquels l'équation (1) es t

irrésoluble ; un de ces cas est indiqué par la propositio n

suivante :
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1 . L'équation (1) est irrésoluble, pourvu qu e

l'on ait à la foi s

(7)

	

a=4À, +2, k=4,u+2, r=2v+1 .

En effet, il résulte, en vertu de (6), que v doit être u n

nombre pair ; soit v = 2v1 , on aura donc

(2~~ } 1)s2 ±(2v+l)s+(2,wß-1) = 2v 12 ,

équation qui est impossible, parce que son premier membr e

est un nombre impair.

On aura de même ces deux autres propositions :

II . Soit a = 8v+1 la puissance d'un nombr e

premier, l'équation de LAGRANGE

(8)

	

u 2 - 2av2 = w2

est irrésoluble pour w

	

81113 .

En effet, l'équation (8) donnera ou

u + w = 2p 2 , u w = 4ag2
ou

u + w = 4q 2 , u ça = 2ap`

où nous avons posé
v = 2pq ,

de sorte que p est impair, ce qui donnera respectivemen t

(9)

	

p 2 -2aq" = Lw, 2q2 -ap2

	

w ,

donc on aura nécessairement w = 8j i 1 .

III . Soit a = 8vß--1 la puissance d'un nombr e

premier, et soit w 2 la puissance primitive qu i

correspond à la base 2a, l'équation de LAGRANG E

(8) n'est résoluble, à moins qu e

(10)

	

a + w = 2x (mod 8), z

	

= 0, 1 .

Dans ce cas, nous avons seulement la seconde des co n -

gruences (9), et la congruence (10) est évidente .

Or, il est très curieux, ce me semble, que la propositio n

suivante admette beaucoup plus d'applications que le s

précédentes :
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IV. Supposons résoluble l'équation de LAGRANGE

(11) u 2 -av 2 = (-1)6p e q° ,

où p et q sont des nombres premiers inégaux, ce s

deux autres équation s

(12) u2 -av 2 = (-1Ypß' , u 2-av2 = (-1)z q°, z+) = (Y ,

sont en même temps résolubles ou non .

En effet, supposons résoluble une des équations (12),.

l'équation (11) est décomposable, de sorte que la seconde

des équations (12) est aussi résoluble .

Exemple I . Soit a = 37, cir e = 3, j 'ai annoté plus de

50 valeurs de q6, pour lesquelles l'équation (11) est réso-

luble, l'équation (12) irrésoluble, parce qu e

u 2 -37v 2 = + 3
est irrésoluble .

Exemple II . Soit a = 101, pe = 4, je connais plus d e

40 valeurs de q( r , pour lesquelles l'équation (11) est ré -

soluble, tandis que les équations (12) sont toutes deu x

irrésolubles, parce qu e

u 2 -101 v 2 = + 4
est irrésoluble .

XXI . Théorème sur les bases 2, 3, 5 .

Dans ce qui suit, nous désignous par a un quelconqu e

des trois nombres premiers

2, 3, 5 ,

par w un nombre impair, premier avec a, et nous avon s

à démontrer le théorème :

1 . L'équation de LAGRANGE

( 1 )

	

u2_av2 = (-1) ß w

est toujours résoluble, pourvu que a soit résid u

quadratique de chacun des .facteurs premiers de w,
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et que (-1) `Y w soit résidu quadratique de a, con-,
ditioiz qui est à la fois nécessaire et suffisante .

Ce théorème est bien connu, au moins pour a = 2, 3 ,

parce que l'on connaît une solution de l'équation (1) cor-

respondante, mais je ne me rappelle pas avoir vu autre-

fois l'équation (1) qui correspond à a = 5 .

C'est pourquoi il nous semble utile de démontrer de

nouveau notre théorème, en appliquant une méthode ana-

logue à celle des démonstrations de l'expression

p=x2 +ay2 , a=1,2,3,4 ,

où p est un nombre premier .

A cet effet, supposons tout d'abord que w soit égal à

un nombre premier p, de sorte que les deux condition s

susdites soient remplies, il existe un positif entier q < p

qui satisfait à la congruence

q 2 = a (mod p) .

De plus, il est possible de déterminer deux nombre s

entiers x et y qui satisfont à la congruence
x2_gzg2

= (x+ gg) (x-qq) 0 (mod p) ,

car p et q sont premiers entre eux .

Cela posé, nous aurons évidemment

(2)

	

x2 -aq
= pue ,

où M est un nombre entier . De plus, choisissons x et y ,

tels que

Ix i c 12- , I O I< 2

ce qui est permis, nous aurons, en vertu de (2) ,

<p ,
car a-1 < 4 .

Soit maintenant M = + 1, l'équation (2) n'est autre

chose que l'équation (1) pour w

	

p ; soit, au contraire
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I.MI > 1, nous aurons, en vertu de (2),

(3) (x-aM)'-a(y-ßM)2 = M1Y11 ,

où a et fi sont des positifs entiers quelconques, et où M1

est un nombre entier, et il est facile de démontrer que

l'hypothèse MI = 0 est inadmissible .

En effet, soit M1 = 0, on aura, en vertu de (3) ,

x = aM, y = ßM ,
donc il résulte,

(a 2 -aß2)M = p ,
de sorte que l'on aura nécessairement un des systèmes

d'équations indéterminée s

a2 -aß' _ ±1, M = ± p
a 2 -aß2 =± p, M=±1 ,

ce qui est impossible, parce que 1 < 111/11 < p .

Choisissons maintenant a et fi, de sorte qu e

Ix-aMI < 2I M I, Iy-ßMI < I M I ,
ce qui est possible, l'équation (3) donnera immédiatemen t

(4) Mil < IMI ,
à moins que

a = 5, x -aM = ±ZM, y- ßM =+2M ,

savoir
a=5, x=(a± )M, y=(ß±-)M.

Or, introduisons, dans (2), ces trois valeurs, il résult e

[(a 2)2 - 5 (ß ± ) 2 ] AÏz = p .

ce qui est impossible, parce que 1 < I MI < p .
Cela posé, on aura, en multipliant les équations (2) et (3) ,

[x(x-aM)-ay(y-ßM)J 2 -a [æ(y-ß1Y1)- y(x-a1Vl)] 2 =
= pM'1VI1 ,

ou, ce qui est la même chose,

(ax-aßy)2 -a(ßx-ay)2 = pMl

équation qui est de la même forme que (2), mais I M1 I < I M I .
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En continuant de cette manière, on trouvera finalemen t

une équation de la form e

(5)

	

x2-ay2 = (-1)ßp ,

savoir l'équation (l .) pour w = p .

Remarquons maintenant que p est un nombre impair ,

il résulte, en vertu du théorème II de l'article XIII, que

celte autre équation indéterminée

x 2 ay2 = (-l )nd'pn ,

où n désigne un positif entier quelconque, est aussi réso-

luble .

Enfin, supposons résolubles les v équations de la forme (6)

(6)

2x

	

aÿ 2 = ( 1)d'rp,
. nr r=1,2, . .

	

v ,

où les pr sont des nombres premiers inégaux, nous savons ,

en vertu du théorème I de l'article VI, que l 'équation in-

déterminée
2

	

2

	

+rT.2•••-~-dv n1 n 2

	

n v
x -a9 = .(-l)

	

Pl p2 . . . Pr

est aussi résoluble, et cette dernière équation est précisé -

ment l'équation proposée (1) .

En se rappellant que l'équation indéterminée

x 2 -y 2 = w ,

supposée résoluble, savoir que w n'est pas de la form e

4,1+2, n'admet qu'un nombre fini de solutions, il est bie n

curieux, ce me semble, que cette autre équatio n

x2 - ay2 = (-16w , a = 2, 3, 5 ,

supposée résoluble, n'admette pas seulement une infinité de s

solutions, mais, abstraction faite du cas particulier a = 3 ,

w = 2, au moins deux suites infinies de solutions .

Or, notre théorème général démontré, nous avons à

étudier séparément les trois valeurs susdites de la base a .

(7)
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XXII . Sur la base a = 2 .

Soit tout d'abord a = 2, le théorème I de l'article pré-

cédent donnera immédiatement, comme corollaire :

1 . L'équation de LAGRANG E

(1) u 2 -2v2 = + w

est toujours résoluble, pourvu que tous les fac-

teurs premiers de w soient de la forme 8v±1, et

seulement dans ce cas .

Quant à l'équation (1), on aura la proposition curieuse :

II. Soit (ul , vl) l ' élément primitif d'un coupl e

quelconque de . suites coordonnées appartenant à

l'équation (1), on aura toujours, quel que soit l e

paramètre w,

(2) ul < u1 ,

et inversement .

En effet, remarquons que la plus petite solution ( Al , B 1)

de l'équation de FERMA T

x2 -2y2 ± 1

est déterminée par Al = Bl = 1, la multiplication négativ e

donnera, en vertu de (1) ,

(3) (u-2v)2 - 2 (u-v)2 = w .

Soit maintenant n> 2v, on aura

u-2v < u, u-v > v ;

c'est-à-dire que l'indice de la solution (u-2v, u-v) est

plus petit que celui de (u, v) .

Soit ensuite v < u< 2v, on aura de mêm e

2v-u < u, u-v < v ,

de sorte que l'indice de la solution (2v - u, u- v) est plu s

petit que celui de (u, v), tandis que l'hypothèse u < v

donnera
2v-u > u, v -u < v ;
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c'est-à-dire que l'indice de la solution (2v - u, v - u) es t

plus grand que celui de (u, v) .

De plus, nous aurons à démontrer la proposition :

III . Soit (u1 , vi) l'élément primitif d'un coupl e

de suites coordonnées appartenant à l'équatio n

(1), on aura toujour s

~GJT1

2
	 >

vi >

En effet, il résulte, en vertu de (2) ,

u12-2v12 =

ce qui donnera immédiatement les relations (4) .

Étudions par exemple l'équation indéterminée

(5) u 2 - 2v2 = ± 4991 = + 7 . 23 . 31 ,

nous prenons pour point de départ les deux équation s

u 2 -2v2 = ±7, u2 -2v2 = ± 23 ,

dont les solutions primitives sont déterminés par les égalités

1 2 -2 . 2 2 = - 7, 32 -2 . 4 2 = - 23 ,

d'où il résulte, en multipliant ces deux équations ,

19 2 -2 . 10 2 = 161, 132 -2 . 2 2 = 161 ;

donc les éléments primitifs des deux couples de suite s

coordonnées de l'équatio n

u 2 -2v2 = ±- 16 1

sont déterminés par les égalité s

(6) 1 2 -2 . 9` = -161, 9 2 -2 . 11 2 _ - 161 ,

tandis que les solutions réciproques sont déterminées pa r

17 2 -2 . 8 2 = 161, 132 -2 . 2 2 = 161 .

Remarquons ensuite que l'équation indéterminé e

u 2 -2v'- = ±31

a sa solution primitive déterminée par

(4)
2
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1 2 -2 . 4 2 = - 31 ,

il résulte, en vertu de (6), que les quatre éléments primi-

tifs des huit suites coordonnées de l'équation (5) sont dé -

terminés par les égalité s

3 2-2 . 50 2 = 292-2 . 542 = 472-2 . 60 2 = 612-2 . 66 2 = -4991 .

XXIII . Sur la base 3 .

Remarquons que 3 est résidu quadratique des nombre s

premiers de la forme 12k ± 1, tandis que 12k +1 est résidu ,

12k-1 non résidu de 3, nous aurons, en vertu du théo-

rème I de l'article XXI :

1 . L'équation de LAGRANG E

(1)

	

u 2 -3v2 = (-1)6 w, w = 12v+(-1)ds ,

est toujours résoluble, pourvu que tous les fac-

teurs premiers de w soient de la forme 12k+ 1, e t

seulement dans ce cas .

On voit que w = 11 est le plus petit paramètre, appli-

cable dans l'équation (1) supposée résoluble, et l'on aura

la solution primitive déterminée par

1 2 -3 . 2 2 =-11 ,

d'où il résulte, en multipliant cette équation par l'équatio n

de FERMAT
2 2 -3 . 1 2 =1 ,

ces deux égalité s

8 2 -3 . 5 2 = - 11 , 42 -3 . 3 2 = -11 ,

et les deux solutions de 1'equation indéterminé e

u 2 3v 2 = -11 ,

ainsi obtenues, sont situées respectivement dans les inter -

valles I et I 2 , de sorte que tous les intervalles I„ con -

tiennent, pour n > 3, précisément deux solutions de l'équa-

tion (2) .

(2)



Recherches sur les Équations de Lagrange .

	

9 5

Multiplions maintenant par l'égalité

1-3 . 1 2 =-2 ,

l'équation (1), il résulte cette autre proposition :

II. Supposons résoluble l'équation (1), cette

autre équatio n

(4) u 2 -3v2 = (-e-1 2w, w = 12v +

est aussi résoluble, et inversement .

La multiplication susdite donnera, en effet ,

(al 3v) 2 - 3(u ± v)2 = (-1)6+1 2w ,

tandis que l'on aura, en multipliant cette dernière équa-

tion par (3),

5 2 -3 . 1 2 = 72 -3 . 3 2 = 22 ,

de sorte que tous les intervalles In contiennent, pour n > 2 ,

précisément deux solutions de l'équation

(5) u 2 - 3v 2 = 22

qui n'a aucune solution située dans l'intervalle I".

Quant aux équations (1) et (4), posons wl = w respec -

tivement wl = 2w, nous avons à démontrer la proposition :

III . Soit (u, v) la solution primitive d'un coupl e

de suites coordonnées appartenant å l'équatio n

(5) u 2 - 3v2 = - col

supposée résoluble, on aura toujours, quel qu e

soit le paramètre w 1 ,

(6) u < v ,

ce qui donner a

(3)

C u	
2

3v) 2 3 (n+

2

	 v) 2
(-1)6 w .

On aura, par exemple, en vertu de (2) ,

(7)
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En effet, supposons u > 2v, la multiplication négativ e

donnera
v 1 =u-2v< v ;

soit ensuite 2v> u > v, on aura de mêm e

U l = u- 2v > U ,

tandis que l'hypothèse u < v donnera

v 1 =2v-u>v.

Cela posé, on aura, en vertu de (5) ,

v 2 + w i > 3v 2 = u 2 + wi > wl + 1 ,

ce qui donnera immédiatement les inégalités (7) .

Étudions par exemple le paramètr e

co = 143 = 11 . 13 ,

les solutions
1 2 -3 . 2 2 = - 11, 42 -1 . 3 2 = 1 3

donnent pour l'équation indéterminée

(8)

	

u 2 = 30 2 = - 143

les deux solutions primitives

2 2 -3 . 7 2 = - 143, 72 -3 . 8 2 = - 143 ,

dont les solutions réciproques deviennent respectivemen t

17 2 -3 . 12 2 = - 143, 10 2 -3 . 9 2 = - 143 ,

qui sont toutes deux situées dans l'intervalle I 3 , tandis que

la multiplication négative donnera

25 2 -3 . 16 2 = - 143, 38 2 -3 . 23 2 = - 143.

On voit que la dernière de ces solutions appartient à

l'intervalle 14, tandis que la première est irrégulière, mai s

la multiplication positive donner a

982 -3 . 57 2 = - 143 ,

et, cette solution appartenant à l'intervalle I5 , il est évident

que tous les intervalles In contiennent, pour n > 5, pré-

cisément quatre solutions de l'équation (8) .
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Étudions encore, comme second exemple, l'équatio n

(9)

	

u'-3v' = -506 ,

les deux solutions primitives

1 2 -3 . 2' _ -11, 2 2 -3 . 3 2 = - 23

donnent immédiatement

16 2 -3 . 1 2 = 253, 202 -3 . 7 2 = 253 .

de sorte que l'on trouve, pour l'équation (9), les deux so-

lutions primitive s

1 2 -3 . 13' = -506, 13 2 -3 . 15 2 = - 506 .

XXIV. Sur la base 5 .

Il nous reste encore à étudier la base 5 qui est de

première espèce.

A cet effet, remarquons tout d'abord que 5 est u n

premier de la forme 4k + 1 ayant les deux résidus quadra-

tiques + 1, il est évident que 5 est résidu quadratique de s

nombres premiers de la forme 10k± 1 .

Cela posé, nous aurons la proposition :

1 . Soit co un nombre impair, l'équation d e

LAGRANG E

(1)

	

u 2 - 5v 2 = + w

est toujours résoluble, pourvu que tous les fac-

teurs premiers de w soient de la forme 10k+ 1, et

seulement dans ce cas .

Quant à l'équation (1), remarquons que les solution s

de l'équation correspondante de FERMAI•

x2 - J̀ÿ 2 = + 1
sont

(2, 1), (9, 4), (38, 17), (161, 72), (682, 305), . . .

On voit que les nombres premiers 11 et 19 représentent

les plus petites valeurs de co pour lesquelles l'équation (1 )
Videnyk . Selsk. Math .-fysiske Medd . V . 1 .
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soit résoluble, et les plus petites solutions correspondante s

3 2 -5 . 2 2 = - 11, 12 -5 . 2 2 = -19
donnent

17 2 -5 . 4 22 = 209 , 23 2 -5 . 82 = 209 .

Les solution s

4 2 -5 . 1 2 - 11, 1 2 -5 . 2 2 = 19

donnent de mêm e

6 2 -5 . 7 2 = - 209, 142 --5 . 92 = -209 ,

et l'on voit que la seconde de ces solutions est située dan s

l'intervalle 13 , tandis que la première est irrégulière .

Appliquons maintenant la multiplication positive, nous

trouvons, dans l'intervalle 14, les quatre solution s

47 2 -5 . 20 2 = 209, 54 2 -5 . 25 2 = -209

73 2 -5 . 32 2 = 209, 86 2 -5 . 39 2 = -209,

de sorte que tous les intervalles In contiennent, pour n > 4 ,

précisément quatre solutions de l'équation indéterminée

u 2 -5v2 = > 209 .

Multiplions maintenant l'équation (1) par cette autre

1 2 -1 •5 8 = - 4 ,

il résulte la proposition :

II . Supposons résoluble l'équation (1), cett e

autre équatio n
(4)

	

u 2 -51,2 = 4 w

est aussi résoluble, et inversement .

En effet, la méthode susdite donnera

(u.-1- 5v) 2 -5 (ni v) 2 = +4w ,

et u et v étant de parité différente, cette équation donn e

deux solutions de (3) .

Multiplions maintenant les équations (3) et (4), il existe

un exposant d, telle que nous aurons les deux équation s

résolubles

(2 )

(3)
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(u+ (~1)'5v)2-5(u+(41)6v) 2	 -	 	 = 1

(u__1)r5v)2(u_(_1)«v)2

=

	

,

ce qui nous conduira de l'équation (5) à l'équation (1) .

Soit 'par exemple co = 11, les deux équation s

3 2 -5 . 2 2 =

donnent respectivement

-11, 4 2 -5 . 1 2 = 1 1

7 2 -5-1 2 = 44, 13 2

	

5 . 5 2 = 44

1 2 -5 . 3 2 = -44, 9 2 -5 . 5 2 = -44 ,

de sorte que l'intervalle I3 contient les quatre solutions

9 2 -5 . 5 2 = -44, 13 2

	

5 . 5 2 = 44

17 2 -5 . 7 2 = 44, 19 2 -5 . 9' = -44 ;

c'est-à-dire que tous les intervalles In contiennent, pour n > 3 ,

précisément quatre solutions de l'équation de LAGRANGE

(5)

	

u 2 - 5v 2 = ± 44 .

Étudions encore l'équation

(6)

	

u 2 -5v 2 =+836 ;

les deux couples de solutions réciproques

6 2 --5 . 7 2 = - 209,

	

23 2 -5 . 8 2 = 209

14 2 -5 . 9 2 = - 209,

	

17 2 -5 . 4 2 = 209

donnent les solutions suivantes de (6) :

29 2 -5 . 1 2 = 836,

	

41 2 -5 . 13 2 = 836

qui sont toutes deux irrégulières ,

59 2 -5 . 23 2 = 836,

	

31 2 -5 . 5 2 = 836 ,

appartenant à I4 respectivement à 12 ,

3 2 -5 . 13 2 = - 836,

	

37 2 -5 . 21 2 = -836

qui sont toutes deux irrégulières ,

53 2 -5 . 27 2 = - 836,

	

17 2 -5 . 15 2 = -836

appartenant à I4 respectivement à I .
7 *
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Cela posé, on verra que l'intervalle 15 contient les huit

solutions de l'équation (6) :

179 2 -5 • 79' = 836, 233 2 -5-105 2 = -836

241 2 - 5 . 107 2 = 836, 28l 2 5 .125 2 = 836

287 2 -5-129 2 = -836, 377 2 -5 . 169' = 836

453 2 -5-203 2 = -836, 629 2 -5 . 281 2 = 836,

de sorte que tous les intervalles In contiennent, pour

n > 5, précisément huit solutions de l'équation susdite .
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