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AVANT-PROPOS

AGRANGE, dans son cinquiéme supplément a 1’Algébre
L d’EULER, a developpé une méthode ingénieuse, dont le
fondement est la détermination des valeurs rationnelles de
et y qui satisfont & I'équation indéterminée du second degré
) y? = Ax*+B,
olt A et B sont des nombres entiers donnés.

Or, Tlillustre géométre se borne au calenl numérique
des valeurs de x et y, sans étudier, a2 un point de vue
général, la nature de ces solutions, probléme qui semble
étre reslé inapercu jusqu’ici.

En effet, Heixrics WeBER, dans son Mémoire: Theorie
der reellen Irrationalzahlen !, ne cite, outre la Théorie des
Nombres de Lrcenprk, que la Table de DeEgex ? et une
petite Note de CavyLey® qui donne des formules et une
table numérique concernant les ¢quations spéciales
(2) y?—ax® = 44,

Remarquons, en passant, que la Table de Degen a été
continuée par CavrLev* et par M. E.-E. WuiTrorp °.

Quant a D'équation (1), on lit, dans le Jahrbuch ¢ un
comptle rendu si curieux qu’il faut le citer textuellement:

1 Archiv der Mathematik und Physik (3) t. 4, p. 205; 1909.

2 Canon Pellianus; Copenhague 1817.

8 Journal de Crelle, t. 53, p. 369—371; 1857.

4 Report of the British Association for the advancement of Science; 1893.
5 The Pell Equation; New-York 1912,

6 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik, t. 32, p. 197; 1901.
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»Sind Ty = §a(x+1) und Ty =3y(y+1) zwei Triangular-
zahlen, so soll die Gleichung T, = nTy, durch ganzzahlige
Werte von « und y befreidigt werden. Man setze X = 2x +1,
Y =2y+1, so kommt die Aufgabe auf die Lésung der dio-
phantischen Gleichung nY?—X*=n—1 zurick. Ist &, ¢,
eine Losung von £*—ng? =1, so kann man X und Y in

der Form darstellen:

X=Xt nagY,, Yr=&Y+ X,
wo X, ¥, irgend ein der Gleichung geniigendes Wertepaar
z. B. 1,1 ist.«

Les manques de précision et de clarté, que présente

>

cette régle pour la formation des solutions de I'équation
indéterminée

(3) —av? = —(a—1)

sautenl aux yeux. En premier lieu, la regle susdite est
formulée avec si peu d’exactitude qu’elle donne une infinité
de fois chacune des solutions qu’elle peut donner. Et,
question plus grave, cette régle peut-elle donner toutes les
solutions de I’'équation susdite?

A cette question il faut répondre que la régle susdite
ne peut donner toutes les solutions de I’équation (3) que
dans le seul cas spécial a = 3.

En effet, une recherche plus approfondie de I'équation
indéterminée du second degré
€Y w—av? = (—1)Y o,
ot a el w sont des positifs entiers premiers entre eux, et
ol «a n’est pas un carré exacl, montre que les solutions
de cette équation forment toujours, pour. e > 2, au moins
deux suites différentes. C'est-a-dire que la regle susdite n’est
compléte que pour a = 3.

Or, en se rappelant les nombreux comptes rendus mor-
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dants, parfois injustes, des publications qui ne donnent pas
des résaltats nouveaux, (jue feu M. Lampr a donnés dans
le Jahrbuch, on peut conclure que, en 1901, les fondements
les plus primitifs d’une théorie générale de I'équation (4)
étaient inconnus. Et I'on ne trouve rien d’'une telle théorie
dans la littérature postérieure 4 1901.

‘Mes recherches sur les bases de seconde espéce, dont
les facteurs premiers sont tous de la forme 4k -1, savoir
les nombres de la forme «®+ 8% ol « el 8 sont premiers

“entre eux, pour lesquels I'équation

®) P (@ By = —1

est nrrésoluble, m’ont conduit 4 calculer les solutions des
équations résolubles de la forme

(6) @—84p = (— 1),

parce que 34 est le plus petit des nombres susdits, et a étu-
dier certaines équations de la forme (3) qui s’y rattachent.
Or, les résultats ainsi obtenus sont si curieux et bizarres,
d’un caractére si étrange que je me suis proposé de calcu-
ler une table des solutions des équations résolubles de la
forme (4) qui correspondent aux valeurs

2<a<101, 2<w <1000,

parce qu'une telle table donnera beaucoup d’éclaircisse-
ments curieux sur I'équation (4).

Je remarque expressément que le calcul de la Table
susdite peut étre effectué par des artifices spéciaux, sans
appliquer la méthode assez compliquée indiquée par La-
GRANGE, dans son cinquiéme supplément a4 ’'Algébre '’ EvLER.
Néanmoins je propose de désigner comme équation de
LAGRANGE une équation de la forme (4).

Dans le Mémoire présent je vais exposer les propriétés
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de I'équation de Lacrancr qui ont été indispensables pour
mes calculs. C’est pourquoi je n’ai appliqué que des mé-
thodes purement élémentaires, sans faire usage de la théorie
des formes quadratiques, parce qu'il s’agit souvent des
indices des solutions, comme éléments dans des suites, et,
4 ce point de vue, la méthode purement élémentaire est
certainement la plus.pratique.

Il est possible que la théorie des formes quadratiques
donne immédiatement plusieurs des résultals que jai
obtenus, et j’ai vu que’ celte théorie donnera facilement
des propriétés théoriques de l'équation de LAGRANGE, pro-
priétés qui sont difficiles a obtenir par la méthode pure-
ment élémentaire. Dans des publicalions prochaines jexpo-
serai des propriétés fondamentales de certaines équations
de Lacrancr des formes spéciales et une méthode pour
la résolution numérique de telles équations.

En rédigeant mon Mémoire récent: Recherches sur
"équation de Fermat, je n'ai pas observé que les nom-
bres w, et r, sont bien connus, et que DEGEN a calculé
les w, qui correspondent & des valeurs de la base a au
plus égales a 1000; c’est-a-dire que la plupart des résultats
contenus dans le premier Chapitre de mon Mémoire susdit
ne sont pas nouveaux.

Copenhague, le 16 octobre 1922.
NieLs NIELSEN.
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CHAPITRE PREMIER

Des équations résolubles.

1. Définitions et propriétés fondamentales.

Dans ce qui suit, nous désignons comme équation de

LacraNgE une équation indéterminée de la forme
(1) n?—av? = (—1)%a,
ol le positif entier a, base de I'équation, ne doit pas étre
un carré exact, tandis que w, parameétre de I'équation, est
un positif entier premier avec a. Quant & I'exposant ¢, il
est parfaitement déterminé, en vertu de (1), ol a et » sont
donnés, pourva qu’il ne puisse pas rester arbitraire.

De plus, nous disons que l'équation (1) est résoluble,
pourvu qu’elle soit satisfaite par des positifs entiers u et v,
premiers entre eux.

Ces définitions adoptées, on voit que U'équation de
FrrMAT est une équation de LAGRANGE au paramétre 1.

De plus, on voit que I'équation indéterminée

n?—170% = 4
est irrésoluble, bien qu’elle soit satisfaite par une infinité
de valeurs paires de u et v, car le premier membre de cette
équation est, pour u el v impairs, multiple de 8.
Quant a notre étude de I'équation (1), supposée réso-
luble, nous avons tout d’abord & indiquer la proposition

évidente :
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I. Supposons résoluble I’équation (1), (—1)’w
est résidon quadratique d’un facteur quelconque
de a; de plus, a est résidu quadratique d’un fac-
teur quelconque de w. '

Soit ensuite, dans (1), w << Va, LAGRANGE a démontré
que I'équation susdite est toujours irrésoluble, 4 moins que
@ ne soit une des valeurs w,, provenues de la fraction con-
tinue de Va, de sorte que la solution compléte de I'équation
(1) est formée par les numérateurs et les dénominateurs
de certaines réduites de la fraction continue susdite.

Or il est facile de démontrer le théoréme général:

II. Soit @ une base donnée quelconque, il existe
une infinité de parameétres o, pour lesquels I’équa-
tion (1) est résoluble.

En effet, soit r un résidu quadratique de a, il existe
un positif entier «, tel que
(2) ai—aq =r,
et « est évidemment premier avec a, parce que r a celte
propriété.

Choisissons ensuite deux positifs entiers u et », pre-
miers entre eux, tels que

u=catan, v=a*+a@aem+amd
v = p+q
oli m et p sont des nombres entiers, puis posons
w=r+a@em+am® —ap,
il résulte, en vertu de (2),
(3) w—ar® = w,
et celte équation est certainement résoluble, parce que u
el v, a el w sont premiers entre eux.

Cela posé, il est évident que la proposition de LAGRANGE

ne donne que la solution d'une partie trés mince des équa-

tions résolubles qui correspondent & une base donnée a.
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Quant au paramétre o, il est facile de démontrer celte
autre proposition, supplémentaire de la précédente:

III. Soit @ un paramétre donné quelconque, il
existe une infinité de bases a, pour lesquelles
’égquation (1) est résoluble.

En cffet, choisissons un positif entier k, plus grand que
®, et premier avec w, puis posons

' a = k*— (*1)()‘0) ,
a est certainement un positif entier, premier avec a, qui
n'est pas un carré exact; car on aura évidemment
k—1)? < a < (k+1)%
De plus, 1l est évident que I'équation
—a? = (—1)%m,
ainsi obtenue, est résbluble, parce qu'elle est satisfaite par
u==5k, v=1.

Ayant ainsi démontré l'existence des équations réso-
fubles qui correspondent & une base donnée ou a un para-
métre donné, nous avons d démontrer le théoréme fonda-
mental :

IV. Supposons résoluble 1'équation (1), cette
équation admet une infinité de solutions.

En effet, multiplions I'équation (1) par I'équation cor-
respondante de FERMAT

Af—aBf = (D™,
ou n est un indice quelconque, il résulte
(4)  (udn+avBa)®— a(uBa+04n)? = (—1)™n,
de sorte qu’il ne nous reste qu'a démontrer que les deux
carrés qui figarent au premier membre de (4) sont pre-
miers entre eox.

Posons par exemple
(5) u, = wdp+avBy,, v, =uBy+ v,
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il résulte

(6) u=(—D"(uAdp—avyBn), v=(—1)%(v;An—u1By),
de sorte que u, et p; sont premiers entre eux, pourvu que
u et v le soient, et inversement,

Remarquons encore que la formule (4) donnera immé-
diatement cette autre proposition:

V. Soit a une base de premiére espéce, les deux
équations indéterminées
@) Bf—ar’= 4w, *—a’®=—u
sont en méme temps résolubles ou non.

En effet, k étant un nombre impair, parce que a est
une base de premiére espéce, il est évidenl que le second
membre de (4) a pour n pair ou impair, des signes diffé-
rents; c’est pourquoi nous écrivons, dans ce cas,

v —av’ =+t o
au lieu des deux équations (7).

Or, cette condition suffisante pour la résolubilité simul-
tanée des équations (7) n’est pas nécessaire, car on aura
par exemple

77 —34-12 =15, 112—34-2® = —15,
bien que 84 = 6*—2 soit une base de seconde espgce. Dans
une publication prochaine, nous avons a revenir aux équa-
tions de ce genre.

En terminant ce premier article, nous avons encore 2
démontrer une proposition qui nous sera souvent utile,
dans ce qui suit, savoir:

VI. Supposons résoluble une des quatre équa-
tions indéterminées
(8){ Ww—av? = —(4r+2), wi—av® =4k+}+2,

w—av? = (—1)?@k+4), wi—ap? = (—1)* 8L,

les trois autres sont toujours irrésolubles.
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En effet, u et v étant tous deux impairs dans chacune
des équations en question, u® et v? sont de la forme 8g--1,
de sorte que la premitre des équations (8) n’est pas réso-
luble, & moins que a=8»-3, tandis que la deuxiéme des
équations susdites exige a=8»-7; c’est-a-dire que Ies deux
équations en question se présentent sous la forme commune
{9) w—ar? = (—1D"T@rk+2), a=4r+ 3.

Quant aux deux dernitres des équations (8), on aura
respectivement a =8»-15, a=8»+1.

II. Des suites de solutions.

Revenons maintenant a I'équation générale de LAGRANGE
(1) u?—av® = (**I)Jw,
nous avons tout d’abord a démontrer le théoréme:

I. Une solution quelconque de 1’équation (1),
supposée résoluble, est toujours élément d’une
suite infinie de solutions
(2) (a,,v), (s, v9), ..., (Wn,vn), ...
formées successivement a 1’aide des formules ré-
cursives '

(3) Un4+1 = UnA;+avpBy, vnit1= upBy+vnd;.

On voit que ce théoréme est une conséquence immé-
diate de la formule (4) de larticle précédent.

Or, les équations (3) donnent, résolues par rapport 2
up et vn,
(4) (—l)kun = tpi1d;—avn1By, (‘1)"‘11;1 = Un—}—lAlﬁlle—lBl,
ol nous avons posé, comme ordinairement,
(5) A —aB} = (=D,

Cela posé, il est évident que les deux différences

UnA; —avn By, vnd; —unaBy



12 Nr.1. Niegrs NIELSEN:

ont toujours le méme signe, pourvu que n>1; mais pour
n=1 cela ne peut pas avoir lieu.

En effet, supposons que les différences
6) mA—av, B, = (—1)e, A —uB = (=1)"8
ajent toutes deux le méme signe, puis remarquons que

(@, 8) est une solution de I'éguation (1), nous aurons, en
vertu de (6),

(_l)k—‘r‘ulll = ad+ agB,, (_l)kjL‘“lﬁ =ab +84;.
ce qui donnera nécessairement Mv: k, et (o, ) est donc
une solution de la suite (2) qui précéde le premier élément
(ay, vy) de cette suite, ce (ui est impossible.

Les deux différences

Ay —av By, w, B —uv4

ont donc le méme signe, et il existe par conséquent un
exposant & tel que les nombres s et £ définis par les
expressions
(7 (1), =y A4, —av,B,, (—1# = u,B,—0v, 4,
sont tous deux positifs, et je dis que cet exposant J est
précisément celni qui figure dans l'équation
(8) u;—av; = (—1)"m.

En effet, résolvons par rapport & A; et B; les deux
équations (7), il résulte, en vertu de (8),
€)) wA, = s;u,-+atjp,, wB, = sv,+ Hu,
tandis que les formules (7) et (8) donnent
(10) si—at; = (DT,
de sorte que (s, t;) est aussi une solution de I'équation (1).

Quant & cette solution (sy, f;), deux cas seulement sont
possibles, savoir :

1° Les deux solutions (u;, v;) et (s, {;) sont identiques.

Dans ce cas, nous désignons comme fermée la suite (2).
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2° Les deux solutions {(uy, vy) et (sy, ;) sont différentes.

Dans ce cas, (sy, ) est le premier élément d’une autre suite

(11) (spo 1)y (80, 6)y ooy (Sns tn), ..

de solutions de I'équation (1), et nous aurons, en veriu
de (7),

(12) (— D%y, =54, —at B, (—1)"p, — B —14,.

Dans ce qui suit, nous désignons comme réciproques
les deux solutions (s;, #) et (r;, v;) et comme coordonnées
les deux suites (2) et (11), dont les premiers éléments sont
les solutions réciproques susdites.

Considérons maintenant une suite quelconque de solu-
tions de I'équation -indéterminée (1), ses premiers éléments
sont généralement {rés irréguliérement distribués parmi les
solutions de l'équation correspondante de FERmMAT; mais,
4 compter d’un certain indice, cette irrégularité disparaitra,
comme le monirent clairement les deux lemmes suivants:

II. Soit (u,v) une solution quelconque de I'équa-
tion (1) et soit 24,1 > w, les deux inégalités
(13) An > u> Ap—1
entrainent nécessairement ces deux autres

{14) B, >a> B, ;.

On aura en effet

ARy = a@®— BE) + (D00 (-1,
et linégalité évidente u > 4,1+ 1 donnera
n?— Al > 24p04+1>e+1,

de sorte que l'on aura nécessairement v > Bp.1, et l'on
démontrera, par le méme procédé, que l'inégalité A, > u
entraine B, > v.

Supposons maintenant satisfaites les inégalités (13) et
(14), supplées peut-étre par une des égalités
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u= A1, U= DBp1,
nous disons pour abréger que la solution (u, v) est située
dans lintervalle I,, ou appartient & cet intervalle, ou que
Uintervalle I, contient la solution (u, v).

Cela posé, il est facile de démontrer le second des
lemmes susdits:

III. Il existe, pour une suite gquelconque des
solutions de I’équation (1), un indice n, tel que
I'intervalle I, contient précisément un élément
(ttm, vm) de la suite, et ’élément (umtp, Umtp) Appar-
tient & I"intervalle In.p, quel que soit I'indice p.

En effet, les inégalités simultanées

Ap > up __Z_ An1, Bn>uva z Bn1,
ol les signes d’égalité ne sont pas tous deux applicables,
donnera, en vertu des formules récursives générales (3),
Apip > tmip > Antp—1, Bntp > UVmtp > Bnip—1;
c’est-a-dire que I'élément (Wmip, Umt p) est situé dans linter-
valle Imip.

Dans ce qui suit, nous désignons comme irréguliére

une solution (u, v) de I'équation de LAGRANGE
w?—a? = (—-1)001 ,
pourvu qu’elle n'appartienne 4 aucun des intervalles In.

De plus, soient (u, v) et (&, v;) deux solutions de I'équa-

tion susdite, nous écrivons
(u, v) > (uy, v1),

pourvu (que ou u > 1u; ou u=uy, mais v > py.

HI. Des suites fermées et du paramétre 2.
Revenons maintenant aux formules (7) de Particle pré-
cédent, puis supposoﬁs identiques les deux solutions (s, f;)
et (uy, v;) de I'équation de LLAGRANGE
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(1) w—av® = (—1)w,

nous aurons, en remplacant I'exposant 6; par d,

(2) av; By =y (A1~(“1)(}) .ow B = v (4, + (“1)J)-
Multiplions ensuite les deux équations (2), il résulte

(3) A —aB? =1, A

de sorte que la base a est nécessairement de seconde espéce.
Quant aux équations (2), remarquons que u; est pre-

mier et avec a et avec v, il est évident que B; est divi-

sible par le produit n,»,. Posons donc

€)) B, = kuyv,,

olt k& est un positif entier, il résulte, en vertu de (2),
(5) akvl = 4, — (=17, kua = 4,+ (=17,

ce qui donnera

(6) akv? = kul —(—1)72,

équation qui est impossible, & moins que
k=1, k=2

Or, la derniére de ces valeurs est inadmissible, parce
que (u, v) n’est pas une solution de I'équation de FrrmaT
ayant la base a; c'est-a-dire que I'équation (6) se présente
sous la forme .
(7) ui—av? = (—1’2,

De plus, on aura, en vertu de la proposition VI de
I'article I, '
(8 a=4v+3, 6 =r—1

Introduisons maintenant, dans les formules (4) et (5),
la seule valeur possible k=1, il résulte :

Ay = ”—?_(‘l)d\: By = wo,

formules qui déterminent parfaitement les nombres u; et v,
et nous aurons évidemment

4, >, B =,
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de sorte que la solution générale (un, vn) de la suite fermée
en question appartient, quel que soit I'indice n, a Tinter-
valle I,.

Cela posé, prenons pour point de départ I'équation de
Lacrance (7), savoir
(9) w—av® = (—1)72,
supposée résoluble, puis désignons par (s, t) et (u, v) deux
solutions quelconques de cette équation, savoir
(10) SP—al = (—1)?2, w—a® = (—172,

je dis que les nombres x, et y;, x, et y, définis par les

expressions
an 2x, = su—+atv, 2y, = sv+tu
(12) 2x, = |su—atv|, 2y, = |sv—tu

satisfont 4 I'équation de Fermar
(13) x?—ay® = 1.
En effet, multiplions les deux équations (10), il résulte
(sutatv)!*—a(so+tu)? =4,
ce qui conduira immédiatement au résultat susdit, parce
que les nombres s et t, .u et v sont tous impairs.

Soit particuliérement s=u, {=v, on aura
a4 @ =w— (17, g =,
résultats qui conduiront a la proposition essentielle:

I. Soit (un, va) I'élément général d'une suite
fermée appartenant & I'équation de Lagrance (9),
on aura, quel que soit ’indice n,

(15) A1 = up—(—1)?, Ban—1 = upn.

Remarquons que la solution (u,, va) appartient a I'in-
tervalle I, nous aurons

A2_ +aB: | <ul+tavl < A+ aB?

n?

ou, ce qui est la méme chose,



Recherches sur les Equations de Lagrange. 17

Asp . v 4
2; ! < uéﬁ(—l)d < %n

(16)

Or, la formule récursive de LAGRANGE
Air]—i,—l = AjAn+aBiBn
donne, en vertu de la condition évidente 4; > 2,
Am+l > 2Ama

de sorte que les inégalités (16) se présentent sous cette

autre forme 0 g
A2n~3 < llu_(—_l) é A2n—1 s

et les formules (15) sont évidentes, car Ba,_s est pair.

Cela posé, il est évident qu'aucun des intervalles I, ne
peut contenir plus d’une seule solution de I'égquation (9),
ce qui donnera celte autre proposition:

II. Supposons résoluble I'équation de Lacrance
(9), 'ensemble de ses solutions forme précisément
uné suite fermée.

Ce résultat est bien connu.

En effet, prenons pour point de départ la fraction continue
a7 Va = [e, (ar, o, €y, oy Gy g, 20)],
puis désignons par

)

E s

Zp Zy Zg
les réduites de cette fraction continue, nous aurons géné-

ralement
(18) Un = UYonp—p—1> Un = Zonyy—1-

Posons ensuite

(19) gr —azr = (—1) la,,
nous aurons donc ici
(20) m/u.—l = 2

Soit, au contraire, pour la fraction continue (17),
(21) G > 2,

Vidensk, Selsk. Math.-frsiske Medd. V, 1. 9
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« e 17 PP
la base a est divisible par w, , ou par _ %, selon que
u—1 b)

®, 3 est impair ou pair, de sorte que l'équation de

LAGRANGE
—av? = (—1Dw,
i

n’est pas résoluble.
Remarquons, en passant, que les formules (15) ont été
étudiées par Pavr TanNEry ! qui suppose qu ARCHIMEDE

les ait appliquées pour calculer les solutions de I’équation

x2—3p =1
a l'aide de celles de I’équation correspondante
u?— 30 = —2.

IV. Des suites coordonnées.
Revenons maintenant a l'équation générale
(1) r—ar® = (— 1), w>2,
puis désignons par
@) { (s1, 1), (89, ), ooy (Sny f), ...
(ay, 1), (us, v}, ..., (Un, vn), ...
deux suites coordonnées, formées des solutions de I'équa-

tion (1), nous avons tout d’abord & démontrer la proposi-
tion:

I. Les éléments généraux des deux suites co-
ordonnées (2) sont liés par les formules
(8)  snuptatovy, = wAnip—1, SaUptluy, = @Bnip_1.
En effet, appliquons les formules récursives générales
4 Unip = UpAp+avpBn, Uptp = UpBn+vpdn
et les formules analogues contenant les s, et %,, les for-

mules (3) sont les conséquences immédiates des formules
(9) de T’article II.

1 Mémoires scientifiques, publiés par J.-L. HEiBERG et H.-G. ZEUTHEN.
Voir notamment t. I, pp. 80—105, 238—239, 252—253; t. I, p.160—161.
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Posons maintenant
2 2 2 2 : 3
() sn—az‘n:(—l)‘y“a), uy —av, = (—1)"w,
et résolvons par rapport 4 A, et B les deux équations (4),
puis remplacons n par n—p, il résulle

| wdn—p = (—1)" (up up —avav,),
® l 0wBn_p = (—1)6’] (v tp — vp 1),
ou il faut supposer naturellement n > p.

Quant aux applications des deux formules (3) et (6), nous
désignons comme multiplication positive 'opération indiquée
par l'identité algébi‘ique
() (PP—ag?) («®*—ap®) = (pe+tagf)*—a(pB+qe),
tandis que la multiplication négative se définit par I'iden-
tité analogue
(8)  (p*—ag?) (®—aB®) = (pa—aqB)® — a(pf—qe)”.

Ces définitions adoptées, il est facile de démontrer la
proposition ;

II. Les éléments de deux suites coordonnées
conduiront, par la multiplication positive, 2
I'équation de FerMAT.

On aura, en effet, en multipliant les deux formules (5),
puis appliquant (3),
© <§p u, —I;Ja ta v},>2 o (su vy ;)}— tn up>2 _ (‘1)Jn+ep.

La multiplication négative donnera de méme, en vertu
de (6),

(10) (un Up — dAUn Up>2 —q < tn Up - up U11>2 _ (___ 1)511 +¢&p ,

[41] (7]

d’ot il résulte la proposition analogue & la précédente:
ITI. Les éléments de la méme suite conduiront,
par la multiplication négative, & 'équation de
FERMAT.
g%
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Quant aux deux autres équations, analogues a (9) et (10),

y ; dntg 9

11) { (snup—atn Up)2 —a(snty,—ta up)2 =(—1" T
. n—[_gl

(un uy +avy Up)2 —a(uy Up +vn up) = (—1)8 F 0)29

posons pour abréger

s

m‘s

Wy = w0, O3 =

selon que e est pair ou impair, nous démontrerons, dans
Particle VIII, que les équations (11) représentent des solu-
tions de 'équation

(12) n?—ap? = (“*1)9(0%,

Cela posé, nous avons 4 démontrer les théorémes in-
verses de II et III, savoir: :

IV. Supposons que les deux solutions (s, £,) et
(u,, v,) de 1"équation (1) conduisent, par la mualti-
plication positive, a 1’équation de FERMAT, ces.
deux solutions appartiennent a des suites coor-
données.

Soit
{13) sull, +alw, = wAn, s,0,+i,0, = 0B,

nous ne savons dés & présent rien sur la grandeur relative
des trois indices g, », n, mais les formules récursives
Sy = 8 A‘u—l +atyBy-1, by = 31B‘u—1 + tlAM—l
Uy, = uyAy1+aviBy,—1, vy = uB,_1-+v4,-1
Ay r = ApAr+ aByB,, By = ApBr+ BpA,
donnent, en vertu de (13),
(s1a1+atyp) Ag+ (syv.+FHhu) B, = wAn
14 { Byt abv) A+ (1o o)A, = 0B,
ol nous avons posé pour ahréger
g = w-tr—2

Cela posé, nous aurons évidemment ¢>> n, de sorte que
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les formules récursives des A, et des B, donnent, en vertu
de (14),
(15) syt ativ; = wAn—¢, s10;+Lu; = ©Bn_q.

Soit maintenant, dans ces deux formules, n—o =1, les
deux solutions (sy, ;) et (uy, v;) sont réciproques.

Soit, au contraire, n—o > 1, et soit (e, Bp) 'élément
général de la suite coordonnée a celle qui contient la
solution (S#" tM)’ on aura, en vertu de (3),

S1en—st atyBn—v = wlp_g,
$1fn—st thon— = wBn_g;
d’on il résulte, en vertu de (15),
Uy = Gn-g, V1= fn—q;
ce qui est impossible, parce que (u;, v;) est le premier
élément de la suite & laquelle cette solution appartient.

V. Supposons que les deux solutions (84> 1) et
(a,, v,) de I’équation (1) conduisent, par la multi-
plication négative, & 1’équation de FErMAT, ces
deux solutions appartiennent 4 la méme suite.

Soient
16) s, —atw, = (—1)7wA,, $uty —Lutt, = (—1) 0 Bx,
nous ne connaissons dés a4 présent ni la grandeur relative
des indices w, », n ni la parité des exposants ¢ et 7, mais

osons pour abréger
P P ot+r—1 =9,

il résulte, en vertu de (16),
Bu(sun, — at,,) + (1) An (5,0, — 1) = 0,
ou, ce qui est la méme chose,
(17) s‘LL(u,,Bll-I—(—l)(’ v,4,) = t(w(a v, Bn+ (—1)¢u,4,).
Or, s, et {, étant premiers entre eux, il résulte, en
vertu de (17),
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N —
O N,
Bn v, n—Mf‘u,
ol M est un nombre entier, positif ou négatif.
Cela posé, appliquons I’équation de FrmrMar
An—aB; = (—1)"F,
puis cherchons, des équations (18), les valeurs de u, et de
v,, il résulte

u, = (7 1)nk+ ¢ (Su,Au - (*1)0 at Bn) M
a9 | | -
L o, = (D™ Fe(t,d, — (—1)s,BI M,

ce qui donnera
M=41,

car u, et », sont premiers enlre eux.
Soit maintenant ¢ un nombre pair, il fant, en verln

de (18), supposer M =1, ce qui donnera
(20) S‘LL = ua/+n » t[u = U7/+n .

Soit, au confraive, ¢ un nombre impair, on aura, en

vertu de (19), .
M= (—1D"",

ce qui donnera

(21) u, = S‘u,—|—n ’ U, = tfu—'rn'

V. Des bases de premiére espéce.

Il est bien intéressant, ce me semble, que la résolubilité
simultanée de certaines équations de LaGRANGE, ayant la
méme base, donne des éclaircissements essentiels sur la
nature de cette base.

A cet effet, nous avons tout d’abord a démontrer le
théoréme :

I. Supposons résolubles les deux équations de

LAGRANGE
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(1) w—av? =p¢ uwl—av? = —pt,
ot p est un nombre premier quelconque, a est
toujours une base de premiére espéce.

Soit p un nombre premier impair, les deux nombres
(2) nuy +avv;, " —avn
sont premiers entre eux, et il est évident que ces deux
autres nombres
(3) uv;+wo, uoi—mov
auront la méme propriété.

De plus, il résulte, en vertu des équations (1),

4) wul = agvgvi (mod pg)? n¥p? = u?o? (mod p?);

2
1
c'est-d-dire qu’il existe un exposant 4, tel que
(5) uul—l-(—l)d‘avvl = ple, uvl—{—(~1)(yulu'= péa,
donc on aura, en multipliant les deux équations (1),
(6) o?—apf? = —1.

Soit ensuite p=2, nous avons a étudier séparément les
trois cas suivants:

1° ¢ =1; dans ce cas, les équations (1) ne sont jamais
simultanément résolubles.

2° ¢9=2, a=8u+ 5 Remarquons que les nombres
u el v, u; et vy sont tous impairs, il existe un exposant d,
tel que les équations (5) sont valables, donc on aura ici

@) (u w4+ (—1)%a uvl)Eu " (u o1+ (=171, v>2 B

4 4 =1L
) (uul-— (-—1)‘Favvl>2_a(uv]—-(~1)‘yulv>2: —4

2 2

3° 023, a=8pu+1. Dans ce cas, il existe un expo-
sant d, tel que

9wy — 1) avo; = 4u+2, a2 — (1) p = 4v+2,
(10) lllll+(_1)d\aUU1 - 29%1]\", u Ul—[‘(ﬁl)d\ulu = 2("'1[’
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et je dis que les nombres k et !/, ainsi définis, sont tous
deux pairs. En effet, on aura, en multipliant les deux
équations (1),

kBr—al® = —4,
ce qui esl impossible pour des valeurs impaires de k et [,
parce que a est un nombre de la forme Sp+1.

Le paraméire 4 joue un réle trés singulier dans la
théorie des équations de LAGRANGE, ce qui est mis en
pleine lumiére par la proposition curieuse:

II. Supposons résoluble 1’équation de LAGRANGE
(11) w2—avt = —14,
la base a est nécessairement de premiére espéce.

En effet, il résulte, en vertu de (11),

2 222
(12) (E#?_) —a(uv)® =14,

et la proposition II est une conséquence immédiate de I.
Enfin nous avons &4 démontrer une {roisiéme proposi-
tion de ce genre, savoir:
III. Supposons résolubles les deux équations.
de LAGRANGE
(13) @®—an® = (—1)%4p2, ul—au? = (—1)? 1 pe
ot p est un nombre premier impair, a est tou-
jour une base de premiere espéce.
Cette proposition est une conséquence immédiate de la
précédente, parce que les congruences (5) conduiront a
I'équation (11).
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CHAPITRE II

Gepre d’une équation de Lagrange.

VI. Des multiplications positives et négatives.
Dans la théorie des équations de LAGRANGE, les multi-
plications positives et négatives jouent un role fondamental;

c’est. pourquoi nous introduisons pour abréger les deux

symboles

1) (+) (@, ) (e, §) = (U, V)

(2) ) (1, 0) (e, ) = (U, V)

au lieu des équations

(1 bis) U=ue+avg, V=ug4+va
respectivement

(2 bhis) U =uaea—avg, V =ulf—ve,

de sorte que, dans la multiplication négative, les facteurs
symboliques (u, v) et (&, 8) ne sont pas permutables, parce
que l'on aura, dans le produit (—) («, 8) (u, v),

V = ve—ug.

Or, dans nos recherches suivantes, cette propriété sin-
guliére de la multiplication négative ne joue aucun réle
pour les applications, parce qu’il s’agit toujours du carré de
V. Quant aux deux formules symboliques (1) et (2), nous
avons tout d’abord 4 développer une suite d’identités géné-
rales, valables quelles que soient les valeurs des nombres
qui y figurent.
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Soit, en premier lieu,
3) (1, 07), (W, 1y), ..., (Wn,vn), ...
une suite infinie, dont les éléments se forment, a I'aide du
premier, par les formules récursives
(€)) p = WAn 1+ aviByp1, Un= 3 Bn1+0viA1,
ou Au et Bu désignent comme ordinairement les solutions

générales de I'équation de FErmAT ayant la base a, savoir

®) Aj—aBy, = (=)™,
et soit
(6) (i‘) (un: va) (e, 8) = (Un, Vi),

je dis que nous aurons, quelle que soit la nature de la
multiplication en question,
(7 Up=AnaUitaBpaVi, Vp= ApaVi+ By Ui

En effet, posons

Un = e+ (= 1)%avp8, Va= w8+ (—1)%0ne,

les formules récursives (4) donnent
(8) Un = Ap—1(aya+(—1)%av,8) +(—1)aBn_1(u,8+(—1)’av,)
©) Vo= Ano1 (wf+1)0,0) + (1) But e+ (-1)0,8) ,

ce qui est précisément la formule symholique (6).

Cela posé, désignons par S la suite (3), par T la suite
nouvelle
(]-O) (0513 /31)3 (0‘2’ 32)5 s ey (lZn, ﬂn)a LA

dont les éléments sont & former, & 'aide du premier, par
les formules récursives, analogues a (4),

a1 e, =A, e, +aB,_ 8, B,= 4, ,8+B, e,

il résulte, en vertu des formules (8) et (9), que les produits
symboliques

(12) (‘H (ttn, Un) (Ccp, ,31,) , (*) (un, Un) (O‘p, ﬂp)

-sont des éléments de deux suites nouvelles M et N, ce que

nous exprimons par les équations symboliques
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(13) (HST =M, (—)ST=N.

Soient ensuite (uh, vh) et (ah, B7) les éléments généraux
des deux suites S’ et T’ coordonnées respectivement a S
et & T, ce que nous exprimons par les symboles

(14) S8, Teo T,
nous aurons, en vertu de la formule (9) de larticle II, ‘
1’ = (—1)?(uA,—avBy), v = (-1)"(aB;—v4,)
o = (—1) (edi—aBB)), A = (—1)*(aB;— BA),
ot (a',v') et (u,v), («,8) et («, B) sont les premiers élé-
ments des suites S’ el S, T"et T, et ol nous avons posé
w—avt = (—1)%, «®—af = (—1)w,.
Cela posé, un élément (U, V) de la suite (H) S T se
présente souns la forme
U=oav'+agv, V=cavt+ad,
ce qui donnera
(15) —1°U = Ay(eu—afv) + aB, (g —ve)
(16) (—1)V = 4B —ve) + By(ue—avp).
On aura de méme, pour I'élément correspondant (U’, V')
de la suite (+) ST,

U =ucd +avf', V =ug +vd,
ou, ce qui est la méme chose,
17) (—1)°U = 4, (@e—avp) —aB(uf—ve)
(18) —1)V = Bi(ue—avg)— A (uB —v ).
Ces résultats obtenus, il est facile de démontrer 'iden-
tité symbolique
19) ST =()S'T.
En effet, posons pour abréger
M=uad—avg', N=uf —vd
M =de—av'g, N =uvg—va,
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il résulte, en vertu des formules fondamentales concernant

les suites coordonnées S et S, T et T/,
DM = (—1)'M = A,(ua~+ avB)—aB(uf + va)
(— 1IN = (—1)'N = By(ua+avp) —A:(uf+ ve),

ce qui n’est autre chose que I'identité (19).
Quant aux multiplications positives et négatives, nous

avons encore 4 démontrer une proposition essentielle con-

cernant les produits symboliques

(&) (. v) (e, 8),

olt (u, #) et {a, B) sont des solutions quelconques des équa-
tions de LAGRANGE ’

(20) w—av?® = (— I)d\w , wt—aB? = (—1)w,,

ot les paramétres o et w, sont des positifs entiers quel-
conques, savoir:
[. Un facteur commun des deux nombres
@) me+—1’avg =K, uf+(=1’va=1L
est aussi diviseur commun des deux paramétres
w et w;.
En effet, cherchons, des équations (21), les valeurs de

« et 8, nous aurons, en vertu de (20),

1?00 = uK—(—1?avL, (—1)’wf = uL—(—1)’vK.
Soit maintenant f un diviseur commun de K et L, f est

aussi diviseur commun de we et de @8. Désignons ensuite

par f; le plus grand commun diviseur de f et de w, puis

pOSONS — g

! f= hte

[z est premier avec w, donc f; est diviseur commun de

« et de B, ce qui est impossible, 3 moins que f;=1, d’out

on aura f;=f Et I'on démontrera, par le méme procédé,

que [ est aussi diviseur de wy.
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VII. Des paramétres premiers entre €ux.

Comme premiére application des identités générales que
nous venons de développer, dans D'article précédent, nous
avons a étudier la multiplication des deux équations
de LAGRANGE
) w—av? = (—1)%0, w—ar® = (1w,

_dont les parameétres w et w; sont premiers entre eux.

A cet effet, remarquons tout d’abord que la proposition |
de Particle précédent donnera immédiatement le théoréme
fondamental:

I. Une multiplication quelconque des deux
équations (1) donnera toujours une solution de

cette auntre équation

Q) w2 —up? = (—1) 0,
Supposons maintenant & la fois
(3) w>2, (})1>2,

puis désignons par (un, vn) et (un', v,) des éléments quel-
conques de deux suites coordonnées S et §’ de la premiére
des équations (1), par (xa, 8x) €t (en’, Br') des éléments quel-
conques de deux suites coordonées T et T’ de la seconde
des équations susdites, les développements de I'article pré-
cédent donnent immédiatement les deux théortmes géné-
raux : ‘
II. La multiplication des deux équations (1)
donnera, quelles que soient les suites coordonnées
SetS, TetT:
@) () ST = () ST
&) (—) ST = () 8T = (+)ST.
Ces résultats obtenus, 1l est possible de discuter com-
plétement la mulliplication des suites S et §' par les- suites
T et T, savoir les huit suites
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(ST, (ST, (H)S'T, (H) ST’
(ST, ST, ST, (—)S'T".
A cet effet, remarqudns tout d’abord que la proposi-
tion II donnera immédiatement '
(6) (ST = )ST, (ST =()ST
(M (F)ST o (H) ST, (ST = (H) ST,
nous avons a étudier séparément les deux hypothéses sui-
vantes :
1° Les deux nombres
(8) ne—avp. uf—vo«
ont le méme signe.
Dans ce cas nous aurons
() ST = (ST = () 8T o~ (F)ST
(ST = (ST = (H)ST =~ H)ST".

Posons done

© o= (ST, ©=(H)ST",

il résulte, pour les suites coordonnées, les trois expressions
(10) d=(H)ST" =(9)ST = (8T’

(11) ¢ = (PST = (ST = (—)S'T.

2° Les deux nombres (8) ont des signes différents.

Dans ce cas, nous aurons
(12) H)ST = ST =)ST,
et ces trois suites identiques sont coordonnées ou a (+) ST
ou a {+)ST.

Supposons tout d’abord

() ST co () ST,
nous aurons
(ST = () S'T = () ST © (H) §'T’,
de sorte qu’il résulte, pour les suites coordonndées de I'équa-
tion (2),
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(13) o= ST, v=HST
(14) ¢ =) ST = (ST = (ST
(15) ¥ =H)ST=)ST =—)S5T".

Soit, an contraire, les trois suites (12) coordonnées 2
(+) ST, on aura
(HST =()ST=(—)ST == (L) ST,

ce qui donnera, pour les suites coordonnées de 1’équation (2),

(16) o= H)ST, v=(H)ST
(17) 7@ = (F)ST = (ST = () ST’
(18) ¢ =(HST =()ST = ()ST".

Cela posé, nous avons démontré le second des théore-
mes généraux susdits:

HI. La multiplication de deux couples de suites
coordonnées S et S, T et T" de chacune des équa-
tions (1) conduira toujours & deux couples de
suites coordonnées getd, rets de 1’équation (2).

On voit que la multiplication que nous venons d’étudier
a la propriété curicuse que deux des suites ainsi obtenues
ne se présentent qu'une seule fois, tandis que les deux suites
coordonnées se présentent trois fois. Or, on voit que les
quatre multiplications positives donnent précisément les
deux couples de suites coordonnées de l'equation (2).

Quant 4 la multiplication des deux équations (1), nous
avons encore & démontrer la proposition:

IV. Aucune des quatre égalités
(19) (£) ST = () SU
n’est possible, & moins que les deux suites T et U
ne soient oun identiques ou coordonnées,

On peut, en vertu de I'égalité (5)

() ST = (+) ST,
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se borner & étudier une seule des quatre équations (19),
par exemple
(20) (+) ST = (+) SU.

Soient maintenant (¢, A) un élément quelcongue de S,
(u, v) et (uy, v;) des éléments quelconques de 7T el U, on
aura, en vertu de (20),

@—u)eta@—r)Bs =0
(w—u) f+@w—v)e =0,
ce qui donnera nécessairement u = uy, v = v, parce que
les hypothéses « = g = 0 sont inadmissibles.

Pour mettre en pleine lumiére le caraclére singulier de
la multiplication de deux équations de LAGRANGE, il nous
semble utile de considérer des exemples convenables.

Exemple I. a=7, w=3, 0 = 19.
Les premiers éléments des deux suiles coordonnées

S et 8 de I'équation
w?—70* = —3

sont (2, 1) et (5, 2), savoir

22 7.1 = -3, 52—7-2° = —3,
tandis que les premiers éléments des suites coordonnées
T el T’ de 'équation

u?— 7 = —19
sont (3, 2) et (18, 7), savoir
32—7.22 = —19, 182—7-7* = —19.

Les deux couples de suites coordonnées ¢ el o/, 7 et ¢’
de 1'équation

sont (20, 7) et (13, 4) respectivement (43, 16) et (8, 1), savoir,
pour ¢ et ¢,

et pour 7 et ¢’
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43*—7-16% = 57, 82—7-12 = 57,
Dans ce cas, nous aurons
o= (H)ST, v=(+)ST
¢ =H)ST =()ST = (ST
v =(HF)ST = ()ST = (ST,
Exemple II. a=5, w=4, w =11.
On aura ici, pour § et 8, les premiers éléments (1, 1)
et (3, 1), savoir
12—5.12 = —4, 32—5.12 =4,
tandis que les suites 7 et 7' ont les premiers éléments
(3, 2) et (4, 1), savoir
32 —5-22 = —11, 4°—5.12 = 11.
Quant aux deux couples de suites coordonnées o et o,
7 et 7' de I'équation indéterminée
u’—5p? = +44,
on aura, poar les premiers éléments de ¢ et ¢, (13, 5) el
(1, 3), savoir
182 —5-52 =44, 12—5.82 = — 44,
tandis que les suites « et #° ont les premiers éléments (9, 5)
et (7, 1), savoir
9*—5.5° = —44, 72—5-1 = 44,
Dans ce eas, on aura
c=H)ST, = (H)ST
@ = F)ST = (ST = (—)ST
T = ()ST =(—)ST = (—)S'T.
Quant au cas particulier w = 2, posons par exemple
§ =38,
les formules (4) et (5) donnent les résultats
(H) ST o () ST
(=) ST e (+) ST,

Vidensk. Selsk. Math.-{ysiske Medd. V, 1. 3
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de sorte que nous aurons
o= ()ST, ¢ = (ST = () ST = () ST
Multiplions par exemple les deux équations
n?—702 =2, w—T7p?=-—3,
la suite S a le premier élément (3, 1), savoir
32 —7.12=2,
tandis que les suites coordonnées T et 7" ont les premiers
éléments (2, 1) et (5, 2). Quant & 1'équation
u?—7v* = —6,
les premiers éléments de ses deux suites coordonnées o et o”
sont (13, 5) et (1, 1), savoir
132—7.5> = —6, 12—7-1* — —6.
Et nous aurons ici ,
o= (ST, ¢ = ()ST=)ST = (H)ST.

VIII. Du genre d’une équation de Lagrange.

Les résultats, obtenus dans I'arficle précédent, permet-
tent de démontrer quelques théorémes fondamentaux con-
cernant le genre d’'une équalion de LAGRANGE, savoir le
nombre total de suites formées de ses solutions.

Cette définition du genre adoptée, les résultats obtenus
dans larticle III donnent immédiatement la proposition:

I. Les équations au parameétre 2 sont du genre
1, et inversement.

Soit ensuite ® > 2 la puissance d'un nombre premier
ou le double d'une telle puissance, il existe, en vertu des
développements de l'article V, un exposant o, tel que

(u u; + (—l)duvL)l)zH a (lwl—f— (—1)01110 : _ (—«1)dﬂ+e

(4]

’
(17}

ot (u, v) et (uy, v;) appartiennent a4 chacune des deux suites
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coordonnées appartenant 2 I'équation de LAGRANGE en
question.

Appliquons ensuite les propositions IV et V de D’article
IV, nous aurons cette autre proposition :

II. Une équation de LacraNGE, dont le paramétre
w>2 est la puissance d’un nombre premier ou
le double d’une telle puissance, est toujours du
genre 2.

Quant A ce dernier théoréme, remarquons expressément

que le théoréme inverse n’est pas vrai, car I'équation

u?—370% = +12
est du genre 2.

Posons maintenant

. 15} () Cr
(1) @ =Py Py -0 P
oll pi1, P3» ..., pr sont des nombres premiers inégaux, puis

supposons résolubles les r équations

(45 w— av? = (——1)Jsp:s, s=1,2,8,...,r,

nous disons que l'équation de LAGRANGE

@  ?—a= (1w, §=0,+d+...+0

est parfaitement décomposable. Et, cette définition adoptée,
il est facile de démontrer la proposition :

III. Le genre d’une équation parfaitement dé-
composable, dont le paramétre contient r facteurs
premiers, est au moins égal a 2"~ ou a 2r, selon
que o est de la forme 4k+2 ou non. ’

En effet, supposons tout d’abord que @ ne soit pas de la
forme 4k-+2, puis multiplions les deux équations (4;) et (4,),
nous anrons une équation dont le genre est au moins égal
a 4, et ainsi de suite.

Soit maintenant

w = 1k+2 = 2a,,
33’5
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I'équation de LAGRANGE au paramétre w; est au moins du
genre 2'~1 done l'équation proposée aura la méme pro-
priété.

Démontrons maintenant la proposition inverse de la
précédente, savoir:

IV. Le genre d’une équation de LacraNGE, dont
le paramétre w contient r facteurs premiers, est
au plus égal a 21 respectivement & 27, selon que
w est de la forme 4k+2 ou non.

En effet, désignons par (s, ) et (u, v) deux solutions

quelconques de I'équation en question, savoir

(3) sP—at? = (—1’w, w®—av® = —1)e,
nous aurons, en éliminant q,
4) (sv-+t)(sv—tn) =0 (mod w),

et il est facile de démontrer que le nombre 2 est le seul
facteur commun des deux nombres

(5) M =sv+iu, N =sv—tu

qui divise aussi .

En premier lieu, il est évident qu'un facteur commun
de M et N est aussi facteur commun des deux nombres
M+ N = 2sp, M—N = 2iu;
de plus, » est premier avec chacun des nombres s, £, u, v.

Soit ensuite @ un nombre impair, il existe donc une
décomposition de la forme
(6) 0= w; g,
olt @ et w, sont premiers entre eux, de sorte que
(M so+tu=0 (mod wy), sv—tu = 0 (mod w,),

et la décomposition (6) admet précisément

() () (1) =2

solutions différentes.
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Combinons maintenant la solution fixe (s, ) avec toutes
les solutions possibles de D'équation de LAGRANGE en
question, il est évident que le nombre total de ces solutions
ne peut jamais dépasser 27,

Soit, au contraire, @ un nombre pair, nous posons.
(8) w = 2m wg,

o w; et wy sont premiers entre eux, et il est évident que
le nombre total des décompositions (7) est 27! respective-
ment 27, selon que e est de la forme 4k -2 ou non.

Cette démonstration de la proposition IV est due a
M. G. RascH.

Or, les propositions III et IV étant établies, nous aurons
immédiatement cette autre:

V. Le genre d’une équation parfaitement dé-
composable, dont le paramétre w contient r fac-
teurs premiers, est precisément égal 2 27! ou a
27, selon que @ est de la forme 4k-+2 ou non.

La détermination exacte du genre d’une équation quel-
conque est évidemment un probléme trés difficile, c’est
pourquoi nous nous bornerons ici aux résultats généraux

que nous venons d’établir.

IX. Des paramétres avec facteurs communs.
Considérons maintenant les deux équations de LAGRANGE
1 W=’ = D, u—al = (—l)ﬂm1 ,
dont les parameétres w et w;, ne sont pas premiers entre eux.
Soit d un exposant quelconque, il existe, en vertu du
théoréeme I de larticle VI, un nombre f, diviseur commun
de w et de w;, tel que I'équation
@) (uul + (1) avul>2_ . (w (ﬁl)‘)‘u11)>2= (—1)¢ 0,
f f r

est résoluble.
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Or, le probléme général concernant la multiplication
des deux équations (1) me semble assez compliqué, et je
n’al pas réussi a obtenir des résultats d'une portée plus
étendue. C’est pourquoi nous nous bornerons a étudier ici
le cas spécial w= w;, de sorte qu’il s’agit d'une seule
équation de LAGRANGE.

A cet effet, supposons que I'équation en question
(3) n?—av’ = (—1¥w
soit au moins du rang 4, puis désignons par (a, v) et
(uy, v;) deux solutions de cette équation qui n’appartiennent
ni & la méme suite ni 4 deux suites coordonnées, il ré-

sulte, en vertu de (3) et de I’équation correspondante

4) ui —avi = (1w,

les deux congruences

_ (> —(avr))? = 0  (mod w)
(O) { (llUl)Q_(llll))z = 0 (rnod w),

ce qui nous conduira & étudier séparément les cas sunivants:
1° Soit @ un nombre impair, il est possible de décom-
poser @ en deux fagteurs w; et wy, premiers enlre eux,
savoir
(6) 0= w o,
de sorte que nous aurons, en vertu de (5),
ut; +avvy, = 0 (mod wy)
ay;—ave; = 0 (mod wy),
ce qui donnera, en vertu des congruences (),
uvy+op = 0 (mod e)
uv;—uw = 0 (mod wy),
donc nous aurons les deux équations résolubles

@ <uu1—}— avul>2_a<uul+ulv

01
2 2
ui avp av o .
® (Bl M~ Coeer,

(D) Wy

2
) = Caeteag

o
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et il est évident que ni w; ni wy ne peut é&tre égal a I'unité
parce que les deux solutions (u, v) et (u;, v;) n'appartiennent
pas au méme couple de suites coordonnées.

2° Supposons @ = 4k-+2, nous aurons, au lieu de (6),

9) o = 2w 0y ,
ou w; et wy sont des nombres impairs, premiers entre eux,

ce qui donnera
iy + avvy = 0 (mod 2w,)

u; —ave; = 0 (mod 2my),

donc nous aurons, comme dans le cas précédent, les deux
équations résolubles

2 } 2
(10) (uu1+ av_vl> _a<uu1—r ulu> (1)

2&)1 2(01
an (M>_ " (w) e
2&)2 2(1)2

3° Soit @ = 8k +4, on aura, au lieu de (6),
{12) w = 4wy g,
ol w; et wy sont lonjours impairs ct premiers entre eux,
de sorte qu’il existe un exposant ¢, tel que
ny+ (—1)%avp; =0 (mod 4w,
an; —(—Dfavv; = 0 (mod 2w,),
car la différence, ou la somme, des premiers membres de ces
deux congruences sont des nombres de la forme 4k -+ 2.

Cela posé;, nous aurons, dans ce cas, les deux équa-

tions résolubles

(13) ("”1 + (= 1)8611)”1)2__ a (u_,,l +1f ”L’.’)E = (— 1)("*‘%3

4601 4w1

(14) <uu1 —(—1)e auul>2_ u <FU1 —(— 1)53&)2: (— l)gw‘faw:i .

2 my 2w,

4° Soit ¢ multiple de 8, on aura, au lien de (6),
15) w=2"w 0, n>3,
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olt wy et w; sont impairs et premiers enltre eux, et les con-
gruences (5) donnent ici, comme dans le cas précédent,

uul—l—(*l)sauul =0 (mod 2w,

n—1

ay—(—1) avo, =0 (mod 2" ' wy),

de sorte qu’il résulte finalement les deux équations réso-
lubles

(uu1 -+ (— l)aavul)z_ a <uvl + (=1 uy v>2 .
2wy 2mq o

(16)

= (—1)¢ 222

i | (RS s

= 1.

Du reste, les multiplications que nous venons d’étudier
ici possédent les mémes propriétés curieuses que celles.
établies dans l'article VII, olt les parametres sont premiers.
entre eux, nous le verrons dans I'article qui suit.

X. Des équations du genre 4.

Soient p et ¢ deux nombres premiers inégaux, et soient
les exposanis ¢ et ¢ choisis tels que le produit p¢q” n’est
pas de la forme 4k 2, les résultats généraux, obtenus
dans l'article VIII, donnent immédiatement la proposition:

I. Supposons décomposable I'équation de La-
GRANGE
48 w?—av® = (—1)"p?q°,
cette équation est précisément du rang 4.

Or, cette condition suffisante n’est pas nécessaire, pour
que I'équation (1) soit du genre 4. Quant i la démonstra-
1i0ﬁ de ce postulat, nous avons tout d’abord a démontrer
cette autre proposition:
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II. Supposons que I’équation (1) soit du genre
4, ces deux autres équations
(2) w?—av® = (—1'P%, n2—av? = (—1)#¢*>
sont aussi résolubles, pourvu que les nombres
premiers p et g soient tous deux impairs.

En effet, désignons par (s, ©) et (u, v) deux solutions de
I'équation (1) qui n’appartiennent pas au méme couple de
suites coordonnées, nous savons, conformément aux résul-
tats obtenus dans larticle IV, que la multiplication des

deux équations

2 2 2 2

s'—altt = (—1)"pq°, w'—av® = (—1)*p%q¢°
ne conduira jamais a I'équation de FEmrmar.

Cela posé, il existe, en vertu du théoréme I de I'ar-
ticle IV, un éxposant d, tel que

su+(—1)7atv = 0 (mod )
su—(—1)%atv = 0 (mod ¢,
ce qui conduira immédiatement au but.
Quant & I'inversion de la proposition II, nous préférons
de démontrer le théoréme plus général:

IIl. Supposons résolubles les deux équations
de LAGRANGE

@ o' a’ = p*e, @ = (~1)ple,

ol w> 2 et oll p est un nombre premier impair
qui ne divise pas o, la derniére de ces équations
est au moins du rang 4.

En effet, désignons par (s, £} et (s;, ;) deux solutions
apparienant a des suites coordonnées de la seconde des
équations (3), par (u, v) et (uy, vy) des solutions appartenant
aux deux suites coordonnées de la premitre des équations

susdites, il existe un exposant d, tel que
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]su+ (~1)‘yatv| = p‘k, Isv + (ﬁl)d\tu] = pfl
|sul—(———1)d‘atvl| = p*ky, lsvl—(—l)crtull = p¢l,,
et il s’agit donc de démontrer que les solutions (&, I) et
(ky, 1) de la dernitre des équations (3) 11’apparliennent pas
au méme couple de suites coordonnées que (s, [).

Or, remarquons que la solution (sy, #;) donnera des for- -
mules analogues aux précédentes, nous pouvons nous borner
a T'étude des nombres provenus des multiplications posi-
tives.

Supposons done, en premier lieu, que la solution (e, B),

définie par les formules,

(4) sutatv = pla, so+tu= pQﬂ
appartienne & la méme suite que (s, ), il est possihle de
choisir la solution (u, v), telle que

su+ato = p*(sd,+atB)

so+tn = p° (sBJ,—{— tAy)

ot ¥ est un indice quelconque, et ces deux équations,
homogénes en s et f, ne sont pas possibles, 4 moins que

leur déterminant ne disparisse, ce qui donnera
¢ 2 ¢ 2
(n—p'4)" = alv—p'B)",

équation qui est impossible, parce que la base a n’esl pas
un carré exact, et les deux équations simultanées

¢ ¢
un=pA,, v=pah
sont exclues. P4y P By

En second lieu, supposons que la solution (e, 8) définie
par les formules (4), appartienne a la suite coordonnée a
celle gqui contient (s, t), il résulte des expressions de la
forme

su+atv = pes], fn+sy = pgtl,

ce qui donnera



Recherches sur les Equations de Lagrange. 43

( [ s+ af’) + av (25 =p2~°A7,

5) 1 v(s*+at®)+ u(2st) = p2QBy ,

ou y est un indice convenablement choisi.
Or, les deux nombres

(6) U=s*+al?, V=29s1
satisfont a I'équation résoluble
(7) U2 —aqV? = ngwg ,

et il résulte, en vertu des équations (5),

(—1)"U = w(ud,— avB,)

—1"V = w(uB,—v4,),
ce qui est impossible, parce que U et V sont tous deux
premiers avec .

Cela posé, il est évident que I'inversion de la proposi-
tion II se présente sous la forme:

IV. Supposons résolublel’équation (1), les équa-
tions (2) sont en méme temps résolubles ou non,
et, en cas de résolubilité, I’équation (1) est du
genre 4.

Les équations non décomposables du genre 4 et de la
forme (1) sont trés nombreuses, et leur multiplication pré-
sente les mémes propriétés curieuses que les équations géné-
rales étudiées dans l'article VII, nous le verrons dans les

exemples suivants.
Exemple 1. a=34, w=15.
L’équation non décomposable
340 = (—1)15
est du rang 4, en admettant deux couples de suites coor-
données s et s’, déterminées par les solutions
(8) 72 —34-1> = 412 —34-7% = 15,

t et ' déterminées par les solutions
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()] 112-—34-22 = 23° —34-4> = — 15,
tandis que 'équation
u? —340° = —9
admet les deux suites coordonnées ¢ et ¢’ déterminées par

les solutions _
(10) 29 34.5 = 52 —34.12 = — 9,

et les deux suites coordonnées = et z° de I'équation
n?—340® = —25

sont déterminées par les solutions

(11) 99°—34-172 = 32 —34.12 = —25.

Ces définitions adoptées, on aura, en multipliant les
équations (8) et (9),
H)st=90, (Hst' ==
() st = (st = () st =4
(H)st=(I)st = (st =+,
tandis que la multiplication de (8) et (10) donnera
(H)s'e = (Vs =()se=¢t, (F)sea=1,
et Von trouvera des résultats analognes, en multipliant les
autres équations en question.
Exemple II. a=10, o=39.
Les suites coordonnées s et s’ de I'équation
n?—100v? = £ 39

sont déterminées par les solutions

(12) 12—10-22 = —39, 17°—10-52 = 39,
les suites coordonnées f et {' par les équations
(13) -~ 7°—10-1* =39, 11°*—10-4> = —39.

tandis que les suites coordonnées ¢ et ¢’ de I’équation
?—100* =49

proviennent des solutions
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14 12-10-12= —9, 72-10-22=9
et les suites coordonnées 7z et ¢ de
u®?—100® = + 169
ont leurs premiers éléments déterminés par les solutions
(15) 92—10:5> = — 169, 232—10-6° = 169.

on trouve ici, en multipliant les -équations (12) et (13),
o =(H)st', o= {(F)st=(F)st = (—)st
= {+)st, ¢ = (F+)s't=(—)st = (—)st,
tandis que la multiplication de (12) et (14) donnera
t=(+)so, t'=(H)s'd =(H)sd =()s'o,
et I'on obtiendra des résultats analogues, en multipliant les
autres équations en question. :
Quant aunx bases paires de la forme (1), nous avons a
démontrer les deux propositions suivantes:

V. L’équation de LAGRANGE
(16) u?—av? = (—1)*4p¢,

ol p est un nombre premier impair, ne peut ja-
mais &tre du rang 4, & moins qu’elle ne soit dé-
composable.

Soient, en effet, (s, ) et (u, v) deux solutions de I'équa-
tion (16) appartenant a4 deux couples différents de suites
coordonnées, on aura

(17) (su+ atv)’ —a(sv+ i)’ = (—l)ll(ipz".
Or, il existe un exposant &, tel que
(18) sut+(—Datw = 4k+2, st+(—1Dur=4k +2,

et ces valeurs sont nécessairement multiples de p" , parce
que I'équation (17) ne peul jamais étre une équation de
FerMaAT, ce qui donnera’



46 Nr.1. NIELS NIELSEX:

N e

1) 4;
i )4

c’est-a-dire que I'équation (16) est décomposable.

2p?

VI. L’équation non décomposable
(20) u’—ap® = (—l)kQGpQ, g> 3,
ol p est un nombre premier impair, ne peut ja-
mais &tre du genre 4, 3 moins que les deux équa-
tions
21) w—av’ = (—1)}'226_2

ne soilent résolubles.

, o —av’ = (—I)Lp%

On aura ici, avec les mémes significations que dans le
cas précédent,
(29) {su+(—1)€atu =4k+2, so-+ D)t = 4ky+2
su~(~1)€atu — 92", , so— (=)'t = 26_1,8,
et il est évident que « et 8 sont premiers avec p, car soient
o et 8 multiples de p ou, ce qui est la méme chose, de
p¢, on trouvera une équation de la forme (19), ce qui est
inadmissible, parce que a est de la forme 81+ 1.
Cela posé, on aura nécessairement
sa-- (—l)gatu = 2p9¢x1, Su-{—(—l)stu = 2p9,81 R
ol «; et #; sont impairs, ce qui donnera précisément la
premiére des équations (21).
Quant aux valeurs « et 2, définies par les derniéres
formules (22), on aura
«?—apf? = (—l)_k4p29 ,
ce qui est impossible, & moins que ¢ et 3 ne soient des nom

bres pairs, et Uon trouvera la seconde des équations (21).
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CHAPITRE III

De P'opération itérative.

XI. Opération itérative du second ordre.

Solent (s, t,) et (g,,7,) des éléments quelcongues de

deux suites coordonnées appartenant a 'équation de La-

GRANGE 1w — an?® = (—l)d‘a) )
savoir

P 2 2 2 :
M f—al=D%w, &—ad =D,

nous avons a étudier plus profondément les multiplications

positives et négatives

o 4,6,
(S‘u.sy—[_atxu,tfl)“——a(ttusy_l»s tl)g - (_1) 7w

v
{

9 + v 2
(2) ((T“u o, + az, ’L’g)'—* a(GH 7,0 T{u)2 = (— 1)8«“ & 2

&

d,+e
2 2 “ v 2
(s{u a9 at‘u, v a (S‘L(, 9, ty) (—1) @

ou, écrites sous forme commune
(3) w—av® = (~1)(pw2.

Nous ne savons dés a présent rien sur la résolubilité
de cette équation, mais il est facile de démontrer la pro-
position:

I. Soit f le plus grand commun diviseur des
deux nombres

@ _ 2 2 @ _
4 s = s +at 4" = 251,
et soit
(5) w = for,
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I’équation indéterminée
(6) 1112—a1)12 == (’_‘l)q)q)]_
est toujours résoluble.

En effet, posons |
3 @) . (2)
s, =fuy, Y =fu,,

u, et vy, sont premiers entre eux, et il résulte, en vertu de
(3), que ® est divisible par f, ce qui donnera I'équation
résoluble (6).
Posons ensuite
7N (71(2) = 612+ (17:12 s 11(2) = 20,7,
puis appliquoﬁs les formules fondamentales
s;oqFaliey = wldy, syv ol = wB,
nous aurons, en vertu de (1),
(41)1;1 oy = 14, —atBy, (‘*1)(}1’51 = 5181 — LA
(""1)81 $; = oAy —an By, (‘1)51 i = By —7dy,
ce qui donnera, aprés une réduction simple,
( 6® = Ays®—aB,t?, o® = Bys®— 4,1
®) { 5@ = A,o®—aBy®, (®) = Byo@®—A,0®,
de sorte que nous aurons
@) sOa®+at®e® = w4, sOc®+ 126 = B,

Cela posé, les formules (8) montrent clairement que f
est aussi plus grand commun diviseur de o{? et de ¢, tan-
dis qu’il résulte, en vertu ‘des formules (9), que les deux
couples
10) (52, ), (of2, )
forment, aprés la suppression de leur plus grand commun
facteur f, deux solutions de I'équation indéterminée (6),
appartenant & des suites coordonnées.

Soient maintenant (pM, l'y,) respectivement (m,, ¢,) les:
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éléments généraux des deux suites coordonnées susdites,
nous avons tout d’abord 4 déterminer les indices de cha-
cune des deux solutions provenues du couple (10), et
c’est une conséquence immédiate des formules (9) que ces
indices sont respectivement 1 et 2,
A cet effet, supposons
(81, 1) < oy, 7)),

nous aurons aussi

ce qui donnera immédiatement

(11) [ s = fp,, 1 =r,
1 o = fr,, P = fo,.
Cela posé, les formules récursives générales
o T SlA‘u_l =+ at]B‘u—l s i[u, = S1B[u,—1 + tlA‘u,—l

0y = (TlA';/—l + atlB1/~1 > Ty = SlBV——i + TIAI/—].

S

donnent, aprés un caleul direct,

Si S‘u, +al i;u‘ = 8 2)A1.+(u—2 +a tj(z)Bl +p—2

S) t{u. + tk siu = SI(Q)B)A_‘“_ 2 + tl(Q)AL—&—‘L(,~2 >

d’out il résulte, en vertu de (11),
(U2 sysutabily = fpipu-1, Sily+hs, = frig,1,
et I'on aura, par un procédé analogue,
(13) GAO:LL_‘_GT)VT‘LL = f”}rky’ Ad-p”
Quant a Ia troisitme opération, indiquée par les for-

GAT‘LL + 7 04/1, = fQ

mules (2), nous prenons pour point départ les formules
fondamentales

(14) Sko‘y—l— al'}vflrv = wA

: A-f—1"7 Sl 2% + t}. 61/ = B

Jbr—17
et il résulte, en vertu de (12),
O‘V‘Dl—i—lu,—l + aTT/I‘}.A}»/,LAl = S}»—f—‘u.—l—w—l
Gafr}_—qt{u—l + t:/p)l—i—y.~—l = oy tL+‘u,—}—z/—l :

Vidensk, Selsk. Math.-fysiske Medd. V, 1. - 4



50 Nr. 1. NieLs NIELSEN :

Cherchons ensuite, de ces deux équations, les nombres
Pitpu—1 €l Iy, 1, puis posons
Adtptv=2u+1, 2z>u»,
nous aurons

fpz_y = (— I)EV(Sx o, —a isz/)

15 fr, = (1 (t5,—s,7).

Les formules (14) donnent de méme

Safn}»+y+ (ll‘g}l+” = Wy G)L—}—lu,-%-w—l

S04, T LT, = T,

+utr—1;
posons ensuite, comme dans le cas précédent,

Adpdr=x+1, x>y,
nons aurons ici

d,, :
fyrz_wrl = (1" (sycrz—atyrx)

(16) PPN
fgx—w—l—l = (=1 (Swa_tVGx)'

Quant au cas spécial x = », posons, dans (14), 1 =y,

le méme procédé que dans les cas précédents donnera les

formules

] frr, = (— 1)(»” (sV a,—at 7;1,)
(17) d,

] le = (-—1) ’ (31/TV_t1/G1/) ?

valables quel que soit I'indice ».

Cela posé, nous avons démontré le théoréme fonda-
mental :

II. Les opérations indiquées par les formules
(2), conduiront, aprés la suppression du facteur
commun f% & deux suites coordonnées apparte-
nant & I’équation indéterminée (6).

Quant aux opérations que nous venons d’étudier, nous
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avons encore a démontrer quelques propositions qui nous
seront utiles dans ce qui suit, savoir: '

III. Des équations de la forme
(18) snSptalnty = ks, splpt+itusp=kt
ne sont possibles, 4 moins que

k=w=1; sp,=A4,, i, = Bx.
En effet, on aura, en vertu de (18),
szkﬂru, k= @;

de plus, on verra, en cherchant des équations (18) les
nombres s, et f,, que k est diviseur commun de s, et #,
ce qui est impossible, a moins que &k = 1, ce qui donnera
o =1.

T

1V. Des équations de la forme
(19) SnSptatnty=LkAr, sntp+t.s,=1FkB,
ne sont possibles, 2 moins que
k=w=2
On aura, dans ce cas,
k’=0%, k=o0;
de plus, soit n > p, on aura, en vertu de (18), et, en ap-
pliquant les formules récursives,
Sitaly = 0Anir—p, 2uti = 0Bnir_p,
ce qui donnera immédiatement w == 2, parce que  est
premier et avec sp et avec f,.
V. Des équations de la forme
(20) SnSp+ainty = ko, splp+tis, = ker
ne sont possibles, 4 moins que
w=4, k=2
On aura, comme dans la démonstration de III,
w = k?2;

4%
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de plus, les formules récursives donmnent ici, pour n > p,

2 42 _
(21) sptatl = ICGHJH_ip, s, b, = Ar,,l+t._[],

de sorte qu’il résulte immédiatement k = 2.
Quant a I'équation indéterminée
(22) wt—av® = (—1)°4,
dont il s’agit ici, on aura domnc, en vertu des formules
générales (12) et (13),

©23) STl =20 s SRS, =20
= — 9 - q = ¢
OJ/LOJ‘LL + aTlT‘LL = S). +p’ Gk v (u,+ 6}:0""” 2 t}v—l— Jn
ce qui donnera, en vertu de. (22),
2 1©d —
Ogpon = 85— (12, 7y, =50

(24) s .

Sy, = g — (=12, by, = 07,

c’est-a-dire que l'on aura toujours
of —arl=4,
d’oti il résulte la proposition curieuse, due & Caviey:!
VI. Soit, dans (22), admissible exposant ¢ =1,
ou, ce qui est la méme chose, soit a uhe base de
premiére espéce, la plus petite solution (s, ty)
correspond au paramétre —4.
Nous désignons pour abréger comme opérations itéra-
tives du second ordre les formules (2) que nous venons

d’étudier.

XII. Opérations itératives d’un ordre quelconque.

Soit (s;, ;) une solution quelconque de 1'équation de
LAGRANGE '
(1) w—av® = (1w,

nous avens, dans l'article précédent, étudié l'opération ité-

1 Journal de Crelle, t. 53, p. 369—371; 1857.
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ralive du second ordre. Quant a l'opération itérative de
I'ordre n, nous posons

¢ (n) 1) (n—1) (1) (n—1) (n) (1) (n—1) (1 (n-1)
) —_ ==
(2) s 5.8 tal, t, 7, t, Syt +t,4 s

© P w0
ce qui donnera pour l'équation de FrrmaT
) __ ) __
(3) A, =4, BM =B,

tandis que lopération itérative du ni®™® ordre conduira a
une équation de la forme
n—av® = (—l)nd‘m”.
Or, on démontrera, comme dans l'article précédent, la
proposition fondamentale:
[. Soit f le plus grand commun diviseur de
st el 1M, et soit

(4) o = (2w,
I’équation de LAGRANGE
) 22— a? = (—1)" wn

est toujonrs résoluble.

Posons ensuite
() stV = Lol 10 = [,

ni=
nous aurons généralement
(7) S/(;) = fllpz—k-pm—n, tlL(Ln) = ﬁlerr,un—n’

En effet, soit n =2, on aura z=1 ou «=2, et les
formules (7), ainsi obtenues, ne sont autre chose que les
formules (12) et (13) de I'article précédent, et la conclusion
de n & n-+1 est évidente.

Soit particuliérement w = 2, on aura, en verlu de la

proposition II de P'article précédent,

@n) _ gn (2n) _ gn
© s =12"4_, " = 9"B_
(2n4-1) _ on @n+1) _ 4n
8 =28, 4, 4 =2 b,

Supposons maintenant » > 2, (s;, ) a une solution
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réciproque (g3, 71) et les nombres nlg“) et Q,L(Ln) définies par
les formules

( ) (11) ) _ , (0
! = fur J+Mn—n’ Ty _an;+Mn—n

(9)
L A = e

T n @)
satisfont aussi & I'égquation indéterminée (5).

De plus, nous avons a démontrer le théoréme fonda-
mental :

1. Les solutions (p®, ri) et (20, o) de 1"équa-
tion () appartiennent 4 deux suites coordonnées,
car
10) s 4 at™e® = 0", sP"+1"6™ = "B

n n?

ou, ce qui est la méme chose,

(11) p(“) (n)_|_al(n) (n)__w A pén)gl{n)+r;n)75)€ﬂ)=wn3n.

nn?

Dans l'article précédent, nous avons démontré les for-
mules (10} et (11) qui correspondent & n = 2. Supposons
donc vraies les formules (10), puis multiplions ces deux
équalions par s; et #;, respectivement par £ et s;, nous au-

rons, en additionnant les deux formules ainsi obtenues,

G(n) S(n-l-l) Ny T(n) 1,(11+1) = ot St »
(12) )
(n) (n+1) T+ (n)t(tH D bs-

Multiplions ensuite par oy et z;, respectivement par
et ¢; ces deux formules, nous aurons, en additionnant, les
formules obtenues de (10) en remplacant n par n—+1.

Quant aux indices # et 4 qui figurent dans les formules
(6) et (9), on aura, en vertu de (10) ou (11)

(13) #+A=n+1

Or, posons ¢ = 2, les formules (8) donnent immédiate-
ment la proposition :

III. Soit (s;, ) la plus petite des solutions ap-
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partenant 4 la suite fermée de l'quation (1), on
aura généralement
x=2l=m, n=232m—1
(14){ z=m, A=m+1, n=2m.
Etudions maintenant le paramétre w =4, les formules

(23) de T'article précédent donnent

sysitaf ity = 24, Lsit+s) =24

Gotatny =254, moaton = 244,,
de sorte qu’il résulte, en vertu des formules (24) de l'article
précédent, les résultats généraux

31(3n~\-1) — 93n Sat-1, lll(Sn—Pl) — 2311 tn+1

(15) Sl(3n+2) — 23;1+1

Ont1, t1(3n~§—2) — 23n—|—1

Tn+1

S1(3!1-{-3) — 23n+3An+1, t1(3n+3) — 23n+3Bn_}_1'

La suite coordonnée, formée des solutions (g3, ¢;), don-

nent de méme

3 1) _ 93 3 1) — 93n,.
af nv+ ) =2 "0, 41 r{n ) =2 "o 11
(16) 0.1(311—}—2) — 2311+1$2n+2’ T1(3n+2) — 23H+1[2n—[—2

0,1(3n+3) — 23n+3l42n+2’ Tl(Bn+3) — 23H+E{B2n+2;
c’est-d-dire que nous aurons pour ¢ = 4
(17) f3n—§—1 = 23”, /‘3114—2 = 2311+1, f3n—|—3 = 23n+3
(Bn--1) r5?11+1)) ot (ﬁg:%n-<-1) (3n-+1)

tandis que les suites (p;" 7, ., 0, ') coin-

cident avec les suites (s;, t;) et (g, 7;), et les suites (p;f3n+2),

1‘§3H+2)), n(f'"+2), o) coincident avec (a3, v;) et (s), 1), et
les deux suites (p&n, rmy et (wfm, oM) donnent des solu-
tions de 'équation de FrrmaT.

Mentionnons encore que le parameétre ¢ = 2 donnera
(18) ﬁZn - f2n~]~1 - 2:1’

et que la suite ( pfn), r#) donne des solutions de I'équa-
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@n--1)

tion de FErmar, tandis que (p; r D) west autre

chose que la suite (s;, #;) elle-méme.

XIII. Détermination générale du facteur f,.

Il est trés intéressant, ce me semble, que le facteur fn
qui joue un réle fondamental dans Popération itérative, est
facile a déterminer.

A cet effet, nous avons a donner les expressions expli-
cites des nombres s\ et £, o™ et 7;", ce qui exige 'ap-
plication des polynomes &,(«) et y,(¢) de Cavchy, définies
par les identités
sin nx
sin x

’

(1) §,(cosx) = cos nx, g, (x)=

de sorte que les formules d’addition des fonctions cos (nx+x)
et sin (nx-+x) donnent, pour &,(x) et gn(e), les formules

récursives
@) { Enp1(a) = (@) + (@@ —1) 7, (@)
= nt1(e) = ay () + & (a).

Posons ensuite

3) ¢, (e, m) = wg &, (VC:) y Y, (e, w) = wnT_l/;;H (ﬁ—) s
®

il resulte, en vertu de (2),
] #nt1 (e, 0) = ag (¢, ©) + («*—w) W, (a, w)
1 Yn+1(e, w) = arp («, o)+ ¢, (e, ),

et les premiers de ces polynomes deviennent

€Y

i, ) = «, Yy (e, ) = 1
pole, ) = 2>+ w , Wola, w) = 2
g3, ) = 4a® + 30w, Yy(e, w) = 4e® + w.
Cela posé, nous avons a démontrer la proposition
curieuse:

I. Soit (s), {;) une solution quelconque de I’équa-
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tion de LAGRANGE
= : 2 2
(5) w—av® = o,

on aura, quel que soit I'indice n
(n)
(6) iV = gn sy ), 47 = LG, @),

En effet, remarquons que I'équation (5) se présente sous
la forme = —w,
ou, ce qui est Ia méme chose,
(7) 2 W—w -1 = o,
il est évident que les formules (6) sont vraies pour n==1.
Supposons ensuite valables, pour une certaine valeur

de n, la formule
(8) (g, (a, ) —{*—w) (¢, (1, 0)* = o,

nous aurons, en mullipliant les équations (7) et (8), puis
appliquant les formules récursives (4), les formules obtenues
de (8) en y remplacant n par n-+1.

Enfin, introduisons, dans (8), la valeur av® de u®— w,

puis posons u=s,, v-= t)' ,

nous aurons les formules générales (6), ce qui donnera

immédiatement les expressions explicites de s{™ et £, car

<3
n-1 n —1Y —r—1 1 —2r
i, (e, w) = 2 T+ <_‘_211)_n(n ril )(Qa)l T
(9) n—1 r=1

<

= Ty
l/”n (cc, m) — ‘—](__ ]’>1' (1171:1> (2(“)11*21-_1 wl'.

r=>0

De plus, on peut obtenir des formules correspondantes

pour I'équation indéterminée
. 2 2
uw—art = —o

en remplacant, dans les formules précédentes, » par —w.
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Cela poséy, il est facile de déterminer la valeur du fac-
teur fn qui correspond a I'équation indéterminée
(10) w2 qv? = (_1)%}’
car on aura immédiatement les théorémes suivants:

II. Soit, dans I’équation (10), ® un nombre im-

pair, on aura toujours

fn = 1’
de sorte que les équations
(11) n?—ap? = (— 1" on

sont résolubles, quel que soit le positif entier n.
En effet, remarquons que les coefficients 11umériques
des polynomes ¢, (e, @) et ¥ (¢, ®) sont des nombres
entiers, il résulte, en vertu de (9), ‘
(12) ¢, (x, 0) = 20 o+ 0K, Yale, ®) = )"+ akK,,
o K et K; sont des nombres entiers; c’est-d-dire que
on (e, w) et Yy (e, m) sont tous deux premiers avec le nombre
impair @, pourva que « le soit.

Quant a 'équation (10) qui correspond & une valeur
paire de w, nous écrivons cette équation sous la forme
(13) wl—av® = (—1)? 2%,

ol @ est de nouveau un nombre impair, ce qui donnera,
en .vertu de (10),

g, (e, 2Pw) = 2" "L K, (o, 2'0) = (20)" 4+ 2P0K,
de sorte que f, est toujours une puissance du premier 2, car
les deux nombres impairs « et @ sont premiers entre eux.

Cela posé, nous avons a étudier séparément les trois
cas suivants:

III. Soit, dans (13), p=1, on aura

fon = Fong1 = 2",
de sorte que les équations
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(14) w—ar? = @, w—av? = (—1)7 22+
sont toujours résolubles.

On aura, en effet,

n—1
=75
,wzl (a, 2w) = E (__1)1 (I’l-—-}l“‘l) an—Ql'—l w’ 2n-r-1 ,

r=20

ce qui donnera immédiatement
Wn (e, 20) = 22(2k+1), n=2m, n=2m-+1.
IV. Soit, dans (13), p =2, on aura de méme
fonit = 20, fapn = 20t f oo 93048,
de sorte que les équations indéterminées
w?—av? = (—1)™4e™, m=3n+1
(16) { w—a? = (—1)™ ™, m=3n
sont toujours résolubles.

Dans ce cas, la derniére des formules (9) donnera
n—1

7 —
W, (e, 4w) = 2771 E (—1)y (n i 1) g gy

r=>0
et il est évident que le facteur de 2! qui figure au second

membre de cette équation a la méme parité quels que soient
les deux nombres impairs « et o, de sorle que I'hypothése
e = w = 1 conduira immédiatement au résultat susdit.

V. Soit, dans (13), p>> 3, on aura

. fn = 2"_1;
de sorte que I’équation indéterminée
(16) uz__avﬂ — (_l)nwgnp—2n+2 o

est toujours résoluble, quel que soit n.
On aura, dans ce cas, en vertu de (9),

n—1

<

l/)n(oc, o) = on—1 [a“_l—{— E (*1)"(11_11,-1>2‘"’”2,‘c¢"*2"“1w" ,
=

I
=1
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et il est évident que le facteur de 27~! qui figure au second
membre de cette équation est un nombre impair.

Remarquons en passant, que la proposition V donne,
comme corollaire, cette autre:

VI. Le nombre 8 est la seule valeur paire de o,
pour laquelle toutes les équations
17) u?—an? = (—1)" 0",
soient résolubles, pourvu que 'équation qui cor-
respond & n=1 ait cette propriété.

Remarquons encore que les résultats obtenus concer-
nant le facteur f, donnent immédiatement la proposition
curieuse : :

VII. Les deux valeurs

w=2, w=14
représentent les seuls paramétres pour lesquels
I'opération itérative détermine, & I’aide d’'un €élé-
ment primitif, la solution compléte et de I’équa-

tion proposée "
. w—av? = (—1)% w

et de I’'équation correspondante de FERMAT
x*—ay® = (—1)°.
En effet, 'hypothése
(n)
8 = [ndn
donnera
(18) »fz = "
n o
et, f étant une puissance de 2, ® aura nécessairement la
méme propriété, et il est évident que la condition (18) n’est
remplie, 4 moins que
w =2, n=2m
w =4, n= 3m.

Quant aux hypothéses
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— (ny
s; —fns‘u, 8 = [ 0>

on aura de méme

ce qui donnera respectivement
=2, n=2m+1; w=4, n=3m+1
et w=4, n=3m+2.

Quant 4 la résolution compléte de toutes les autres
équations de Lacrangg, il faut connaitre ou deux solu-
tions différentes, appartenant 2 chaque couple de suites
coordonnées, ou la plus petile solution de 1'équation cor-
respondante de IFErMAT et une seule solution appartenant

a chacun des couples susdits.

XIV. Des puissances d’un nombre premier.

L’opération itérative nous permet de démontrer immé-
diatement la proposition curicuse:

I. Supposons résolubles les deux équations de
LAGRANGE
(1) w—av® = (—1)p™, w—av® = (—1)¢p",
ot pestun nombre premier impair, puis désignons
par [ le plus grand commun diviseur de m et n,
cette autre équation
(2) u' —av? = (—1)¥pf
est aussi résoluble.

On voit que le théoréme est évident dans le cas spécial,
ou m est divisible par n. Soit ensuite

m=ng+r, 0<<r<n,
les équations
u—quv® = (al)dp"qpr, u? —av? = (—1)*p™

sont toutes deux résolubles, de sorte que cette autre équa-

tion N
u?—av? = (— 1)d+n€pr
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aura la méme propriété, et, en continuant cette opération,
on trouve finalement I'équation (2).

Supposons maintenant que r soit la plus petite valeur
de I'exposant m, pour laquelle I'équation de LAGRANGE
(3) n?—anv? = (——1)de
soit résoluble, nous disons pour abréger que p* est la puis-
sance primitive du nombre premier impair p qui appartient
a la base a, et la proposition I donnera immeédiatement
cette autre:

II. Supposons résoluble 1’équation (3), ot p est
un nombre premier impair, I’exposant m est divi-
sible par I’exposant primitif de p qui appartient
a la base a.

Quant au nombre premier 2, des théorémes généraux
analogues aux précédents ne sont pas valables, mais il
est facile de démontrer cette autre proposition:

III. Supposons résolubles les deux équations
de LAGRANGE
(4) i —av® = (—1)6‘2'1 , w—aqv® = (—l)d‘2n+1,
toutes les équations
(5) w—ap® = (—1)%221, ¢ =3,
sont résolubles aussi.

Remarquons tout d’abord que les deux équations (4)
ne sont pas résolubles en méme temps, 4 moins que n = 3,
la multiplication de ces deux équations donnera immédiate-
ment 'équation résoluble
(6) ' w?—an? = (—1)%+¢8,
et la résolubilité des équations (5) est une conséquence
immédiate de la proposition VI de I'article précédent.
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CHAPITRE 1V

Rang et ordre des nombres.

XV. Sur le rang de certains nombres premiers.

Désignons comme ordinairement par (4, B,) une solu-
tion quelconque de I’équation de FERMAT ayant la base a,
savoir
(1) Au—aBy = (1),
puis désignons par p un positif entier quelconque, il existe
un indice r, le rang de p par rapport a la base a,! tel que
tous les nombres Bp, sont multiples de p, tandis qu'aucun
autre des nombres B, ne peut posséder cette propriété.

Remarquons, en passant, que les nombres
1
tn=Anr, Bn= ? B,

représentent toutes les solutions de cette autre équation
de Frruar , 5 o re

@ —apy® = (=17,
déduite de 'équation (1).

La détermination générale du rang d’'un nombre donné
est évidemment un probléme trés difficile, mais il est facile
de démontrer les propositions suivantes :

[. Soit la base a résidu quadratique du nom -
bre premier p, le rang de p est toujours diviseur
de p—1.

1 Voir mon Mémoire: Recherches sur I’Equation de Fermat, drticle X.
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Posons pour abréger
p=2np+1,

les formules de LAGRANGE

s=H
§ K —1 — 2 25 s
A4])_1 — , (p 9 >A12,M 2s BI") a

Ts=1

s= u—1
—
N (P a1 gt g
Bp_l (23 1>A1‘)M 2s 1B19 +1 4

s=0

suppléées par les congruences

<p;1> = (-—1)k (mod p), 0= k=<p—1,

donnent immédiatement

N7 B2a\’
= Ap—1 1
Ap——-—1 - Al SU <A12 > (InOd p)
s —
§=f—1
_ 2 B aV
Bp 1 = —APT2B, S <4l)ll> (mod p),
s=0 £

d’ot, en vertu de (1),
Ap—1 = (DA —alTIBPTY) (mod p)
By—1 = (—1)*+14, B, (AP~ —qa# BP~1Y) (mod p).
Appliquons ensuite le théoréme de FERMAT, nous aurons,
quel que soit le nombre premier impair p,
(2) Ap—1 = (—1) (A2 —a#*T'B?) (mod p)
(3) Bp—1 = (—1)°*"1(1—aM 4,B; (mod p).
Soit maintenant a résidu quadratique de p, on aura
donc les congruences
4) Ap—1 =1 (mod p)
(5) B,y =0 (mod p)
dont la derniére n’est autre chose que la proposition I.
M...G. RascHu, en appliquant les formules de LAGranGE
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2aBlf =4, ,— D"
24,B, =B, ,,
a déduit de (4) cetle autre congruence

’ QaB;f =1—(—1D" (mod p),

ce qui donnera
{6) B,u =0 (mod p)
(7) 4,=0 (mod p)
selon que we est pair ou impair; c’est-2-dire que M. Rascn
a démontré la proposition:

II. Soit la base a résidu quadratique du nombre
premier p, et soil a une base de seconde espéce
ou soit p de la forme 4»+1, le rang de a est divi-

p2 t -
Quant a la seconde des congruences de M. Rascwu, j’en

ai déduit la proposition curieuse:

seur de

III. Soit la base a de premiére espéce résidu
quadratique du nombre premier p =4»+3, le rang
de p est précisément égal a p—1.

En effet, supposons que le rang r du premier p soit
une aliquote de p—1, nous aurons

w=2y+1=Q2k4+1)r;
c’est-a-dire que r est nécessairement un nombre impair,
ce qui est impossible, parce que les nombres Ay et Boni1
sont premiers entre eux.

A ces trois propositions, nous avons 4 ajouler une
guatriéme, savoir:

IV. Soitlabase a de premiére espéce non-résidu
du nombre premier p=4»-+43, le rang de p est
toujours multiple de 4.

En effet, I'équation de FErmaT
(8) Ay -1 =aB;

2n-+1
Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd, V, 1, 5
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montre clairement que le nombre premier p ne peut diviser
aucun des nombres Ba,i3, de sorte que le rang de p est
un nombre pair.

Soit ensuite le nombre

Binis = Aspia Bopya
multiple de p, As,11 aura nécessairement la méme propriété,
ce qui donnera, en vertn de (8),
01]32211__1_1 =1 (mod p),
congruence qui est impossible, parce que a est non-résidu
de p.

Soit par exemple a = 2, cette base est résidu quadra-
tique des mombres premiers de la forme 8w4-1 et non-
résidu de p = 8p £ 3. Le rang du nombre premier p = u—1
est done égal a 8u—2, tandis que le rang du nombre pre-
mier 8x+1 est diviseur de 4w, et le rang du nombre
premier p= 8p+ 3 est mulliple de 4.

Le nombre premier 7 est par exemple du rang 6,
le nombre premier 17, au contraire, du rang 8, car

A, =7, 4,=117.

XVI. Des diviseurs réguliers.

Supposons que le diviseur d de la base a soit premier
avec le nombre B;, déterminé par ’équation de FERmaT
(1 Af—aB? = (1)°,
nous disons que d est diviseur régulier de a.

Les diviseurs réguliers jouent un rdéle important, dans
la théorie des équations de LAGRANGE, comme le montrent
clairement les théorémes que nous avons a démontrer
concernant- cette idée.

I. Supposons que le facteur régulier d de la
base a contienne les facteurs premiers p; ps... pr,

le nombre
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(2) K = p1)”1 pzkg . pr).,,

est précisément du rang K, par rapport 2 la base a.
A cet effet, étudions tout d’abord la puissance p;' du
diviseur régulier p, les formules de LAGRANGE
k —
A = Af+(2>c1B12All‘ L.
k - k ot
B, = <1>31Af ’+<3)an"Al’ LR
donnent les congruences ‘
(2) A4, = Alk (mod p)
(3) B, = kB, AF (mod Ds
c’est-a-dire que By est le premier des nombres By qui soit
divisible par p, de sorte que p est, par rapport a la base aq,
précisément du rang p.
De plus, on aura, en vertu du théoréme de FrRMAT,
(4) -Ap = Al (mod p)

®) %Bp = B, (mod p),

de sorte que le nombre premier p est aussi diviseur régu-
Lier de la base
(6) a; = ap®

Etudions ensuite I'équation de FERMAT
(7 @ —ayt = (—1*,
puis désignons par (4, BY) une solution quelconque de
cette équation, nous aurons '

®) ALY =4y, B = %Bpk,

ce qui donnera, en vertn des congruences (4) et (5),
(9) AN = 4; (mod p)

(10) B = B; (mod p).

Cela posé, il est évident que le nombre premier p est,
5#
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par rapport a la base a;, du rang p, de sorte que p* est
du rang p?, par rapport a la base a. Et la conclusion de
A—1 4 1 est evidente, de sorte que la puissance p* est égale
a son rang par rapport a la base a. ’

Posons généralement
(11) a, = ap”,
puis désignons par (AI?“), B,ED) une solution quelconque de
I'équation de I'ERMAT

(12) ?—ayt = (—1)%,
nous aurons, quel que soit l'indice 4,
(18) AP = 4, (mod p)
(14) B# = B, (mod p),
Ce qui donnera particuliérement

(15) AW = 4, (mod p)
(16) BW = #Bp)_ (mod p),

congruences qui nous seronl trés utiles dans ce qui suit.
Revenons maintenant au nombre K, défini par la for-

mule (2), puis remarquons que chacun des facteurs
pis, s=1,2,8,...,r,

premiers entre eux, est précisément égal a son rang par
rapport 4 la base a, il est évident que le nombre K est
du rang K par rapport a la base a.

De plus, I'égalité 6 = oph

donnera immédiatement celte autre proposition :

II. Les deux bases a et aK® sont toujours de la
méme espéce, pourvu que K soit.impair. Soit, au
contraire, K un nombre pair, ak® est toujours une

base de seconde espéce.
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Supposons particuliérement que la base a et le nombre
B, soient premiers entre eux, nous disons pour abréger
que a est une base réguliére, et I'application des théorémes
précédents anx bhases réguliéres est évidente. C’est pourquoi
nous nous bornerons a démontrer la proposition suivante:

1II. Posons
(17) Bl = f/gl » ‘
ot B, est premier avec a, tandis que tous les fac-
teurs premiers de f divisent aussi a, le nombre
(18) a = af?
est une base réguliére.

En effet, remarquons que f divise tous les By, puis
posons

nous aurons évidemment
a'ﬂ; = aB,,

de sorte que toutes les solutions de l'équation de FErmAT

(20) @ —d'y? = (—1)°
se présentent sous la forme
(21) ‘ x:a‘u,, .l]:ﬂ‘u.

Dans larticle XVIII, nous avons a donner des applica-
tions importantes des bases réguliéres, applications qui
exigent une étude plus approfondie des solutions d'une
éguation de LAGRANGE.

XVII. De l'ordre des positifs entiers.
Quant a P'équation de LAGRANGE .
1) —art = (17w,
supposée résoluble, il est évident que les solutions de cette
équation contiennent les solutions de celle-ci
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(2 u?—ap®? = (—1)%1w,
pourvu qu’elle soit 1‘ésolﬁble, ce qui n’est pas toujours le
cas, parce que (—1)%1 e doit étre résidu quadratique de p.

Quoi qu’il en soit, supposons résolubles les deux équa-
tions (1) et (2), puis désignons par (ug, vg) le premier é1é-
ment d'une suite S, appartenant a I'équation (1), dans le-
quel v, est multiple de p, nous disons pour abréger que
le nombre p appartient, dans la suite S, a l'indice ¢, et,
cette définition adogtée, nous avons tout d’abord & démon-
trer deux lemmes fondamentaux :

I. Supposons que le nombre p, du rang r par
rapport 4 la base a, appartienne, dans une suite S
de I'équation (1), & I'indice ¢, nous aurons tou-
jours g <r. De plus, soit §' la suite coordonnée
de S, p appartient, dans S, a I’indice r—qg-1.

En effet, supposons ¢ > r, puis posons

q=rs+t, 1=t=r,
la formule récursive
Vg = U Bprs+ 01455

montre que p; est divisible par p, ce qui est impossible,
de sorte que nous aurons nécessairement g =<r.

Soit ensuite ® > 2, et soit (u}, v)) un élément quel-
conque de la suite 8’ coordonnée 4 §, on aura

Uy Vr—q-+1 -+ Dgliy g1 = wBr,

de sorte que vr—gpq1 est nécessairement multiple de p, parce
que p, étant diviseur de vy, est premier avec ug, et il est
évident que v7—q+1 est le premier des nombres vy qui puisse
étre divisible par p.

Dans le cas particalier o = 2, nous disons que le
nombre p est, par rapport a la suite S, de l'ordre g.

Supposons ensuite, pour w > 2, ¢ < r—g+1, nous
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disons de méme, que p est, dans le couple de suites coor-
données S et S’, de l'ordre gq.

Cela posé, il est facile de démontrer le second des
deux lemmes susdits:

II. Supposons que le positif entier p du rang r
appartienne, dans la suite §, A I'indice ¢, tous les
nombres vgirs sont multiples de p, tandis qu’aucun
autre des vy ne peut posséder cette propriété.

En premier lieu, il résulte immédiatement de la formule

récursive
Vgtrs = UgArs+ 12gBrs

que pgtrs est multiple de p. Soit ensuite vy, pour m > g,
divisible par p, on aura
U= vgAm—g+ Uy Bu_q,
de sorte que Bm—g est mulliple de p, ce qui donnera
m—g =718, M= q-+7rs. |
Or, ces deux lemmes établis, il est facile de démontrer
le théoréme général:
Il. Supposons que le positif entier p durang r
soit, dans les deux suites coordonnées S et S, de
I’ordre q, les éléments

3) '/Uquré‘! —l"l’fH—rs> > (ur"—q%‘s—kls il’;——q%—z-sﬂ)
\ p ’ p
forment un couple de suites coordonnées appar-
tenant a I’équation (2). ‘
Quant aux exposants d et d; qui figurent dans les
équations (1) et (2), on aura

4) 0; = 0+rs,
oll ¢ est déterminé par I'équation de FERMAT
(5) A2—aB2 = (—1).

Soit par exemple r = 2, on aura g=1 ou g=2; c’esl-
ad-dire que le nombre p du rang 2 ne peut appartenir a
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N

un couple de suites coordonnées S et S, & moins que
vy et vy’ ou vy et vy’ ne soient multiples de p.

Généralement on peut dire que les idées du rang et de
Pordre des positifs entiers jouent un réle fondamental dans
la théorie des équations de LaGranNgk, ce qui est mis en
pleine lumiére par la proposition suivante:

IV. Supposons que les rangs r, et r; des nom-
bres p; et p,, appartenant tous deux a I’équation
(1), soient premiers entire eux, le produit p;p, ap-
partient aussi & cette méme équation. ‘

En effet, supposons que les nombres p; et'p2 appar-
tiennent, dans une suite des solutions de l'équation (1),
aux indices s; el sy, les indices p et » des v qui sont
mulliples de p, respectivement de p,, se présentent sous la .
forme
(6) p=Ss1+rx, v=s-+ri,
donc le produit p;p. ne peut appartenir 2 la suite susdite,
a moins que
(7) w =,
condition qui est a4 la fois nécessaire et suffisante.

Or, I'équation (7) n’est aulre chose que I’équation in-
déterminée

(8) Fyx—1red = $,—Ss,

toujours résoluble, parce que r; et ry sont premiers entre eux.
Soit par exemple
x =90+ ryu,

on aura, en vertu de (8),
pw=v==striotkrnr, 0<s+re=<rr,

ol k est un positif entier quelconque.
-Supposons, au contraire, que les rangs r; el r, aient
Ie plus grand diviseur commun f, I"équation (8) n’est pas
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résoluble, & moins que

(9) 51— =0 (mod f),

condition que permet de résoudre, aussi dans ce cas,
I'équation (8), ,

"~ Quant 2 la suite coordonnée S, py et p, appartiennent

respectivement aux indices

-

S =r—s+1, § —=ri—s,+1,
ce qui donnera
§7—83 =0 (mod f).
Soit par exemple
a=2, pp=2, py=3,
on aura

3

=2, rn=414,
de sorte que le diviseur 6 n’appartient a un couple de
suites coordonnées de I'équation

?— 2% = 1w,
4 moins que les ordres s; et s, des premiers 2 et 3 ne
soient de la méme parité.

Revenons maintenant & 1'équation de FErmaT

Al —aB! = (—1)"¥,
nous savons que les deux nombres Aj et Boniq sont tou-
jours premiers entre eux, quels que soient leurs indices
ket 2n--1. _

Quant a I'équation de LAGRANGE
(10) w—av® = (—1)%aw,
nous trouvons une propriété analogue, savoir:

V. Un nombre du rang impair, par rapport 2a
la basé¢ a, qui appartient a une suite (u,, v, des
solutions de I’équation (10) est premier avec tous
les nombres u,.

En effet, supposons que u, ne soit pas premier avec
P 2 P
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le nombre p du rang impair qui appartient a la suite
(11n, va), il existe un indice plus grand que u, savoir p--v»,
tel que vutr est multiple de p, et nous aurons

Duty = Uy By + vy 4, ,
de sorte que p et A» ne sont pas premiers entre eux, ce
qui est impossible.

XVIII. Propriété remarquable des bases réguliéres.

Les développements de I'article précédent montrent
clairement qu’il existe une grande analogie entre les équa-
tions de FErRMAT et de LacraNGE. Néanmoins ces deux
classes d’équations indéterminées présentent des propriétés
entiérement différentes, ce qui est mis en pleine lumidre
par les recherches suivantes.

Supposons que le nombre p soit, par rapport &4 la base a,
du rang r, de sorte que
(1) B, = p”K,

ol K n’est pas divisible par p, nous disons pour abréger
que le nombre p est, par rapport & la base «, du rang r
et de la hauteur =.

Soit maintenant ¢ un positif entier quelconque, il
existe, en vertu des développements de T'article XV, des
indices s, tels que
(2) B = p"TeK,,

ol K; n’est pas divisible par p.

,

Quant a I'équation de LAGRANGE

3) w—an? = (—1) w,

Iétude des diviseurs des nombres v, est plus compliquée.
En effet, supposons que le nombre p appartienne, dans

une suite S, a4 l'indice m, de sorte que
(4) Um — le,
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ot M n’est pas divisible par p, nous aurons a démontrer
Ia proposition curieuse:

I. Soit, dans les équations (1)-et (4), 1 <z, tous
les vy qui sont multiples de p, sont divisibles pré-
cisément par pt, de sorte qu’il n’existe aucun v,
qui soit divisible par une autre puissance de p.

Supposons ‘
PP Um = PJ'M s Byo= prs

le nombre M n’est pas divisible par p, et nous aurons, en
vertu des formules récursives,
Vim+rk = p;' (MA,;+ Ump7'~}'L) ,

ce qui montre clairement que vm4rx est, quel que soit k,
divisible précisément par la puissance p?, parce que M et
Arr sont tous deux premiers avec p.

Quant & ’hypothése 1 = 2, démontrons tout d’abord le
lemme suivant:

II. Soit p un diviseur premier régulier de la
base @, les deux équations de LAGRANGE
(5) warr= (17w, w?—ap*® = (1Fa
sont; pour des exposants convenables 0 et ¢, en
meéme temps résolubles ou non, et,en cas deréso-
Iubilité, ces deux équations sont du méme genre.

Quant 4 la démonstration de ce lemme fondamental, il
s’agit évidemment de démontrer que le diviseur p appar-
tient &4 un couple quelconque de suites coordonnées de la
premiéres des équations (5).

A cet effet, soit (u;, vy) le premier élément d'une suite
quelconque appartenant & I’équation susdite, la formule

récursive générale
& U1 = vy A + 1y By

donnera, en vertu des congruences (2) et (3) de l'article XVI,

(6) v, = A1 (Ayo+ ke By, 1< k< p—1,

T
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et il est évident que les deux congruences
(7) vy =0 (mod p)
(8) w4+ kuy By = 0 (mod p)
sont équivalentes.

Cela posé, introduisons, dans (8), successivement
(9) w=1,2,3,..., p—1,
puis supposons les congruences ainsi obtenues satisfaites
respectivement par
¢) vy = cc{"'), cc;"'), . 0‘}51:)1 s
il est évident que la différence

a/(;‘") — 0&1Em , m X,
ne peut jamais étre divisible par p; car on aura, dans ce cas,
0B (w—») = 0 (mod p),

ce qui est impossible, parce que u; B; est premier avec p,
et |p—v| < p.

Divisons maintenant par p les nombres o, nous au-

rons le t
rons les restes 1,2,8, ..., p—1,

pris dans un ordre inconnu; c’est-a-dire que la congruence
(8) est satisfaite par les p—1 couples des valeurs différentes
de uy et vy:
(10) (1, a{l‘)), (2, uél")), e (p—1, ocp(f‘_)l .
Démonlrons ensuite que les deux congruences
vA;+kyuB, =0 (mod p)
vAy +kouB; = 0 (mod p),
ol ky =& ks, ne sont jamais satisfaites par le méme couple
(u, v).
On aura, en effet, dans ce cas,
(ky—k;)uB; = 0 (mod p),

ce qui est impossible.
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Cela posé, introduisons, dans (10), successivement
k=12, 3, ..., p—1,
nous aurons tous les (p—1)® couples de la forme

(e, ), 1<e=<p-1, 1<8=<p-1,

et il est évident qu’il existe de telles valeurs o et g que
uy =« (mod p), v, =4 (mod p);
c’est-a-dire qu'un seul des nombres
U1, Da, U,y v vy Up

est toujours divisible par p, de sorte que le diviseur p ap-
partient 4 une suite quelconque formée des solutions de
Péquation (5).

Appliquons ensuite la méthode développée dans Iarticle
XVI, nous verrons que les deux équations

2 —av? = (—1)w, u?— ap* p? = (—1)°w
sont en méme temps résolubles ou non, et, en cas de ré-

solubilité, elles sont du méme genre.

Etudions maintenant la base réguliére

an a=pfll)§9...p,,‘x’,

ol pyps...pr sont des facteurs premiers inégauﬁ, puis
posons

(12) K=pl pi7-pfr,

la méthode appliquée dans I’article XVI, donnera ici le
théoréme fondamental :

III. Soit a une base réguliére, les deux équa-

tions indéterminées
(11)  w?—av® = (-1’10, wd—ak2p® = —1)%

sont, pour des valeurs convenables des exposants

0 et dy, en méme temps résolubles ou non, et, en
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cas de résolubilité, les deux équations sont dn
méme genre.

Exemple 1. Le nombre a = 10 est une hase réguliére
de premiére espéce, car l'équation de FERMAT

x?—10y* = £+ 1
donnera

de sorte que l'on aura
4,=19, B;=6; A;=117, By = 37.
Supposons ensuite résoluble I'équation de LAGRANGE
(12) ?—100° = + o,
cette autre équation

(13) ut— 22 2 H 2 = (—1)d

est aussi résoluble, quels que soient les exposants n et p,
et les équations (12) et (13) sont du méme genre.
Etudions un peu plas profondément I'équation spéciale
da la forme (13)
(14) n*—10000° = (—1)dw,
puis désignons par (u;, vy) le premier élément d’une suite
quelgonque des solutioﬁs de 1'équation (12), nous pouvons
nous borner a étudier le cas olt 4y et v; sont tous deux
impairs et non multiples par 5. En effet, soit v, divisible
par 10, nous aurons immédiatement une solution de (14);
soit ensuite w; multiple de 5, ou soit vy un nombre pair,

les deux nombres
vt uy

sont premiers avec 10.
Or, supposons u; el v; tous deux premiers avec 10, je

dis que nous aurons toujours une des quatre congruences
(15) 3U1 _‘J: 251 =40 (mod 10)
(16) 11704+ 370, = ¢ (mod 10).
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En effet, supposons
i =« (mod 5), v, = A (mod 5),
ce que nous désignons par le symbole {«, 8), une des con-
gruences (15) est satisfaite pour les 8 combinaisons
(1,2), (2,1), (1,3), 3. 1), (2,4), (4,2), (3, 4), (4, 3),
tandis que qu'une des congruences (16}, ou, ce qui est la

méme chose,
vi+u; =0 (mod 10)

est salisfaite pour une des 8 combinaisons
(1,1), (2,2), (3,3), (4. 4), (1,4, (4, 1), {(2,3), (8,2).
Considérons par exemple I'équation
w?—100° = 4+ 39,

ses deux couples de suites coordonnées sont déterminés
par les solutions

1°—10-2* = —39, 17°—10-52 = 39
ce qui donnera, pour l'équation
u®—10000% = — 39,

deux couples de suites coordonnées, détérminées par les
solutions
312—1000-1% = 5191°—1000-167% ="—39.

Le premier de ces deux couples provient des réduites

de la fraction continue qui représente 1000.
Revenons maintenant aux équations (1) et (4), dans
lesquelles 1 > z, puis posons, dans I'équation (3),

(17) a, = ap**,
p est un diviseur régulier de la base a;, de sorte que p
appartient & une suite quelconque des solutions de I'équation
(18) u?— a0 = (—1) .

Exemple II. Soit ¢ =7, on aura A; =8, B;=3, de sorte
que le nombre premier 2 est du rang 2 et de la hauteur 4.
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I’equation de LAGRANGE
u?— 70 = 57
est du rang 4, en ayant les solutions primitives
82 —7-1% = 132 —7-4* = 57,
de sorte que nous aurons
132 —28.2?2 = 452—28-8% = 57,

donc I'équation 2982 — 57

est aussi du génre 4, et c’est la méme chose pour
u?—112v® = 57,
tandis que les équations
n?—7.22p? = 57, n=3,
toujours résolubles, ne sont que du genre 2.

Exemple III. Le nombre 2 est, par rapport & la base 14,
du rang 1, parce que l'on aura A,= 15, B;=4; I'équation
n®—140® = —55

est du genre 4, car on aura
12— 14-22 = 29°—14.8” = — b5,
c’est-d-dire que I'équation
u?—560p* = —55
est aussi du genre 4, tandis que
?—9224p® = —H5, u—14-227p2 = —55, n> 2
ne sont que du genre 2.
L’équation 2P 14p? — 975
est du genre 4, car
172 —14-12 = 812 —14-7% = 275,
tandis que les équations
u?—14-222p% = 275, n>1,
sont irrésolubles.
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Exemple IV. Soit a =41, on aura 4; =32, B; =5, de
sorte que le nombre premier 5 est, par rapport a4 la base
41, du rang 1.

I’équation de LAGRANGE

un® —410® = + 664
est du genre 4, et ses deux couples de suites coordonnées
sont déterminés par les solutions
192—41-5% = —664, 75°—41-11° = 664,

done Uéquation 0?— 102502 = 4 664

n'est que du genre 2.
Ces exemples, pris au hasard dans ma Table des so-
lutions des équations de LAGRANGE, sont typiques pour la

nature de ces équations.

XIX. Des diviseurs 2, 3, 5.

La seconde partie de la Table de DrceN qui contient
les solutions 4; et B; de I'équation de IFErMAT
(1) A" —aB? = —
est d'un aspect curieux, parce que beaucoup des nombres
B; ou A; sont multiples de 5.

Or, ce fait curieux est une conséquence immédiate des
deux propositions suivantes concernant le diviseur 5:

I. Soit @ une base de premiére espéce de la
forme 4k 41, le nombre premier 5 est, par rapport
a4 la base a, du rang 1 ou du rang 2.

Remarquons que, dans ’équation (1), la congruence

4,2 =1 (mod 5)
est exclue, parce qu’elle donnera
aB® =2 (mod 5),

ce qui est impossible. On aura donc ou

Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. V, 1. 6
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A12 = —1 (mOd 5)
ce qui donnera -
B;=0 (mod 5),

de sorte que 5 est du rang 1, on
A2 = (mod 5)
ce qui donnera le rang de 5 égal a 2,

On voit que, dans ce cas, un des nombres B; et 4, est
toujours multiple de 5.

II. Soit a une base de premiére espéce de la
forme 5k +2, le nombre premier 5 est, par rap-
port a la base a, du rang 1 ou du rang 3.

Dans ce cas, il est évident que 4; ne peut jamais étre
multiple de 5, de sorte que I'on aura ou

4.2 = —1 (mod 5),

ce qui donnera
By

0  (mod 5),
et 5 est du rang 1, ou

A2 =1 (mod 5),
et la formule

By = B;{(44,*+ 1)
donnera immeédiatement
B, = (mod 5),

3

-

de sorte que 5 est du rang 3.

Remarquons que la proposition II donnera, comme
corollaire, cette autre:

ITI. Soit a=5k-+2 une base de premiére espéce,
les nombres 5"a sont aussi, quel que soit I’expo-
sant n, des bases de premiére espéce.

Soit maintenant @ = bk 41 un base de seconde espéce,
savoir AP—BP —1,
la congruence
(1) ) A2 = —1 (mod 5)
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est toujours exclue, de sorte que Ion aura oun
(2) AP =1 (mod 5),

ce qui donnera
‘ B; =0 (mod 5)

et 5 est du rang 1, ou
(3) A; =0 (mod bH),
donc 5 est du rang 2.

Dans ce cas, un des nombres 4, et B; est toujours
multiple de 5.

Soit ensuite a = 5k -2 une base de seconde espéce, on
aura aussi & considérer la congruence (1), de sorte que le
rang du nombre 5 est égal 4 1, 2 ou 3.

Quant au diviseur 3, nous avons & démontrer la pro-
position :

IV. Soit
) a=3k+1, 1=1,2
une hase de premiére espéce, le nombre premier 3
est, par rapport & la base a, du rang 2L

En effet, 'équation de FErmMaT donnera

4.2 = aB*—1
A = aB*+1;
soit donc a = 3k+ 1, on aura
A; =0 (mod 3)
et 3 est du rang 2, tandis que ’hypothése a = 3k-+2 donne
A, =0 (mod 3),
donc 3 est du rang 4, parce que
‘ B, = 24,B,
ne peut jamais étre multiple de 3.
Quant au diviseur 3, nous avons encore 4 démontrer

la proposition:
G*
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V. Soit a =3k+2 une base de premiére espéce,
les deux équations de LAGRANGE
() —a? = 4o, w?—9aw= (1)
sont, pour une valeur convenable de I’exposant d,
en méme temps résolubles ou non, et, en cas de
résolubilité, elles sont du méme genre.

En effet, soit (un, vn) I'édlément général d’une suite S
appartenant 4 la premiére des équations (5), et soit o
multiple de 3, il est évident que le diviseur 3 appartient
a la suite S. Soit ensuite uy; multiple de 3, on aura

vg = Ayvy+Bsuy = 0 (mod 3),
car A, est multiple de 3.

Etudions maintenant le cas général olt ni &y ni vy n’est

multiple de 3, un des deux nombres

vy = vy A+ By

0" = |0 Ay —uy By
aura nécessairement cette propriété, et (i, vy’) est la solu-
tion réciproque de (uy, v;); cest-a-dire que v, est divisible
par 3. '

Remarquons que les propositions II et IV donnent im-
médiatement cette autre:

VI. Le nombre 15 est, par rapport aux bases
de premiere espéce de la forme 15»+2 ou 15v+8,
du rang 12.

Quant au diviseur 2, nous avons & demontrer les deux
propositions: |

VII. Soit a une hase paire de premiére espéce,
la puissance 2” est, quel que soit l’exposant »,
égal &4 son rang par rdpport a la base a.

Remarquons qu'une base paire de premiére espéce est

toujours un nombre de la forme 4k+2, il est évident que
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Ay et By sont tout deux impairs, de sorte que B, est aussi de
la forme 4142; c’est-a-dire que 2 est un diviseur régulier
de la base a. De plus, on aura cette autre proposition:

VIII. Soit a une base paire de premidre espéce,
les deux équations de LAGRANGE

w—ar® = dw, a®—2%w?=(—1)"n
sont, pour une valeur convenabhle de l'exposant

d, en méme temps résolubles ou non, et, en cas de
résolubilité, elles sont du méme genre.

On voit que cette derniére proposition se présente sous
une forme élégante, dans le cas spécial a = 2.
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CHAPITRE V

Des conditions de résolubilité.

XX. Remarques générales sur la résolubilité.

Revenons maintenant a la proposition I de l'article I
concernant la résolubilité d’une équation de LAGRANGE

€)) w?—av® = (—1)w,

puis posons

(2) u=as-+r,

il résulte, en vertu de (1),

(3) (~1)d‘w =r* (mod a),

congruence qui détermine r, et 'équation (1) donnera
4) (ast)>— (1) w = ar?,

équation qui permet souvent de résoudre immédiatement
I'équation (1), 4 T'aide d’une table des nombres carrés plus
petits que 100.

Posons ensuite, conformément a la congruence (3),

(5 1)’w = r*+ka,
il résulte, en vertu de (4),
(6) as® 4 2rs F k = o2,

équation qui est souvent plus facile & résoudre que (4).

De plus, cette derniére équation () indique immeédiate-
ment beaucoup des cas dans lesquels I'équation (1) est
irrésoluble; un de ces cas est indiqué par la proposition
suivante :
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I. L’équation (1) est irrésoluble, pourvu que
Pon ait a la fois
(7) a=414+2, k=4u+2, r=2y+1.
~ En effet, il résulte, en vertu de (6), que v doit é&tre un
nombre pair; soit v = 2y, on aura donc
22+ 1)s° £ vt 1)s 3 (2ut1) = 27,
équation qui est impossible, parce que son premier membre
est un nombre impair.
On aura de méme ces deux auires propositions:
II. Soit a =8v+1 la puissance d’un nombre
premier, I’équation de LAGRANGE
(8) u?—2av® = w*
est irrésoluble pour o = 8u 4 3.
En effet, 'équation (8) donnera ou

2

utw=2p*, ure = 4aq
ou ut o =4¢*, uTw = 2q°

ot nous avons posé

v = 2pq,
de sorte que p est impair, ce qui donnera respectivement
9) pP—2aq® = +w, 2¢°—ap® = +Lo,

donec on aura nécessairement « = 8w 1.

L. Soit a = 8v+1 la puissance d’un nombre
premier, et soit »? la puissance primilive qui
correspond a la hase 2a, I'équation de LAGRANGE
(8) n’est résoluble, 2 moins que
10)  atw=2% (mod 8, x=0,1.

Dans ce cas, nous avons seulement la seconde des con-
gruences (9), et la congruence (10) est évidente.

Or, il est trés curieux, ce me semble, que la proposition
suivante admette beaucoup plus d’applications que les
précédentes :
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IV. Supposons résoluble I’équation de LAGRANGE
(11) ut—av® = (—1)%p%q°,

oll p et ¢ sont des nombres premiers inégaux, ces
deux autres équations

(12) w2 —av® = (—1y*p?, wv*>—av?= —1*q", 2421 =24,
sont en méme temps résolubles ou non.

En effet, supposons résoluble une des équations (12),
Iéquation (11) est décomposable, de sorte que la seconde
des équations (12) est aussi résoluble.

Exemple I. Soit @ =37, ¢ =3, jai annoté plus de
50 valeurs de ¢°, pour lesquelles I'équation (11) est réso-
luble, I'équation (12) irrésoluble, parce que

u?—37v° = +3
est irrésoluble.

Exemple II. Soit a =101, p® = 4, je connais plus de
40 valeurs de ¢°, pour lesquelles I'équation (11) est ré-
soluble, tandis que les équations (12) sont toutes deux
irrésolubles, parce que

2 —101p% = -4
est irrésoluble,.

XXI. Théoréme sur les bases 2, 3, 5.

Dans ce qui suit, nous désignous par a un quelconque
des trois nombres premiers
2, 3,5,
par ® un nombre impair, premier avec a, et nous avons
a4 démontrer le théoréme:
I. L’équation de LAGRANGE

(1) ut—aqu? = (—I)Jco
est toujours résoluble, pourvu que a soit résidu

quadratique de chacun des.facteurs premiers de w,
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et que (vl)‘;w soit résidu quadratique de a, con-
dition qui est 4 la fois nécessaire et suffisante.

Ce théoreme est bien connu, au moins pour a = 2, 3,
parce que l'on connait une solution de 1'équation (1) cor-
respondante, mais je ne me rappelle pas avoir vu autre-
fois I'équation (1) qui correspond 4 a = 5.

C’est pourquoi il nous semble utile de démontrer de
nouveau notre théoréme, en appliquant une méthode ana-
logue & celle des démonstrations de ’expression

p=ax>+ay’, a=1,2,3,4,

ol p est un nombre premier.

A cet effet, supposons tout d’abord que @ soit égal a
un nombre premier p, de sorte que les deux conditions
susdites soient remplies, il existe un positif entier ¢ < p
qui satisfait &4 la congruence

2

" =a (mod p).

De plus, il est possible de déterminer denx nombres
entiers x et y qui satisfont & la congruence

x®—q*y* = (x+qy) (x—qy) = 0 (mod p),

car p et g sont premiers entre eux.

Cela posé, nous aurons évidemment
(2) x?—ay? = pM,
ot M est un nombre entier. De plus, choisissons x et g,

tels que

P yi
ol < £, gl < L,

ce qui est permis, nous aurons, en vertu de (2),
M| <p,
car a—1 < 4.
Soit maintenant M = 4+ 1, l'équation (2) n’est autre

chose que léquation (1) pour w = p; soif, au contraire
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| M| > 1, nous aurons, en vertu de (2),
3) (x—aM?—aly—BM)? = MM,
olt « et B8 sont des positifs entiers quelconques, et ot M,
est un nombre entier, et il est facile de démontrer que
I'hypothése M; = 0 est inadmissible.
En effet, soit M; = 0, on aura, en vertu de (3),
x=aM, y=p8M,
donc 1l résulte,
(e®—af)M = p,
de sorte que l'on aura nécessairement un des systémes
d’équations indétermindes
w—aft =41, M=+4p
o*—apft=+p, M=+1,
ce qui est impossible, parce que 1< |M| < p.
Choisissons maintenant o et 8, de sorte que
le—aM| < 3 |M|, |y—AM| < 3|M],
ce. qui_est possible, I'équation (3) donnera immédiatement
(4) |M.| < (M|,
4 moins que
a=5, x—aM=2+M, g—AM=_L1M,
savoir :
a=5, x= (et M, y=(BLDM
Or, introduisons, dans (2), ces trois valeurs, il résulte
[(e k5 —5 (8£5)2] M2 = p.
ce qui est impossible, parce que 1 << |M| << p.
Cela posé, on aura, en multipliant les équations (2) et (3),
[ (@ — M) — ay (y—AM)]* — a [w (y— M) — y(— ) ]” =
— pM’ M,
ou, ce qui est la méme chose,
(ex— aBy)*—a(Bx—ay)® = pMy,

équation qui est de la méme forme que (2), mais |M,| < |M|.
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En continuant de cette maniére, on trouvera finalement

une équation de la forme
&) at—ay® = (—1)p,
savoir 1'équation (1) pour o = p.

Remarquons mainlenant que p est un nombre impair,
il résulte, en vertu du théoréme II de l'article XIII, que
celte autre équation indéterminée
(6) a?—ay® = (—)™p",
olt n désigne un positif entier quelconque, est aussi réso-
luble. '

Enfin, supposons résolubles les » équations de la forme (6)
a\c2f01y2 = (ﬁl)d\rpfr, r=1,2...,»,

ol les pr sont des nombres premiers inégaux, nous savons,
en vertu du théoréme I de larticle VI, que I'équation in-
déterminée

()\ ()‘-)... (f/ 0 4
(7) at—aqy? = ()T T

b1 P2 ... P»
est aussi résoluble, et celte dernitre équation est précisé-
ment 'équation proposée (1).
En se rappellant que I'équation indéterminée
=yt =,
supposée résoluble, savoir que ® n’est pas de la forme
43+ 2, n'admet qu'un nombre fini de solutions, il est bien

curieux, ce me semble, que cette autre équation
x%-—qy? = 1)Yw, a=23,5,

supposée résoluble, n’admette pas seulement une infinité des
solutions, mais, abstraction faite du cas particulier a = 3,
w = 2, au moins deux suites infinies de solutions.

Or, notre théoréme général démontré, nous avons a

étudier séparément les trois valeurs susdiles de la base a.
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XXII. Sur la base a = 2.

Soit toul d’abord a = 2, le théoréme I de l’article pré-
cédent donnera immeédiatement, comme corollaire:

I. L'équation de LAGRANGE
(1) w—20 = 4w
est toujours résoluble, pourvu que tous les fac-
teurs premiers de o soient de la forme 8v+1, et
seulement dans ce cas.

Quant a I"équation (1), on aura la proposition curieuse:

II. Soit (13, vy 1'élément primitif d’un couple
quelconque de suites coordonnées appartenant a
I’éguation (1), on aura toujours, quel que soit le
paramétre w,
(2) i << vp,
et inversement. .

En effet, remarquons que la plus petite solution (A;, By)
de l'équation de FERmAT

x®2—2p2 4+ 1

est déterminée par 4; = B; = 1, la multiplication négative
donnera, en vertu de (1),
(3) (@—20—2@w—0)? = T o

Soit maintenant u > 2v, on aura

u—2v <<u, a—v>uv;

c’est-d-dire que l'indice de la solution (u—2p, u—uv) est
plus petit que celui de (z, v).

Soit ensuite v < u < 2p, on aura de méme

2Zo—u<<u, u—v<v,

de sorte que l'indice de la solution (2v—n, u—v) est plus

petit que celui de (u, v), tandis que Phypothése u <»

donnera
dv—u>u, v—un<vo;
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c’est-a-dire que l'indice de la solution (2v—u, v—u) est
plus grand que celui de (u, v).

De plus, nous aurons 4 démontrer la proposition:

III. Soit (uy, vy) 1"élément primitif d’un couple

de suites coordonnées appartenant a 1’équation
(1), on aura toujours

w-+1 »
@ | |/ ! Zvl>l/?.

En effet, il résulte, en vertu de (2),

202 = —m,
ce qui donnera immédiatement les relations (4).
Etudions par exemple I'équation indéterminée
(5) u?—2v? = 44991 = +-7-23-31,
nous pren.ons pour point de départ les deux équations
n?—2® = 47,  u?— 202 = 23,
dont les solutions primitives sont déterminés par les égalités
12-9.92 — —7, 32—2.42 = —23,
d’out il résulte, en multipliant ces deux équations,
192—2.10% = 161, 13*—2.22 = 161;

donc les éléments primitifs des deux couples de suites
coordonnées de I'équation

w?— 20 = 4 —161
sont déterminés par les égalités
(6) 12—2.9% = —161, 9°—2-11°* = —161,
tandis que les solutions réciproques sont déterminées par
172—2-8° = 161, 132—2-2° = 161.
Remarquons ensuite que I’équation indéterminée
n?—2p% = 431

a sa solution primitive déterminée par
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12—2-4% = — 31,
il résulte, en vertu de (6), que les quatre éléments primi-
tifs des huit suites coordonnées de 1'équalion (5) sont dé-
terminés par les égalités
32—-2.502 = 292—2.54% — 472—2-60% = 612—2-662 = —1991.

XXIII. Sur la base 3.

Remarquons que 3 est résidu quadratique des nombres
premiers de la forme 12k 4-1, tandis que' 12k 41 est résidu,
12k —1 non résidu de 3, nous aurons, en vertu du théo-
réme I de 'article XXI:

I. L’équation de LAGRANGE
(1) ?—30 = (—1V0a, o=12v+(-1),
est toujours résoluble, pourvu que tous les fac-
teurs premiers de w soient de la forme 12k £ 1, et
seulement dans ce cas.

On voit que © = 11 est le plus petit paramétre, appli-
cable dans l'équation (1) supposée résoluble, et 1'on aura
la solution primitive déterminée par

' 12—3.22 = —11,
d’oti il résulte, en multipliant cette équation par I'équation

de FERMAT 22-3.12 =1,

ces deux égalités
82—3-5% = —11, 4*—3-3* = -—11,
et les deux solutions de I'equation indéterminée
(2) w— 3t = —11,
ainsi obtenues, sont situées respectivement dans les inter-
valles I; et I, de sorte que tous les intervalles I, con-

tiennent, pour n = 3, précisément deux solutions de 'équa-
tion (2).
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Multiplions maintenant par I'égalité
(3) 1—312 = —2,
I'équation (1), il résulte cette autre proposition:
II. Supposons résoluble l'équation (1), cette
autre équation

(4) 22— 3% = (—1)°T12, w = 12y} (—1)7,
est aussi résoluble, et inversement.

La multiplication susdite donnera, en effet,
-+ 30 —3u+v)? = (—1)?1 120,

tandis que l'on aura, en multipliant cette derniére équa-

(u + 3v>2_ 5 <Lil> — (1.

tion par (3),

2 2

On aura, par exemple, en vertu de (2),
52—3-1* = 72 —3-3% = 22,

de sorle que tous les intervalles I contiennent, pour.n = 2,
précisément deux solutions de I'équation
(5) u? —30? = 22
qui n’a aucune solution située dans Vintervalle I.

Quant aux équations (1) et (4), posons w; = @ Tespec-
tivement @; = 2w, nous avons 4 démontrer la proposition:

1. Soit (u, v) la solution primitive d’un couple
de suites coordonnées appartenant a I’équation
(5) n®—3v = —my
supposée résoluble, on aura toujours, quel que
soit le paramétre wy,
(6) u<uv,
ce qui donnera

(7) ‘/@20>‘/§

€
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En effet, supposons u > 2p, la multiplication négative

donnera
vy =u—2v <v;

soit ensuite 20> u > p, on. aura de méme
vy =u—2p>vp,
tandis que 1'hypothése u < v donnera
v = 2v—u > p.
Cela posé, on aura, en vertu de (5),
V4o, >3 =w4+w; > e +1,
ce qui donnera immédiatement les inégalités (7).
Etudions par exemple le paramétre

w = 143 = 11-13,
les solutions

12—3.22 = —11, 4°-1-32=13
donnent pour I'équation indéterminée
8 u?—30% = —143
les deux solutions primitives
22—3.72 = —143, 7 —-8-8% = —143,
dont les solutions réciproques deviennent respectivement
172—3-122 = — 143, 10*—3-9° = —143,

qui sont toutes deux situées dans l'intervalle I;, tandis que
la multiplication négative donnera
252 —3-16% = —143, 38>—-3-23% = —143.

On voit que la derniere de ces solutions appartient a
Pintervalle I,, tandis que la premiére est irréguliére, mais
la multiplication positive donnera

982 —3:57% = — 143,
et, cette solution appartenant i Iintervalle [y, il est évident
que tous les intervalles I, contiennent, pour n > 5, pré-

cisément quatre solutions de 1'équation (8).
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Etudions encore, comme second exemple, 'équation

9 u?— 30 = — 5086,
les deux solutions primitives

12—38.2 = —11, 2°—3-32 = —23
donnent immédiatement

16°—35.1° — 253, 20°—3-7% — 253.
de sorte que l'on trouve, pour 'équation (9), les deux so-
lations primitives

12—3-13%2 = —5H06, 132—3-15% = —506.

XXIV. Sur la base 5.

Il nous reste encore a étudier la base 5 qui est de
premiére espeéce.

A cet effet, remarquons tout d’abord que 5 est un
premier de la forme 4k -+ 1 ayant les deux résidus quadra-
tiques + 1, il est évident que 5 est résidu quadratique des
nombres premiers de la forme 10k 1.

Cela posé, nous aurons la_proposition:

I. Soit ® un nombre impair, 1’équation de
LAGRANGE
(1) w—5=+4w
est toujours résoluble, pourvu que tous les fac-
teurs premiers de w soient de la forme 10k 1, et
seunlement dans ce cas.

Quant a l'équation (1), remarquons que les solutions
de I'équation correspondante de FeErmaT

x> —5y% = +1

sont
2, 1), (9, 4), (38, 17), (161, 72), (682, 305), ...

On voit que les nombres premiers 11 et 19 représentent

les plus petites valeurs de w pour lesquelles I'équation (1)
Vidensk, Selsk, Math,.-fysiske Medd, V, 1. 7
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soit résoluble, et les plus petites solutions correspondantes

32—5.22 = —11, 1°—5-2° = —19
donnent
173—5-4?: 209 , 232—5-82 = 209.

Les solulions

4?—5-12 =11, 1*°—5-22 =19
donnent de méme ‘
62—5-72 = —209, 14°—5-9* = —209,

et T'on voit que la seconde de ces solutions est située dans
lintervalle I;, tandis que la premiere est irréguliére.
Appliquons maintenant la multiplication positive, nous
trouvons, dans l'intervalle I,, les quatre solutions
47° —5-20% = 209, 54*—5-25° = —209
73°—5-32" = 209, 86°—5-39° = —209,
de sorte que tous les intervalles I, contiennent, pour n > 4,
précisément quatre solutions de 'équation indéterminée

(2) u*—bv? = 4-209. |
Multiplions maintenant I’équation (1) par cette autre
(3) 1*—1.5° = —4,

il résulte la proposition :

II. Supposons résoluble I'équation (1), cette
autre équation
(4) ’ n?—50? = + 4w
est aussi résoluble, et inversement.

En effet, la méthode susdite donnera

(w450 —5@to) = 140,

et u et v étant de parité différente, ceite équation donne
deux solutions de (3). '

Multiplions maintenant les équations (3) et (4), il existe

un exposant ¢, telle que nous aurons les deux équations
résolubles A
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(ll -+ (~1)“51)>2_ . (u +(— 1)“1))2 B
1 T e

(u—(—l)”5”>2_5 <”_ - 1)6">2 =44,

2 2
ce qui nous conduira de I'équation (5) a4 I'équation (1).
Soit ‘par exemple w = 11, les deux équations
32—5.2° = —11, 4'—5-12 = 11
donnent respectivement
72—5-1* = 44, 132 5.5 = 44
12—5.3" = —44, 9*—5-5% = — 44,
de sorte que Pintervalle I; contient les quatre solutions
9*—5-57 = —44, 132—5-5% = 44
177 —5-7 = 44, 19°—5.97 = —44;
Cest-a-dire que tous les intervalles I, contiennent, pour n > 3,
précisément quatre solutions de 'équation de LAGRANGE

(5) u®—5p% = 444,
Etudions encore I'équation
(6) u®—50? = +836;
les deux couples de solutions réciproques
62—5-72 = —209, 232--5-8% = 209
142 —5-92 = —209, 172—5-42 = 209

donnent les solutions suivantes de (6):

292 —5-1? = 836, 412-—5-13% = 836
qui sont toutes deux irréguliéres, »

59? —5-23? = 836, 31%2—5-5? = 836,

appartenant a I, respectivement a I,

32 —-5.13% = —836, 372 —5-21% = —836
qui sont toutes deux irréguliéres,
53?2 —5-27? = —836, 172 —5-15%2 = — 836

appartenant & I, respectivement a I,
7*
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Cela posé, on verra que lintervalle I; contient les huit
solutions de 1'équation (6):

1792 —5 - 792 = 836, 2332 — 5.1057 — — 836
241 —5-107¢ = 836, 2812 —5-125° — 836
2872 —5-1292 = — 836, 3772 —5-1692 — 836
453% —5-2032 = 836, 6297 —5-2817 — 836,

de sorte que tous les intervalles I, contiennent, pour
n > b, précisément huit solutions de 1'équation susdite.
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