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1 . Ved numeriske Regninger gør man ofte Brug af viss e

Interpolationsformler, der tjener til at beregne Værdierne af

en Funktion, hvis successive Differenser er givne, eller til

at beregne en saadan Funktions Differentialkvotienter o g

Integraler. Den vigtigste af disse er STIRLING ' S Interpolations -

formel :

z2
(z2 - 1 2) . . . (z2 - (s -- 12)) Q 2 s H(

(2 s) !

z(z2-12) .(z2 -s2) \7 2s+ 1 H(- s1) ,
(2s+ 1) !

samt GAUSS' Formel og BESSEL's Formel, som slutter sig

nær til denne, og som alle tre er et specielt Tilfælde a f

den almindelige Newton'ske Interpolationsformel . Disse

Formler anvendes i Særdeleshed ved de'astronomiske Ephe-

merideberegninger, samt naar det drejer sig om at kon-

struere en Tabel over en Funktion, som enten er exact

given eller med Tilnærmelse bekendt ved en Række Iagt-

tagelser, f. Ex . naar man vil beregne en Dødelighedstavle .

Interpolationsformlerne afledes som Regel ved symbolske

Methoderi, altsaa uden egentligt Bevis, og ved Benyttelsen

indskrænker man sig til at medtage et ringe Antal af Rækkens

første Led, og opnaar derved i Almindelighed en god Ap-

proximation, naar blot Tabellens Interval er valgt tilstrækkeli g

Se f. Ex. Encyclopédie des Sciences mathématiques, tome I . vol. 4,

p . 49-59 .

H(z) =

s =
~

s=o
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lille . Men det kunde være af Interesse at vide i hvilke Til -

fælde Rækken konvergerer . Svaret paa dette Spørgsmaal er

ret overraskende, idet det, som vi skal se, kun er en mege t

speciel Klasse af Funktioner, som kan fremstilles ved d e

nævnte Rækker. I det store Flertal af de Tilfælde, hvo r

man anvender den Stirling'ske Interpolationsformel, er denn e

altsaa divergent . Dette hindrer dog ikke, at man med For -

del kan benytte den, idet den har en semikonvergent Ka-

rakter. Hvis man f . Ex. vil beregne en Logarithmetabel, saa

vilde det være en altfor besværlig Sag at direkte beregn e

log z for alle Argumentværdier. Man nøjes med at bestemm e

log z for et ringe Antal Værdier af z og beregner derefte r

Logarithmens Værdi for de mellemliggende Argumentvær-

dier ved Hjælp af Stirling's eller Gauss' Interpolationsfor-

mel. ,Denne Fremgangsmaade sparer megen Tid, og den

giver en tilfredsstillende Nøjagtighed, naar Tabellens Interva l

er tilstrækkelig lille, saafremt man blot medtager nogl e

faa Led i Rækken. Men hvis man medtager et for stor t

Antal Led i Interpolationsrækken, saa faar man en gansk e

falsk Logarithmetabel .

Et andet bemærkelsesværdigt specielt Tilfælde af den

Newton'ske Interpolationsformel faar man ved i en æqui-

distant Tabel at interpolere efter faldende Skraalinie . Man

føres derved til en Række af Formen

) l aS(z - w) (z- 2w)• • (z-sw) .
-f
s= o

Set fra et regneteknisk Synspunkt er denne Rækk e

mindre hensigtsmæssig end den Stirlingske, og den anvendes

derfor ogsaa kun sjeldent . De første Led af Rækken giver

nemlig en daarligere Approximation end de første Led af

Stirlings Formel . Men kuriøst nok stiller Konvergensfor-

(1)
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holdene sig her langt gunstigere . Den Klasse af Funktioner,

der kan fremstilles ved en Række af Formen (1), omfatte r

som et ganske specielt Tilfælde de Funktioner, der kan

fremstilles ved Stirling's Formel . Man har her et interessant

Exempel paa, hvor stor Forskel der er paa de Krav, som

Mathematikeren og den praktiske Beregner stiller til de

Rækker, de opererer med . Vi skal dog først i en senere

Meddelelse indgaa paa en nærmere Omtale af Rækken (1)

og her begrændse os til de tre førstnævnte Interpolations -

rækker og navnlig undersøge under hvilke Forudsætninge r

disse konvergerer.

2 . Lad os først betragte en Række af Formen

as z (z 2 - 1 2) (z2 - 22) . . . (z2

	

s2)
s= o

hvor Koefficienterne a, ikke afhænger af z . Hvis z er et

helt Tal (inklusive 0), saa reducerer Rækken sig til et endelig t

Antal Led . Vi skal nu vise følgende Sætning . Hvis Række n

(2) konvergerer for z = zo, hvor zo ikke er et hel t

Tal, saa konvergerer den ligelig i ethvert endeligt

Omraade af z-Planen. Dette følger let af det saakaldte

Abel'ske Konvergenskriterium l. Sætter man nemlig

b, = a s zo(zô- 12) (zô- 22) . (z„s2) ,

z(z 2 ~ 1 2)(z2 -22) . . .(22 -s2
)

us (z)

	

zo (z0- 12) (z0
- 2 2 ) . (zo - s 2) '

saa har man

us (z)

	

us+l (z) = us (z)
z2 - z0

Restleddet i Rækken (2) kan da skrives saalede s

Bromwich : Theory of infinite series, Loudon 1908, p . 205-7 .

(2)

(s+1)2 -zô
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s

\

= ra

	

s =nn

/ /	 	 /
vs us (z)

	

J (u s (z)

	

us-I-1 (z) )

s=n sn v n

v=n

vy + u na-~1(z)

vv T um+l (z)

s= nx

~

	

us (z)

~ (s +1) 2 -
s= n

2
-z . (3)

For at se, hvorledes us forholder sig for meget stor e

Værdier af s dividerer vi Tæller og Nævner i us med (s!) 2 ;

vi faar da /

	

z \1 z2

us (z) -

z
12J\ 1-

221 . . .(1 52
)

za rl-12 `1222 1 . . .(1	 s2)

	

(4
)

Af dette Udtryk følger umiddelbart at, naar s vokse r

ud over enhver Grændse, saa konvergerer us (z) ligelig mod

en Grændseværdi, saafremt z er beliggende i et vilkaarlig t

endeligt Omraade . Denne Grændseværdi er

sin 7rz
lim us (z) =

si

	

sin7czo

I Følge Forudsætning kan man nu finde et Tal N saa-

ledes at

s, for s>n>N.
y= n

Af (3) finder man da følgende Ulighe d

hvor C og Cl er af z uafhængige Konstanter. Sætningen e r

hermed bevist . Hvis Rækken (2) er konvergent fremstiller

den altsaa altid en hel Funktion, som vi vil betegne me d

H(z) :
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H (z) = J as z (z2 - 12 ) (z2 - 2') . (z2
- s2) .

For at danne os et Skøn over hvilke hele Funktioner ,

som kan fremstilles ved denne Række vil vi søge en Majo-

rantværdi for H (z). Rækken (2) kan naturligvis være absolut

konvergent i hele Planen . Men det kan ogsaa hænde, at

den er betinget konvergent for ;alle Værdier af z, som er

forskellige fra de hele Tal . Vi vil derfor først transformere

Rækken til en absolut konvergent Række. Vi benytter der -

til Identiteten (3) idet vi i denne sætter n = 0 og lader m

vokse ud over enhver Grændse . Vi faar da

v= s

H (z) = H (z°)
sin ~z + (z2 - zo)

	

'

	

us(z)	

sin~rz°

	

z.,
(s + 1) 2 - zo

s=0

	

v =

Det er aabenbart, at denne Række er absolut konvergent ,

thi us nærmer sig, som vi har set, en endelig Grændseværdi ,

naar og Rækken E b„ er i Følge Forudsætning

konvergent . Vi kan da finde en Konstant C saaledes at

< C s = O, 1, 2,

	

.by

Vi faar heraf følgende Ulighed

H(z
Slll 7z

°) siIlu'z°
+C z 2

Da vor Forudsætning, at Rækken (2) konvergerer for

z = z0, medfører, at denne Række konvergerer overalt, sa a

kan vi uden at indskrænke Almindeligheden antage, a t

0 < zo < 1 . Af (4) følger da at
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z
2
- zö Î

(s+1) 2 -z2
<

	

i ( l I-122 . .(1+(sl+Il)2)

	

Iz
1
(i+2) . . .(i+J2)

	

zo(1-

iZ)
. . (

1(s-i

)

1)2}

	

zo(1-

i2)
. . (1-

2

S2

Altsaa er

z2I
-2p

S' =

	 us(z) Î	

(s+1) 2- zå

	 00 11 z1

\

( 1 +

s=o zo (l

/

	

Iz 2

~l +(s+ 1) 2)
z

2

1 -
(s-~1) 2)

2z

o
1 2

~

	

2

	

= lim	 z	 (+) .
. .(1 I Is2l )

	

z l

	

s > o0

	

0 (1

	

z 1 . . . (1 -
12

	

z2

-z - J

	

S

shn;Iz I

sin 7rzo

	

zo

hvor shz er den hyperbolske sinus af z. Substituerer vi nu

dette Udtryk i Uligheden (5) faar vi

H(z) 1 < sui7rz
H (zo) sin 7rzo

+C sh~ 1 z 1 _ 1 z )
~sin7c ZO

	

zo) '

Hvis altsaa H(z) er en Funktion, som kan fremstille s

ved Rækken (2), saa kan vi finde en Konstant K saaledes a t

H (z) ~ < K en. 1 '

	

(6)

for alle z. Denne Ulighed ophører at gælde, hvis vi i Ex-

ponenten erstatter 7r med et Tal, som er mindre end 7c .

Funktionen
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sin co z

kan nemlig fremstilles ved en Række af Formen (2), hvi s

-7r < w <7r. Derimod existerer en saadan Udvikling ikk e

hvis w = 7r . Ligesaa kan Funktionen

cos r z- 1
z

fremstilles ved en Række af den nævnte Art .

3 . Det er altsaa kun hele Funktioner, hvis Orden er

<1, som der kan være Talé om at fremstille ved en af

de ovenfor omtalte Interpolationsrækker. For nu at se

hvilke yderligere Betingelser man maa paalægge Funk-

tionen vil vi udtrykke Rækkens Restled ved Hjælp a f

Cauchy's Integral . Lad H(x) betegne en hel Funktion o g

lad os for Kortheds Skyld sætt e

H (x) = H (x +1)- H (x) ,
P n H(x) = (/n-1H(x)) •

For de successive Differenser af H(x) finder man da

følgende Integraludtryk

	 1 H(~)d ~
H(x =

27ri~ -x '

L H (x) =	 1	 H (Od	
27ri (5- x) ( -x-1) '

n!~	 H(Od	L n H(x) _
27ci (~-x)(~-x-1) . .x-n) '

hvor Integrationsvejen er en i positiv Omløbsretning gen-

nemløben Cirkel med Nul som Centrum og saa stor Radius ,

at Cirklen omslutter Punkterne x, x+ 1, x + n . Man

har nu følgende Identitet

	 1	 __

	

+
//

	

/(

YZ)

+
	 (z)

+

	

+	 (z) ~n (z)	 1
~-z pl\~) V2(~)

	

V. (0 + Vn("ç)
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hvor

	

zfiy (z) = (z - al) (z - a 2) . . (z - a„) .

Vi vælger først Tallene a, paa følgende Maade

al = 0,

Man finder da

agn = -n, a2n+1 = n .

n- 1
1

	

(z-I-s)(z-I-s-1) • (z-s+1)

	

'(z + s) (z + s - 1) • • • (z - s)
~-z-~ (~+s)(~+s-1) . .(~-s) +

	

G. + s + 1) G' + s) • (~ -s)
s= o

z (z2 - 12)/(z2 -	 22) . (z2 - n2)
Y

1

+ G 2 12) lS 2- 2 2 ) . . . 02-n2) - z

Vi multiplicerer begge Sider af denne Ligning med H (~)

og integrerer med Hensyn til langs med en i positiv Om -

løbsretning gennemløben Cirkel Cn, som har Nul som Cen-

trum og en Radius, som er større end n. Vi faar da

n-1

rz2 s1A2s H( s)+

	

(2s+1 )s

al = 0, agn = n, a2 n+1 = -n,

2s+1
H(-s-1) + R2n-{-1, (8 )

a

H(z) _

hvor

	

(
1

~

R2n+1 =
1

	

z
(z2- 12 )

/
(z2- 22)

. . .(z2-n2) HG') d

	

/
\9 )

27r

	

12) (2-22) . . .(~ 2 -n2) ~-z b

C u

Det er herved forudsat, at Punktet z ligger inden fo r

Cirkelen Cn . Denne Række betegnes almindeligvis so m

GAUSS ' Interpolati.onsformel l. Vælger vi derimod i (7 )

Tallene a,, paa følgende Maad e

saa faar vi i Stedet for (8) følgende analoge Formel

n	
/

	

n-l

H(z)

	

Cz 2 s 11Q2sH(-s)+~
\Z

+s1 1 , 2s+1H(-s)+Ran+1• (10)

s=o

	

s= o

C . F . Gauss, Werke 3, Göttingen 1876, p . 329 . J . F . Encke, Gesam-

melte mathematische und astronomische Abhandlungen, Berlin 1888, p . 1 .
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Adderer vi Rækkerne (8) og (10) til hinanden Led for

Led saa faar vi STIRLING 'S Interpolationsformel l

n
- 12) . .(z 2 -(s- 1)2) G2s H(-s)

(2s) !
s= o

Z (Z2-12)(z2-22 ) •_'_• (z 2 - s2)

	

G 2s-I-1 H(-s-1) +R2n+1, (11 )(2s+1) !
s= o

hvor R2n+1 har den ved (9) angivne Værdi, og hvor vi for

Kortheds Skyld har sat

V H(x) =
H (.x +1) +H(x)

2

Hvis vi i begge Rækkerne (11) giver s Værdierne 0, 1 ,

2, n-1 saa finder vi for Restleddet efter 2n Led R2 n

følgende Udtryk

1 z(z2-12) . . . (.Z2-(n-1)2)(Z-n2)
H
	 1S )

R2n
=

27ri

	

(2-12)02-92) . . .02-n2)

	

zdS
( 12 )

Cn

En anden bemærkelsesværdig Udvikling faas paa føl-

gende Maade. Vi erstatter i (10) z med z + 2 og H(z) med

H (z - i-) . Vi erstatter i (8) z med z - og H(z) med

H(z +D. Adderer vi de to derved fremkomne Rækker til

hinanden Led for Led faar vi BESSEL ' S Interpolations -

formel
n

(Z2-(k)2)(z2-(2)2) . . . (z2- (s-2)2)

	

2s

	

1(2s)!

	

7 G H(-s-2)

H(z) _

n- 1

H (z) =

s= U
n-1

\/

	

/
+Z~
	 !z2	 (ï)2)(z2-(i)2) . . . (z2-(s-2)2)

(2s -F-1)!
2 s~ 1 H (-S-1) + N2n+1, (13)

s= 0

hvor

' Methodus differentialis sive tractatus de summatione et interpolation s

serierum infinitarum . London 1730 .
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(z2-($)2)(zYY2'(~)2)	 . . . (z2 ~(
12-~) 2 ) H(~)

d~3n

	

27ci (~2-($)2)(S2-(2)2) . . .(2-.(n-~)2)	
	 z z, (14)

(

Cn

	

Y

	

y

	

~2n--1 =
2

1

Tri
+ ` z

(

2-

(

(~ ))2)
. (z

2	 2

)

) 2

)

	 )

)

	

(

	 (
z-(n +i) 2) r	 (S~ Qiz . (15 )

	

~ . . . ( b

	

+ 2

4. Vi vil nu vise, at disse Restled konvergerer mod

Nul, naar n -- co, saafremt H (z) tilfredsstiller en vis Ulig-

hed . Vi betragter først R2n.+i . Vi kan uden at ændre dett e

Integrals Værdi deformere Cirkelen Cn og erstatte den me d

den i hosstaaende Fig . 1 angivne Integrationsvej . KAB og

DEF betegner Buer af en Cirkel med Centrum o og Radiu s

log n . Som Integrationsvej vælger vi Kurven ABCDEFGKA

Fig . 1 .

sammensat af de to nævnte Cirkelbuer og af to Buer

BCD og FGK af den Bernoulli'ske Lemniscat, som har Lig-

ningen r = n V2 cos 2 v . Denne Kurvè skærer altsaa d e

reelle Tals Axe- i Punkterne ± n V2 . Ved at vælge Integra-

tionslinien paa denne Maade opnaar vi, at de nedenfor

angivne Uligheder bliver saa præcise som overhovedet mu -

ligt . Da Integrationsvejen er symmetrisk med Hensyn ti l

C n+1
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den imaginære Axe, saa kan Integralet (9) reduceres o g

skrives saaledes

_ 1

	

z
(z2 - 1 2 ) . .	 ( z2- n2)

y

HI G.)	 dz,

	

(16)
R2n+1

	

2 i

	

( 2 _- .12) . . .02-n2) 2-,Z2
ABCDE

hvor vi for Kortheds Skyld har sat

HlG) = (H(.)-H(-- 0)+z(H(O +H(-~)) . (17)

Lad vn betegne det mindste positive Tal, som tilfreds -

stiller Ligningen

(18 )

vn er da mindre end 4 , og man har aabenbart

Tr
lim vn =-

n ~co

	

4

Sætter vi = re', saa er Integrationslinien altsaa sam-

mensat af

Buen AB, hvor r = log n

	

og - 9 < v < - vn ,

Buen BCD, hvor r = n V2 cos 2 v og - Un < v < vn ,

Buen DE, hvor r = log n

	

og vn < U < 2 .
Integralet (16) kan vi skrive paa følgende For m

R2,i+1

	

z(1- 1 2z\i
z2\ 1 Ç(- 1)"(n t )2T (5 -n) H1(. )=

	

1
n2 /I rci

	

T (~ n + 1)

	

2-z2 dz .

ABCDE

Det foran Integraltegnet staaende Produkt konvergerer

mod en endelig Grændseværdi naar n-- Go, nemlig mod
sin Tr, z

Det gælder da blot om at undersøge det sidste
Tr

Integral. Vi dekomponerer dette i tre Dele og sætte r

Ren+1 = z

( hvor /
J

1- 121 . . . (1-
n 2 ) 2 Tr i (Pn

+ Qn + Tn) ,

cos 2 Uii = 2
(logn` z

\\

	

//
j
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Pn =

	

~n = S Tn = S .
AB

	

BCD

	

D E

Paa Buen BCD har man nu

= n V 2cos2v e i °,

altsaa

	

dg = in V2 cos 2 v (1 + i tg 2v) e ZU dv ,

	 nj/ 2

Vcos 2 v

Sætter vi for Kortheds Skyl d

fn
(v)

= (

	

1)ßt (n 1) 2 I' (4 - n)

r+n+ 1)

_ 7c

	

(rYY
(n)) 2

	

n2
Sin 71'4 r (11 + )r (n - r,) n2_2 '

saa er altsaa
e- 77 R

	

y

Pn = i log n fn(v) Hi(y~2 eio d U
~
2

v R

in~ fn (v)	 2 1(Zz2 )/2cos2v(1+ tgv)eiv dv, (21)
- U R

~

	

Tn = i log n fn (v) 1-11(')2 e`° dv .

	

(22)
U ,

5. For nu at se hvilken Betingelse man maa paalægge
H for at opnaa, at disse Integraler konvergerer mod Nul ,

naar n -->- oc , definerer vi i Intervallet - 7c < v < 1i; en kon-

tinuert Funktion 2fl (v) satslede s

p (v) = cos v log (j/cos 2 v + j/2 cos v) 2

(V 2+ 2 sin v arc sin

	

sin v) ,

	

(23 )
J

dK

dv

(19)

(20)

eJ- _

Q. =

saafremt 0< ~ v < eller ~ < <lc . Derimod erv

tf~ (v) = Tcl sin v~,

	

(24)
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saafremt 4 < v < 34 . Da denne Funktion spiller en af -

gørende Rolle for vort Problem, vil vi desangaaende be -

mærke følgende .

Den tilfredsstiller Ligningerne

~(v) _ ~(-v) ,
'tp (v) = 2/l (7c - v) ,

og den er aabenbart kontinuert, thi af begge de angivn e

Udtryk følger, at

Man har endvidere

y~(o) ='tp(±7c) = 21og(1+ V72 ) ,

i 7uN

\21
=7t .

Vi vil nu vise, at p (v) har Minima i Punkterne o og

± Jr, samt Maxima i Punkterne ± 2 . Vi betragter førs t

Intervallet 0 < v < 4 . Man har aabenbart

v

arc sin (V-2 sin v) = j/2\ cosx dx

	

(26)
cos 2 x

n
4

log (ycos 2 v
+v-2 cos

v)

	

v-2 sin x dx

Vcos 2 x
v

Af den sidste Ligning følger specielt for v = 0

T
4

log (1-f- 0) = v2
Ç

	 sinx dx

vcos 2 x

Udtrykket (23) kan da skrives saaledes

(25)

(27)
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U

sin x dx
+ 2 sin

	

cos x dx
tp (v)=2cosvlog(1+V2)-2cosv

j/cos2 x
l/

	

v~ j/cos 2 x
o

	

o
U

= 2 cos v log (1+ V2) + 2 V2 Ĥ sin(v	 x) dx

	

(28)
j/cos 2 x

o

Differentieres med Hensyn til v faa s

' ( v) = - 2 sin v log (
~

1 -F2) + 2

	

cos (v	 x)
dx .

	

(29

)cos 2 x
o

Differentieres endnu en Gang faa s

gyp" (v)
= 2v2- ep (v) .

	

(30)
j/cos 2 v

Af (28) følger nu at

zp (v) < 2 cos v log (1 +

	

+	 2 v2 1 sin (v- x) dx
j/cos 2 v , o

- 2cosvlog(1-I- 0)-I-	
/2j/2	

(1-cos v) .
ji cos 2 v

Altsaa er

zp " (v)>2cosv(U	 I/2--log (1+V2)) .
cos2 v

Men heraf fremgaar, at le (v) > 0 i det betragtede In -

terval . Da nu i Følge (29 )

lp' (0) = 0 ,

saa er (v) altsaa positiv; kontinuert og voksende i In-

tervallet 0 < v < 4 . Af dette Resultat samt af Udtrykket (24 )

kan vi da slutte, at 2p (v) er positiv, kontinuert og voksende

i Intervallet 0 < v < 2 . Af Ligningerne (25) følger sluttelig

at 2p (v) har de ovenfor angivne Maxima og ingen andre .

Man har altsaa for alle Værdier af v
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7-c>11i(v)>2log(1+1/2)>0 .

Af (23), (26) og (27) kan vi ogsaa aflede følgende Ud -

tryk for 1P(v) 71-

4

1p (v) = Tcsinv -+ --2v2~
sin(x-v)dx

~

	

Vcos2x ~

D

og heraf følger, at i Intervallet 4 > v> 0 er

lp (v)> a sin v .

6 . Sætter man

h (v) = lim	
1og I H(re i )

saa har vi i § 2 vist, at Interpolationsrækkens Konvergen s

medfører, at

	

h (u) < 7c

for alle Værdier af v. Men det er blot i Punktern e

v= ± , at h (v) kan naa den angivne øvre Grændse r . Man

kan nemlig ved en mere detailleret Analyse vise, a t

h (v) <(v).

Det er endvidere let at se, at vore ovenfor angivne Rest-

led konvergerer mod Nul, saafrem t

h(v)<71)(v )

for alle Værdier af v . Men vi kan endda vise noget mere .

Vi antager, at Funktionen H(~) = H (rez °), for r >ro, til -

fredsstiller Ulighederne

I H (~)

	

H (- ) < er» ( U) rß1 ,

H(4) + H (- ) < er '" (e) rfit

Lad ,S betegne det største af Tallene fil og ,62 -1 ; man

kan da finde en Konstant C saaledes at

I
H1(rezU) < Cer (") rr3+1

	

(34)
Vidensk . Se1sk . Math .-fys . Medd . IV, 3 .

	

2

(31 )

(32)

(33)
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for r>ro . Vi vil nu vise, at Ren+1 konvergerer mod Nul ,

hvis f er negativ. For at indse dette, maa vi undersøge ,

hvorledes ~ fn (v) I forholder sig for meget store Værdier a f

n. Vi antager først, at vn > v > - vn . Man har som bekendt

T (x) = V2 2-r x' e-x (1 + s (x)) ,

	

(35 )

hvor e (x) konvergerer mod Nul, naar x ~ vokser ud over

enhver Grændse og samtidig x fjerner sig uendelig langt

fra de negative Tals Axe . Af Udtrykket (19) følger da at

fn ( U) =

	

1)n
(T

(n))2 r
	 (S	

-n) n2
T(4+n)

	

4+ n

= (- 1) tt 2TC `
n2_1R-l (4-nl,

2 - n2

	

+ nJ (1 + e ( )n) , (36)

hvor e (n) konvergerer mod Nul, naar n-+ oc . For

Vn > v > - vn har vi nu

4 = re iU = n j/2 cos 2 v etU .

Heraf følger at 42 n 2 = n 2 e4 ty

42 n 2

Altsaa er

	

~	 2

	

= 1.
n

Endvidere er

4-n _ 2cos2v -1 +i2sinv V2 cos 2 v

r+ n

	

`Vcos 2 v+ V 2 cos v) 2

(Vcos 2 v+ i j/ 2 sin v) 2

Vcos 2 v+ v2 cos v

Men af denne Ligning følger a t

= (Vcos 2 v+ V2 cos v)-2,

= 2aresin(J/2sinv) .

Af Udtrykket (36) kan vi da slutte at
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fn (v) = 27r
I
( -{

n)(1 + e(n)) 1

= 27rer (a) i 1 + (n) .

Af Ligningen (21) i Forbindelse med Uligheden (34 )

faar vi nu

+u n

<n C2 (cos 2 v ß-1 dv
-all

= 2 C2 nß ~ (cos2 v)lß-1 dv ,
o

hvor Cl og C2 er Konstanter. Vi deler det sidste Integral i

to Dele, og faar da

7L

	

v n

~

I QnI < 2 C2 nß ~(cos 2 v) l ß-1 dv+ 4G2nß~
	 sm 2 v

1
dv
-~ ß

o

	

(cos 2 v )
n
s

Vi antager nu, at ,B < 0 . Det første Integral paa højre

Side konvergerer da mod Nul, naar n --> oo . Det sidste Inte -

I sL
//~~ nIÇn

	

fn ( I) )	 	 P	 dv
_ 2

C un

	

2

	

22 I

+ a n
< n Cl ~fn(v) I

er'(
°) Tß-1

dv

-an

	

vco9 2v

gral er lig med lj-
2 C2 Ili' xLß-1 dx

cos2o n

= 4 C 2 ,6-1 nß (2-1 ß -(cos 2 vn)Iß)
y

= 22_ ~ ß
C2 /8-1 nß- (log n)ß)

Men da i Følge Forudsætning er negativ, saa konver -

gerer denne Størrelse mod Nul, naar

vi vist at

	

lim Q„ = 0 .

n --, oo . Altsaa har

2*
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Vi vil dernæst betragte Integralet Tit og maa da først

undersøge, hvorledes fn (v) forholder sig paa Cirkelbuen

DE, naar n antages meget stor . fri kan skrives paa Forme n

(20) . Af Gammafunktionens asymptotiske Udtryk (35) kan

vi slutte, at

(1
(n))2

	

yy

	

n2

	

f\`/ n 2

	

n-F

(-n

n	

I (n + S) r (n - ) n2
_42

	

\n2 4 2)

	

+

	

(1 + E (n)) .

Vi sætter nu 4 = log n . e i ' og faar da, a t

n-4 n 2 -1og2 n-2 in logn sin v

Altsaa er

	

n- 2

	

4nlogn cos v

n+4 1 -
_

1 n 2 -I- log' n-I-2nlogncosv '

	

n-4

	

t
2nlogn sin v

arg
n

	

- - arc
g n2 - log2 n

Sætter vi
4nlogn cos y

(n)

	

n 2 +log 2 n+2nlogncosv '
saa faar vi heraf

n -I- 4

	

n 2 + log e n -I- 2 n logn cos v

n-4l

n-+-4l

1

	

n
logncosulog(1-p(n)) lognsin u arc tg 2 logn sin v

n Q -loga n

n --> oo, saa konvergerer denne Størrels eNaar

mod 1 . Endvidere er

2

	

Io o'4 n
n2

Iog2 n cos 2 v -f

	

z4
.

	

n2 - 42ii

	

-
e-

	

ligelig

2

= 1

Altsaa

n

	

rz+

	

(n+å)z log
.(1-n2 1og 2 ncos2v-F

1o~4 n)

Ogsaa denne Størrelse konvergerer mod 1, naar n-->co .

Altsaa har vi vist at, hvis 41 = log n, saa er
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lim	 (T (n)) 2	 	 n2

	

= 1 .
n-).. T(n+4)T(n-4) n 2 -42

Vi kan altsaa finde en Konstant c saaledes at paa Buen DE

fn(v) <ce rnsinv .

For Integralet (22) faar jeg da følgende Majorantudtry k
n
2

I
Tn < Cir 1 ~ I ftt (v) Hi (relu )

v12

\
(+

n

< C 2 ]' 1 1 e-' sin v I Hl (l,eiti) d v ,
v vn

hvor Cl og C 2 betegner Konstanter . Vi deler dette Integra l

i to Dele og erstatter Hl med den ved Uligheden (34) an -

givne øvre Grændse . Vi faar da

4

Det sidste Led konvergerer mod Nul, naar n-* c, ford i

ß < O. Af Ligningen (18) følger endvidere at

7r
vn<1

(logn)2
4

	

2	
n

Da nu den kontinuerte Funktion p (v)	 i sin v for -

svinder i Punktet v = 4 , saa kan vi finde et positivt Tal

N saaledes at for n> N er

~(v)-7rsin v <1, hvis
-r

>v >
4

	

vn .

Man har da
n

	

n
1

	

4
er(v)nsinv)d

U

	

Rep(v)-nsinv
dv

vn

	

~ v a

	

/7,

	

n) 9
(log

n
	 12) 2

	

C t2 -	 U <

dv

~

	

n
4

	

2

T1 I<CC2 r I3
~

er(v(v)' sin ') dv-I- CC2 r~ \ dv .
Ufl n
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og denne Størrelse konvergerer mod Nul, naar n vokser ud

over enhver Gr2e udse . Heraf følger at

lim 7',,, = O .
n->co

Paa samme Maade ser man, at Pn -> 0. Vi har dermed

bevist, at

	

lim Ren+1 = 0 ,
n* o o

hvis ß < 0. Gauss' Interpolationsrækker

	 ~
ff((H(z)=H(O)-I-~
L\z2ss

l
/

A 2sH(-
s) + (z2s

8-
l

1 )

s =1 J

A2s-1 H ( s) l

H(z)= H(0)+ (z+2 1
) ( . 2 sH(-s)+`z2 s 11 I ~ 2s-1 H( s+1 )

s =

er altsaa konvergente, saafremt H (z) er en hel Funktion ,

der tilfredsstiller Ulighederne (32) og (33), hvo r

R1 < 0, ,6 2 < 1 .

	

(37)

Betragter vi dernæst Integralet (12), saa kan vi decomponer e

dette i to Integraler og skrive Restleddet R2 underfølgende Form

Ran

	

2 (2 _ 1 2 ) . . . ( z 2 - (n 1) 2)	 H(~) +H(- d42 n i 4 (52 12) (42 22) . . . ([2 - (n 1)2)

	

7,2 - z2 -

ABCDE
l~

z(z2 - 1 2) . (z2 -n2 )	 H (~
y
) - H(-

+ 9
TC i (42 -1 2) (4222) . .(42 --n 2 )

	

S2-
z 2

ABCDB

Man ser heraf umiddelbart, at Ulighederne (37) ogsa a

medfører, at disse to Integraler konvergerer mod Nul, naa r

n->- cc . Stirling's Række :

H(z) = H(0)+1 VAH(-1)+22,A 2 H(-1) +

2

	

2)

	

2
(z2	 1 !

2)+z(z311 I V A H(-2)+ z	 4 ~	 G4H(-2)+ . . .
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er altsaa konvergent, hvis ,8 og ,62 tilfredsstiller Ulighedern e

(37) .

Restleddene (14) og (15) til Bessel's Række kan vi redu-

cere til følgende Form

	 1~ z ( z2- ( Ti ) 2)
((
z244) 2 )	 . (z2-(n-4)2) HP-H(-ỳ') d4at2n+1 = 2 rn (4 2 (4) 2) (y2-(1)2)

. .(42 (n i) 2)

	

4?-z 2
ABCDE

	 1	 a (z2	 ( 1 ) 2) (z2- (4)2)	 . . . (z2 - (n +) 2) yy
H(4)

y
+ H (- 4) y

+ 2Tri (~2_(1)2)(~2-(2)2) . . .02-(n+2)2)y

	

42-z2
-d~

ABCDE

1

	

(z 2 - ( 1 )2 ) (z 2 -(4)2)	 . . . ( z 2 - (n -4) 2) H2 () Y
2n = 2rni (S2-($)2)(`-42-(4)2) . . .02-(n 4)2) 42 z2dS ,

ABCDE

H2 (4) = 4 [H(4) + H(- 4)] + z [H(4) - H(	 4)]

Aldeles samme Ræsonnement som ovenfor viser da, at

disse Restled konvergerer mod Nul, det vil sige, at Bessel' s

Række konvergerer saafremt

ßl < 1, ,S2 < O .

	

(38)

Hvis H(z) er en ulige Funktion, er Bessel's Række alt-

saa den fordelagtigste, men hvis H (z) er en lige Funktion,

er Stirling's Række at foretrække.

Angaaende Gauss' Række vil vi endnu bemærke følgende .

Vi har ovenfor vist at, hvis man i denne forener to og to

paa hinanden følgende Led til eet, saa bliver den derve d

fremkomne Række konvergent, saafremt Betingelserne (37 )

er opfyldt . Men hvis man ikke foretager en saadan Sam-

mentrækning af Rækkens Led, saa er disse Betingelse r

ikke tilstrækkelige til at sikre Konvergensen . Vi maa i saa

Fald endnu vise, at Rækkens Led konvergerer mod Nul .

Man har nu

/Z+n1 Q 2n H(-n) = 1

	

z(z2
-12)2

-12)
z2-(n

.(~
21)

n22)
	 (z+n)

2n

	

2~z

	

4
(
4(H(~)+H(-S))d4 , (39 )

44\1/
ABCDE

hvor
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Dette Integral konvergerer mod Nul, hvis Tallet ,82 er

negativt, naar v tilhører Intervallet 4> v> 4 Gauss' Række

H(z) = H(0)+I 1 J p H(-1)+I z21 `L, 2H(-1)-}-`z31 1 G 3H(-2)+ • •

er altsaa konvergent, saafremt fit < 0 og `

	

/

,ß2 <1 for 4 >v> 4 '

N2 <0 for ->v>- ~
4 '

Heraf følger, at cos Trz kan fremstilles ved Gauss' Række,

som for denne Funktion tager Formen

cosTrz= 1+2(i)-22(z
2

1 )-

	

+(	 1) n 22n (zen)
J

	

(40 )
+ (- 1)n 22nß-1

z+n + . . .
(2n+ 1

Man verificerer ogsaa let, at denne Række konvergere r

betinget i hele Planen. Sætter man derimod i Gauss' Rækk e

H (z) = sin Tr z , saa bliver alle Rækkens Koefficienter Nul .

Funktionen sin Tr z kan altsaa ikke fremstilles ved en saa-

dan Række. Denne Funktion tilfredsstiller vor Ulighed for

N1 = O . Dette Exempel viser derfor, at det er nødvendigt

at forudsætte Qi < 0 .

7 . Exemplet H(z) = cos ir,z viser, at vore Konvergens -

betingelser ikke er tilstrækkelige til at sikre absolut Kon-

vergens . Betegner vi Leddene i Gauss' Række med 11 0 , al ,

	

112 ,

	

saa er u 2 n lig med Integralet (39) o g

z+n

	

2n+ 1
u2n=-1 = (2n+1)

	

H(-n)

	

1
Ç
	 z(z2-12) • • • (z2-n2)

2~i 4(42-12) . . .02-(n+1)2) [(n+ 1)(H(ß) I H(-4))+4(H(4) H(-r))] (1 4

ABCDE



Interpolation med équidistante Argumenter .

	

25

Disse to Integraludtryk viser, at man kan finde et po-

sitivt Tal E saaledes at

saafremt
Iim n (log n) 1 +F un = 0 .

n0- cc

,81 <-1, ,32 <-2 .

Disse to Uligheder medfører altsaa, at begge de Gauss 'iske

Interpolationsrækker konvergerer absolut .

For Stirling's Række har man

it

	

z2 (22-12) . . .(22

	

(n-1)2 )

2 Tr i !

	

4 (42

	

1 2 ) . . .W	 i2) (H(4)+H (- 4)) d4 ,

ABCDE

1

	

yy
z(z2 -12) • _ (z 2 - n 2 )

(H(~) -H(- ~))d~ ,
2Z I (S2- 1 2 ) . . . (--(n +1) 2)

ABCDE

og heraf følger, at Stirling's Række konvergerer absolut ,

saafremt

	

< - 1, N2 < 0 .

Ligesaa ser man, at Bessel's Række konvergerer absolut ,

saafremt

	

,g l <0, N2 <- 1 .

Hvis specielt H (z) er en lige Funktion, saa er

V A 2s+1 H(-s-1) = O,
L2s+1 H(-s

	

= 0, V ,L 2s H(-s-2) = A 2s H(-s-2).

Stirling's Formel reducerer sig derfor til

ø

u 2 n

II
2n+ 1

H(z)=
z2 (z2 - 1 2 ) . . . (22 - (s - 1) 2)

P28H(-
(2 s)

~ s), (41)
s =

og Bessel's Formel reducerer sig ti l

5-ß(z2-(2)2)(z2-(2)2) . . .(z2-(s2)2) 2s

	

1~

	

H (--s-~) . (42)	
(~ s)

i
.

H(z)
s- o

Hvis H (z) er en ulige Funktion, saa er
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L 2sH(	 s) = 0 , V L

	

H(-s- 1) _ L28+1 H(- s
/ 2s H(-s-4) = 0.

Stirling's Formel reducerer sig derfor til

c.,

7 z	 (z2	 - 12 ) (z2- 22) . (z2 -s 2) L, 2 s+1 H(- s) , (43)(2s+1) !
s= o

og Bessel's Formel reducerer sig ti l
	 0

H(z) = Z >
I(z2_(Z)2)(z2-()2) . .

.(z2-(s-2)2)Q2s+1H(-s-r1y) . (44)
(2s+1) !

s =

Da Funktionen cos 'sz tilfredsstiller Betingelserne (37)

saa Paar vi af (41) den konvergente Udvikling

22 $(-1)s (2
s) ! z2 (z2-12) . . . (z2-(s-1)2) . (45 )

Funktionen sin rz tilfredsstiller Betingelserne (38) o g

kan derfor fremstilles ved Bækken (44) som reducerer sig til

228+ 1

)8(2s+1)!(z2 (i)2)(x2-(î)2) . . .(z2-(s-2)2) . (46)

Ligesaa finder vi de konvergente Udviklinger

H (z) =

cos 7 z =

s =

sin7cz=

s .= 0

cos zrz-cos rca

z2-a2 COS Ira >

=0

(z2- (~)2) (z2- (i)2 )	 . . . (z2 - (s-i) 2)
(a2-(i)2) (a2-(4)2) . . . (a2- (s +i)Z) '

UJ

z2-a2 = sin Tca
z (z2 12) (z2 22) .

	

( z2s2)

12) (a2- 2 2) .

	

(a2(s-i-1)2) ,
asinTcz-zsin7ca

hvor a er et vilkaarligt Tal, som ikke gør en af Nævnern e
til Nul .

8. Af det ovenfor sagte følger a fortiori, at alle fire Inter-

polationsrækker konvergerer absolut, saafremt den ved Lig-

ningen (31) definerede Funktion h (v) tilfredsstiller Uligheden
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h(v)< (v)

for alle Værdier af v. Af særlig Interesse er det Tilfælde,

hvor h (v) = lp (v) i et endeligt Antal Punkter i Intervalle t

4 > v > - 4 , medens h (e) < (v) for alle andre Værdier a f

v . Vi skal se at vore Konvergensbetingelser i dette Tilfælde kan

noget præciseres . Lad os først betragte følgende Exempel :

H (z) = t2z

For hvilke Værdier af t kan denne Funktion fremstille s

ved vore Rækker? En nødvendig Betingelse for at Gauss '

Række konvergerer er, at Rækkens Led konvergerer mo d

Nul, altsaa at

0 .

Man har nu

L2
n	 H(_

n
)lim	 _	

~n 22n
	 _

2 n
L 2n

H( n) =
(
1t t )

En nødvendig Betingelse for Konvergen s

ft

	

< 2 . Kurven

er altsaa, at

= 2
1

t --- t

bestaar af de to i Fig. 2 angivne Cirkler :

t -1~ = v2,

	

t -I- 1 = V 2

med Radius V2 og med Centrum respektive i Punktern e

+ 1 og -1 . Hvis t er beliggende i det Indre af et af de

to skraverede Omraader, saa er t- t < 2, absolut Kon-

vergens foreligger altsaa i dette Tilfælde. Hvis t er belig-

gende uden for de skraverede Omraader, saa er t-
f

j > 2

og Rækkerne følgelig divergente . Vi vil nu først søge Maxi -

mum af ~ ttz , naar t gennemløber Kontouren AFCBA . Lad

os sætte
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t= 1+J/2eiT ,

	

z = re1 '

Vi har da paa Buen AFC

12z I = e7' (q)

A. (p) = cosvlog(3+2J/2cosp )

J/2sin p
- 2 sin v arc sin	

v3+2V_2cos p

Fig . 2.

Differentieres med Hensyn tilp faas

= 2 V-2-	

3 +2J/2cos p

Hvis 34 > > 4 , saa er 2' < 0, fordi J/ 2 sin v > 1 . I In-

tervallet 4 > >- 4 er (p) derfor aftagende, og de n

tager sin største Værdi i Punktet = -
37c
4 , nemlig

hvor

(47)
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Hvis -4>v>-4, saaer2. ' >0,fordi -V2sine>1 .

I Intervallet 4 > p > - 4 er 2, (p) derfor voksende, o g
371

den tager sin største Værdi i Punktet p = 4 , nemli g

	

~~34

	

\

	

- Sill U .
\

	

/

Hvis 4 > v %-4 , saa forsvinder 7' i eet og kun eet

Punkt i Intervallet 3
47r

	

37r
> p >

	

4 , nemlig for den Værdi

af p, som tilfredsstiller Ligningen

sin(v+p)+V2sinv=0 .

Man ser let, at 2(0 antager sin største Værdi i dette

Punkt . Af den sidste Ligning afleder vi nu at

cos p= cos v Vcos 2v -V2 sine v ,

sin p = - sin v 1/cos 2 v - 1/-2 sin v cos v ,

hvor 1/cos 2 v antages positiv . Men heraf følger, at

3+21/2cos9) = (Vcos2v+V2cosv) 2 ,

1/2 sin p	 =	 J/2 sin v.
V3 ± 21/ 2 cos p

Substituerer vi nu disse Udtryk i Ligningen (47), sa a

ser vi, at Maximum af 2,( 9o) er den ved Udtrykket (23)

definerede Funktion lp (v) .

Hvis endelig Ir >1 v > 4 saa er

2 (p) < ( v ) •

Lader vi t variere paa Buen ABC, saa finder vi samme

Majorantudtryk blot med den Forskel, at de to sidstnævnt e

Intervaller har byttet Rolle . Sammenfatter vi disse Resul -

tater, saa følger heraf, at
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t2z < er" (°>

naar t beskriver Kontouren AFCBA . Den angivne Maximal -

værdi naas i eet og kun eet Punkt paa Kurven . Dette Punkt

er A eller C, hvis 4 < u < 4 , men hvis v ligger uden for

dette Interval, er det et fra A og C forskelligt Punkt .

Lad nu t være et fast Punkt paa den nævnte Kontour ,

Punkterne A og C undtagne . For at fixere Tanken kan v i

antage, at t ligger paa Buen AFC, alLsaa a t

t= 1+V2e'T,
34

>p>

	

4

t2z
Man har da

hvor
= erµ (U) ,

pti (v) = cos v log (3+2 j,/cos p) -2 sin v arc sin

	

j/ 2 sin p
,

V 3+2 1/2cos p
Vi har set, at

	

,u (v) < (v) ,

og at Lighedstegnet kun gælder for een Værdi af v i Inter -

vallet
4

> v > -4 , nemlig for v = a, hvor a bestemme s

af Ligningen
sin (a + p) + v 2 sin a = O .

Udtrykker vi

	

ved a, saa kan ,u (v) skrives saalede s

,u(v)=cosDlog(j/cos2a+j/ 2
- cosa) 2

+ 2 sin v arc sin (j/2 sin a )

Ved Differentiation faas heraf

p' (v) = -sinvlog(1/cos- 2a+J/2cosa
) 2

+ 2 cos v arc sin (j/ 2 sin a) .

Man har nu

p(v) = cosvlog(j/cos2v+1/2cosv) 2

+ 2 sin v arc sin W 2 sin v) ,

ip ' (v) = - sin v log (1/cos 2 v + 1/2 cos v) 2

+ 2 cos v arc sin (V2 sin v) .
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Altsaa er

	

P, (a) = 'tP (a) , p' (a)

	

7»' (a)

og

	

p (v) < (v)

for alle andre Værdier af v .

Jeg antager nu, at den hele Funktion H (z) = H (retg') er

saaledes beskaffen, at i Nærheden af et vist Punkt v = a

i Intervallet 4 > v > -4 gælder Ulighederne

H (z) - H (- z) < e
r,u (v) 1

,/9=

iv - al <
H(z)+H(-z)<erN(v)

for r > ro, og at for øvrigt

h (v) < (v) for v C a.

Ved Undersøgelse af Restleddet Ren+1 kommer det da

blot an paa Integralet

a+

	

dv
Qn

	

é
rW (U)

r 1 ~ H1 (rei°)
a-r~

	

cos 2 U
.

Vi betegner med ,8 det største af Tallene ,ß1 og )8 2 - 1 .

Man kan da bestemme en Konstant C saaledes at

Ç d U
Qn < C

	

e r (v)~ (v ))	
a_,i

	

cos2 v '

Nu er
CL' ~ (U) =

	

p, (v) ,

	 2V2	 -(v) ,IP
ri

(U) _	
~,~cos 2 v-

.tp" (a)

	

It ,, (a) -	 2V2
Vcos 2 a

Vi udvikler

	

efter Potenser af v- a og finder da

~(v) -,a (v) =
1/cos2a

(v-a)z+ . . .

(48)

altsaa
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Vælger vi ri tilstrækkelig lille, saa kan vi finde en po-

sitiv Konstant c saaledes at

(v)-(v)>c(v_
a)2

for I v-al <N .
J/cos 2 v

Vi tænker os endvidere valgt saa lille a t

Af (48) følger da

Hvis ,3 < ; , saa vil altsaa Qn og følgelig ogsaa Ren+ 1

konvergere mod Nul, naar n -- c . Stirling's Række er alt-

saa konvergent, hvis

Nl < 2. , N2 <

Paa samme Maade ser mang at Bessel's Række konver-

4 >

IX+ n

Qn < Cl nß ~ e cn (o--a)2 dv
r a,-n

+7J

= Cl n~ \ e-cnU2
dv

e. -n

, ('Tn vn

= C1 RP-1 e-"2 dv
e,-nyn

i --+- oo

<Cl nP-l éC02 dv

gerer, hvis
N1 < 2 ~ N2 < -2 e

og at Gauss' Række k

lo

onvergerer, hvi s

R1 < , N2 < 2•

Hvis der i Intervallerne 4 > v > 0 , Tr > v > 4 findes

et endeligt Antal Punkter af den nævnte Beskaffenhed ,

saa skal de tilsvarende Uligheder naturligvis være opfyld t

for ethvert saadant Punkt,
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Sætter man i Gauss ' Række H(z) = t2z , saa Paar man

1 2z= 1 + \1 I t j t- t1+(2)(t)2+(1)
t( t-

t
)3 -{- . . .

Af Stirling's Række Paar man ligesaa

t2z+ 1
-2z = 2

	

z2(z2-	 1 2)• • (z 2 (s-1)2) t	 12s
(50)(2s) !

	

t }
s= 0

2z = ( 1 5 ' z ( z 2 - 12) . (z2- c 2) /

	

1 12s+ 1
t -t

	

Jt+
t,/

1 .
(2s+1) I

s=
0

Og af Bessel's Række fans endelig

t ~

~ /	
~z

+
t-2z2z _ (t+ 1 1 \

7 lz2 (5)2) (z2- 	 (	 ?) 2)	 . ( z2	 (s_ 02) +

\

	 rt

	

1) 2s

t

	

(2 s) i

	

- t > (52 )
s=0

2z-4)2)(z2_ (s2) . . (z 2- (s-_02)
(t-

1)2s+ 1

(2s+1)!

	

t

Af hvad vi lige har sagt fremgaar, at disse Rækker kon-

vergerer og fremstiller de angivne Funktioner, saafremt t

er beliggende paa Kontouren AFCBA, Punkterne A og C

undtagne. Funktionen t2z ± t-2z
har nemlig to Punkter a

af den nys angivne Beskaffenhed og for alle andre Vær -

dier af v er

	

tl (v) < ip (v) .

I alle Punkter paa Kontouren AFCBA er nu

L+ 2 n n
	

1 l \t_
t12n+ (9 +n1 t(t_ ~)2n + 1

--
~

	

/

	

)+

(49 )

. (51 )

t2z - t
-2` = 2z .-

	

,
s=0

1
t- -

t = 2

og i hele det af denne ' Kontour begrændsede skravered e

Omraade er
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Men heraf følger, at de fein sidste Ligninger er gyldige

i hele dette Omraade . Men de er ogsaa kun gyldige i dette

Omraade. Hvis nemlig t er beliggende i Gebetet AECDA ,

saa er Rækkerne ganske vist konvergente, men de frem -

stiller ikke de paa venstre Side angivne Funktioner, thi

Rækkerne bliver enten uforandrede eller ændrer Fortegn ,

naar t erstattes med t. Hvis t ligger helt udenfor de to

skraverede Omraader, saa er

1
t- -

t
> 2

og Rækkerne følgelig divergente . Hvis endelig t ligger i

Punkterne A eller C, saa reducerer (50) sig til Ligningen

(45), og (53) reducerer sig til Ligningen (46) . Disse to Lig-

ilinger er altsaa gyldige ogsaa for t = f i . Dette gælder

derimod ikke om de tre andre Ligninger .

Forelagt paa Mødet den 4 . November 1921 .
Færdig fra Trykkeriet den 13 . Januar 1922 .


