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1. Ved numeriske Regninger gor man ofte Brug af visse
Interpolationsformler, der tjener til at beregne Veerdierne af
en Funktion, hvis successive Differenser er givne, eller til
at beregne en saadan Funktions Differentialkvotienter og
Integraler. Den vigtigste af disse er STIRLING'S Interpolations-

formel: .
N 2@ =1 = (—1%)
H(z) = @)1 N2SH(—s)
s=0
) z(zz__ 12) _(ZB_SQ) 2511
+ E @s T D)1 T A H(—s 1),\
s=20 -

saml Gavuss’ Formel og BesseL’'s Formel, som slutter sig
nzer til denne, og som alle tre er et specielt Tiifaelde af
den almindelige Newton’ske Interpolationsformel. Disse
Formler anvendes i Seerdeleshed ved de’astronomiske Ephe-
merideberegninger, samt naar det drejer sig om at kon-
struere en Tabel over en Funktion, som enten er exact
given eller med Tilnsermelse bekendt ved en Raekke Iagt-
tagelser, f. Ex. naar man vil beregne en Dgadelighedstavle,
Interpolationsformlerne afledes som Regel ved symbolske
Methoder?, altsaa uden egentligt Bevis, og ved Benyttelsen
indskreenker man sig til at medtage et ringe Antal af Reekkens
ferste Led, og opnaar derved i Almindelighed en god Ap-
proximation, naar blot Tabellens Interval er valgt tilstreekkelig

! Se f. Ex. Encyclopédie des Sciences mathématicues, tome I. vol. 4,
p. 49—59.
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4 Nr. 3. N. E. NoRLUND:

lille. Men det kunde vere af Interesse at vide i hvilke Til-
feelde Reekken konvergerer. Svaret paa dette Spergsmaal er
ret overraskende, idet det, som vi skal se, kun er en meget
speciel Klasse af Funktioner, som kan fremstilles ved de
nzvnte Rsekker. I det store Flertal af de Tilfzelde, hvor
man anvender den Stirling’ske Interpolationsformel, er denne
altsaa divergent. Dette hindrer dog ikke, at man med For-
del kan benytte den, idet den har en semikonvergent Ka-
rakter. Hvis man f. Ex. vil beregne en Logarithmetabel, saa
vilde det vere en altfor besveerlig Sag at direkte beregne
log z for alle Argumentverdier. Man nejes med at bestemme
logz for et ringe Antal Veerdier af z og beregner derefter
Logarithmens Vzrdi for de mellemliggende Argumentvzer-
dier ved Hjwzlp af Stirling’s eller Gauss’ Interpolationsfor-
mel. Denne Fremgangsmaade sparer megen Tid, og den
giver en tilfredsstillende Najagtighed, naar Tabellens Interval
er tilstreekkelig lille, saafremt man blot medtager nogle
faa Led i Rskken. Men hvis man medtager et for stort
Antal Led i Interpolationsreekken, saa faar man en ganske
falsk Logarithmetabel.

Et andet bemarkelsesveerdigt specielt Tilfzelde af den
Newton’ske Interpolationsformel faar man ved i en qui-
distant Tabel at interpolere efter faldende Skraalinie. Man
fores derved til en Raekke af Formen

0

S‘as(z—w) z—2w) - (z—sw). (1)
]
s=0

Set fra et regneteknisk Synspunkt er denne Rxkke

mindre hensigtsmeessig end den Stirlingske, og den anvendes

derfor ogsaa kun sjeldent. De forste Led af Rekken giver

nemlig en daarligere Approximation end de forste Led af

Stirlings Formel. Men kurigst nok stiller Konvergensfor-



Interpolation med mquidistante Argumenter. 5

holdene sig her langt gunstigere. Den Klasse af Funktioner,
der kan fremstilles ved en Raxekke af Formen (1), omfatter
som et ganske specielt Tilfeelde de Funktioner, der kan
fremstilles ved Stirling’s Formel. Man har her et interessant
Exempel paa, hvor stor Forskel der er paa de Krav, som
Mathematikeren og den praktiske Beregner stiller til de
Reekker, de opererer med. Vi skal dog forst i en senere
Meddelelse indgaa paa en neermere Omtale af Reekken (1)
og her begrendse os til de tre farstnzvnte Interpolations-
reekker og navnlig undersege under hvilke Forudsstninger
disse konvergerer.

2. Lad os forst betragte en Rakke af Formen

‘27 ez (2 — 1) (2 — 2 - (22— ) )
s=10

hvor Koefficienterne a; ikke afhsenger af z. Hvis z er et
helt Tal (inklusive 0), saa reducerer Reekken sig til et endeligt
Antal Led. Vi skal nu vise folgende Setning. Hvis Raekken
(2) konvergerer for z = z, hvor z, ikke er et helt
Tal, saa konvergerer den ligeligiethvert endeligt-
Omraade af z-Planen. Detle {olger let af det saakaldte
Abel’ske Konvergenskriterinm?!, Sztter man nemlig

by = 45202 — 1) (2—2) - (£ —sY,

2(Z2—19) (2 —2%-- - (®—5sY
20 (a— 1) (zp — 2% - - (£ — %)’

us(z) =

saa har man

2__ 2
us(z) —us+1(2) = lIs(Z)G;z_“l)TZ_""

2

0
Restleddet i Rekken (2) kan da skrives saaledes

! Bromwich: Theory of infinite series, London 1908, p. 205—7.
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S=—1m s=m V=3 Y=m
—
E bsus (z) = E (us(z) — ns41(2)) E by + ttm (2) 2 b,
sS=n s=n r=n Y=n
S=m () Y=m
us (z
= (2—2z) E (s+ls)2 E b, +umi1(2) E b,.
s=n 7/:17. Y=n

For at se, hvorledes u; forholder sig for meget store
Veerdier af s dividerer vi Taller og Neaevner i us med (s1)%;
vi faar da

o B
N

Af dette Udtryk felger umiddelbart at, naar s vokser
ud over enhver Greendse, saa konvergerer us(z) ligelig mod
en Greendsevzerdi, saafremt z er beliggende i et vilkaarligt
endeligt Omraade. Denne Grendseveerdi er

2l 8

@)

Ry

. sinmz -
lim us (z) = = .
5§ SIN 7T Zy

1 Folge Forudsaetning kan man nu finde et Tal N saa-
ledes at

V=3

>

¥=n

<¢g, for s=n>N.

Af (3) finder man da felgende Ulighed

I s=m l s=m .
| E bsus(z)‘<Ce E 4—1(3+1)2_z20|+C5<C16,

s=n s=n

hvor C og Gy er af z uafhzengige Konstanter. Seetningen er
hermed bevist. Hvis Rakken (2) er konvergent fremstiller

den altsaa altid en hel Funktion, som vi vil betegne med
H():
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H(2) ~Zasz(z2—12)(z~—— (R — ).

For at danne os et Sken over hvilke hele Funktioner,"
som kan fremstilles ved denne Raskke vil vi spge en Majo-
rantveerdi for H (z). Reekken (2) kan naturligvis veere absolut
konvergent i hele Planen. Men det kan ogsaa heende, at
den er betinget konvergent for ralle Veerdier af z, som er
forskellige fra de hele Tal. Vi vil derfor farst transformere
Rezekken til en absolut konvergent Rackke. Vi benylter der-
til Identiteten (3) idet vi i denne s=mtter n = 0 og lader m
vokse ud over enhver Grendse. Vi faar da

H(z) = H(o)i?gi+(~ _zo)> (s+uls)(2z) E’b

Det er aabenbart, at denne Reekke er absolut konvergent,
thi u; nesermer sig, som vi har set, en endelig Graendseverdi,
naar s— %, og Raekken Zb,, er i Folge Forudsatning
konvergent. Vi kan da finde en Konstant C saaledes at

Y=g

) Eb,,<C

y=10

Vi faar heraf folgende Ulighed

o ol N7 w@
z—_—zolg l(s+1)2—~z§\{' ©)

§=0

{H ‘ \ ()alnrrz C

[ sin rrzg

Da vor Forudsetning, at Rekken (2) konvergerer for
z = z,, medferer, at denne Rekke konvergerer overalt, saa
kan vi uden at indskrenke Almindeligheden antade, at
0 <zy<<1. Af (4) folger da at
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&)( lzl?)
12— 2| <|z|<1+ =)\ 5

t s()l

|(+1)=2 7 z(_zﬁ)(l z§>_< 2\ (s+1—2Z
W\t
b4 2 2 2
|zg(1+»j—12).--(1+(slj|l)2> |z|<1+%> ~(1+|Sz—2'>
= p) Pl — 2 P) .
S [ R ]
Altsaa er ‘
Ezz_ NE | us (2) |
| ° — s+1)2—2

() gy o)l
Sl e SN R
\zl<1+*i[22>---<1+1§—2|2> L]

2 2 "
s> I T D ) Zo
T =)

hvor shz er den hyperbolske sinus af z. Substituerer vi nu
dette Udtryk i Uligheden (5) faar vi

c (shn lz] m>

sinrtzy zZ /)

Hvis altsaa H(z) er en Funktion, som kan fremstilles
ved Rakken (2), saa kan vi finde en Konstant K saaledes at

sinmz
n w2y

1H<z>| [Hu)

| HG)| <K'= (6)

for alle z. Denne Ulighed opherer at gwlde, hvis vi i Ex-
ponenten erstatter -v med et Tal, som er mindre end s.
Funktionen
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sin wz

kan nemlig fremstilles ved en Reekke af Formen (2), hvis
— < @< Derimod existerer en saadan Udvikling ikke
hvis @ = m. Ligesaa kan Funktionen
cosmz—1
z
fremstilles ved en Raekke af den nsevnte Art.

3. Det er altsaa kun hele Funktioner, hvis Orden er
<1, som der kan veere Tale om at fremstille ved en af
de ovenfor omtalte Interpolationsreekker. For nu at se
hvilke yderligere Betingelser man maa paalegge Funk-
tionen vil vi udtrykke Reaekkens Restled ved Hj=zlp af
Cauchy’s Integral. Lad H(x) betegne en hel Funktion og
lad os for Kortheds Skyld seette

AH@) = H(x+1)—H(x),
AH(x) = AN (A1 H(x)).

For de successive Differenser af H(x) finder man da

folgende Integraludtryk

| H(ac)=—1-SH(€)dC

Qi) {—ax
_ 1 ¢ HE)dg
AH(””')_2m‘S<§~sc)(c—:rc——1>’

. _nl H(OdE
A H@)—2nig(c—x>(c—x—1>---<c~—w—n>’

hvor Integrationsvejen er en 1 positiv Omlebsretning gen-
nemlpben Cirkel med Nul som Centrum og saa stor Radius,
at Cirklen omslutter Punkterne x, *+1, -+ &+ n. Man
har nu felgende Identitet

1 1 Y (2) ﬂz_({) .__+wn*1(z)+wn(z) 1

(=2 910" 307 v vn@® @ 2
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hvor ?7[”’,(2) = (z—a)(z—ay:--(z—a,)
Vi veelger forst Tallene a, paa fglgende Maade
ag =0, an=-—n, aat1 = n
Man finder da

1 _ 9 (z+8)(z+s—1) -+ - (z—s+1) < z+s)z+s—1)--(z—s)
t—z =< = (C+s)(E+s—1)- - -(E—s) — C+s+1)(C+s): - C—s)

§=

2219 (2 — 9% - -(2—n?) 1

(@1 E—2) - E ) 2
Vi multiplicerer begge Sider af denne Ligning med H ()

+

og integrerer med Hensyn til { langs med en i positiv Om-
lgbsretning gennemlgben Cirkel C,, som har Nul som Cen-
frum og en Radius, som er storre end n. Vi faar da

n n—1
N [z+s s 1 z4s . o
hvor
1 \z2(2—1%) (2 —2%)- - - (22—n?) H()
&”“?E¥@—m@~%m@~wpﬂﬁ‘®

Det er herved forudsat, at Punktet z ligger inden for
Cirkelen C,. Denne Rwxkke betegnes almindeligvis som
Gavuss’ Interpola'tionsformell. Velger vi derimod i (7)
Tallene a, paa folgende Maade

a = 0, azn — N, A2p+1 — —N,

saa faar vi i Stedet for (8) felgende analoge Formel
n n—1 E
s=10 s=0

' C. F. Gauss, Werke 3, Gottingen 1876, p. 329. J. F. Encke, Gesam-
melte mathematische und astronomische Abhandlungen, Berlin 1888, p. 1.
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Adderer vi Resekkerne (8) og (10) til hinanden Led for
Led saa faar vi StirLiNG’s Interpolationsformel?

Zv” 2@ 1Y (B (1),
| H(z) = 22 (28)2! A2 H(—s)

s=0
n—1

N7 2(22-12)(22-22) - « - (22— s2)
+2/ 2s+1)!

T A 2541 H(—3~1)+R211+1 » (1 1)

s=0

hvor Ruzeq har den ved (9) angivne Vardi, og hvor vi for
Kortheds Skyld har sat ’
H(x+ 1)+ H(x)

5 .

VH(x) =

Hvis vi i begge Reekkerne (11) giver s Vaerdierne 0, 1,
2, «++- n—1 saa finder vi for Restleddet efter 2n Led Ra,
folgende Udtryk

Ran — 1Sz(z2——12>- (1Y) HO) , g

2mi c eE—1CE—2%) - (—nd [—z

En anden bemwmrkelsesveerdig Udvikling faas paa fol-
gende Maade. Vi erstatter i (10) z med z+ 4 og H(z) med
H(z—13). Vi erstatter i (8) z med z—4 og H(z) med
H(z+%). Adderer vi de to derved fremkomne Reekker til
hinanden Led for Led faar vi Besser’s Interpolations-
formel

H(2) =Z E=(HHEEAR)) - - - (@E-(s—$)?) 7 A2 H(—s—1)

(2s)! :
s=10
n—1
2 (LV2Y(n2—(8)2). . . (»2—(o_1)2
+ZZ(Z Bz ((Q‘S)J:l)!(z G p 2t B (—5-3) + Rama, (13)
§=0
- hvor

! Methodus differentialis sive tractatus de summatione et interpolatione
serierum infinitarum. London 1730.
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_ 1 (E—0PE—0)? - E——DIHE)
o = g Sé52~(-.1;>2)<c2—(%)2>- et WD
_ 1@ @) @Y e HO)
. 2”1&(;‘2—(%)2)---<c2—(n+%)2) FEn a4 U9)

Cn+1

4. Vi vil nu vise, at disse Restled konvergerer mod
Nul, naar n— %, saafremt H(z) tilfredsstiller en vis Ulig-
hed. Vi betragter forst R2g+1. Vi kan uden at sendre dette
Integrals Veerdi deformere Cirkelen C, og erstatte den med
den i hosstaaende Fig. 1 angivne Integrationsvej. KAB og
DEF betegner Buer af en Cirkel med Centrum o og Radius
logn. Som Integrationsvej veelger vi Kurven ABCDEFGKA

Fig. 1.

sammensat af de to n=vnte Cirkelbuer og af to Buer
BCD og FGK af den Bernoulli’'ske Lemniscat, som har Lig-
ningen r = n}/2cos 2 v. Denne Kurve skeerer altsaa de
reelle Tals Axe-i Punkterne == n}/2. Ved at veelge Integra-
tionslinien paa denne Maade opnaar vi, at de nedenfor
angivne Uligheder bliver saa preaecise som overhovedet mu-
ligt. Da Integrationsvejen er symmetrisk med Hensyn til
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den imaginzre Axe, saa kan Integralet (9) reduceres og
skrives saaledes

1 (z@@—1) - (E—nd) By @)
Ront1 = ﬁSZ(Cz—,lz)- R s — dz, (16)
ABCDE

hvor vi for Kortheds Skyld har sat
H© = (HO—HD)+z(HQ+H(D). A1
Lad v, betegne det mindste positive Tal, som tilfreds-
stiller Ligningen ,
1 (log n\? ,
O, = —| -2
cos 2up 2( . > . (18)

- 7t
vn er da mindre end 7 08 man har aabenbart

. it
llm Un =——.
n-—> o 4

Seetter vi { = re?, saa er Integrationslinien altsaa sam-
mensat af

T
Buen 4B, hvor r = logn og —3§v§—~0n,

&

Buen BCD, hvor r = n V200321) 0§ —on=<0v<0,,

Buen DE, hvor r = logn og vngvgg.

Integralet (16) kan vi skrive paa felgende Form

(. # A\ 1 AN ED DA r(E—n) Hy(5)
Rana = z<1 12> '(1 n2>2m'g rGCrns1) 2%
ABCDE
Det foran Integraltegnet staaende Produkt konvergerer

mod en endelig Grendseverdi naar n—- ®, nemlig mod
sin 7 z

Det gelder da blot om at undersege det sidste

Integral. Vi dekomponerer dette i tre Dele og sstter

Z2 22\ 1
Ropy1 = Z<1ﬁ ﬁ) g <1—n—2>‘27{l(Pn +Qn+ Tn),
hvor
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Po=§ Qu={ Tu={.

AB BCD DE

Paa Buen BCD har -man nu

= 111/2 cos2p e,

altsaa d? = in)/2cos 20 (1 +itg2v)e?dv,
at| w3
dv ]/cos 20

Seetter vi for Kortheds Skyld
nr¢—n

fn (U) = (; 1)11 1—,(*@_‘_ Il+ 1) (19)
R (I (n))? n?
Cosinal F'(n+ ) I'(n—7%) n®—172° (20)
saa er altsaa
P, = llogng fn (©) éZl(l)Zelvd
3
On = an(v) 1) ]/2cos2u(1+1ig2v)ewdu (21)
T, = ilog nS fa (u) 1(2)2 e d (22)

5. For nu at se hvilken Betingelse man maa paalaegge
H for at opnaa, at disse Inlegraler kénvergerer mod Nul,
naar n— %, definerer vi i Intervallet —n» <p < en kon-
tinuert Funktion w (v) saaledes ‘

— o c0s 90+ V2 2
Y (v) = cosvlog (l/cos 20+ 2cosv) } (23)

“+ 2sinvarcsin (]/E sin o),
saafremt 0<[p| S% eller 3%:5\ v|<s. Derimod er

W (v) = w|sinv], (24)
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3T

saafremt Z<{v1<—4— Da denne Funktion spiller en af-

gorende Rolle for vort Problem, vil vi desangaaende be-
maerke folgende.

Den tilfredsstiller Ligningerne

W) = P(—0),
W) = pw—0), } (25)

og den er aabenbart kontinuert, thi af begge de angivne
Udtryk felger, at
- -
v (3=

Man har endvidere

o) = w(En) = 2log (1+V2),

1,!/(:1: %) = 7T.
Vi vil nu vise, at ¥ (») har Minima i Punkterne o og

+ s, samt Maxima i Punkterne :I:%. Vi betragter forst

Intervallet 0 <v 5%. Man har aabenbart

arc sin (1/5 sin v) [/2 COSCL dr ‘ (26)
]/cos ox

sm x dac

log (l/cos 20 +)/2 cos v) = I/‘) 27

Q/\)’M $

cos2x
v

Af den sidste Ligning felger specielt for v = 0

7[

log(l%—lf) Vzgsmxdoc‘

\/0092 x

Udtrykket (23) kan da skrives saaledes
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v

(4 (U)=2COSU108<1+V§)‘2V§cos US sinw de — +2)/2sin US cosx du

Jcos2x l/cos 2x
0 0
— 2cosvlog (1+)/2) +2)2\ e —0) de (28)
]/cos 2x
Differentieres med Hensyn til » faas
Y (v) = —2sin z)log(1+‘l/§)+2l/ggcil/sg((%fdx. (29)
0
Differentieres endnu en Gang faas
, 21/ 2
Y (o) = L—w (v). (30)
cos 2 v

Af (28) folger nu at

P (v) <2 cosvlog (1—!—]/5) + 2]/2 gsm(v—x)dx

cos 2 D,

:2cosvlog(1+[/§) 21/2 (1 —cosv).
]/(:0521)

Altsaa er

W' (v) > 2 cos v( l/‘)———lt)g (1+ ]/2))
/ fcas2v

Men heraf fremgaar, at ¢ (v) >0 i det betragtede In-
terval. Da nu i Felge (29)

11"(0) =0,
saa er ¢’ (v) ‘\ltsaa positiv, kontinuert og voksende i In-

tervallet 0 < < —. Af dette Resultat samt af Udtryklket (24)

kan vi da slutte, at ¢ (v) er positiv, kontinuert og voksende
i Intervallet 0 <o < % Af Ligningerne (25) felger sluttelig
at y (v) har de ovenfor angivne Maxima og ingen andre.
Man har altsaa for alle Veerdier af v
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=) > 2log (14)/2) > 0.

Af (23), (26) og (27) kan vi ogsaa aflede folgende Ud-
tryk for v (v) 7

)
sin(x — v) dx

Y (v) = nsinv-i—2l/2S VoosZx

og heraf folger, at i Intervallet %> v>0 er
W (v) > msin .
6. Sewmtter man

h@) = lim ¢!

r—>» oo

H(re)]
o (31)

saa har vi i § 2 vist, at Interpolationsreekkens Konvergens
medfarer, at )<

for alle Verdier af v. Men det er blot i Punkterne
v==+ 7_5 , at h (v) kan naa den angivne gvre Greendse w. Man

kan nemlig ved en mere detailleret Analyse vise, at

h(v) <y (o).
Det er endvidere let at se, at vore ovenfor angivne Rest-
led konvergerer mod Nul, saafremt
h(v) << (v)
for alle Verdier af v. Men vi kan endda vise noget mere.
Vi antager, at Funktionen H({) = H (re®), for r>r,, til-
fredsstiller Ulighederne
|HEQ) — H(—0) | <¥@ph, (32)
|H@) + H(—0| <@ e, (33)
Lad 8 betegne det storste af Tallene 84 og 8,— 1; man
kan da finde en Konstant C saaledes at

| Hy(re?) | < Cev©® (8 +1 (34)

Vidensk, Selsk. Math.-fys. Medd. 1V, 3. 2
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for rzrol. Vi vil nu vise, at Ren+1 konvergerer mod Nul,
hvis @ er negativ. For at indse dette, maa vi undersege,
hvorledes |fn(v)| forholder sig for meget store Veerdier af
" n. Vi antager ferst, at vn > v > — v,. Man har som bekendt

r) =)2ra" e (1 + ¢ (), (35)
hvor &(x) konvergerer mod Nul, naar |x| vokser ud over
enhver Grendse og samtidig « fjerner sig uendelig langt
fra de negative Tals Axe. Af Udtrykket (19) folger da at
TrmyPrg¢—n n

Ir€+n) L+n

L T

falv) = (—1®

hvor &(n) konvergerer mod Nul, naar n—> . For

Un> 0> -—0Uv, har vi nu
= re® = n}/2cos 2 v ev,
Heraf folger at ¢2-—n? = n?et,

5‘4,2_“2'

Altsaa er } PO = 1.

Endvidere er

Z—n  2cos2v—1+i2sinv})/2 cos 2v

C+n (Veos 20+ 2cosv)?
_ (‘/cos 2p-+i)2sin v)2

]/cos 2v+ ]/5 cos v

Men af denne Ligning felger at

;é:n == (]/cos 2+ l/Ecos v)_2,
arg %} = 2 arc sin (]/5 sin v)

Af Udtrykket (36) kan vi da slutte at
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[ T—n\¢
5fn(v)| = zni(é-"> ( +e(n))1
= 2¢O 1 +e(n)|.
Af Ligningen (21) i Forbindelse med Uligheden (34)
faar vi nu -
Lo H@) | Y 2de
n Sn n(U —
Q| |f )“12 2‘]/cos,‘zu

o dv
<TlC]_ lfn(U)|Cr¢(u)l'ﬂ_1—":
—p, cos2p

+on
<nf C, S (cos 2 )i gp

—Un

. P n

=2C, nﬁ'S (cos2v)5f1 qp,
(]

hvor Gy og €, er Konstanter. Vi deler det sidste Integral i

to Dele, og faar da

7T

|Qn| <2C,nf g(cos 20)iF 1y + 4 Cent

Un
g sin2vdp
o

(cos 2p)t—zf
E

Vi antager nu, at 8<0. Det forste Integral paa hajre
Side konvergerer da mod Nul, naar n— «. Det sidste Inte-
gral er lig- med ' 1 '
2 Cy n? g—x%ﬂ—l dx

LY
cos 2 vy

— 4Gy f P (27FF — (cos 2 )t F)
— 92—#f ¢, 41 (nﬂ — (logn)ﬁ) .

Men da g-i Felge Forudszlning er negativ, saa konver-
gerer denne Storrelse mod Nul, naar n— «. Alisaa har
vi vist at lim Qn — 0.

n—>ow

2*
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Vi vil dernwmest betragte Integralet T, og maa da farst
undersage, hvorledes f,(v) forholder sig paa Cirkelbuen
DE, naar n antages meget stor. f; kan skrives paa Formen
(20). Af Gammafunktionens asymptotiske Udtryk (35) kan
vi slutte, at

(I (n)® n® _< n? ,ﬁ)”*’f‘ <11Z—'
I'n+0)r{n—=yg n*—12e® n?—12 n+¢

>g (1 + & (n)).

Vi satter nu £ = logn-e® og faar da, at

n—_, n®—log®n—2inlogn sin v

n+7 n®+log’n+2nlogncosv’

Altsaa er
n—gP L — 4nlogn cos v
n+1] n®+log®n+2nlogncosv’
are n—Z{ _ — arct 2nlogn sin v
Sntt 8 n*—log®n
Setter vi

4nlogn cosv
n?+logtn+2nlogncosv’

¢ (n) =

saa Taar vi heraf

e

Naar n— %, saa konvergerer denne Storrélse ligelig

2nlognsinv
n*—1login ,

e%- logn cosvlog(1-— ¢ (n))+ lognsinvarctg

mod 1. Endvidere er

2 212 4
n®—1¢ 2 log*n
=1—=log?ncos 2 v+ —2—.

n? n® ° n?

Altsaa
2 1 . 2 4
o ]n+2 . C—(H_HZ)% log (lwﬁ log’ncos2v -+ 105;1)
n? IZ{

Ogsaa denne Sterrelse konvergerer mod 1, naar n—> oo,
Altsaa har vi vist at, hvis || = logn, saa er
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2 2
o (n ﬂ(-lé)(?)(n —1) n? = 4
Vi kan altsaa finde en Konstant ¢ saaledes at paa Buen DE
| (0} << ce o0,
For Integralet (22) faar jeg da fslgende Majorantudtryk

T

;= 1.

' 2
|Tn|<Clr_1S|ﬁ1(U)H1(I'€iU)ldU

Un

7
=
€.

< Gy 1'_1< TS| (ret?) | do,

©Un
hvor C; og C; betegner Konstanter. Vi deler dette Integral

i to Dele og erstatter H; med den ved Uligheden (34) an-
givne gvre Greendse. Vi faar da

7E 7
¥ r}
|nkﬁ@ﬁSwWW%mﬂm+0@ﬁS@.
Un ¥is
i3

Det sidste Led konvergerer mod Nul, naar n—> oo, fordi
B < 0. Af Ligningen (18) falger endvidere at

T <l<logn 2
1 S a\T )

Da nu den kontinuerte Funkiion v (v) — wsinv for--

svinder i Punktet v = %, saa kan vi finde et positivt Tal
N saaledes at for n > N er |
W) —msinv <1, hvis ngz Un.
Man har da

k2 7
T e

S er('zT// (v) — 7 sinv) dy — S n? (v)—msiny dp
Un Un

T n {log n\?
n I Un <§ n R
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og denne Sterrelse konvergerer mod Nul, naar n vokser ud
over enhver Grandse. Heraf folger at

lim T, = O.
n>»w

Paa samme Maade ser man, at P,—>0. Vi har dermed

bevist, at lim Rani1 = 0,

n>w

hvis g < 0. Gauss’ Interpolationsreekker

H(z)— H(O)+ZKZ+3> P2SH (- )+(z+3 1)&%4}1( s)}

H(z>=H<0>+Z (T a0 ety
s=1

er altsaa konvergente, saafremt H(z) er en hel Funktion,
der tilfredsstiller Ulighederne (32) og (33), hvor

By <0, By<1. (37)

Betragter vidernsest Integralet (12), saa kan vi decomponere
detteito Integraler og skrive Restleddet Rapunderfalgende Form

R 1S 2212 (2= (n—1)?) H<:>+H<z>
TN (-2 C (1D -

ABCDE
1 z2(z2~12)--(2—n?  H@O-H(-Y)
+ 5 21 S -1 (Zz 22) (2 - nz) 72— 2 de.

ABCDE

Man ser heraf umiddelbart, at Ulighederne (37) ogsaa
medferer, at disse to Integraler konvergerer mod Nul, naar .
n—> . Stirling’s Reekke:

H(z) = H(0)+ VAH(——1)+ AZH(—1)+

z (22 ——12)
3!

22(2—1 )
41

+ JAYH(—2)+ AYH(—2)+---
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er altsaa konvergent, hvis 8; og 8, tilfredsstiller Ulighederne
(37).

Restleddene (14) og (15) til Bessel's Reekke kan vi redu-
cere til folgende Form

m2n+1 =

LSz(sz (=) -4 HO-HCY
2l JE-@HEB) - C ) P
ABCDE s
1 HE-@) ) HO+HCY
2 YT @GP C ) C2

ABCDE

o — _1_S<z2—(%)2><22~<%)2>---<z2—<n~%>2) Hy© .o
S [ D D R (S (R D R e
ABCDE
hvor

Hy(Q) = 0 H@Q +H(—)+ 2[HEQ —H(—Y)].

Aldeles samme Raesonnement som ovenfor viser da, at
disse Restled konvergerer mod Nul, det vil sige, at Bessel’s
Raekke konvérgerer saafremt

Bi<l, By<0. (38)
Hvis H(z) er en ulige Funklion, er Bessel’s Rekke alt-
saa den fordelagtigste, men hvis H(z) er en lige Funktion,
er Stirling’s Rekke at foretraekke.
Angaaende Gauss’ Reekke vil vi endnu bemsrke folgende.
Vi har ovenfor vist at, hvis man i denne forener to og to
paa hinanden folgende Led til eet, saa bliver den derved
fremkomne Re:ekke konvergent, saafremt Betingelserne (37)
er opfyldt. Men hvis man ikke foretager en saadan Sam-
mentrekning af Rekkens Led, saa er disse Betingelser
ikke tilstreekkelige til at sikre Konvergensen. Vi maa i saa

Fald endnu vise, at Rsekkens Led konvergerer mod Nul.
Man har nu

z+tn oy L \z2(Z*-1%) - - (ZP—(n—1)®) (z+n) ~
( n >A2 H(-n)= S L(2-1%)- - -(Z—n2) (HEG)+H(-0)dZ, (39)

2mi
ABCDE
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Dette Integral konvergerer mod Nul, hvis Tallet 8, er

negativt, naar v tilherer Intervallet TZ[Z UZ—%. Gauss’ Rekke

z+1

H(z)=H(O)+<§)AH_(—1)+< A >&2H(_1)+<z+1

5 >A3H(72)+~-

er altsaa konvergent, saafremt 8; <0 og

. 37 7€

Bs <1 for 1 >U>4,
T . b
=y

By <0 fo14»71)_ i

Heraf fglger, at cos 7wz kan fremstilles ved Gauss’ Reekke,
som for denne Funktion tager Formen

2n

z+n ) (40)
211—I—1> e

cosmmz = 1+2<12> — 922 <2"|2-1> — e (— 1)n22n<z+n
+<_ 1)11 22n+1(

Man verificerer ogsaa let, at denne Rakke konvergerer
betinget i hele Planen. Satter man derimod i Gauss’ Rekke
H(z) = sinmz, saa bliver alle Raekkens Koefficienter Nul.
Funktionen sin wz kan altsaa ikke fremstilles ved en saa-
dan Rzekke. Denne Funktion tilfredsstiller vor Ulighed for
81 = 0. Dette Exempel viser derfor, at det er nedvendigt
at foruds=tte B, < 0. '

7. Exemplet H(z) = cosmz viser, at vore Konvergens-
betingelser ikke er tilstraekkelige til at sikre absolut Kon-
vergens. Betegner vi Leddene i Gauss’ Rekke med 1wy, ny,

iy, ++ saa er uz, lig med Integralet (39) og

Ugp+1 = <22:_ill> A2 H(—n)
1 0 @) (2 _ He -

ABCDE
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Disse to Integraludiryk viser, at man kan finde et po-
sitivt Tal ¢ saaledes at

' limn (log n)* ™ un = 0.
saafremt R

ﬂ1<_‘1, ﬂ2<‘—‘2.

Disse to Uligheder medferer altsaa, at begge de Gauss’iske
Interpolationsraekker konvergerer absolut.
For Stirling’s Rekke har man

_ 1 \Z2E 1) (2 —(n—1)) _
u2"M2niS TCE— 19 (D) (H@Q+H(—1Y)dt,

ABCDE
1 (22— 1%)-- (2 —n?)
Uopyq = %S(Zz — 12) . (ZZ - (I‘l T 1)2) (H(Z)’—H(— Z)) dg,
ABCDE

og heraf folger, at Stirling’s Rzekke konvergerer absolut,
saafremt Bi<—1, By<0.
Ligesaa ser man, at Bessel's Raekke konvergerer absolut,
saafremt 81<0, By<-—1.
Hvis ‘specielt H (z) er en lige Funktion, saa er
T AP IH(—s—1) = 0,
ATV H(—s —3) =0, VAMH(—s—%) = A H(—s—1}).
Stirling’s Formel reducerer sig derfor til

g = N EE I DY g

(2s)!

s=0

og Bessel's Formel reducerer sig til

B = > EEIEE @6 D)

(29)!

O H (<s—3). (42)
s§=20

Hvis H{z) er en ulige Funktion, saa er
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A#H(—s) =0, VAT H(—s—1) = A2sH1H(—y),
VABH(—s—3) = 0.

Stirling’s Formel reducerer sig derfor til

= D HEEDECIED) ey, ()

(2s+1)!

s=0
og Bessel’'s Formel reducerer sig til

H()— ZZ(ZZ-(%V)(ZL((;?Z)- !‘ Gl Gl Vi PR H(—s—1). (44)

s=0

Da Funktlionen cosmz tilfredsstiller Betingelserne (37)
saa faar vi af (41) den konvergente Udvikling

d 2s
cos w2 :Z (—1) (—2237 2219 - - (2—(s—1)?). (45)

s=10

Funktionen sin sz tilfredsstiller Betingelserne (38) og
kan derfor fremstilles ved Rekken (44) som reducerer sig til
N 223+1 2 1y)2 2_(3)2 2 1y2
: — —1)s L - e (P (g—1
sinmz=z > (1 G G- @@ - @b, (46)

s=0

Ligesaa finder vi de konvergente Udviklinger

= (2@ @)D - (2 DY)

COS8 7T Z2—COS 7rex

= e TP R R VoL
asinz—zsinwe . = (-1 (2 - 29 - - (2 —5D)
22—p? s (22— 1) (- 2%)- . (a®—(s+1)®)°
s=10

hvor « er et vilkaarligt Tal, som ikke ger en af Neevnerne
til Nul

8. Af det ovenfor sagte folger a fortiori, at alle fire Inter-
polationsreekker konvergerer absolut, saafremt den ved Lig-
ningen (31) definerede Funktion & (v) tilfredsstiller Uligheden
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h(v) <y (v)

for alle Veerdier af v. Af seerlig Interesse er det Tilfwlde,
hvor hA(v) = 1 {v) i et endeligt Antal Punkter i Intervallet
;I> V> — g, medens h(v) <y (v) for alle andre Verdier af

v. Vi skal se at vore Konvergenshetingelser i dette Tilfeelde kan
noget praeciseres. Lad os ferst betragte feolgende Exempel:

H(z) = 22
For hvilke Veerdier af f kan denne Funktion fremsiilles

ved vore Rszkker? En nedvendig Betingelse for at Gauss’

Raekke kdnvergerer er, at Rekkens Led konvergerer mod

Nul, altsaa at CCAUH (—n)
Hm — =

e 0,
ns% Yram

Man har nu

A H(—n) = (l‘—l?>2n .

En nedvendig Betingelse for Konvergens er altsaa, at

‘tnl‘ﬁl Kurven 1
{

bestaar af de to i Fig. 2 angivne Cirkler:

lt—1|=V)2, |t+1l=)2
med Radius }/2 og med Centrum respektive i Punkterne
+1 og — 1. Hvis f er beliggende i det Indre af et af de
to skraverede Omraader, saa er t—-—l—t < 2, absolut Kon-
vergens foreligger altsaa i dette Tilfeelde. Hvis f er belig-

gende uden for de skraverede Omraader, saa er t——l?} > 2

og Rxkkerne folgelig divergente. Vi vil nu forst sege Maxi-
mum af |#*|, naar ¢ gennemlaber Kontouren AFCBA. Lad

os s=:tte
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t= 1+]/§eiq’, z = reé?.
Vi har da paa Buen AFC

‘ ll2zl - erl(gp)’
hvor i
A(g) = coswvlog (3 +2)/2cos gp)

I/E sin ¢ ‘ (47)

~— 2 sin v arc sin

V3+2V§cos gp.

Differentieres med Hensyn til ¢ faas

¥ (g) = _2l/§sm(lr+ g))j—]/2smv.
3+2)2cosg

Hvis 377:> U>%, saa er A’ <0, fordi l/isinv> 1. T In-

7 3
tervallet SIT ng.‘z——f er A(y) derfor aftagende, og den
L . . 37 .
tager sin stgrste Veerdi i Punktet ¢ = Ty nemlig

237 g
, 4| = 7sino
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Hvis ——%> D> — Z—H, saa er A’ > 0, fordi — [/ 2sinv>1.

I Intervallet %Z o= — 3zf—raer 2 (p) derfor voksende, og

den tager sin sterste Vaerdi i Punktet ¢ = f, nemlig
{3m
A=} = —msinw.
(4 ) 7T S1n U,
Hvis %_>_v = ——Z, saa forsvinder 12’ i eet og kun eet

§4£ > > — 37:5, nemlig for den Veardi

af ¢, som tilfredsstiller Ligningen

Punkt i Intervallet

sin (v + ¢) +V2sinv = 0.

Man ser let, at 1(p) antager sin sterste Veerdi i dette
Punkt. Af den sidste Ligning afleder vi nu at

cosg = cos v cos2v— )/ 2sin?v,

sin 9 = —sin v }/cos2v— ]/5 sinvecosv,
hvor [cos2v antages positiv. Men heraf folger, at
3+ 2 ]/Ecos p = (]/cos 2v -+ |/§ Cos 0)2,

_—‘I/_%—S*H—;L?—‘ = — VE Sin D.
]/3+2L/2cosgp
Substituerer vi nu disse Udtryk i Ligningen (47), saa

ser vi, at Maximum af 4(g) er den ved Udtrykket (23)
definerede Funktion w (v).

Hvis endelig 7> |v|> 37:5 saa er

2 (p) <y ().

Lader vi ¢ variere paa Buen ABC, saa finder vi samme
Majorantudtryk blot med den Forskel, at de to sidstnzevnte
Intervaller har byttet Rolle. Sammenfatter vi disse Resul-
tater, saa fglger heraf, at “

b



30 Nr. 3. N. E. NarrLunn:

’122“561'1‘,/)(0),

naar f beskriver Kontouren AFCBA. Den angivne Maximal-
veerdi naas i eet og kun eet Punkt paa Kurven. Dette Punkt
er A eller C, hvis %S]U‘SSTH;
dette Interval, er det et fra A og C forskelligt Punkt.

Lad nu ¢ veere et fast Punkt paa den nzvnte Kontour,
Punkterne A og C undtagne. For at fixere Tanken kan vi
antage, at # ligger paa Buen AFC, altsaa at

, men hvis v ligger uden for

— 3 37
p— P e a0
E=1+4)2e9, “F>g>—"F.

Man har da st2zl — FH®

hvor

10 (v) = cosvlog (3+2 12 cos @) —2sinparcsin M_

3+2 )/gcos ) ’
Vi har set, at w @<y @),

og at Lighedstegnet kun gelder for een Vardi af v i Inter-

vallet %> v>—%, nemlig for v = «, hvor ¢ bestemmes
f Ligni . - .
ab Lghmsen sin (e +¢) + )/ 2sine = 0.

Udtrykker vi ¢ ved «, saa kan wu () skrives saaledes
w () = cosvlog (]/m + /2 cos )’
-+ 2 sin v are sin (1/5 sin oc) .
Ved Differentiation faas heraf
@ (v) = —sinvlog (Vcos 2« + /2 cos e)?

+ 2 cos vare sin (/2 sin «).
Man har nu

Y (v) = cosvlog (VCT)S,E; + )/ 2cosv)®
+ 2 sin v are sin (1/5 sin U) R
W () = —sinvlog (fcos 2v + )/ 2cosv)*

"+ 2 cosvarcsin (/2 sin ).



Interpolation med wquidistante Argumenter. 31

Altsaa er  p(e) = Y(a), ' () = ¢ ()
0g : w(v) <y (v)
for alle andre Veerdier af v.

Jeg antager nu, at den hele Funktion H (2) = H (re®) er

saaledes beskaffen, at i Nerheden af et vist Punkt v = «

i Intervallet % >p> ~—% gelder Ulighederne

VH()—H(—2) | < #® P, .
‘l)——-a}<7]
|H(2) + H(—2z) | < HO 2
for r>r,, og at for avrigt

AW <y for vZe.

Ved Underspgelse af Restleddet Rsny1 kommer det da
blot an paa Integralet

o7 : do
== \ eV O L B (el .
On Sa_,, ’ 1€ ), cos2 v

Vi betegner med B8 det storste af Tallene 8, og 8, — 1.
Man kan da bestemmme en Konslant C saaledes at

Yoty ( \ ) dU
‘ —r (v (0)—p ()
On<<C Sari: cos 2v° (48)
Nu er
') = —p),
" 2/ 2
= e — 1} 5
v = Veos2v @
altsaa _
iy ey — 2V2
v (@ # (@) ]/cos 2a

Vi udvikler 4 — u efter Potenser af v— « og finder da

e = 2
Y@ —p@ [/EosQa

—a)*+---
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Vealger vi g tilstreekkelig lille; saa kan vi finde en po-
sitiv Konstant ¢ saaledes at

W(U)—M(U)>CIT(CE§% for |v—e|<q.

Vi tenker os endvidere 5 valgt saa lille at

;—r>oc—|—47>a—‘7/>—g.
Af (48) folger da .
’ oty 9%
Qn <Gy nﬁg eme— gy
R, PO

+y
— 2
= Cln'gge ot do
’ o7
. +9 ]/E2
1
= CnfE\ e do
J—nVn
oo
< CynfE \ e dv
) —oo
Hvis 8 <4, saa vil altsaa Q;l og folgelig ogsaa Ranti
konvergere mod Nul, naar n—> . Stirling’s Raekke er alt-
saa konvergent, hvis

B1<4%, B2<%.
Paa samme Maade ser man,- at Bessel’s Rxkke konver-
gerer, h/\qs 8<%, , Bs <1,
og at Gauss’ Rakke konvergerer, hvis

/81<'%‘9 /92<%

Hvis der i Imtervallerne g> lv|>0, a>|v]|> %Tﬂ findes
et endeligt Antal Punkter o af den neevnie Beskaﬁ'enhed,

saa skal de tilsvarende Uligheder naturligvis veere opfyldt

for ethvert saadant Punkt.
8
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Seetter man i Gauss’ Rekke H(z) = %, saa faar man
- z 10N\ [z2\/ 12<z+1< 1>3
o . f—= 4 t R ..
S 1+<1>l<t t>+<2>\(t t) Y e+
et [
n T on+ 1)\ ¢t
Af Stirling’s Reekke faar man ligesaa

'z oz Ew7z2(z2—12)-,--(5—(3—1)2) 1\2s
LD @1 <t4?> - (50)

s =

fed

=) S = e

§s=

(563)

‘()g'af Bessel’s Rekke faas endelig
= () OO e
1241 —<i+t k 291 t—=) . (52)
s=0
T NG it 9 X e €)1 R Gt G 1) ( _ ,1,>2s+1
£t _222 @s 1)1 =)
o s=20

Af hvad vi lige har sagt fremgaar, at disse Rekker kon-
vergerer og fremstiller de angivne Funktioner, saafremt ¢
er beliggende paa Kontouren AFCBA, Punkterne 4 og C
undlagne. Funktionen 4 ¢ > har nemlig to Punkter «
af den nys angivne Beskaffenhed og for alle andre Ver-
dier af v er

hv) <y ).

I alle Punkter paa Kontouren AFCBA er nu

3]

og 1 hele det af denne Kontour begraendsede skraverede
Omraade er

Vidensk. Selsk, Math.-fys. Medd. IV, 8. 3
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Men heraf folger, at de fem sidste Ligninger er gyldige
i hele dette Omraade. Men de er ogsaa kun gyldige i dette
Omraade. Hvis nemlig ¢ er beliggende i Gebetet AECDA,
saa er Rmklkerne ganske vist konvergente, men de frem-
stiller ikke de paa venstre Side angivne Funktioner, thi
Reekkerne bliver enten uforandrede eller sendrer Fortegn,
naar t erstattes med —¢ Hvis £ ligger helt udenfor de to
skraverede Omraader, saa er

og Re:ekkerne folgelig divergente. Hvis endelig ¢ ligger i
Punkterne A eller C, saa reducerer (50) sig til Ligningen
(45), og (53) reducerer sig til Ligningen (46). Disse to Lig-
ninger er altsaa gyldige ogsaa for ¢ = 4 i Dette gmlder
derimod ikke om de tre andre Ligninger.

Forelagt paa Medet den 4. November 1921,
Feerdig fra Trykkeriet den 13, Januar 1922.



