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INTRODUCTION

ERMAT?, dans une lettre de février 1657, adressée a
TFrenicle, a énoncé le théoréme:

Soit @ un positif entier, sans &tre un carré, il
existe une infinité de nombres entiers y pour
lesquels 1’expression
(1) ay® +1
devient un carré.

On voit immeédiatement que ce théoréme n’est autre
chose que celui-ci:

Soit @ un positif entier, sans étre un carre,

’équation indéterminée du second degré
(2) x2?—apg® =1

admet une infinité de solutions en positifs entiers.

Peu de temps aprés I'énonciation du probléme susdit,.
lord WirLiaM BROUNCEER en a donné une résolution que
JouNn Warris? a rédigée et publiée le premier, tandis que
Joun PeLL I'a fait réimprimer dans une autre publication.?
Voila le seul mérite qu’ait acquis PeLL dans la théorie de
Iéquation (2).

1 Varia opera mathematica, p. 190; Toulouse 1679. (Euvres, t. 1,
p. 335—334.

% Commercium epistolicum; Londres 1658.

® Ruonius: Algebra translated by Twn. BRaNkEr, much altered and
augmented ; Londres 1668.
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Néanmoins, EurLer! dit, comme introduction & son
apercu de la résolution de I'équation susdite, due & BrRoun-
CKER:

»Hierzu hat vormals ein gelehrter Englénder, Namens
Pell, eine ganz sinnreiche Methode erfunden, welche wir
hier erkldren wollen.«

Bien que cette remarque soit' parfaitement denuée de
fondement, I’autorité supréme d’EvLER a néanmoins rattaché
le nom de PELL a I'équation (2), proposée par FERMATY,
dans la solution de laquelle il n’a acquis aucun mérite,
comme le dit trés justemenl WerTHEIM®:

»Sie [I'équation de Fermat] wird jetzt meist noch nach
dem Englénder John Pell benannt, durchaus mit Unrecht,
da dieser sich micht das geringste Verdienst um dieselbe
erworben hat.«

Malheureusement, la remarque de WERTHEIM n’est que
trop vraie, on afttribue encore, le plus souvent, & PrrLL
I'équation de Fermar. On lit par exemple dans les Cours
de LEJEUNE DiricHLET®*:

»Fermat hat diese. Gleichung den Mathematikern zuerst
vorgelegt, worauf ihre Losung von dem Englinder Pell an-
gegeben wurde.«

A cet égard une page d'un volume du Jahrbuch iiber
die Fortschritte der Mathemalik® est trés curieuse. En effet,
on lit, dans un article: »Geschichte der Fermatschen (so-

! Leonhdard Eulers vollstindige Anleitung zur niederen und héheren
Algebra nach der framzosischen Ausgabe des IHerrn pe LA GrangE mit
Anmerkungen und Zusitzen herausgegeben von JoHANN PHILIPP GRISON,
t. II, p. 242; Berlin 1797.

2 Voir G.-WERTHEIM: Anfangsgrinde der Zahlenlehre, p. 402; Bruns-
wick 1902.

¢ Ibid. p. 220.

* Vorlesungen iber Zahlentheorie, herausgegeben und mit Zusitzen
versehen von R. Deperixp, 3¢ édition, p. 200; Brunswick 1879.

® Tome 32 (1901), p.195.
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genannte Pellschen) Gleichung«. Et, dans l’article suivant,
un autre collaborateur dit tout bonnement: »Lésungen der
Pellschen Gleichung.«

Or, ce maintien opiniatre du faux nom d’équation de
PeLL me semble un peu choquant, dans ce Journal si
méritant, parce qu'on lit, dans le volume qui pfécéde celui
que nous venons de citer:’

»Die Gleichung ## — Du® = 1 pilegt noch jetzt die
Pell’sche genannt zu werden, obgleich seit langer Zeit fesl-
steht, dass sie sich schon bei Fermat findet, einfach weil
der ihr von Euler gegebene Name »Pell’sche Gleichung«
sich einmal eingebtirgert hat.« ‘

Mais, aprés cette petite réclamation, résultat peut-étre
de la publication du livre de M. H. Konexn,? on ne voit
plus, que je sache, dans le Jahrbuch, le vrai nom d’équa-
lion de FErmMAT; on applique, au contraire, exclusivement
le faux nom d’équation de’ PrLL.

Si un tel exemple de persistance dans I'erreur est donné
par un périodique que tout le monde consulte, je ne me
Natte pas de pouvoir détourner mes confréres les mathé-
maticiens du chemin battu qu’il suivent en employant
Pappellation incorrecte d’équation de PErr, parce que ce
nom s’autorise de la remarque erronée d’EvLER. Cependant
il m’est impossible de passer sous silence, dans I'Introduc-
tion de mon Mémoire sur Péquation de FrermaAT, cette
bévue historique, parce qu’il s’agitici d’'un des plus grands
géomeétres de tous les siécles.

A ce propos il faut eciter encore une remarque de fen
M. BACHMANN®:

1 Tome 31 (1900), p. 189. .

% Geschichte der Gleichung #*— Dun? = 1; Leipsic 1901. (Citation
d’aprés WERTHEIM: Anfangsgritnde der Zahlenlehre, p. 220.)

3 Niedere Zahlentheorie, t. II, p. 76; Leipsic 1910,
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»E. Lucas hat diese Reihen [savoir les deux suites dont
les éléments sont les nombres Bjp(2) et 24,(2)] als Pellsche
Reihen bezeichnet, um das Verdienst zu ehren, welches
Pell um die Auflésung der sogenannten Pellschen Gleichung
zukomine; gegenwirtig weiss man aber, das dies Verdienst .
gar nicht nachweisbar ist.« :

La résolution générale et rigoureuse de I'équation de
FervaT est due a lillustre LAGRANGE® (ui a inventé une
méthode ingénieuse, en appliquant la fraction continue,
infinie et périodique, qui représente Va.

En effet, cette méthode de LAGRANGE donne a la fois
toutes les solutions possibles en positifs entiers de V'équa-
tion susdite, et une démonstration aussi élégante que facile
des propriétés remarquables de la fraction continue en
question, propriétés qui ont été connues par EULER, mais
que ce grand géométre n’a pas pu démontrer.

De plus, la méthode de LAGRANGE donne non seulement
la résolution compléte de I'équation de FErmAT, mals aussi
de cette autre
(3) 22— ap® = —1,
pourvu que cette équation soit résoluble en positifs entiers.

Or, en donnant sa méthode remarquable pour résoudre
aussi I'équation (3), jusque-l4 restée inapercue,? LAGRANGE
a présenté aux mathématiciens un probléme frés difficile,
savoir de donner la condition suffisante et nécessaire qui
doit étre remplie par le nombre a, afin que l'équation (38)
soit résoluble en positifs entiers.

A cet égard, LeGENDRE? a donné la régle trés simple:

! Miscellanea Taurinensia, t. 4, p. 41—47; 1766—69. Mémoires de
I’Académie de Berlin 1767, p. 165—230 (1769).

2 EvLEr dans son Algebra t. II, p. 247—248, donne la résolution de

I’équation (2) pour a = 13, sans s’arréter 4 ’équation (3) correspondante.
8 Théorie des Nombres, t. I, p. 64—71.



Recherches sur 'Equation de Fermat. 7

L’équation (3) est toujours résoluble en positifs
entiers, pourvu que a soil un nombre premier de
la forme 4 + 1.

Or, a étant divisenr de la somme x? 11, il est évident
que ce nombre ne peut contenir aucun facteur premier de
1a forme 4y -+ 3.

Leseune DiricHrer! a étudié le cas o a est le produit
de deux ou trois nombres premiers de la forme 4v 4- 1,
mais ses belles recherches ne donnent pas, ce me semble,
des résultats faciles.a appliquer.

Parmi les geométres qui ont, plus tard, étudié le pro-
bléeme difficile concernant la nature du nombre a qui figure
dans I'équation (3), nous citons MM. J. Perort? F.TaN0?,
E. pe Jonquikres®, mais les résultats obtenus par eux me
semblent, d'un point de vue général, peu satisfaisants.

C’est ce que WerTHEIM® dit trés modestement:

»Trotz der Bemiithungen von LrceEnprE, LEIEUNE DiI-
RICHLET 1. a. ist est noch nicht vollstindig gelungen, die
Bedingungen fitr die Losbarkeit der Gleichung x* — Ay® =
— 1 anzugeben.«

Quant a cette équation difficile, on lit dans le Jahr-
buch iiber die Fortschritte der Mathematik®:

»Das Problem der Angabe aller Determinanten D, fir
welche 1*— Du® = — 1 in ganzen Zahlen {,u losbar ist,
scheint sehr schwierig zu sein.«

Pour ma part, je crois que ce probléme est aussi difficile

1 Abhandlungen der Berliner Akademie 1834, p. 649—664. Werke,
t. I, p. 221—236.

% Journal de Crelle, t. 102, p. 185—223; 1887.

8 Ibid. t. 105, p. 160—169; 1889.

* Comptes rendus, t. 126, p. 1837—1843; 1898.

5 Anfangsgriinde der Zahlenlehre, p. 225; Brunswick 1902.

8 Tome 29 (1898), p. 174.
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que la détermination générale de I'exposant ¢ qui figure

dans la congruence, également due 4 LAGRANGE?Y,
Pl = 1y (modp),

olt p est un nombre premier de la forme 4» —+ 3.

On sait, du reste, que LesronNE DiRicHLET? a remarqué
que l'exposant ¢ est égal au nombre des non-résidus qua-
dratiques de p, contenus dans 'ensemble

p—1
2
1, 2,3, ..., 5

r4

Quant & I'équation (3), WErTHEIM ® remarque que, parmi
les 90 valeurs de a plus petites que 100, 20 seulement don-
nent des solutions en positifs entiers de féqualion susdite.

EvLer* a donné une table des plus petites valeurs de
x et g qui satisfont A I'équation (2), ot a représente les
90 valeurs possibles, plus petites que 100, tandis que le
professeur danois C.-F. DrGEN®
a = 1000.

De plus, EvLer® a donné une table des fractions con-

a étendu cette table jusqu’'a

tinues qui représentent }a, de a = 2 jusqu’a a = 120, table
que M. A.-S. WEREBRUSOFF' a Técemment étendue jusqu’a
a = 1000.

Quant au présent Mémoire, il donne une partie des
résultats que j’ai obtenus dans mes recherches pendant les

derniéres treize années, recherches qui ont été inspirées par

Nouveaux Mémoires de Berlin, t. 2 (1771), p. 181; 1773.
Journal de Crelle, t. 3, p. 407—408; 1828. Werke, t. [, p. 105—108. -
Anfangsgriinde der Zahlenlehre, p. 225; Brunswick 1902.

Algebra, t. II, p. 252—258; Berlin 1797.

Canon Pellianus; Copenhague 1817.

Novi Commentarii Academisze Petropolitans, t. 11, p. 39—45.
Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik t. 35 (1904), p. 232.

IS S S I T
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le fameux postulat de M. E. pE JoNQuiEres?, savoir que
x = 1 et x = 5 sont les seuls nombres qui satisfont aux
deux conditions

e=y+@H+1D, =2+ (E+1),

postulat que 'on n’a pas encore réussi 4 démontrer rigoureuse-
ment, que je sache.

Quant aux nombres A, et By, déterminés par une équa-
tion de FERMAT

An—aBp = (—1), n=1,23, ...,

ils possédent beaucoup de propriétés remarquables. Nous
nous bornerons a4 indiquer ici que ces nombres A4, et By,
parfaitement déterminés 4 l'aide du nombre g, forment un
groupe de nombres bien limité.

En effet, il est possible de former des 4, et des B, tant
une Théorie des Nombres, concernant la théorie du plus
grand commun diviseur et du plus petit commun multiple,
qu'une Trigonométrie élémentaire, ayant ses formules d’addi-
tion et logarithmiques. De plas, soit p un positif entier
donné, quelconque du reste, il existe un indice 7, tel que
les Bnr, ol n est un positif entier quelconque, représentent
T'ensemble des nombres B, qui sont divisibles par p, ce
qui est essentiel dans plusieurs recherches.

Quant aux résultats que j’ai obtenus, je me suis efforcé
d’annoter ceux que j'ai trouvés dans la littérature et d'insérer
dans mon texte systématiquement des résultats déja connus,
souvent trouvés parhasard et sans des points de vue généraux,
bien que plusieurs de ces résultats soient des conséquences
immédiales des propriétés des mombres A, et B, susdits.
Or, ce travail a été assez difficile et fatigant, parce que la

1 Nouvelles Annales (2) t. 17, pp- 241—247, 289—310; 1878.
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littérature sur I'équation de FERMAT est trés eparse, et que
plusieurs des publications en question ne se trouvent pas-
dans nos bibliothéques.

De plus, le Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik
qui m’a été trés utile, dans d’autres occasions, et principale-
ment par les excellents comptes rendus de M. A. WANGERIN,
me semble un guide moins siir en ce qui concerne l'équa-
tion de Fermar. Cela se comprend, du reste, car plusieurs
des travaux dont il s’agit ici sont simplement insupportables,
a cause de leur dilettantisme.

C’est pourquoi je demande I'indulgence de mes lecteurs,
si mes citations ne sont pas toujours suffisamment épui-
santes. _

J'ajouterai qu'une étude plus approfondie de la littéra-
ture sur 'équation de FERMAT m’a causé plusienrs étonne-
ments, principalement parce que je n’y ai trouvé aucune
mention de trois fails trés curieux, savoir: ‘

1° L’abréviation considérable des calculs nécessaires
pour la "détermination des nombres A, et B;, savoir des
plus petites solutions de I'équation de FermaT dont il
s’agit, bien que ces abréviations soient simnplement les consé-
quences des propriétés d’une fraction continue symétrique.

C’est pourquoi j'ai donné, dans le Chapitre Premier, .un
apercu des formules fondamentales en question.

2° La méthode de Brouncker n’est aulre chose qu'un
établissement heuristique de la fraction continue de La-
GRANGE; du point de vue pratique la méthode de Broux-
cKER est énormément compliquée, du point de vue théo-
rique elle est trés difficile, parce qu’elle exige la connais-
sance des nombres @, et p,, nombres qui donnent, du reste,
des éclaircissements intéressants sur la fraction continue
dont il s’agit.
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3° Les solutions générales d’'une équation quelconque
de FrrMaT ne sont autre chose que les polynomes de
Cavuchy, pris des nombres A, et By, ce qui met en pleine
lumiére l’ahalogie frappante qui existe entre les formules
récursives de LAGrANGE et les formules fondamentales de
la Trigonométrie élémentaire.

Copenhague, le 21 octobre 1921.
NreLs NIELSEN.
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CHAPITRE PREMIER

La fraction continue de Lagrange.
I." Remarques sur le probléme général.

Soit a un positif entier, qui n’est pas un carré, LAGRANGE?
a démontré I'existence d'un développement en fraction con-

tinue, infinie et périodique, de la forme

— 1
]/a = a + - 1
oy + -
oy T .
1
.+ : 1
tr—1+ 1
2o+
oy + .
. . '
savolr, sous forme symbolique .
—
¢)) Va = [Cc,(ocl, Cos gy « vy GE—1, Qa)],

ou particulierement
(1 bis) Va = [e 2a)].

Dans ces deux formules, « et les «, sont des posilifs

entiers, tels que

(2) ¢r = dp_r, 1=r<k 1.

Désignons ensuite par

1 Miscellanea Taurinensia, t. 4, p. 41—47; 1766—1769. Mémoires de
I’Académie de Berlin 1767, p. 165—230 (1769).
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o 1 Yo Yrk—2 Ynk—1
(3) T T T e s
Zp Z1 Ze Znk—2 Znk—1

ot n est an positil entier quelconque, les réduites de la
fraction continue susdite, LAGRANGE a aussi démoniré que

les nombres
(4) Ap = Ynk—1, Bn = zupi—1

représentent I’ensemble des solulions en positifs entiers de

I'équation indéterminée du second degré
(5) x—ay® = £ 1,

proposée, en 1657, par FErmat!, de sorte que I'on aura, quel

que soit l'indice n,
(6) An—aBn = (— )™

Cela posé, il est évident que 1'équation indéterminée
(7) ®—ay® = —1

n’est, pour k pair, jamais résoluble en positifs entiers.

Dans ce qui suit, nous désignons pour abréger a comme
la base de Péquation indéterminée (5), k comme le nombre
caractéristique de cette base. De plus, nous disons que
a est une base de premigre ou de seconde espéce, selon
que son nombre caractéristique k est impair ou pair, savoir
selon que l'équation indéterminée (7) est résoluble en posi-
tifs entiers ou non. Enfin nous écrivons A, (a) et B, (a) au
lien de A, et Bu, dans les cas ol il s’agit, en méme temps,
de plusieurs bases différentes.

Soit maintenant p un positif entier quelconque, Téqua-
tion de FERMAT
(8) x?—ap’y® =1,

! Varia opera mathematica, p. 190; Toulouse 1679. (Euvres, t. II,
p. 333—334. :
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de la base ap®’, admet aussi une infinité de solutions en
positifs entiers. Or, I'équation (8) n’étant autre chose que
celle-ci »
(8 bis) x® —a(py)y = 1,

il est évident qu’'une infinité des nombres B,, définis par
la seconde des formules (4), sont divisibles par le positif
entier p, probleme que nous avons a étudier plus ample-
ment dans Particle X. '

Soit ensuite a une expression fractionnaire irréductible,
savoir

© a=-2,

ciCqy
ol ¢; est sans facteurs quadratiques, il existe, aussi dans
ce cas, un développement en fraction continue, infinie et
périodique, de la forme (1), et on aura de méme

b .
(10) Yni—1—— Znie—1 = (— n™;

c’est-d-dire que znr—1 est, quel que soit l'indice n, divisible
par ¢;c.. Posons
(11) Ynk—1 = WYn, Znk-—1 = 0102511,
il résulte donc, en vertu de (10),
(12) 7n — beyEn = (— 1™
et, dans cette équation, bcy est un positif entier. Appliquons
encore la remarque faite concernant les équations (8), nous
avons démontré Ie théoréme:

I. Afin de résoudre, en positifs entiers, 1’équa-
tion indéterminée
(13) 2 —ay® = +1,
ot la base @ est un nombre rationnel plus grand

que I'unité, il suffit de résoudre une équation de
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la méme forme, ott la base a est un positif entier
sans facteurs quadratiques. ’

Or, il existe, dans 'équation (13), des positifs entiers q,
sans facteurs quadratiques, qui ne sont premiers a aucune
des valeurs de y.

On voit par exemple que le nombre 6 est une base de
seconde espéce, parce que le nombre premier 3 ne peut
pas diviser la somme x* + 1.

De plus, dans l'équation de FERMAT correspondante
14 x*— 6y = 1,

x étant nécessairement un nombre impair, x® — 1 est tou-
jours de la forme 8y; c’est-d-dire que y est un nombre
pair, de sorte que l'équation (14) est la méme que celle-ci

(14 bis) x> —24y° = 1.

Soit, comme second exemple de ce genre, n et p des
positifs entiers quelconques, I'équation de Frrmat

(15) — P —yP =1, n>1,
est satisfaite par
(15 bis) x = A, = n?’—1, y = B, = n,

et il résulte, en vertu du théoréme 1 de Tarticle V1I, que
tous les B, sont divisibles par n'.
Quant aux valears fractionnaires de a, on aura par

exemple, en supposant « > 1,

(16) V“ R (1, 2a, 2)],

[14

et 'équation de FERMAT correspondante, savoir

17y x?—

° a—1y2=1’
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est résolue a I'aide des positifs entiers qui satisfont a celle-ci
(18) x?— (o + o) y® = 1.

Remarquons, en passant, que nous aurons
(]9), [/;2—|—c¢ = [a, (2, 20:)],

mais que la relation curieuse entre les périodes des deux
fractions continues (16) et (19) ne correspond a aucune loi
générale.

Enfin, nous avons a remarquer que nous désignons,
dans ce qui suit, comme solution triviale de I'"équation

de FErMAT N
x—ay? = &1,

les valeurs

(20) =4, =1, y=DB, =0,

valeurs qui correspondent, en effet, & I’hypothése n = 0.

II. Des réduites de la fraction continue.

Revenons maintenant a la fraction continue de LAGRANGE,

écrite sous la forme

-

(1) VE=_ [a, (ey, g, €4, .oy Gnk—1, 204)1,

ot n est un positif entier quelconque, nous avons tout

d’abord 4 étudier plus amplement ses réduites

(2) U U1 YUs Ynk —2 YUnk—1
= == .. —_—, T, ...
Ly % Za Znk—2 Znk—1

A cel égard, nous introduisons la fraction continue,

finie et symétrique,

(3) K = (&, a1, ttg, €3, ..., Gnk—1, &),
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dont les nk premiéres réduites coincident avec les nk premiers
des nombres (2), tandis que la derniére réduite de K se

présente sous la forme

M ng — : - -—2
4) M aynk—1 7" Unk -2

)
N oZnk —1 T Zak —2
ce qui donnera
YUnk—1 — N = azZpr—1 + Znk—2,
car la fraction continue K est symétrique.

Posons ensuite

5 { An = Ynk—1, Bn = Znr—1
(O) n = Ynk—2; bn = Znk—2,
il résulte la formule générale

(6) An = aBn ~+ bn,

et le numérateur M de la réduite (4) se présente sous la
forme M = «d, -+ dn;
¢est-a-dire que la formule

nk—1
Mzur —1— ]\Tyllk —1 = (_— 1)

domnera 4 4 ) By — A2 = (— DT,

de sorte que nous aurons la formule, analogue a (6),
{7) aBp, = «An+ un
Cela posé, nous avons a déterminer la réduite a I'indice
nk de la suite (2); il résulte, en vertu de (5) et (6),
Unk = 20 A, + an = (%An —‘,— aBn
Znk — 2By + by = C‘Bn + An,
ou, ce qui est la méme chose,

Unk = Anyo —+ aBnZo
Znk — Br Yo + AnZO,

Vidensk. Selsk. Malh.-fysiske Medd. IV, 1. 2
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et la conclusion de m & m - 1 donnera immédiatement les
formules générales

[ Ynk+r = An Yr 4— aan,.

8
( ) Znktr = Bnyr + Az,

essentielles dans la théorie de I'é¢quation de FERMAT.
Résolvons, par rapport aux nombres y, et z., les équa-
S
tions (8), il résulte les formules inverses

. [ gyr = (— l)nk (An Ynktr — O Bnznkyr)
(8 bis) 1 _ ik
Zr = (_ 1) (An Znk+r —— B, ynka:ﬂ.),

- Posons ensuite, quel que soit U'indice r,
2 2 —1
(9) Upr — AZy == (_" 1)1 Wr,

il est évident que les o, sont des positifs entiers, parce que
la swite (2) a la valeur limite ]/a. Soit particuliérement,
dans (9), r = nk—1, on aura toujours, quel que soit n,

Dpk1 T 1’

formule qui n’est qu'un cas particulier du théoréme general:

I. Les positifs entiers w,, définis par la formule
(9), sont périodiques, parce que nous aurons, quel
que soit n,
(10)

Oppetr — @1
En effet, on aura, en vertu de (8),
2 2 2 2y 2 2
Ynk+ir — AZnpk+r = (An —_ aBn) (!]1‘ - (12,-),
ce qui n’est autre chose que la formule (10).

Dans I'article qui suit, nous avons & démontrer une
autre propriété” fondamentale des nombres w, que nous
aurons, du reste, 4 étudier plus amplement dans les articles
IV, VI, XXVL

Déterminons par exemple les valeurs @, » IOUS prenons

pour point de déparl les valeurs
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ce (ui donnéra immédiatement

(11) w

—— — .2
nk—wo—a «”,

ou, ce qui est Ja méme chose, _
(11 bis) Yok — aZnx = (— ™ (e — a).

Efudions encore les nombres a, = yYnr—2o €t by = znp—2,

nous aurons, en vertu des formules (6) et (7),

(12) Ap=n—ta G ab
a-—ao a—ao

et 1l résulte

(13) (li — abi = (— 1)"k (> — a),

ce qui donnera la congruence
2 k : :
(14) an = (—1)"e® (moda),
que nous avons a appliquer dans larticle VIII, o1 nous
nous bornerons a I'étude des nombres an = ynr—s, bien que

les ynr satisfassent & la méme congruence.

Soit maintenant k¥ = 2, la fraction continue

(15) Va = e, 6, 20] = |/ +2F,

ot 2« est supposé divisible par 8, est parmi celles que

Py

P. SgeLiNg! 2 étudiées. Dans ce cas, nous n’avons qu'd
déterminer le seul nombre w,, et nous aurons donc

2
(16) y§H+l i (“2 -+ 7,8%> Zg.n—'rl =1
' s | 20\ o 9
(17) it + 28 4 = =22,

formules qui sont valables, quel que soit n.

! Archiv de Grunert, t. 49, p. 4—44; 1868.
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Appliquons ensuile les formules récursives
Yon1 = BY2n + Yon—1, Zond1 = BZan + Zon—1

Uon = @lYan—1 + Yon—2, Zon = Zap1  Z2n—2,

il résulte, aprés un simple calcul

B

et I'on voit que le second membre de cette formule est in-

dépendant de 8.
Il est évident, du reste, que ces formules spéciales se

o 2
(18) Ynln—1— <C¢_ + _OC> ZnZn—1 = (— 1)e,

présentent sous une forme élégante pour = «, hypothése
que nous avons a étudier plus amplement dans Particle XIV.
Nous avons encore & étudier cette autre [raction con-

tinue, finie et symétrique,

(19) Kl = (ccl, Gy, ®g, -« -, Enk—2, tnk—1);
soient

u U, Upk—2 Unk—1
(20) o E - L T 2 -

Dy Vg Upk—2 VUnpk-

les réduites de (19), de sorte que
(21) Unk—2 — Vnpk—1,
nous aurons, quel que soit indice r > 0, pour les réduites (2),
(22) et
Zr ur

ou, ce qui est lJa méme chose,

3 { n = ally + vy

Zr = Ur;

car les fractions qui figurent, dans (22), sont irréductibles.

Soit maintenant, dans (23), r = nk— 1, on aura donc

f Bn = #tnr—
Ap = ety 1+ Var—1 = aBn+ a1,
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tandis que I'hypothése r = nk-—2 donnera de méme

| b, = —2 = Unk—
(25) { Unk—2 Dnk—1

an = oby + Unp—2.

I1I. Du calcul des nombres A; et B,.

Quant & la détermination des nombres A, et B,, saveir
les plus petites parmi les solutions de 'équation de FERMAT,
la formule (6) de V'article précédent donnera la proposition
curieuse:

I. Le calcul des nombres 4, et B, exige seule-
ment la ‘détermination des dénominateurs des
réduites de la fraction continue qui représente
l/g, savoir
(1) Zos 21y Zos ove s ‘Zk—‘z, Zk—1 — Bl,
puis on aura
(2) Ay = Y1 = czp-1 T Z-2.

Considérons par exemple la fraction continue

Y76 = |8, (1, 2, 1, 1,5, 4, 5, 1, 1, 2, 1, 16)],
la suite (1) deviendra

1, 1, 3, 4, 7, 39, 163, 859, 1017, 1871, 4759, 6630,
et nous aurons donc

B, = 6630
A, = 86630 + 4759 = 57799.

Curieusement, la proposition I, que je ne me rappelle
pas avoir vue autrefois, est précisément le noyan de la
méthode de BroUNckER, dépouillée de ses énormes calculs
superflus, nous le verrons dans Varticle V.

11 est évident, du reste, que la formule (7) de l'article

précédent donnera une proposition analogue a I, savoir:
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II. La détermination des nombres 4; et B, exige
seulement le calcul des numérateurs des réduites

de la fraction continue qui représente ]/E, savoir
(3) Uos Yis Yas - o5 Yh2, Y1 = Ay,

puis on aura

4 aB;, = ayr—1 + yr—a.

Considérons par exemple la fraction continue
V86 =19, (3, 1, 1, 1, 8, 1, 1,-1, 3, 18)],
la suite (3) deviendra
9,28, 37, 65, 102, 881, 983, 1864, 2847, 10405,
et nous aurons donc

A, = 10405 .
86 B, = 9-10405 + 2847 = 96492, B, = 1122.

Mais on voit que cette derniére méthode est plus com-
pliquée que la précédente.

Quant au calcul des nombres 4, et B;, nous avons
encore a appliquer les fondements de la théorie des frac-
tions continues symétriques.?

A cet effet, nous prenons pour point de départ la frac-

tion continue

(5) I{V = (C(p’ Ly ®y 95 «ovy G,y Xy, (74),

ot il faut supposer 2» < k ou 2» 4+ 1 < k, selon que k
est pair ou impair.

Soient ensuite

6) KO S L

> T

3
So & & &1 &

! Voir par dxemple E. Lucas: Théorie des Nombres, t. I, p. 452—454;
Paris 1891.
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les réduites de K,, les égalités
pr = &, 1Zr<k—1,
donnent immédiatement

Npeqg = Zps Ep_qg = Z,_
@ { —1 1_1 y—1

Ny = Yy Sy = Yp—1»
tandis que les formules récursives des nombres ym et zn
donnent
Yi—y = %y gr—»— Uk = o Yp—p—1 + &Y v
Ly = Oy Ry - Z—w—2 = No Zh—r—1 + ‘§0 Zp—r—2 > |
de sorte que la conclusion de m & m -1 conduira im-

médiatement aux formules générales

(8) { Ur—prr = Ur 2 F——| + ’:Sr Dr—y—2

Z—rdr = N Ty -+ €p Zp—y—2-

Cela posé, soit particuliérement r = y — 1, on aura, en

vertu de (7), et en se rappelant que A, = yr—1 et B} = zi—a,

Al = L Yk—r—1 + Ly Yp—p—2
©) 5
AV SV | + z1/f1 Z—y—2
tandis que l'hypothése r = » donnera, en vertu de la

formule (7) de larticle précédent,
Al = Uy Zp—p—1 + Uy Zp—p—a2
(19)
aBl = Yy Ur—p—1 + Yy—a Yp—p—2-
Soit mainlenant k un nombre impair, savoir k = 24 -1,
les formules (9) el (10) donnent, pour v = u, ot p = 1,
Ya w = y‘u,zp + yM—l Z/m—‘l
2., 2
(1 1) Z2lu = Z‘LL _‘— z[u;l
2 2
azzy. = y/.L + g{u—l
ol 'on aura par conséquent

(11 bis) Yo = A1 2. = By
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Désignons maintenant par 2n - 1 un positif entier im-
pair quelconque, il est évident gue la fraction continue,
composée des 2n 4 1 premiéres périodes de la fraction
continue proposée, conduira a des formules analogues 2
(11), ol p est remplacé par 2nu + w, ce qui donnera le
théoréme général:

II1. Soit a une base de premiére espéce, ayant
le mombre caractéristique 2w 4+ 1= 3, on aura,
quel que soit ’indice 2n 4+ 1,

— [
A2n +1 y2n‘u+n+y Z2n‘u,+n+‘u, t !]2nlu+ n+u—71 ZQIIALL+H+‘LL——1

2 2
(12) ] B2n+1 = Z‘_).n‘u,+n+‘u, "'!_ Z?.nfu-l—n-i-‘u—l

2 2
aB2n+1 - U2n‘u-|~n+lu + y2ny+n+/_¢——1‘

Dans le cas exclu g == 0, la fraction continue est de la
forme [a,(Qa)}, et tous les nombres y, et z, sont des 4,
et B,, savoir

Yy = A7»+15 2y = BT»":-'li
de sorte que les formules analogues a (11) donnent, pour
une valeur paire de », savoir en replacant, dans (11), p

par w,

A2n+1 — An—l—an+1 + AnB,
. 2 2
(12 blS) B211_|_1 = ‘anf—l + Bn
2 2
aBQn-{-l = Ay + 4L
et Fon aura, dans ce cas,
a =41,
base que nous avons a étudier plus amplement, dans
Particle XI.
Etudions maintenant le cas ot k est un nombre pair,

savoir &k = 2u, les formules (9) et (10) donnent, pour

v = pw—1, ou i} faut supposer u = 2,
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] Jou— =1 W Zu—1 + Yu—1 Zu—2.
(13) ‘ Z.‘zlu—l = (ZILL + Z‘u——-Z) Z‘LL—l
a 22‘11,—1 = (l] i _]\_ y .“—2) n —1>

ott Von aura par conséquent
(13 bis) Jau—r = Ay, Zypa T B;.

Or, il est évident que les formules (13) sont valables
pour la fraction continue, composée de n périodes de la
fraction continue proposée, ce qui donnera cet autre théo-
réme, analogue au précédent:

IV. Soit @ une base de seconde espéce; ayant le

nombre caractéristique 2p, on aura

An = UnpPnu—1 T Unu—1%nu—2
(1) By = (ng + Zni—2) Zru
0By =G+ Yngr—) Ungis
o@ il faut supposer n=1 pour p > 1, tandis que
I’hypothése p = 1 exige n = 1.
Remarquons, en passant, que le dernier nombre de la

suite
Wy, W1; Ga, -y Wny—1

est d’une nature trés différente selon que n est pair ou
impair.
En effet, soit tout d’abord n un nombre pair, on auara
Opu—1 — ®2u—1 =1,
tandis que 'hypothése n impair donnera
Onp—1 = Wp—1 > 1.
Les formules gue nous venons de développer sont cer-
tainement connues, sous une autre forme peut-étre, néan-

moins je ne me rappelle pas les avoir vu appliquer dans

la théorie de I'équation de FERMAT, ol elles jouent un role
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essentiel, parce qu’elles permettent d’abréger beaucoup les
calculs nécessaires, afin de déterminer les nombres A4, et B,.
Soit par exemple a = 61, la fraction continue deviendra

V61 =[7, (1, 4,3 1,2 2,1, 3, 4, 1, 14)],

de sorte que la base 61 a le nombre caractéristique 11, et
il faut donc calculer les 6 premiéres des réduites, afin de
déterminer 4; et B;, savoir

7 8 39 125 164 453

11> 5 16° 21° 58°

ce (qui donnera
- A, = 453-48 4+ 164-21 = 29718
B, = 58+ 217 = 3805.
Soit, comme second exemple, a = 94, on aura la frac-
tion continue )
Vo4 = [9, (1,2, 3,1, 1,5, 1, 8 1, 5.1, 1, 3, 2, 1, 18)],
et la base 94 a donc le nombre caractéristique 2p = 16,
de sorte qu’il faut calculer les 9 premiers des réduites,
savoir
9 10 20 97 126 223 1241 1464 12953
1717 37107 137 287 128° 151° 1336°
et 'on aura
Ay = 12953-151 + 1464-128 — 2143295
B, = 151 (1336 + 128) = 221064.

Revenons maintenant aux formules (9) et (10), afin de
déterminer, & l'aide de ces deux groupes d’équations, les
nombres z, respectivement y,, nous aurons -
(15) { (— 17z, = Az o B

(— D7y, = aBiz s — A g ps,
ce qui donnera immédiatement la proposition supplémen-

taire de la proposition I de l'article précédent:
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V. Les nombres w, qui correspondent a 1a méme
période sont symétriques, savoir

(16) Wi p—n = g, 0 é ré k— 2.

Cela posé, on voit que les formules (11) et (13) de
Particle précédent donnent la formule (168) qui correspond
ar=0. .

Soit par exemple a = 97, la fraction continue deviendra

Vori =19, (1, 5,1, 1, 1,1, 1, 1, 5, 1, 18)],

de sorte que la base 97 a le nombre caractéristique & = 11,
et l'on aura par conséquent a4 calculer les 5 premiéres de
ses réduites, savoir
| 9 10 59 69 128
1717 67 77 13°
ce qui donnera
oy =g =16, w; = w; =3, = w; =11, w; = w; = §,

0, = @5 = 9.
Soit, comme second exemple, a« = 71, on aura la frac-
tion continue
V71 =18, (2 2, 1,7, 1, 2, 2, 16)];
c’est-a-dire que la base 71 a le nombre caractéristique

k= 8; il faut donc calculer les 4 premiéres de ses réduites,

savoir
8 17 42 5
1 EH 2 2 5 k] 7 I
et 'on aura
wo = g — 7, W) == Wy — 5, Wy =— Wy = 11, Wy == 2

IV. Des nombres premiers de la forme 4» -+ 3.
Lrecexpre! a démontré quun nombre premier de la
forme 4» -1 est toujours une base de premiére espéce,

1 Théorie des Nombres, t. I, p. 65; 3° édition, Paris 1830.
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théoreme que mnous aurons a généraliser, en démontrant
par deux méthodes différentes, dans les articles X et XXIII,

que le nombre a = (4» -+ 1)?*?

est une base de premiére
espéce, de sorte que, pour ces valeurs de a, les nombres
Bo,, 1 et aBg, 1 sont toujours la somme de deux carrés.

Or, les nombres de la forme a = (4» 4 3)2+t ot1 49 1+ 3
est un nombre premier, conduiront a des propriétés inté-
ressantes des nombres Ay, et Bayq, mais d’une nature
différente de celles des By,,, du cas précédent.

A cet effet, nous prenons pour point de départ les
formules (15) de Varlicle précédent; en supposant k = 2u,
nous aurons pour ¥ = w— 1, oll nous supposons u > 1,
(1) 4 Zu—1 " By Yy = (— 1)'M—1 Zu—1

ab, Z‘uﬁl - Ay‘uﬁl = (— 1)[““1 Uluﬁl'
Or; Yu—1 et 7y étant premiers entre eux, la premiere

de ces formules donnera

(2) B, = Zp—-1Qu—1>

ol Qu—1 est un positif entier; on aura du reste, en vertu
des forthules (13) de Varticle précédent,

(3) Qu—1 = le,b + Z‘LL—-—Z :

Cela posé, la premiére des formules (1) se présente sous

la forme
(4) Q/u,—l y/.(,—l - Al -+ (_ 1)[“15

tandis que la derniére de ces formules deviendra, en vertu

de (2), '
2

(5) aQ{u—~1 Z/,L———l = (Al - ('_ 1);«) ,l][u—l P

ce qui donnera

(6) anu,—l = GM 1, y(u—ls
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ol o,y est un positif entier, de sorte que la formule (5)
se transforme en celle-ci

2

(7) G/,L——l :;L—~1 = Al - (‘— 1)‘“ s

tandis que la formule (4) donnera, en vertu de (8),
(8) 0:4,1—1 yi——l = a(A], + (‘_ 1)'u)-

Eliminons ensuite, des deux derniéres formules, le nombre

Ay, 1l résulte
(9) Gt (Y1 —azy ) = (—1)“2a,
ou, ce qui est la méme chose, ,
(9 bis) Ty o, = 2a
Remarquons encore qu’il 1'éSL11'£e, en vertu de (2) et (6),
(10) CaBy = o a1
tandis que la derniére des formules (13) de larticle précé-
dent donnera, en vertu de (10),
(10 bis) Tu1Zu—1 = Yo+ Yura-

Il est évident que toutes les formules que nous venons
de développer sont valables pour une base quelconque de
seconde espéce,

Soit maintenant
a = (v + 3¢, o>o0,

olt 4 + 3 et un nombre premier, il est possible d’appro-
fondir beaucoup les résultats susdits.

A cet effet, supposons tout d’abord que g, ; ne soit
pas divisible par 4» - 3, il résulte, en vertu de (9),

i

(11) O;LL—~1 =1 ou G}L—l = 2,

Or, il est facile de démontrer que la valeur ¢, = 1
est inadmissible, parce qu’elle donnera, en vertu de (7),
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2 1w
_Al- = Zu—1 + (_ 1)‘ ’
el l'on aura
2
Al = Z‘I,b—-l y i + Z‘u.—2 y|u,—1 > Z‘u—l + 1.

Quant 4 la seconde des valeurs (11), on aura

4, = 22,21,—1 +(— 1) = Zu—1 Hu =+ Zu—2 Yu—1>
savoir
(12) 2u—1(22, 1 — P = T Y — (— D
Or, nous aurons toujours, abstraction faite du cas
spécial, » = ¢ = 0, a = 3,

(13) y{u, > 2Zlu, 2 QZ‘LL——I'

En effet, remarquons que nous aurons a > 2, ¢ =1,
il résulte
Yo = «. Zy =1, ¥y

>
Uy = eey + 1, 2y = «p, y, >

et la conclusion de m a m + 1 conduira immédiatement a
Iinégalité générale (13); c’est-a-dire que la formule (12) ne
peut exister, donc la valeur ¢, = 2 n’est pas appliquable.

Cela posé, il est évident que o,— est nécessairement
divisible par le nombre premier 4» 4+ 3, savoir

(14) G‘u—l = (4’)/ + 3)11\"‘“_1,
ou il faut admettre, en vertu de (9),
(14 bis) kya =1 ou k, 5 =2

Démontrons maintenant que y, 4 ne peut jamais étre
divisible par 4y + 3. En effet, soit

y‘LL—l = (4V _I"‘ S)GtM_l N o > O,
on aura, en vertu de (3) et (6),
(15) Oju,-—l Ju— = a(z‘u + z{uf—Z)a

ce qui donnera
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@y + 3™t kg = Wy + 37z, + 2, ),
de sorte qu’il faut supposer
(16) o472 2041,
parce que nous ne savons pas dés & présent si z, + 2, »
est divisible par 4y + 3 ou non.

Introdnisons maintenant, dans (9), les expressions sus-
dites de ¢, et de Yu—1, il résulte

(A + 8k, (4 + 376~ (b + 3%+ 20 _) —

= (- DF2 0y + 3P0
-
Or, il est facile de voir que cette équation est inadmis-

(17)

sible, parce que le premier membre eslt divisible par une
puissance de 4» 4 3 plus élévée que celle qui divise le
second membre. En effet, Vexposant de cette puissance
de 4y -+ 3 deviendra ou ¢+ 2¢ ou = 4 20 + 1, selon que
g= ¢ ou a>g.

Cela posé¢, il est évident que y, 4 ne peut jamais &tre
divisible par 4» -+ 3, et 'on aura donc, en vertu de (9),

v = 20 + 1,
ce qui donnera, en vertu de (14),
(18) 4 = @ ou g, 5 = 2a.

Or, la derniére de ces deux valeurs est inadmissible,
parce qu’elle donnera, en vertu de (9),

2 2
y‘u—l - az‘u-—l = (__ 1)'u’

ce (qui exige nécessairement que w soit un nombre pair, car
a est une base de seconde espéce, mais on aura 4; > [/ —
et -4, et B, sont les plus petites solutions de I'équation de
FerMAT en question. Clest-a-dire qu’il ne nous reste que

la valeur ¢, 4 = a, ce (ui donnera
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p— = %y -+ Zu—2
(19) AZyq = Yy + Yu—2

2 2
Hu— — AZy +- (_ 1)'“2,

savoir
(20) wy,—l - 2;
de plus, on aura, pour les nombres 4, et B,
2 (13
(21) I 4, = Hu— ( ’1)
l~ B, = Yy Zp—-

Dans ces développements, nous avons supposé u > 1,
de sorte qu'il nous reste & considérer le cas spécial p = 1,
ce (ui nous conduira & la fraction continue (15) de 'article
11, et nous aurons par conséquent

. 5,
5 | 2
a = «” - —,
8
ot 2¢ est divisible par 3.

Cela posé, soit « = k8 ou « = 2k, on aura respective-

ment a= k(84 2), a=4kEs2+1),

et il est évident qﬁe ces deux nombres ne sont ni un
premier ni une puissance d’un premier, & moins que k = 1,
ce qui donnera

a=f2-+2 a=48] 14,

et, le second de ces nombres n'étant jamais une puissance
de 4» - 3, il nous reste seulement a considérer le premier.
La fraction continue correspondante, savoir
VB +2 = [4.(8.28)],
donnera immédiatement
Yo =8, zp = 1; y = 4 = g+ 1, z; = B = 8,
de sorte que les formules (20) et (21) sont valables aussi

dans ce cas, quel que soit le nombre 4% + 2, premier ou non.
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De plus, il est évident que le cas a = 3, exclu dans la
démonstration de I'inégalité (13), est contenu .dans la forme
A% 4 2, savoir pour 8 = 1; c’est-a-dire que les formules
(20) et (21) sont valables, quel que soit le nombre premier
4y + 3, savoir quel que soit le positif entier w. ‘

Quant a la derniére des formules (19), remarquons, avec
LEGENDRE!, que les nombres Yu— et z, 4 sont tous deux
impairs, et que le premier membre de la formule susdite
est de la forme 8¢— 2 ou 8¢ - 2, selon que » est pair ou
impair, savoir a = 8% -1 3 respectivement a = 8z + 7, ce
qui donnera la proposition curieuse que je ne me rappelle
pas avoir vue autrefois:

1. Soit 4v 4+ 3 un nombre premier, et soit 2p le
nombre caractéristique de la base

(22) a = 4+ 3%, p>0,

w et y sont toujours de différente parité, de sorte
que w - » est un nombre impair.

Cela posé, je dis que les formules que nous venons de
développer donnent les deux théorémes suivants:

II. Soit 2w le nombre caractéristique de la
base a = (dv -+ 3)%¢1, oh 4y + 3 est un nombre

premier, on aura, quel gue soit n,

2 ,
(23) { Agpiq = Jonp+ p—1 + (=1
V Bon 1 = Yonp+ p—1 Z2nu+p—1-

En effet, on voit que les deux formules en question
sont vraies pour n = 0. De plus, les formules récursives
de LAGRANGE, que nous avons a étudier pins amplement
dans Varticle VII, donnent, en vertu de (21),

1 Théorie des Nombres, t. I, p. 66; 3¢ édition, Paris 1830.
" Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. 1V, 1. 3
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2 ,
Agni1 = Aoy (y,u—l + (— 1)1/) + aBa, Yp—1 Zy—1
2 $
Boni1 = Aonlyu 12y 1+ Bon (y,u,—-l +(—1y),
tandis que nous aurons, en vertu des formules générales
(8) de Tarticle II,
(24) { Jonpt+p— = A Ju— + aBy, Zp—1
Zonprp—1 = Bnly 1+ 4, Zp—1-
Introduisons maintenant, dans (23), ces expressions, puis
appliquons leés formules

Ao = AS+aB2, Bay, = 24,B,,

conséquences immédiates des formules récursives de La-
'GRANGE, la vérification des formules en question est faite.
De plus, les formules (24) donnent immédiatement, en
vertu de (19), le second des théorémes susdits, savoir:
ITI. Soit 2p le nombre caractéristique de la base
a = (49 -3y o0 4» + 3 est un nombre premier,
on aura, quel que soit n, ‘
ygn/,t+,u—1 - az%n‘u-i-,u~1 = (— I)V—l2
(25) Yonptpu—1 = Zonptp + Zonp-+ u—2
WZonptpy—1 = Yonpyp + Yonp+pu—2-
Dans l'article XXIII, nous avons & revenir, d’'un autre
point de vue, aux formules (23).

Quant & la derniére des formules (19), nous avons
encore & démontrer la proposition:

IV. Soit a= (4» }3)*"1, o2t 4» + 3 est un nombre
premier, I’équation indéterminée
(26) - x? —ay® = (—1)*2
n'est jamais résoluble en positifs entiers, 4 moins
quegetrne soient de différente parité; dans ce cas,
la solution compléte de I’équation susdite deviendra
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(27) T = Uonptrp—1s ¥ = Zonusp—1-

La partie de la proposition qui concerne les nombres w
et » est évidente. Supposons ensuile résoluble en positifs
entiers 1'équation (26), puis désignons par u,r une solution
quelconque, les deux nombres u et v sont nécessairement
tous deux impairs. Posons ensuite
(28) fF=w—(—1* ¢ =,
un calcul direct donnera, en vertu de (26),

- aﬁz =1,
de sorte que nous aurons
§ = Aoni1, 7 = Bonys,
car g est un nombre impair, et les Bén = 24,B, sont des
nombres pairs. '

Cela posé, nous aurons, en vertu de (23),

o 2

§ = yzn,u,+‘u~1k(‘_ D, N = Uonp+p—122np+p—1,
donc les formules (28) donnent
(29) U = Yonptp—1> UV = Zonuyu—i-

savoir les expressions (27).

V. De la méthode de Brouncker.

Quant a la premiére méthode appliquée pour résoudre
Péquation de FermaT, savoir la méthode de BROUNCKER,
rédigée et publiée par WaLrLis!, mais faussement attribuée
a PrLr, d’aprés une remarque erronée d’EuLEr? on lit
par exemple dans les Cours de LEJEUNE DIRICHLET®.

1 Commercium epistolicum, Londres 1658.

2 Algebra, t.II, p. 242, herausgegeben von J. P. Grison; Berlin 1797.
Voir aussi G. WERTHEIM: Anfangsgriinde der Zahlenlehre, p. 402; Bruns-
wick 1902.

8 Vorlesungen iiber Zahlentheorie, herausgegeben von R. DEpexinD,
3¢ édition, p. 200; Brunswick 1879.

B 3%
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». .. allein obwohl seine Methode [la méthode de
Brouncker faussement attribuée a4 Peri] die Losung in
jedem Faile wirklich giebt, so 1a_g doch i1; ihr nicht der
Nachweis, dass sie immer zum Ziele fiihren muss.«

De méme, WerTHEIM! dit:

».... [la méthode de Brouncker] hat nicht nur den
Nachteil, héchst umstandlich zu sein, sondern sie ldsst auch
nicht erkennen, dass die Aufgabe immer mdoglich ist.«

Ces remarques aménent tout naturellement le lecteur a
se demander quelle est donc la nature cachée et énigmatique
de cette méthode compliquée. Or, EvLER ayant développé
trés nettement la méthode susdite, il est possible de donner
une réponse compléte & une telle question.

A cet eﬁ‘et, soit a la base en question, et soit k son
nombre caractéristique, nous posons
(1) VCT= [oz, (oo, 0gs Otgy ooy Gy o, O, 2&)],

ol il faut admettre » = k ou v = 2k, selon qlie k est pair
ou impair; c’est-d-dire que » est toujours un nombre pair.
De plus, nous désignons par

(2) UO’ E’ g? Uy—2 Yy—i1

s wray - -

E
Ty T & T o Ty
les » premiéres réduites de la fraction continue (1), de
sorle que nous aurons

® |

. 4, = Yp—1> B2 = Zy—1>»

Al = Yp—1- ]gl = Zp—

selon que % est pair ou impair.

Ces définitions adoptées, je dis que:

I. La méthode de Brouncker pour résoudre
I'équation de FERMAT
“) —ay? =1

1 Anfangsgriinde der Zahlenlehre, p. 219; Brunswick 1902.
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n'est, du point de vue pratique, qu’un calcul suec-
cessif et extrémement compliqué des dénomina-
teurs z, des réduites (2), d’aprés les formules ré-
cursives '

%) Zp = 4 at e, 0=r<y—1, '
puis y, 4 se détermine, en vertu de la formule

(6) ) Uy = O‘ZV——«1+Z1/—2?

c’est-a-dire que la méthode de Brouncker est,
d’un point de vue pratique, I'établissement mas-
qué et énormément compliqué dela fraction con-
tinue de LAGraNGE. Mais d’un point de vue théo-
rique, la méthode de Brouncker présente d’autres
difficultés considérables.

Or, il n’est pas possible de démontrer, d'an point de
vue général, ce postulat, parce que le procédé de BRoOUNCKER
n’est pas une méthode générale.

En effet, EvrLEr! dit expressément:

»Diese [la méthode de BROUNCKER, faussement attribuée
a PEeLL] ist aber nicht so beschaffen, dass sie auf eine all-
gemeine Art fiir eine jede Zahl a, sondern nur fiir einen
jeden Fall besonders gebraucht werden kann.« .

Cela posé, il ne nous reste donc qu’a examiner quelques-
uns des exemples considéres par EULER, et, afin de mettre en
pleine lumiére la vraie nature de la méthode de BROUNCEER, '
nous coordonnons les racines carrées, appliquées par EULER,
et les expressions correspondantes de y,, savoir

) g = Va2 —(— 1Y 0, 0<r<v—1,
tirées directement de la définition des nombres “wp, SAVOIT
1a formule (9) de Varticle II.

1 Algebra, herausgegeben von J. P. Grisonw, t.II, p. 242; Berlin 1797,
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Exemple I. a=06, v =1k=2

Dans ce cas, la fraction conlinue et ses deux premiéres
réduites deviennent

Ve =29, 2,

et on aura, d’aprés EuLER,

ICYRSH

m?> =6n>+1, m>2n, m= 2n + p,

d’oi, en éliminant m, puis cherchant n de I'équation quadra-
tique ainsi obtenue,

_2p +V6pP—2

n
2

. U = V62 —2,

ce qui donnera n > 2p, savoir n = 2p + ¢, d’ou il résulte,
en éliminant n, puis cherchant p de 'équation quadratique
ainsi obtenue, A
p=2¢+V6+1,
ot la racine carrée est de la méme forme que celle obtenue
pour m, savoir
m = ]/6112 -4 1.

Posons ensuite ¢ = 0, nous aurons successivement

p=1, n=2, m=5,

Exemple II. a=17 v =15Lr=14,
ce qui donnera la fraction continue et ses 4 premiéres
réduites
- 2 3 5 8
= [2 02 22
& 2aLLel 1. 53

Posons ensuite avec EuLer
m* = 741, m>2n, m= 2n-+p,
nous aurons, par le procédé indiqué dans I'exemple I,

_ 20+ V1p*—3

n 3 > s

= )12 —3;



Recherches sur ’Equation de Fermat. 39

n>p, 11£p+q

V7 + 2 e
p:q_,_l_z_q_,‘, yl:_l/lzill_l_2;
p>q, p=q-+r

r+-Virr—3 ——
g =8y

g>r, ¢gq=r-—+8§, r= 2s+V7?-«}——T,
ol la racine carrée est de la méme forme que celle ob-
tenue pour m, savoir
m = }7n® 4 1.

Soit donc s = 0, on aura successivement

r=1,qg=1,p=2,n=3, m=38.

Quant a la méthode ainsi expliquée, EurLer' fait la
remarque caractéristique:

»Bisweilen gelangt man bald zu seinem Zweck, bisweilen
aber werden dazu viele Operationen erfordert, nach Be-
schaffenheit der Zahl a, wovon man doch keine gewisse
Kennzeichen angeben kann. Bis zu der Zahl 13 geht es
noch ziemlich schnell; kémmt man aber zu dem Falle,
wo a = 13, so wird die Rechnung viel weitldufiger, und -
daher wird es gut seyn, diesen Fall genauer zu betrachten.«

Cela posé, il nous semble utile de donner un apercu de
" la résolution, d’aprés la méthode de BROUNCKER, de 1'équa-
tion de FErRmMAT qui correspond a a = 13.

Exemple IIl. a =13, k=15, » = 2k = 10.
La fraction continue correspondante
V18 =[5, (1,1,1,1,6,1,1, 1, 1, 6)]

a les 10 premiéres réduites

1 Algebra, herausgegeben von J, P. Griison, t. 11, p. 246; Berlin 1797.
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18 119

137

Posons maintenant, avec EULER

nous aurons, comme dans les deux exemples précédents,

m = 13n2-11,

m > 3n,

_3p+Vi13p’—4

119 137 256 303 649
b’ 337 387 717 109" 180°

649

m = 3n-+p,

ys = /1822 —14

m=3n-+p, n 1

n=p+q, =.L+L1§’i+—3, g = Y132 +3
p=q-+tr = m—jﬂ/éif“—?’ ys = /1322—3
q=r-+s, :ﬂlf_sgjﬁ,v !15=VW‘I
P st s— 8L YTE—T, = JTE—1
s = 6+ u, t:3u—§—l/13u2—|~4’ y3=]/_13—z§:—_4.
t=u-tuv, u=v—+V%D2—_—3,‘ Uz:VW
amvba, o EHIEED T
v=a+y, m=ii£%EEE, yo = V167, —4
x=y+z, y=3z+)132+1

Ayant ainsi obtenu une racine carrée de la méme forme

que celle qui représente m, savoir 1/13112 -+ 1, nous posons

z =20, et nous trouvons successivement

g=1,0=10=2 u=3 t=>5,s=33, r=238 q=71,

-p =109, n = 180, m = 649,
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savoir les dénominateurs des réduites (8) et le numérateur
de la derniére. )

De plus, on voit que les relations rationnelles établies
entre les m, n, p, ¢ etc., ne sont autre chose que les for-
mules récursives (5), appliquées aux dénominateurs des
réduites (8), suppléées par la formule (6) correspondante.

On voit, du reste, que les exemples ¢ = 7,.a = 13 sont
peu caractéristiques, a cause des nombreux nombres 1 dans
les périodes, mais EULER n’en donne pas d’autres plus carac-
téristiques, et il saute aux yeux que ces exemples confir-
ment parfaitement notre postulat concernant la méthode
de BROUNCKER.

Remarquons que cette méthode donne dans l'ordre in-
verse les formules récursives (b) et par conséquent aussi
les dénominateurs z., mais ce renversement ne joue aucun
réle pour la fraction continue, parce que sa période est
symétrique.

Revenons maintenant au cas a = 13; EuLER poursuit
ses calculs sans s’arréter a la relation curieuse

s = 8t )13 —1, y2—132 = —1,
savoir 4 la résolution de I'équation indéterminée
x*— 13y = —1,
ce qui s’accorde bién avec le fait que les équations
x?—ay® = —1

sont restées complétement inapercues jusqu’a ce que La-
GRANGE a donné sa résolution ingénieuse de I’équation de
FERMAT.

Remarquons encore que le cas a = 13 donne des rela-
tions de la.forme

(9) L e + Urs
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ol les p, sont des positifs entiers que nous avons 2 étudier
dans Yarticle qui suit. De plus, les formules en question
montrent une périodicité des nombres p,, analogue a celle
que nous avons établie, dans 'article II, pour les ,.

Revenons maintenant a la méthode de BrROUNCKER.

EurLEr', ayant terminé les longs calculs exigés par
a = 13, remarque:

»Aus diesem Beyspiele sieht man deutlich, wie weit-
ldufig eine solche Rechnung werden kénne. Denn unter
den grosseren Zahlen muss man oft wohl zehn mal mehr
Operationen machen, als hier bey der Zahl 13 vorgekommen
sind: man kann auch nicht wohl voraus sehen, bey wel-
chen Zahlen so grosse Miihe erfordert wird.«

Oui, les manques fondamentaux de la méthode de
BrouncikERr sont évidents. En effet, du point de vue théo-
rique, la méthode étant complétement heuristique, elle ne
peut donner aucune démonstration générale de Texistence
des positifs entiers qui satisfont & 1'équation correspon-
dante de FErmaT. Mais, de plus, la méthode de BROUNGKER
exige la connaissance des nombres o, et p,, élrangers a
la méthode de LacrangEe. Or, cette derniére méthode fondée,
c’est-a-dire I'existence des solutions de 'équation de FErMAT
établie, la méthode de BrounckER nous permet une étude
plus approfondie de la fraction continue de LAGRANGE,
nous le verrons dans l'article qui suit. '

En second lieu, du point de vue pratique, la méthode de
BroUNCKER est énormément compliquée, comme le montre
clairement le cas a = 13 qui exige, en effet, 10 évaluations
numériques pour déterminer les «,, 9 éliminations et 9 résolu-
tions d’une équation quadratique pour déterminer les valeurs

A, = 649, B, = 180.
1 Algebra, herausgegeben von J. P. Grijson, t. II, p. 249; Berlin 1797.
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Quant a la méthode de LagRraNGE, elle exige seulement
le calcul des trois premiéres des réduites (8), parce que les
formules (12) de T'article IIT donnent

B1:Z4: 22"]_12: 5}
Ay =y, = T7-24+4-1 = 18,
et nous aurons donc, en vertu des formules récursives de

LAGRANGE, que nous avons a étudier, dans I'article VII,

A, = 242411 = 649

B, = 24, B, = 180.

VI. Des nombres w, €t p,.

Revenons maintenant aux positifs entiers p,, définis
heuristiquement par la formule (9) de larticle précédent,
savoir ' ,

(1) ' OpZri1 = PrZ ot Yr

A cet effet, supposons vraie cette formule, puis appli-
quons la définition des nombres w,, indiquée par la for-
mule (9) de Tarticle II, savoir
@) yr—az = (=D e,
nous aurons

Zat (g —az) = (— 1 oz + yo),

ou, ce qui est la méme chose

Yr (yrzr+1 +(— l)r) = Zr (azr Zrp1 (~ 1)rp")
Appliquons ensuite I'équation, fondamentale dans la

théorie des fractions continues,
3) Urlrp1 % Yry1 = (— 1)r+1,

il résulte, aprés un simple calcul,

4) UrlUr41 —— Q% Zpp1 = (— 1)r+1pr-

’
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Inversement, définissons, par la formule (4), la suite
des nombres p,, puis cherchons, de (3) et (4), les valeurs
de y,.q et de z..y, nous trouvons, outre la formule (1),

cette. autre formule analogue a (1)

&) OrYri1 = PrYr+ az,

de sorte qu’il ne nous reste qu'a démontrer que les nom-
bres entiers p, sont toujours positifs.

A cet effet, nous avons tout d’abord a démontrer deux
propriétés des nombres entiers p,, définis par la formule
(4), savoir:

I. Les nombres p, sont périodiques, parce que

(6) Pokyr = Prr - 02 r < k—3, )

et les nombres p, qui appartiennent 4 la méme
période sont symétriques, car

(7) Pre—r—3 = Prs 0 é r i k—3.

En effet, la formule (6) est une conséquence immaédiate
des formules générales (8) de l'article II, tandis:que la
formule (7) provient directement des formules (15) de I'article
I1I, de sorte que la démonstration des formules (6) et (7)
est parfaitement analogue 3 la démonstration des formules
correspondantes pour les w,.

Cela posé, il nous reste seulement 4 démontrer que les
par sont toujours positifs. En effet, soit, dans (6), n == 1
et I et r des nombres impairs, il est évident que k4r
est pair. De méme, soit, dans (7), &k pair et r impair, le
nombre k—r — 3 est pair.

Démontrons maintenant que les p, sont toujours positifs.

A cet effet, nous posons, quel que soit lindice r,

Yor __ Jart1 —
— L a— &o;, - = l/a + €ar4+1»
Zor 22r41
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les nombres irrationnels &y, et 65,1 sont tous deux positifs,
et nous aurons, en outre, &y, > 5,1 Multiplions maintenant

les deux formules ‘susdites, il résulte -

Yar Yor+1

a = — (821"_ 621'-]—1) V(l — Egp fapp1 < 0,
Zar Z2r+1 B

ou, ce qui est la méme chose, les py. sont toujours positifs.
Or, l'existence des formules heuristiques (1) et (5) étant
ainsi rigoureusement établie, les formules (2) et (4) montrent
clairement I’analogie des deux suites formées des nombres
w, et des nombres p,. ’
Quant au nombre p;_,, qui ne figure pas dans la for-
mule (7), les équations (6) et (7) de larticle II, savoir

U1 = 02— T Z—p,  Af—1 = @Y1+ Yp—2s
donnent immeédiatement
(8) Dr—2 = o,

résultat qui est intéressant, nous le verrons dans ce qui suit,

Les nombres @, et p,, introduits par la méthode de Broun-
CKER, jouent un réle intéressant dans la théorie de la fraction
continue de LagrangE. Or, pour metire en pleine Jumiére
les propriétés fondamentales des nombres susdits, nous
avons tout d’abord & démontrer la proposition:

1. Soit a une base quelconque, les deux valeurs
a =3 et a =28 seulement exceptées, on aura tou-
jours, quel que soit r,

(9) w, < _a_.

2
On aura, en effet, en vertn de la définition de w,,
savoir la formule (2),

~

® ‘ y2

— = —a
2 2

ZI' ZI‘

Ez o y%+1 1
22,0

ce qui donnera
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|

UrZre1 T 2 Ura1 2yr+1

wp << — 5 < .
a ‘ i1

De plus, nous aurons évidemment

— 1
Jri1 < [/a + < l/a _{_ T < ]/Cl +_

2 3
Zr41 Zr418ry2 +2

ce qui donnera

Jr[1< 21F+

donc nous aurons certainement

L a
mr<5,

pourvu ue
_ a _
2fat+1< 5, a>4lat2,
ou, ce qui est la méme chose,

(Va—2?2>6, VYa—2 > Vs,
savoir : B
a>10-+4)6,
ce qui a certainement lieu pour a > 20, car 2)/6 << 5.
Cela posé, il s’agit seulement des onze nombres

(10) 3, 6,7, 8,11, 12, 13, 14, 15, 18, 19,
car les nombres 2, 5, 10, 17, étant de la forme ¢+ 1, ne
donnent aucun nombre w, outre w, = 1.
Quant aux sept des nombres (10), savoir
11 3, 6, 8, 11, 12, 15, 18,
ils sont contenus dans les expressions
w1, e?+2, ¢+ e, _
et les périodes des fractions continues correspondantes ne

contiennent que deux nombres, de sorte qu'il s’agit seule-

ment du nombre w, qui a les valeurs correspondantes



Recherches sur 'Equation de” Fermat. 47

(11 bis) ©2,2,4,2,3,6,2

De plus, les nombres 7 et 14 sont de la forme «? — 2,

et la fraction continue correspondante, savoir
VelP—2 = [a—1,(1,a—2,1,2¢—2)], «=3, -
a les deux premieres réduites

o«—1 o«

1 > 17

ce qui donnera
Wy = w0y, = 200—3, w; = 2,
et on aura, pour « = 3,
02— 92 3 4a—6, @®—4da-+4>0; o> 4.

Cela posé, il ne nous reste que les deux nombres 13 et
19, et la fraction continue

V13 = [8, (1,1, 1, 1, 6)]
donnera
(1)0:603:4, w1:w2:3,

tandis que nous aurons
V19 =[4, (2,1, 8,1, 2, 8)]

et les valeurs de w, deviennent

wO'—w4:3, ((]2:2, wlwa:5.

Ces calculs faits, on voit, en vertu de (11) et (11 bis),
que les nombres (10) donnent seulement deux exceptions
de I'inégalité (9), savoir ¢ = 3, wy = 2 et a = 8, vy, = 4.

L’inégalité fondamentale (9) ainsi établie, nous avons 4
revenir aux nombres p,.

A cet effet, multiplions par az.;, respectivement par
Urr1 les formules (1) et (5), puis soustrayons les deux
équations ainsi obtenues, nous aurons la formule curieuse

(12) Wp 0y = A— P2,
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ce qui donnera, quel que soit I'indice r,
(18) pr<Va,
et nous avons donc la proposition:

‘111. Soit a une base quelconque, on aura tou-
jours, quel que soit I’indice r,

(14) pr =

Quant 4 ce dernier résultat, la formule (8) montre que
pr peut avoir la valeur maximum e.

En second lieu, éliminons de (1) et (5) et de l'expres-
sion de @,y q les y..q et les z.,4, en appliquant les formules
récursives ordinaires, nous aurons respectivement
(15) Prt Pr—1 = apop
(16) @pyq = Wp3 = 2("‘rpr—-l_o‘% Wy,
d’on il résulte, en éliminant 0y,

(17) Wpypq1~ " Wp 3 = Gp (pr—l—pr)-

Appliquons maintenant les inégalités (14), puis remar-

quons que @, == 2, nous aurons la proposition:

IV. Soit k le nombre caractéristique de la base

a, on aura, dans la fraction continue, infinie et

périodique,

Va= [a, (g, g, gy oo on Cpn, O3, 205)},
constamment
(18) e, e, 1Zr<k—1.

Revenons encore une fois a4 la définition des w,, savoir
la formule (2), puis appliquons la formule (16) de I'article
ITI, nous aurons la proposition curieuse:

V. Soit a une base de premiére espéce ayant le
nombre caractéristique kE>1, on aura constam-

ment
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19 e+t +.. .ty o=a@+2 54 +2 ).

Soit, au contraire, la base a de seconde espéce, ayant le

nombre caractéristique k = 2w, on aura, en vertu de (2),

r=u—2 r= 2 r=u—2 )
5
(20) 2 .1112-_—0 2 sz- = (— 1)'“&3‘“_1 + 2 § (— 1)”’1 oy,
r=0 r=20 r=90

ou il faut supposer naturellement w = 2, tandis que l'on
aura, pour g = 1,
(20 bis) yi—azz = — o,

Quant a la différence qui figure au premier membre de
(20), je ne me rappelle pas avoir va un seul cas, ou elle
est positif ou zéro, mais j’ignoré complétement les pro-
priétés générales de cette différence.

Vidensk. Selsk. Math -fysiske Medd. 1V, 1. 4
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CHAPITRE II

Propriétés générales des solutions.
VII. Formules d’addition et formules logarithmiques.

Revenons maintenant aux formules (8) et (8 bis) de

I’article II, savoir les formules récursives

(1) { yﬁl:+r = An Yr + aBpz
Znk+r T Anz.+ Bhy,

et les formules inverses

(2) { g = (— 1)nk (An¥Ynpirr— aBnZngesr)

z = (— )™ (AnZnsr — Bn¥nicsr)
il est évident que les formules (1) permettent de déterminer
les numérateurs et les dénominateurs appartenant a4 une

période quelconque de la fraction continue
(3) ]/a = [cx, (otg, gy €5, «ovp @1, 205)],

olt k est le nombre caractéristique de la base a, pourva
que les nombres susdits, appartenant 4 la premiére période,
et les solutions 4, et B, de 'équation correspondante de
FERMAT soient connus. _

Soit maintenant r = pk—1, olt p est un positif entier
quelconque, on aura les formules récursives, dues a La-
GRANGE Y,

(1) ‘ Apip = Ap A, +aBy B,
Bpip = Apn B, + B 4,

1 Mémoires de I’Académie de Berlin 1767, p. 174—176 (1769).
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et les formules inverses

(5) { 4p = (— D™ (ApAnyp— aBnBryp)
Bp = (”— 1)nk (Aan+p ~ BnAn+p):

tandis que I'’hypothése r = pk— 2 donnera

(6) _ { anyp = Anqp + aB, b,
borp = Apbp+ Bha,

et les formules inverses

(7N { ap = (— 1™ (4p Anyp— 0By p)
b, = (— 1™ (4, bypyp — Bpnip).

Cela posé, les formules (4) donnent immédiatement, par
la conclusion de m 4 m + 1, ces autres formules générales,
également dues & LAGRANGED,
®) (A £V aB)" = A%V aBy,
savoir

A VaB)y 4 (A, —VaB)"
nr 2 ‘

_ (Ar+ VEI_B,.)H—(A,.—VEB,. n.
e °oVa ’

de plus, on aura, en appliquant la formule binomiale,

(9)

n
=3
7

o
g
l

(;‘S) AFE B g

i
o

(10)

=
=

N

IA

Bnr _ § (23 i 1>A,r.1_2s-1st+1 o

=0

[

Or, ces deux derniéres formules donnent immédiatement

1 Loe. cit. pp. 226, 229,
4:’6
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deux propositions qui sont essentielles dans les recherches
qui nous occupent ici, savoir:

I. Soit r et n des positifs entiers quelconques,
B, est toujours divisible par B,.

II. Tous les nombres Ap,y, sont divisibles par
A,, tandis que A,,. est toujours premier avec A4,.

On voit que le théoréme I et la premiére partie du théo-
réme IT sont des conséquences immédiates des formules (10).
Quant aux nombres A,,,, on aura, en vertu de la premiére
des formules (10), une expression de la forme

Aogr = KA% + o"B™,
olt K est un positif entier, et la formule
(11) A2 —aBl= (—1)*
montre clairement que A, est premier ct avec a et avec B,.

Soit particuliérement r = 1, on voit que B, est toujours
divisible par B, et que A, . est toujours divisible par A,.

De plus, il est évident que les deux théorémes susdits
sont valables, quels que soient, dans (8), les positifs entiers.
A, et B,. ‘

La publication la plus ancienne, ol je me rappelle avoir
vu le théordme I, est de GeNoccri!, mais, chose curieuse,
dans I’’Educational Times«?, on a proposé de démontrer que
les By, sont divisibles par B, et les By, 47

Posons maintenant, dans (4), p = n, il résulte

(12) App = A2+ aB%, By, = 24,B,,
d’ol1, en vertu de (11),

(13) Ao = 242 —(— 1™ = 2a B 4 (— 1),
ce qui donnera

! Annali di Mathematica (2) t. 2, p. 256—257; 1868.
% Jahrbuch tiber die Fortschritte der Mathematik, t. 7 (1875), p. 96.
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(14) Aoy (— )™ = 245, Ap—(— D™ = 2aB..

Cela posé, soit a une base de premiére espéce, il résulte,
en vertu de (12) et (13), que les plus petites solutions, 2
et y;, de I'équation

—ay® =1,
savoir A, et B,, se présentent nécessairement sous la forme
x1=2n2+1, ylzgnr.

Or, M. B. NIEWENGLOUSKI a démontré que cette condi-
tion nécessaire est suffisante aussi, afin que a soit une base
de premilre espéce, savoir que I'équation

x2—ay® = —1
soit résoluble en positifs entiers.

Revenons maintenant aux formules (1), puis remplacons

npar2n,il résulte, en vertu de la premiere des formules (14),
Yaneer + D™y = 2470, + 2040 Bz
Zaere -+ (— D)%z = 2457+ 240 Bnyr,
ce gui donnera immédiatement
Yonker + (— D™y = 240 Ynicir
Zokr + (— 1)™ 2, = 24n Zakrrs

et T'on aura, en vertu de la derniére des formules (14), ces

(15) {

deux équations analogues aux précédentes

(16) { Yonterr — (— ¥y, = 2a B Zngr
Zanger — (— 1™ 22 = 2 Bntnicsr
Cela posé, appiiquons la proposition I, il résulte, en
vertu de la premidre des formules (16), cette auntre pro-

position:

1 Bulletin de la Soéiété Mathématique de Franée, t. 35, p. 126—131;
1907.
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IIl. Soit r un indice quelconque, on aura tou-
jours
@7 Yonkrr = (—1)™Ur  (mod 2aB).

Soit maintenant, dans-les formules (15) et (16), r = pk—1,
il résulte

(18) { Aopip +(— l)nkAp = 2454n1p
Bopip + (— 1B, = 24,B,,,

19) { Agnip—(— 1 Ap = 2aB,B,,,
B2n+p — (_ l)nk Bp = 2BnAn+p,

tandis que I’hypothése r = pk--2 donnera de méme

Uonqp + (— 1) a, = 24,004,
(20)
bonsp + (— 1 b, = 24,b,,,
@1 [ tznip— (— 1™ @y = 2aBybny,
. l b2n+p - ('— 1)nk bp == 2Bnan+p.

On voit que I'analogie entre les formules développées,
pour les A, et les B,, et les formules fondamentales de la
Trigonométrie est parfaite.

En effet, les formules (4) et (5) correspondent aux for-
mules d’addition de cos (x & gy) et de sin (x &+ y); de méme,
la formule (8) correspond a la formule de MoiveEe, tandis
que les formules (18) et (19) sont analogues aux formules
logarithmiques obtenues pour les expressions cos x =+ cosy
et sin x4 sin y.

Or, dans P'article XII, nous avons & démontrer que cette
analogie des formules susdites est une identité, parce que
les A, et les B, sont, quelle que soit la base a, intimement
liés aux polynomes de Cauchy.
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VIII. Des nombres A4, et a,.

11 est évident que les formules demontrées dans l'article
précédent, donnent une suite de résultats intéressants con-
cernant les nombres 4, et B,. .

Etudions tout d’abord les 4,, la premiére des formules
(12) de Tarticle précédent, savoir

(1) A2n = Ai + aB?l’

donnera immédiatement la proposition:

I. Le nombre —a est résidu quadratique de
tous les facteurs premiers de A,,.

Appliquons ensuite la formule

@) : Ay, = 242 — (— )™,

tirée directement de (1), il résulte de méme:

Il. Soit a une base de premiére espéce, et soit
donc k un nombre impair, les facteurs premiers
des Ay, sont tous de la forme 8» X1, tandis que
les facteurs premiers des 4y, sont de la forme
8»+1 ou 8v+ 3.

ITI. Soit @ une base de seconde espéce, et soit
donc k un nombre pair, les facteurs premiers des
As, sont tous de la forme 8» 4 1.

Appliquons ensuite les formules (14) et (19) de l'article
précédent, savoir

Bon— (— 1™ = 2aB;
Agnps— (= 1Ay = 2aByBoyy,
puis remarquons que les B, sont tous divisibles par By,
nous aurons:

I1V. Les nombres 4, satisfont, quelle que soit
la bas a, aux congruences
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j Agp = (— 1)k (mod 2aB§)

(3
) | Ao = (—1)™4, (mod 2¢B).

Or, il est bien curieux, ce me semble, que les nombres
a,, savoir les y,;_o, satisfassent & des congruences analogues
a (3).

En effet, la premiére des formules (21) de I'article précé-
dent donnera, pour p = 1,

ot

tonp1~— (— "™ a; = 2aBibpya;
appliquons ensuite la formule (7) de Particle II, savoir
aB, = a¢dy,+ ay,
il résulte pour m = 2n,
2aA,Bn = (Agn = (— ™) & + (@20 £ (— 1)™a),

et nous aurons donc, en vertu du théoréme précédent:
V. Les nombres a, = Yo satisfont, quelle que

soit la base a, aux congruences

@ { don = (— 1™ 1y (mod 2aB,)
aonpy = (— 1) (mod 2aB).

La premiére de ces deux éongruence est bien remar-
quable en comparaison avec la congruence (14) de 'article II.
Quant aux deux derniers théorémes, il est évident que
les deux congruences contenant les 4,, et les a, présentent
une différence essentielle, selon que la base a est de pre-

‘miére ou de seconde espéce.

En effet, soit a une base de premiére espéce, et soit done
le nombre caractéristique k impair, nous connaissons dés
4 présent le reste modulo 2aB; de tous les x et de tous
les a,,, tirés de I'équation

(5) a?—ay? = 1.
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Soit, au contraire, ¢ une base de seconde espéce, et soit
donc le nombre caractéristique k pair, nous ne connaissons
dés a présent que les restes modulo 2aB; 'dés Ay, et des
@on tirés de U'équation correspondante (5). Quant aux restes .
des Agn.q et des ag,iy, il me sont pas généralement égaux
a+1ouade, mais ces restes fixes se présentent certaine-
ment dans le cas spécial, ot la base a est une puissance
impaire d’'un nombre premier impair, cas spécial que nous
avons a étudier plus amplement ici. '

A cet effet, remarquons tout d’abord que LEGENDRE!
a démontré qu'un nombre premier de la forme 4» 41 est
toujcurs‘une base de premiére espéce, nous avons a géné-
raliser, dans larticle X, ce théoréme, en démontrant que
la puissance
(6) a = v+ 1%, g>0,

a la méme propriété. De plus, nous démontrerons directe-
ment, dans Varticle XXIII, que la puissance (6) du nombre
premier 4y -1 est toujours une base de premiére espéce.

Cela posé, il résulte immédiatement des théorém'es 1V
et V: .

VI. Pour la base a = (dy 4+ 1%, ot 4y 4+ 1 est

un nombre premier, on aura les congruences
| Agp = (— 1" (mod a)
l ton = (— 1" e (mod a)

® { Agpyy = (—1)"4;  (mod a)
toni1 = (—1)'ay  (mod a).

)

l

Quant au nombre premier 4y - 3, il est toujours une
base de seconde espéce, parce qu’il ne peut jamais diviser
la somme x® -+ 1, et il est évident que la puissance

1 Théorie des Nombres, t. I, p. 65; 3° édition, Paris 1830.
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(9) a = (4v+ 3%t o >0,
est aussi une base de seconde espéce.
Or, dans ce cas, I’équation de FERMAT
 AF DU D) = aB}
donnera une congruence de la forme
(10) 4, = (—1)° (mod a),
olt 'exposant ¢ est facile a déterminer. En effet, il résulte,
en vertu de la premiére des formules (23) de l'article IV,
yi—a +(—1"—(—1)* = 0 (mod a),
tandis quée la premiére des formules (25) de l'article IV
donnera
Yoa+ (—12 =0 (mod a).
Cela posé, on aura pour l'exposant ¢ qui figure dans
la congruence (10)
A & = y—1.
Appliquons ensuite l'identité
aB; = (4; + (1) e+ (& — (— 1<),

tirée directement de la -formule (7) de larticle II, nous
aurons cet autre théoréme, supplémentaire au précédent:
VIL Pour la base a = (4» -+ 3)2%1, ot 4y + 3 est

un nombre premier, on aura les congruences

(1) { Ay = (— 1) (mod a)
(— D™ 1y (mod a).

[

an

IX. Des nombres B,.
Les nombres B, qui correspondent & une base quel-
conque, savoir les valeurs de gy, tirées de l'équation de
FeErMAT
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1) 2—ay® = +1,

présentent un intérét particulier, parce qu’ils admettent un
algorithme analogue a celui de la division ordinaire, mais
notamment parce qu’ils donnent naissance aux rangs des
nombres entiers, essentiels dans la théorie de I'équation de
FERMAT, ’

Quant aux formules de ce genre, en partie déja connues,
et aux autres que nous avons a déduire, nous prenons pour
point de départ I'équation de FErRmAT, analogue a (1),

) wl—ap?® = +£1,

ou p désigne un positif entier quelconque, équation déja
mentionnée dans l'article I, afin d’établir quun positif
entier quelconque divise une infinité des nombres B, , pro-
bléme que nous avons & étudier plus amplement dans
Particle présent et dans celui qui suit.

A cet égard, nous avons tout d’abord & introduire une
définition qui facilite les démonstrations, en simplifiant la
terminologie.

En effet, soit p un positif entier quelconque, et soit B,
le plus petit des nombres B, qui soit divisible par p, nous
disons que p est, pour la base «, du rang r.

Solent maintenant
(3) u=q, v=4

les plus petites solutions en positifs entiers de 1'équation
(2), il existe, en vertu de (1), un indice r, tel que

(4) oy = Ar’ Pﬂl = Br:

et p est done du rang r, parce que p ne peut diviser
ancun B, plus petit que B,
-Remarquons ensuite que les solulions générales e, et

Bn de T'équation (2) se déterminent par la formule
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(e £pYap) = antplaps,

ce qui n’est, en vertu de (4), autre chose que celle-ci
(A, £VaB)" = AtV aBu,

donc nous aurons, quel que soit lindice n,

(5) ¢n = Anrs PBa = Bnps
ce qui donnera le théoréme essentiel:

I. Soit le positif entier p, quelconque du reste,
du rang r pour la base a, les B, représentent
I’ensemble des B, qui sont divisibles par p, et
les solutions générales de I’équation (é) sont dé-
terminées par les formules (5).

Appliquons maintenant les formules récursives de La-

GRANGE
Bupin = AnBy + By,

(— 1)nkBm——n = AnBn— BrA,,

ou k est le nombre caractéristique de la base a, nous aun-
rons immédiatement les deux propositions suivantes:

Il. Un diviseur commun de B, et de B, est
aussi diviseur des deux nombres B, ip.

III. Soit f le plus grand commun diviseur des
indices m et n, un diviseur commun quelconque
des nombres B, et B, est aussi diviseur de By

En effet, soit tout d’abord m divisible par n, n est le
plus grand commun diviseur de m et n, et la proposition
est évidente.

Soit ensuite

m= ng-+s, 0<s<n,

et soit p un diviseur commun de B, el B,, il résulte, en
vertu de I et Il, que p est aussi diviseur de B,, et ainsi
de suite:
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Cela posé, nous aurons de plus la proposition:

IV. Soient r et s les rangs de p et de ¢, et soit
n le plus petit commun multiple de r et s, le pro-
duit pg est du rang n.

Soit, en effet, B, divisible et par p et par ¢, 'indice m
est aussi divisible et par r et par s, et il est évident que
le produit pg est du rang n.

Remarquons ensuite que B, est le plus grand de tous
les nombres du rang r, il résulte, en vertu de II, III, IV:

V. Soit B, divisible par B,, ’indice m est divi-
sible par I’indice n, et inversement.

VI. Soit M le plus petit commun multiple des
indices m et n, le produit B, B, est du rang M.

VII. Soit f le plus grand commun diviseur des
indices m et n, B; est le plus grand commun divi-
seur de B, et B,.

Quelques-uns de ces théorémes concernant les nombres
B, et B, sont bien connus,’ mais on ne semble pas'avoir
remarqué jusqu’ici qu’ils sont des cas particuliers d’autres
théorémes beaucoup plus généraux. '

Quant & la base a, nous aurons a démontrer le théo-
réme:

VIII. Le diviseur p de la base a est précisément
du rang p, pourvu que p et B, soient premiers
entre eux.

En effet, soit, dans la derniére des formules (10) de

larticle VIII, r = 1, on aura une ‘expression de la forme
B, = nA" "B, + aK,

olt K est un positif entier. Or, remarquons que p est
premier et avec A; et avec B), il est évident que B, n’est

1 Voir P. BacaMaxn: Niedere Zahlentheorie, t.II, p. 80; Leipsic 1910,
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divisible par p que dans le cas, ot n est divisible par p;
c’est-a-dire que p est précisément du rang p.

Nous avons encore i démontrer un théoréme essentiel
concernant les nombres 4,,, savoir:

IX. La nombre A4,, supposé plus grand que
I'unité, est du rang 2r, et les nombres By, et Aoppyr
représentent les ensembles des nombres B, et 4,
qui sont divisibles par A4,.

La formule

Bs, = 2A,B,

montre clairement que B, est toujours divisible par 4,.
Supposons maintenant que B,,, olt m < 2r, soit divisible
par 'A,, nous aurons nécessairement m > r, parce que
A, > B,. Soit ensuite m = r-+ s, on aura donc 0 < s <r,
et la formule
B..s = B, A; + A, B,

ot A, et B, sont premiers entre eux, montre clairement
que A, est divisible par A,, powrva que B, , le soit, ce
qui est impossible.

Cela posé, il ne nous reste évidemment qu’a démontrer
que les Ay, sont les seuls nombres A, qui soient divi-
sibles par A,. '

Or, nous savons déja, d’aprés le théoréme II de l’articlé
VI, que les As,.., sont tous divisibles par 4,. Soit ensuite
A, divisible par 4,, je dis que le nombre A, ;, ot 0 << s < 2r,
ne peut jamais étre divisible par 4., ce qui est une consé-

~quence immédiate de la formule '

Aprs = Apds+ aBLBs,
parce que A, est premier et avec a et avec B,; du plus

A, est du rang 2r, de sorte que B; ne peut pas étre divi-
sible par A,.
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X. Du rang d’un nombre entier.

Le rang d’un positif entier que nous venons d’introduire,
dans l'arlicle précédent, joue un rdle si important dans la
théorie de I'équation de FErMaT qu’il nous semble utile
de développer une suite de théorémes concernant cette idée.

I. Soit m le rang du nombre premier p, et soit
B, divisible précisément par pf la puissance p'»
ol r >g, est du rang mp™ ¢

La derniére des formules (10) de V'article VII se présen-
tant sous la forme
(1) Bun = B (nn " + By K),
oli K est un positif entier, il est évident que B,, n’est
divisible par p¢*' que dans le cas, ol n est divisible par p;
c’est-a-dire que p?T' est du rang mp. Remplacons mainte-
nant, dans (1), m par mp, il résulte que p¢™> est du rang
mp? et ainsi de suite,

Mais comment déterminer les deux nombres m et o,
parfaitement définis, pourvu que a et p soient donnés?

On aura immédiatement, comme corollaire du théo-
réme I, la proposition:

II. Soit le nombre premier impair p du rang
‘“impair, une puissance quelconque de p est aussi
du rang impair. )

Considérons maintenant une base a de premiére espece,
puis supposons que le positif entier p soit du rang m, les
deux nombres

Cl = Am, Dl - —
satisfont a I'équation de FERMAT
Ci—(ap’) D} = (—1)7,

ce qui donnera le théoréme:



64 Nr. 1. NierLs NIELSEN:

ITI. Soit @ une base de premiére espéce, le
nombre ap® est une base de premiére ou de seconde
espéce, selon que le rang de p est un nombre im-
pair ou pair. _

On aura, comme corollaire de ce théoréme, la proposi-
tion:

IV. Soit a une base de premiére espéce, le
nombre aB§n+1 a toujours la méme propriété, tandis
que tous les nombres aA,21 sont des bases de seconde
espéce.

En se rappelant que LEGENDRE! a démontré qu’un
nombre premier de la forme 4» -1 est toujours une base
de premiére espéce, il résulte, en vertu de II, un théoréme
essentiel que nous venons de mentionner, dans Darticle
VIII, et que nous avons & démontrer, d’'un autre point de
vue, dans l'article XXIII, savoir:

V. Soit 4+ 1 un nombre premier, la puissance
(47 +1%**! est toujours une base de premiére
espéce. '

En effet, soit a = 4y + 1, on voil, en vertu de .la for-
mule B, = nA} 'B, + aK,

appliquée dans l'article précédent, que a est ou du rang 1
ou du rang 4y -1, de sorte que le rang de a est toujours
un nombre impair. 7

VI. Un nombre du rang impair ne peut diviser
aucun des nombres 4,, de sorte que deux nom-
bres A, et By,.; sont toujours premiers entre eux,
quels que soient leurs indices.

Soit 2r + 1 le rang de p, et soit 4, divisible par p, il
est évident que B, est aussi divisible par p, de sorte que

! Théorie des Nombres, t. I, p. 65; 3¢ édition; Paris 1830.



Recherches sur I'Equation de Fermat. 65

2m, savoir m, est nécessairement divisible par 2r+1, ce
qui entraine que By, soit divisible par p, supposition impos-
sible, parce que A, et B, sont premiers entre eux.

Cela posé, il est évident quun nombre premier qui
divise Bap,q ne peut diviser aucun A,

VII. Soit p un nombre premier impair, et soit
la puissance p® du rang pair 2r, les By, et les
Aopror représentent 'ensemble des 4, et des B, Qui
sont divisibles par p®. »

Il est évident que B, ne peut pas étre divisible par p?,
parce que cette puissance est du rang 2r; soit donc B,
divisible par p¢— il resulte, en vertu de la formule

Bzr - QA,.B,.,

que A, est divisible par p9, ce qui est impossible, parce
que A, et B, sont premiers entre eux; c’est-a-dire que B,
ne peul pas étre divisible par p, donc 4, est divisible par
¢, et les Aspn,,, sont tous divisibles par A,.

VIIL. Soit a une base de premiére espéce, un
nombre de la forme 47+ 3 est toujours du rang pair.

En effet, un nombre de la forme 4» -+ 3 contient au
moins un facteur premier de la méme forme, .et un tel

nombre premier ne peut jamais diviser la somme x® - 1.

Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. IV, 1. 5
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CHAPITRE III

Les polynomes de Cauchy et ’équation de Fermat.
XI. De la base a = «? 4 1.

Soit particuliérement, dans I'équation de FERMAT,
(1) ‘ ':cl2~—ay2 = +1,
B; — 1, plusieurs des théorémes de l'article IX se présen-
tent sous une forme trés simple.

On aura par exemple, en vertu du théoréme VII de
I'article susdit:

I. Soient les deux indices netp premiers entre
eux, les deux nombres B, et B, auront la méme
propriété, et inversement.

De plus, le théoréme VIII de P'article IX donnera:

II. Un diviseur quelconque p de la base a est
précisément du rang p.

Quant a 1'équation (1) qui est satisfaite par y — 1, il
est évident que la base a se présente sous la forme

(2) a = &’+1,

ot « esl la valeur positive entiére de x qui correspond 2
y — 1.

Cela posé, nous avons tout d’abord 4 étudier la valeur
w®+1; la fraction continue correspondante, savoir

(3) (xz—{—f = [a,(2tx)], a1,

a les réduites
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) « 202+1 4¢®4+3e 8at+-8a2-1
1’ 20 ' 4ei+1° 8P +4e 7

dont les numérateurs g,(e) et les dénominateurs vy, («) re-
présentent, pour n = 1,2, 3, .. .., I'ensemble des polyno-
mes entiers qui satisfont & l'identité algébrique

G) - g () —(® + D ypa) = (—1)"
De plus, la définition méme des polynomes g,(e) et

W,{e) donnera les formules récursives
(6) I gnle) = 2a gpq(e) + 9p_o(e)

| Ynlo) = 2ePn_1() + Pr_2(a),
d’otr il résulte, par la conclusion de n & n+ 1, ces éutres
identités .
(7) I 17Un+1(0¢) + Yn (0‘) - 29’n(“)

\ Yyt (@) — Y3 (0) = 2a,(a)
(8) Pn (C‘) +« Yn (“) = 17L’ni-1 (C‘)

Appliquons ensuite les formules générales, développées
dans Particle III, nous aurons

(9) Pon(e) = 2 g (e) — (— 1"
(10) Won (0‘) = 2 Pn (0‘) Yn (0‘)

Quant aux polynomes gy, 1 (r) et o, 1 (), remarqguons
que les formules récursives (6) se présentent sous la forme

Pnle) = Yyla) 9ng(e) + Yy (@) ppa(e)
wn([)‘) = Y, () an—1(0¢) + %(a) Wn—Z(C‘)’
la conclusion de p 4 p -1 donnera les formules générales

an(a) = wp (0‘) Yn—p+1 () + Yp—1 () Pn—op ()
Yn () = Yo (o) Wn_pa1 (&) + Wp (@) Yn—p (),

d’oli, en posant n = m -+ p,
5*
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I Pm+p () = Yy (e) g)n1+1(“) + Yp (ee) ?m(“)

DN (@ = 0@V @) s @ im0

Soit particulidrement p = m + 1, il résulte, en vertu de
(11), si nous remplacons m par n,

19 Pon+1 (“) = Pn+1 (“) wn-l-l(a) + Pn (“) wn(‘x)
(12) Yonrile) = wi+1 (o) + ’%21(11),

formules qui correspondent aux deux ‘premiéres des for-
mules (12 bis) de l'article TIL. Quant a la troisi¢tme de ces

formules, elle devient ici

(12 bis) (& + D) Won1(@) = gni1) 4 9n(e),
d’oll, en vertu de (9),

(13) 2(e® + 1) Yani1(@) = paniale) + gon (),

savoir la premiere des formules logarithmiques (19) de I'ar-
ticle VIL
Multiplions ensuite les deux formules (7), il résulte

(14) 26 Won (@) = Yhps (@) — Wi (),

tandis - que l'identité (5), écrite sous la forme

(0 (@) + & Yo (@) (pa(e) — & P () = Yile) + (— D"

donnera, en vertu des formules (8),

(15) W1 (@) Ypq (@) = Pala) -+ (—1)m,

~ d’oli, en supposant n pair, puis remplacant n par 2n:
III. Soit « un positif entier quelconque, le

produit
(16) Wony1 () Won_1 (@) = Whn(e) + 1

est toujours une base de premiére espéce, et les

solutions générales de 1’équation de correspon-
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dante de Fermat se présentent sous la forme
(17) Am = Wm(:g)s B, = wm(lg)a 8 = 1;D2n(0‘)-

Remarquons, en passant, qu'on cherchera en vain a
démontrer que le nombre s, q1(x) est toujours une base
de premiére espéce, parce qu'il peut arriver que ¥y, ,(«)
soit un carré, nous le verrons par exemple dans Darticle
XIX.

Appliquons ensuite, au premier membre de (16), la der-
niére des formules (12), il résulte, aprés un simple calcul,

(wn+1 (e) £ Yn—y (0‘)>2 wi(“) + (W11+1 (o) Yny (&) £ @L’?L (0‘))2 =
= Yn(e) + 1.

On voit, en vertn des formules (7) et (15), que les
signes supérieurs donnent une identité formelle, tandis qu’il
résulte, en vertu de (7), pour les signes inférieurs, la for-

mule curieuse
(18)  4eyn(e) + (202 () + (— 1Y)’ = Pia(e) +1,

qui se présente, dans le cas spécial « = 1, et seulement

dans ce cas, sous une forme trés élégante. Dans Particle XVIII

nous avons a citer la formule singuliére ainsi obtenue.
Quant & la derniére des formules (12), remarquons que

Catauan® a démontré que, dans I'équation indéterminée
(e +Da? = yg?+1,

le nombre x est toujours la somme de trois carrés. On

aura, en effet,
€ = Winiy (@) = Yani1 (@) + P (),

L Atti della Accademia Pontificia dei Nuovi Lincei, t. 37, p. 49—114;
1885. Citation d’aprés le Jahrbuch tber die Fortschritte der Mathematik,
t. 17 (1885), p. 133.
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ce qui donnera

@ = i () + (Yr(e) — i1 (@) + (29 (@) Yng1 (@)

mais jignore si cette formule est identique & celle de Ca-
TALAN.

Nous avons encore a mentionner ici que la fraction
continue de SgrLING, définie par la formule (15) de I'ar-
ticle II, conduira & un résultat intéressant, si nous rem-
placons « par 2e«, puis posons 8 = «. On aura, en effet,
en vertu des formules (16) et (17) de l'article II, pour les
numeérateurs et les dénominateurs des réduites de la frac-
tion continue

]/Im = [205, Qe, 40:)],
les deux relations

Yonp1— (4 + 4) Zopyq = 1

Yo — (4o +4) B = —4;

c'est-a-dire que pys, est toujours divisible par 2, ce qui
donnera, en vertu de (5), la proposition curieuse:

IV. Une réduite quelconque de la fraction con-
tinue [204, (e, 40;)} est précisément le double de la
réduite au méme indice de la fraction continue
[a, (2 oc)]. '

Revenons maintenant aux formules récursives (6), puis
supposons « égal 4 un positif entier, il est évident que les
¢n(e) et les y,(«) deviennent, quel que soit I'indice n,
des positifs entiers. Or, la conclusion de n a4 n-+1 don-
nera immeédiatement la proposition, essentielle dans I'étude
de plusieurs équations indéterminées:

V. Soitp un positif entier quelconque, les nom-
bres wn‘(%)), sont aussi, quel que soit I'indice n, des
positifs entiers.
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Cela posé, nous avons a étudier 1'idéntité

(19) Pn (e) Wn—1{) — Pny () Y () = (— 1)n’

tirée directement de la définition des g¢,(x) et des W, (c)
comme les numérateurs respectivement les dénominateurs
des réduites (4), '

A cet effet, posons, en vertu de (8),

Gule) = (@) + Un1 (@) Gnt(@) = Wnle) — &Py (@),

il résulte, aprés un simple calcul,

(20) @7 (@) — 2 (@) Pna (@) — Yo (o) = (— 1
ce qui donnera le théoréme:
VI. L’équation indéterminée
(21) x*—pry—y® = £1,
ot p désigne un positif entier quelcongue, admet

une infinité de solutions en positifs entiers x, et

Yo déterminées, & 1'aide des valeurs initiales
(22) = p, gy =1,

par les formules récursives

(22 bis) Xnp1 = PXn+ Unr Yni1 = Ene

En effet, posons, dans (19),

o = .

= nos

il résulte, comme solutions de V'équation (21),

Lpn = wn+1<§>’ Un — wn<(€>’

ce qui donnera, en vertu de la derniére des formules ré-
cursives (6), les valeurs indiquées par les formules (22).

Inversement, U'équation indéterminée proposée, savoir
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2 2
Ty — PXplin— Yo = (— DY,
donnera :

2
(23 a= " +]/<(§) + 1)y3+(—1)”,

de sorte que nous aurons I'équation de FERmAT

2= (&) + o = o

Zn = €Pn<§>’ Un = Yn <L2)>,

et il résulte donc, en vertu de (23),

t = S0a(E) g (2) = vna (B):

c’est-a-dire que les formules (22) représentent toutes les

satisfaite par

solutions en positifs entiers de I’équation indéterminée (21).
Etudions maintenant la seconde des bases, indigquées
dans la formule (2), savoir

a = a«>2—1,

les réduites de la fraction continue correspondante, savoir

(24) [/azﬁl = [agl, (1,20:*2)}, o« =2,

deviennent

(25) a—1 a 26 —a—1 2&2—1 40®—2a>—3c+1
1’1 2¢—1 7 2¢ 4o —20¢—1

Cela posé, désignons par {,(e) et 5,(e) les numératenrs
et les dénominateurs des réduites (25) qui correspondent
a des indices impairs, les {,(«) et les #,(«), ainsi définis,
représentent I'ensemble des polynomes entiers qui satisfont
a lidentité algébrique

(26) e)— (2 —1) ga(e) = 1,
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de sorte que nous aurons, en vertu de (5),
@) L) = i galia), mmle) = TP lia).

Quant aux polynomes ¢,(e) et Y, (), Ln(e) et g,(e), il
est trés intéressant qu’ils nous permettent de déterminer

toutes les solutions de I'équation générale de FERMAT,
(28) Ap—aBp = (— 1",

pourva que les premitres de ces solutions, savoir les A,
et les B;, soient connues.

Cette propriété ‘essentielle des polynomes susdits se pré-
sente, en effet, comme cas trés spécial du théoréme:

V1I. Soient r et n des indices quelconques, on
aura, pour les solutions générales de I'equation
de Fermat, )

(29) Ap, = Cn(Ar)’ Bnr = Brﬁn(Ar)
respectivement
(29 blS) Anr = ‘Pn(Ar)’ Bnr = Brwn(Ar)y

selon que rk est pair ou impair.
A cet effet, remarquons tout d’abord que B,, est divi-
sible par B,, puis posons

Apy = G By = B, Dy,

il résulte, en vertu de (28),

(30) G (aBf)Dy = (— 1™,

De plus, nous aurons
g —aB} = (— D%
de sorte que I'’équation (30) se transforme en celle-ci
(31) G (A2 (—OMDE = D™

et les expressions générales (29) sont évidentes.
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Soit particuliérement r = 1, il résulte donc

(32) An = 'gn(Al)’ Bn = Bl Wn(Al)
respectivement
(32 bis) 4, = Pn (Al): B, = Bll/jn(Al)

selon que k est pair ou impair.

Le théoréme VII, intéressant en lui-méme, conduira a
des résultats trés remarquables, nous le verrons, dans l’ar-
ticle qui suit.

XII. Analogies des formules trigonométriques.

Revenons maintenant aux polynomes {,(«) et 5,(c), les

valeurs des premiers de ces polynomes, savoir

Co(‘x) =1 ’)]0(06) =0

Lie) = « 7(e) = 1

Goler) = 2a%—1 73(e) = 2@
Gile) = 46®—3¢ 73 (e) = 402 —1

L) = 8a*— 4+ 1 g e) = 8 —4e,
suppléées par les deux formules récursives

Cal) = 2660 1(@) — b a(@)
Un () = 2 fn—1 (0‘) —n—2 (“)a

tirées directement des formules (6) et (27) de l’article pré-
cédent, donnent immédiatement, par la conclusion de n a
n-+1, le théorémé essentiel:

I. Posons ¢ =cosx, ot x est une variable com-
plexe quelconque, mous aurons, quel que soit
1’indice n,

sSinnx

1 f(cosx) = cosnx, gp(cosx) = ———,
sin 2

Cela posé, appliquons les identités

@) pn(@) = i7" Ga), Ynle) = i Ty ia),
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savoir les formules (27) de Tarticle précédent, il est évident
que les formules (1) donnent, en vertu du théorgme VII
de l'article précédent, une suite >de formules concernant les
solutions générales de I'équation de FERMAT

3) A% —aB) = (— 1™

A cet effet, nous posons, dans ce qui suit, pour abréger
et conformément aux significations appliquées dans le théo-
réme VII de 'article précédent,

(4) rk = &

En premier lien, prenons pour point de départ les for-
mules qui expriment, sous forme des polynomes entiers
de cos x, les fonctions (1), puis remplacons cosx par A,,
il résulte les formules générales

n

=2 0 gNSEFS g
A= 274" 4 S”—ll——’l(” ¢ 1)<2A,)"—2S

2s s—1
_ s=1
R <
' ~ 51
Byp=B, \ ' (—1)yEts (" s )(QA,)"_ZS_I.
nr > ) s

5=0

Soit particuligrement r = 1, les formules (5) nous per-
mettent de déterminer les A, et les B,, directement & I'aide
de A et de By, ce qui n’a pas lieu pour les formules (10)
de T'article VII, parce que ces derniéres formules contien-
nent la base a.

En second lieu, appliquons les formules qui expriment,
sous forme des polynomes entiers de sin x, ou sous forme
de tels polynomes multipliés par cosx, les fonctions (1),
puis remarquons que, pour & pair, le nombre

A2—1 = aB?
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correspond 2
coslx—1 = —sin?x,

il résulte, en vertu de {2), les quatre formules gémérales

) s=n
— D*n{2n—s—1 n—s
A2nr = 2n—1(an)n +Z( S) n< ns—‘sl )(4‘1B?)
. s=1
o C(— 1) (20 4 1)/2n— ns
anr+r: Br<k4(133)n +Z,( ) i - )< Sn_ls) (4 B ) >
s=1
s=n—1

Bopy = Z (— )”( SS 1) (4a B2y
Aonrir= A, y( )58<An S)>(4a33>”_3.

Posons maintenant, dans les six formules générales ainsi

®)

()

obtenues, r = 1, puis introduisons
B, =1, A4 =, a = &>—(—1), B, = 20,
nous aurcons des expressions générales pour les quatre poly-

nomes @,(«) et Y,(e), {y(a) et g,(e).
Cela posé, on aura par exemple

<_
. n (—1¥’n(—s—1)! _
28, = 2« )28
@) = @y N T8 Dl e
s=1

ce qui donnera
n

=9
@\ _ T(— Dnn—s—1)! . o
2§"<2> - > stin—2s)1

s=0

savoir les polynomes étudiés par Cauvcuy?l.
Quant aux inversions des six formules générales que
nous venons de développer, la représentation de cos ™z,

! Cours d’Analyse de 1'Eecole Polytechnique, t. I, p. 550; Paris 1821.
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d’aprés les cos (n—2s)x, donnera, par le procédé que
nous venons d’appliquer,

n
=3

(8) o AL = 2”(—1)“(';>Am_zsr,
§=0
ol l'accent, fixé au signe sommatoire, indique qu’il faut
prendre la moitié du dernier terme, dans le cas ol n est
un nombre pair.
De méme, les développements de (sin )2 et de (sin x)***?,

d’aprés les cos(n—2s)x ou les sin(n—2s + 1)x, donnent

© 22 (aB))" Z( 1)s£+*<2n>A2m#

s=0

s§=n

S 2n+1
(10) 2211 a B?’H-l = ("* 1)88+S< s > B2m‘-—2sr+r5
5=0

olt 'accent fixé au signe sommatoire, dans la formule (9),
indique qu’il faut, pour s = n, remplacer A, par %

En dernier lieu, les deux formules trigonométriques

sin nx cos (n+ 1) x
sin x

cos 2x +cosdx -+ ... + cos2nx =

sinnxsin(n+ Dax
sin @

sin 2x +sin4x + ... +sin 2nx =

et les denx formules analogues contenant, au premier
membre, des multiples impairs de x, donnent

s=n—1 B oA
7 nr12nr +r
5 (—1D*Agnpng = 5
s=0 r
(11) '
§ = 11—7—1 B..B
(— 1% Bonp—pr' = = B2111‘+1‘
s=0 r
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§=n B

§ - se — 2nr+v21
— ( 1) A2nr—2sr+r 2Br

(12)
S=—I]’L B‘?‘
s nr-r

> (—“ 1) ¢ B2nr—2sr—|—r = B

s=0 r

~ Remarquons, en passant, que LEJEUNE DIRICHLET a
publié un petit Mémoire intitulé: Sur une maniére de ré-
soudre l'équation t*—pg® = 1 au moyen des fonctions
circulaires. !

De plus, l'illustre géomelre allemand a appliqué 1'équa-

ton™ 1040 — 175361712 = —1,

sans indiquer qu’elle se présente sous la forme
1040* — (1040° + 1) - 1% = —11,

ce qui n'est autre chose que Péquation (5) de Iarticle
précédent pour « = 1040, n = 1.

XIII. Applications diverses.

Les quatre polynomes g, (x) et ¥, (x), {n(e) et gp,(e),
étudiés dans les deux articles précédents, donnent immeédiate-
ment la résolution de plusieurs équations indéterminées,
dont quelques-unes seront étudiées plus amplement dans
ce qui suit.

1° Remarquons tout d'abord que les formules (8) et
(20) de l'article XI donnent, en vertu des identités (27) du
méme article,

Lale) = ay (@) = % ﬁnil(o‘)
¢)) 9 2
Yn (o) — 2y (@) yp—q (@) + 74 () = 1,

! Journal de Crelle, t. 17, p. 286—290; 1837; Werke, t. I, p- 343—350.
2 Abhandlungen der Koniglich Preussischen Akademie der Wissen-
schaften 1834. Werke, t. I, p. 230.
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nous aurons immédiatement le théoréme suivant, supplé-
ment du théoréme VI de Plarticle XI:

I. L’équation indéterminée
) x? —pxy +y* = 1,

ol p désigne un positif entier quelconque, admet
.une infinité de solutions en positifs entiers, a, et

Yn, déterminées pal: les valeurs initiales
(3) X = p, Yy =1

a I’aide des formules récursives

(3 bis) © Xnp1 = Pa Yn, Yni1 T Tp

2° 11 est évident que les polynomes

1
4) »fn(a) = 9’211(0‘)7 gn(a) = _2—'l102n(“)
représentent toutes les solutions de lidentité algébrique
) falel —(4a® + D ga(a) = 1.

Cela posé, il résulte, en vertu du théoréme VI de lar-
ticle XI, que V'ensemble. des -solutions en positifs entiers

des deux équations indéterminées
(6) x® — 4 pxy — 4y? = 1,

ol p désigne un positif entier quelcénque, est représenté
par les nombres

; 1
(6 bis) T = goni1(p) ¥ = 5 Yo (p)-

3° Les hypothéses

™ 1) = Eonl@), Gule) = 5 mane)

donnent de méme l'ensemble des polynomes entiers qui
satisfont & 1'identité algébrique
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(8) fa(e) —(4a®—4) g2(e) = 1.

Or, les réduites de la fraction continue correspondante,
savoir

9 ]/4052—4 = [204——1, 1, «e—2, 1, 405-——2)], « =3,
étant, pour n = 1, 2, 3, 4, . ..

Unl®)  24—1 20 20°—2¢—1 2e>—1
z(e) 1 7 1 a—1 ’ « 77

on aura, quel que soit n,
- 1
(10) Pan(@) = L@ Zan(@) = 5 720 (e).

De plus, il est facile de démontrer que
(11) hn(a) == y4n+2(0‘): kn(“) = Z4n+2(“)

représentent ’ensemble des polynomes entiers qui satisfont
a l'identité algébrique

(11 bis) ha(e) —(4a2—4) go(e) = 4.

En effet, remarquons tout d’abord que les formules (11)
sont vraies pour n = 0, il résulte, en vertu du théoréme I
de l'article II, que les formules en question sont valables
pour une valeur quelconque de l'indice n. ‘

Cela posé, remarquons que l'identité (11 bis) est aussi
satisfaite par

hn(“) - C2n+1 (e0), kn(“) = MNon+1 (“)9

Do | =

et .que Yyp,0(e) est du méme degré par rapport & a que
Lony1(e), savoir du degré 2n + 1, il résulte, quel que soit n,

12 gansa@ = 5 lania(@r zansal@) = gansae),
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car les polynomes qui satisfont a I'identité (11 bis) sont
parfaitement déterminés, pourvu que leurs degrés soient

donnés.?
Quant a 'équation indéterminée oy
(13) ‘ x*—2paxy +4y* = 1,

ol p désigne un positif entier quelconque, ses solutions en

positifs entiers deviennent, en vertu duo théoréme I,
a3bi) 2= sl ¥ = T (.

4° Les fonctions
(14) fale) = 5n@a 1), gnle) = 7n(2e 1)

représentent 'ensemble des polynomes entiers qui satisfont
a4 I'identité algébrique

(15) fal@) — (@ + @) gale) = 1.
La fraction continue correspondante, savoir
(15 bis) Vel +a = o, (220)], «=2,

Y

ne présente, & ce point de vue, aucun intérét, et c’est la
méme chose pour l'équation indéterminée
(16) 2 —@2p+t Day+ = 4
En effet, on voit que les nombres entiers x et y sont

nécessairement tous deux pairs. Supprimons ensuite le fac-
teur commun 4, il est évident que (16) n’est autre chose
que I'équation (2).

5° Les fonctions ;

Do (0) = 9)211(1%>’ Wyp () = l%él,bzn (—I%Z)
Doy () = V2 932n+1(]%>: Woni1(e) = ¢2n+1<%)

! Voir ma Note: Sur la gélléx‘alis.&tion du probléme de Fermat. Det
Kongelige Danske Videnskabernes Selskabs mathematisk-fysiske Medde-
lelser III, 16.

Qa7

Vidensk. Selsk. Muth.-fysiske Medd. 1V, 1. 6
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représentent 'ensemble des polynomes entiers qui satisfont
aux identités algébriques '
B (o) — (@ -+ 2) W (@) = 1
(18) 2 A
: D1 () —(@®+ 2) w§n+1 (@) = —2.
Nous nous bornerons ici a ces indications concernant
les polynomes @,,(c) et ¥p,(«), parce que nous avons &
étudier plus amplement, dans Darticle qui suit, ces poly-

nomes qui présentent un intérét particulier.

6° Il est évident que les fonctions

Zon(e) = Lon (Vi—z) Hon () = 1/15772'1(1;&2)

(19) B 3 !
Zz."+1(a) = V2 Sons1 (V‘—))’ Hopy1(@) = 5op41 (]72>

analogues aux @ () et @, (x), représentent la solution
compléte, en polynomes entiers, des deux identités algé-

briques

(19 bis) { Zgn(“)—'(a2_2) Hgn(a) =1
18

Zin1(@) — (02— 2) Hinpa (@) = 2.

La fraction continue correspondante, savoir
@0) Y@ —32 = [e—1,(1, ¢—21,20—2)], 23,
ayant, pour n = 1, 2, 3, 4, ..., les réduites

yn(“)_oc—] ¢ &e—a—1 o®—1

e 7 S T

on aura par conséquent
N 1 o
1) Yan (o) = gn(o‘_), z = — H(—_).
Yan 2 I/Q n (@) V2"/2 l/2

De plus, nous aurons, quel que soit n,
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(22) oo () — (@2 —2) Zhy 12 (@) = 2,

parce que cette formule est évidente pour n = 0, et la
formule générale est donc une conséquence immeédiate da

théoréme I de 'article II; c’est-a-dire que nous aurons
(22 bis) Zona (@) = Yania(e)s Honp1(@) = Zanyala).

70 Ttudions maintenant les fonctions

1 1 1
(23) fale) = o ('3‘ + §>, gale) = gwn (05 + §>,
puis remarquons que

fale) = 46+ 60+ 6a+2, gile) = 2a*+a+1

sont les premiéres de ces fonctions qui aient toutes deux
des coefficients entiers; il est évident que la solution com-
plete, en polynomes entiers, de l'identité algébrique

@8  R@— @ +iat i = D"

est représentée par les fonctions

. 1 1 1
(24 bis) h,(x) = ga3n<a -+ 5), k(@) = étpgn(a + §>
La fraction conlinue dont il s’agit ici, savoir
(25) YiaFdats=[2a+1 (e 11,040 +2)] a=1,

ayant, pour n = 1,2, 3, 4, 5, ..., les réduites

|.1]n(0‘)’20¢—{—1 962+ e+1 2+ 30 +2
zp, o) 17 o ’ a+1 ’
4e2+4e+3 4a3—l—6£¢2~1>—6a+g
Q¢ +1 ° 2¢2+2¢+1 7

(25 bis)

on aura, quel que soit I'indice n,

(26) .l]5n(0‘) = fPSn(“ + %>, an(a) = %21#3)1(0‘ + %)
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Remarquons ensuite que le procédé ordinaire donnera
ici, quel que soit l'indice n,

o) = (—1D" 4,

27) Yonia (@) — (de? 4 tat 5) 25,
nous aurons de méme
oy 1 1

(27 bis) y:'mil(“) =2 ?3ni1<a +3>, Z5n+1 () = wgni1<a +§>

Quant aux équations indéterminées ‘
(28) *F@p+ ey —4y* = 1,
elles conduisent a4 I'équation de FermaT

?—@p*+4p+56)y* = %1,

et I'on aura donc

(28bis) y = kn(p), & = hn(p) £ 2p + Dl (p).
8% En dernier lieu, les fonctions
@) @ = Gafet 1) 0@ = (a3}

2 2 2
représentent la solution compléte, en polynomes entiers,
de l'identité algébrique
(30) Foe)— (o® - de—3)gR(e) = 1.

La' fracti‘on continug correspondante, savoir
(31) m:—:[éa, (1, e—1,2,¢—1,1,4a)], a>2

ayant, pour n = 1, 2, 3, . . ., les réduites

2¢ 2a+1 202 4+a—1 4a®--3a—1

51 bi 17 17 o ’ 2 +1 °
GBIDI) Yy o 0w 4 40+ 6a—1
2e®—1 ’ 2>+ 6 77

on aura, (uel ¢ue soit I'indice n,
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, 1 1 1
(32) Yen = g3n <C‘ _}_5)’ Zen(e) = 5'7/3n<“ =+ E)
De plus, le procédé ordinaire donnera ici
(33 Honsale)— (e’ + da— D zgia(e) = 4,

done on aura, quel que soit l'indice n,

. 1
(33 bis) ysni:z(a) = 2L3n11 (C‘ +§>, aniz(“) = '773ni1(0‘)-

Quant & V'équation indéterminée
(34) X2 & (dp + Dy + 4y = 1,
elle conduira & I'équation de FErRmMaT

#—@p*t+4p—3)y* = 1,
et 'on aura donc
(B4bis) gy = ga(p), = (P Cp+1)g,(p).

Il est évident, du reste, que les polynomes entiers, étu-
diés dans cet article, donnent des éclaircissements sur la
nature de certaines bases d'une forme spéciale. On aura,
en effet, les deux propositions suivantes, qui présentent un
certain intérét:

I1. Soit n un nombre entier, les nombres

(35) n?+1, 42+ 4n-+5

sont, pour n>=1, respectivement n=>0, toujours
des bases de premiére espéce.

On voit par exemple que les nombres
(35 bis) (10v £ 1)2 + 4,

divisibles par 5, sont des bases de premiére espéce, bien
qu'ils ne soient pas, pour » 2> 1, des nombres premiers; les

premiers de ces nombres deviennent

85, 125, 365, 445, .. ..
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Quant au deuxiéme de ces nombres, le théoréme V de

larticle X montre que les puissances 52e+t

sont toujours
des bases de premiére espéce.

Remarquons, en passant, que les réduites de la fraction

continue -
Y10 = [3, (6)]
deviennent
3 19 117 721 4443 v
1" 6’ 37 228" 1405

il est évident que le nombre 5 est, pour la base 10, du
rang 5; c’est-a-dire que les nombres 2-52¢! sont toujours
des bases de premiére espéce.

Dans T'article XVIIl, nous avons & démontrer que les
nombres 2-52¢ sont aussi des bases de premidre espece.

Chose curieuse, le nombre
5-521 = 512 I 4,

de la forme (35 bis), ne satisfait pas anx conditions suffi-
santes que LEJEUNE DirrcHLET' a données, afin que le
produit de deux mombres premiers de la forme 4 » + 1 soit
une base de premiére espéce.

ITI. Scit n un positif entier, les nombres
(36) n+2 nn+1), n(n+2), n(n4-4), 4n
sont toujours des bases de seconde espéce, abs-

traction faite peut-étre des petites valeurs de n.

On voit par exemple que les produits
13-17, 37-41, 97-101, 109-113

sont des bases de seconde espéce, bien que les huit nombres

premiers en question soient tous de la forme 4 » + 1.

1 Abhandlungen der Koniglich Preussischen Akademie der Wissen-
schaften 1834. Werke, t. I, p. 230.
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Quant a la base 2 qui est de premiére espéce, on voit

que les nombres
(36bis) 2-17=6—2, 2-73=12>+2, 2.97=14* -2

sont des bases de seconde espéce, bien que les trois norm-
bres premiers 17, 73, 97 solent tous de la forme 4» + 1.

Dans Varticle XXII, nous avons a étudier plus ample-
ment les nombres de la forme (36 bis).

Remarquons, en passant, que les bases.spéciales que
nous venons d’étudier sont bien connues. En effet, Evrer!
en a considéré les quatre qui se présentent sous la forme
e+ 1 et «®+2, auxquelles WERTHEIM? a ajouté o+ «,
tandis que M. F. Tano® a étudié «® £ 4, et M. E. pe Jon-
QuikreEs* remarque que les nombres (2« 1)+ 4 sont
toujours des bases de premiere espece. De plus, ce dernier

géometre indique que les nombres

(e + 1) ¢§n+1 (o) = 5P§n+1(04) +1

sont toujours des bases de premiére espéce, ce qui est, du
Teste, un cas trés spécial du théoréme IV de larticle X.
Quant aux nombres «®+ 1, le théoréme II de Varticle IV
donnera la proposition curieuse:
IV. Soit @ = (4» -+ 3%, ou 4y -3 est un nombre
premier, tous les nombres Ay,,1(a) sont des bases
de premiére ou de seconde espéce, selon que v

est pair. ou impair.

' Algebra, herausgegeben von J. P. Griison, t. I, p. 249—251; Berlin
1797.

% Anfangsgriinde der Zahlenlehre, p. 223; Brunswick 1902,

* Bulletin de Darboux (2), t. 4, p. 215—218; 1890.

* Comptes rendus, t. 126, p. 1837—1843; 1898.
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XIV. De la base a = o2+ 2.

Revenons maintenant aux polynomés D, () et W, (a),
définis par les formules (17) de T'article précédent et satis-
faisant aux identités algébriques

[ @ —(+ DBl = 1
6] g
| Ghn@— @ )@~ —2,

la fraction continue correspondante, savoir

2) ]/c;—l:'é = [a, (e, 204)],
a les réduites
¢ @F1 268+ 80 2utrdadt1
1’ e T 2¢24+1° 2¢+2a
4a®+ 10+ 5« 4+ 120* 90241

4+ 6e+1"° 1654+ 8%+ 3

(2 his)

ce qui donnera les formules récursives

: J (1)211 (“) =« (D2n—1 (“) + (D2n»—ﬁ2 (C‘)
DN @ = e (@) ool

(D2n+1 (a) = 2a q)zn ("‘) -+ (DZn—] (C‘)

® bis){ Wiy (@) = 2 6clling (&) -+ Wiy (ct).

Appliquons ensuite les définitions (17) de l'article pré-
cédent, il résulte, en vertu des formules (7), (8), (9), (10)
de l'article XI,

. f Py (e) + Wop o (@) = Dop_y ()
@ 1 W1 (0) + Wop_4(e) = 2 Wy, ()
(5) Do () & o Wop(e) = Pont1 (ex)

.(6) : { Do 1) + & Pop1(e) = 2Wapyo(a)

(D2n+l (0‘) —« ZIj2n+1(‘;‘) = 2 o, (0‘)
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| D4 () = 2D5(e) — 1
(D4n+2(“) = (Dgn_n () — 1

1P'4n(o¢) = 2@y, (&) Wop (o)
o |

Wynsole) = Dong1(@) Ponsa (e).

Remarquons, en passant, que ja derniére des formules
(4) donnera, en vertu de (5), les relations curieuses

9) lp2n+?(£‘) — Wy () = Dap(e)— Pona () = @ Wop ().

Quant & la derniére des formules (12) de l'article XI,
elle donne

(10) Py (e) = qunj;(“) + 2w, (),

tandis qu’il résulte, en vertn de la formule (14) de l'ar-

ticle susdit,
: 2 2
| 9 o Wiy () = W1 () — Fona1 ()

(11)
l o Wynyole) = W ya (@) — Wiy (c2).

Nous avons encore 2 appliquer la formule (15) de lar-

ticle XI, ce qui donnera les relations intéressantes

i

22 () 4 1 = Wan_1(0) Ponr1(e)

(12) 5
Woni1 (C‘) —1 =2 Zp2n(“) Pont2 a()

Cela posé, il saute aux yéux que 'expression de Wan +1(e)
indiguée dans la formule (10), est trés intéressante, parce
que Wyme1{(e) est, en vertu des formules (1) et (12), divi-

seur des deux polynomes
(18) (ng_.rl () + 2, 2 l.lfgm(a) +1

qui sont tous deux de la méme forme que le second membre
de (10), mais un des deux polynomes qui -figarent dans
les expressions (18) est réduit a l'unité.
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Cette propriété des @y, 1(e) est trés intéressante, au
point de vue historique, nous le verrons dans Particle XVI,
en démontrant deux propositions de FErmaT.

Du reste, nous avons, dans l'article XVII, a donner
une nouvelle démonstration de la formule (10).

Remarquons maintenant que la fraction continue (2)
appartient a celles considérées par SEELING; la formule (18)
de l’article II donnera immmédiatement

(14)  @p () Opq (&) — (& +2) Wy (o) Py (0) = (—1)"e,

tandis que la définition méme des @, («) et des @&, (c),
. comme étant, pour m = 1, 2, 3, . .., les numérateurs res-
pectivement les dénominateurs des réduites (2 bis), donne
cette autre identité

(15)  Dp(@) (o) — Ln(@) Oy () = (— "L,

Eliminons ensuite, en vertu de (5), les fonctions @, («)
“et @, 4 (x), il résulte

(16)  Wiyi1(e) F 2a Wy (o) Wan () — 2Wiy () = 1,

ol les trois signes doubles correspondent entre eux.
Cela posé, on aura immédiatement la proposition:
I. Soit p un positif entier quelconque, les va-

leurs
17 x = Wont (p), y = Won(p)
représentent I’ensemble des solutions en positifs
entiers de I’'équation indélerminée
(18) x*F 2pay — 2y = 1.

Remarquons, en passant, que les polynomes Z,(e«) et

H, (), définis. par les formules (19) de D’article précédent,
se présentent aussi.sous la forme
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(9)  Zny(o) = i " O(ie), Hyle) = i " &(ic),

il est évident que ces polynomes satisfont a4 une suite de
relations analogues a celles que nous venons de démontrer
pour les @, () et les W,(a).

Or, ces identités étant, en vertu de (19), des consé-
quences immédiates des précédentes, nous nous bornerons
a cette indication de leur existence.
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CHAPITRE 1V .

Des nombres x® - ay
XV. Formules générales.

Dans plusieurs équations indéterminées, les nombres de

la forme p2 + ag?,

ot ¢ est un positif entier, jouent un rdéle fondamental;
c’est pourquoi il nous semble utile de développer une suite
de formules fondamentales et de résoudre certains pro-
blémes, qui se rattachent aux nombres susdits.

A cet effet, prenons pour point de départ I'identité al-
gébrique
(1) P+ ag)(*+ as®) = (pr+ ags)® + a(ps F rg)®,
nous avons tout d’abord a résoudre deux problémes qui
correspondent 4 des formes spéciales du produit, développé
dans la formule (1), savoir:

I. Déterminer les positifs entiers =, y, z qui
sétisfa,ssent a4 l’équation indéterminée
2 (P*+ ag?) (® + ay®) = 2+ q,
ol p et ¢ sont des positifs entiers donnés, pre-
miers entre eux. ’

Il résulte immédiatement, en vertu de (1),
(3) prFqy = £1,
équation indéterminée du premier degré qui est toujours
résoluble en nombres entiers, et qui représente la condi-

tion suffisante et nécessaire pour I'existence de 'equation (2).
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iI. Déterminer les positifs entiers =, y, z qui
satisfassent & I’équation indéterminée
OR (p* + ag®) (2 + ay®) = a2 + 1,
oh‘p et ¢ sont des positifs entiers donnés, tels
que p et ag sont premiers entre eux.
Dans ce cas, nous avons a résoudre 1’équation indé-
terminée
) prtaqy = £1,
ce qui est toujours possible, parce que p est suppesé pre-
mier avec le produit aq. )
[II. Déterminer les positifs entiers x, ¥, z qui

satisfassent & I’équation indéterminée
(6) (@®+ ay?®? = az +1,

ot a est un positif entier donné, n’étant pas un
carré exact.

En remarquant que la formule (1) se présente, dans ce
cas, sous la forme

(7 (@ + ay?)? = (@*—ay®»*+ a2ay)?,

on aura ici & résoudre l'équation de FErRMAT

8) x?—ay® = +1,
ce qu donnera ,
9) x = 4,, y = B,, z = By,

de sorte que I'équation (6) n'est autre chose que celle-ci
2 2,
Agy—aBy, = 1.
Multiplions maintenant par o2+ a4® les deux membres
de (7), il résulte, en vertu de (1), cette autre identité

SN (e + af® (& + ay?)® =
(10)]?[(952- ay’)et2a8xy|’ +a[(@®—ay®) 8 F 2eay]

2
? .
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essentielle et dans la théorie de I'équation de FERMAT et
dans la théorie des nombres x® -+ ay? nous le verrons, en
résolvant des problémes convenables.

IV. Déterminer les positifs entiers =, y, z qui
satisfassent &4 I’équation indéterminée

(11) (e +a) @+ ay?)® = 2 t+a,
ou aete sont des positifs entiers donnés, tels que

@®--a n’est pas un carré exact.
Soit, dans (10), 8 = 1, il résulte, en vertu de (11),

a*—ayp Flexy = %1,
ce qui donnera

x=xay*)le+a)y*£1,

de sorte qu’il s’agit de résoudre 1’'équation de FrrmaAT

(12) P—(e?+a)y? = +1,
et I'on aura donc
(13) .y =B, x = |Ay+aB,l,

tandis que z se présente sous la forme
(13 bis) z = |[(@*—agPa+2axy|,

ol les signes doubles qui figurent dans x et z sont les
meémes.
V. Déterminer les positifs entiers =, y, z qui
satisfassent a ’équation indéterminée
(14) (ae®+1) (@®+ ay?)? = az®+ 1,
ot a et « sontdes positifs entiers donnés, tels que
la somme a’e®-4a n’est pas un carré exact.
Posons, dans (10), « = 1, puis remplacons 8 par e, il
résulte, en vertu de (14),

2 —ay’+ 2aexy = +1,
savoir .
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x = Faey£)(@e®+ a)y>+1,
ce qui conduira a I'équation de FERMAT
(15) Et— (@ +a)y? = 1,
de sorte que nous aurons
(16) y= B,, x =4, FaaB,],
tandis que z se présente sous la forme
(16 bis) z = |(x®* —ay? e F2xy|,
oll les signes doubles qui figurent dans x et z sont les
mémes.

Quant aux nombres -+ ay® nous avons encore 2
démontrer quelques propriétés fondamentales des positifs
entiers X, et Y,, définis par Videntité
(17) @ +ay?)" = X+ a¥y.

A cet effet, multiplions par x* <4 ay® les deux membres
de (17), il résulte immédiatement, en vertu de (1), les for-
mules récursives

+ Xp1 = X, £ayY,
+ YV, = Y, FyX,

et la conclusion de m 4 m -+ 1 donnera la congruence
(18) Y, = 0 (mody),-

donc nous aurons la proposition:

VI. Une équation de la forme
(19) : (x* + ayg®)t = X2+ a

n'est possible, 4 moins que y = 1.

En second lieu, multiplions par

@+ ay’)’ = (@ — ag®’)* + aQay)?
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les deux membres de (17), il résulte les deux autres for-

mules récursives
Xy = @ —ay)X,E2axy Y,
+ Yoo = (®—ay’) Y, F 2ay X,

ce qui donnera, par la conclusion de m a m - 1, les deux

congruences
(20) Xonyg = 0 (modx)
(21) Yo, = 0 (mod 2xp).

Remarquons ensuite que Y,, est toujours un nombre
pair, nous aurons les deux proposilions analogues a VI:
VII. Une équation de la forme

(22) (@ + ay)™ = Xon +a

est toujours impossible.

VIII. Une équation de la forme
(23) @R ay?)™ = aY, 1

est impossible, 2 moins que x = 1.

XVI. Des cubes. Propositions de Fermat.

Revenons maintenant & la formule (10) de I'article précé-
dent, puis posons x = «, y = B, il résulte la formule plus
spéciale

(1)

(e + ap?)® =
= (¢ —ap) et 2008 + a(a®— ag) B F 228",

essentielle dans des recherches sur les cubes.

" En premier lieu, nous aurons & démontrer le théoréme:
I. Soit a un positif entier quelconque, I’équa-

tion indélerminée '



Recherches sur I'Equation de Fermat, 97

2) (@4 ay®)® = az>+1

n’est jamais résoluble en positifs entiers.

On aura, en étfet, conformément a la formule (1),
@ —ayHx +2axy = 1, '7
ce qui donnera a la fois = 41 et
l—ayé’j: Qay® = +1,

ott les signes doubles sont arbitraires; c'est-a-dire qu’il
nous reste a4 étudier ces deux éguations indéterminées

ag*+2ay® = 0
ay® £ 2ay® = £ 2.

Or, il est évident que Ia premiére de ces équations est
impossible, parce qu’elle donne y = 0. Quant a la seconde

des équations susdites, elle entraine nécessairement celle-ci
ay® = 2,

parce que les autres combinaisons des signes doubles ne
sont pas admissibles; c’est-a-dire que nons aurons, comme

seule possibilité

et il résulte done, en vertu de (2),

26 = 227 .
ce (ui est impossible.
~ Comme supplément au théoréme I, nous aurons a dé-
montrer celui-ci:

1I. Soit a un positif entier, I'équation indé-
terminée
(3) (x> -+ ag?)? = 22+«

n'est jamaisrésoluble en positifs entiers, & moins

que a ne se présente sous la forme
Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. 1V. 1. 7
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(4) a = 3a+1,

ol ¢ estun positif entier quelconque. Dans ce cas,
l’équation susdite n’admet qu'une seule solution

en positifs entiers, savoir
5) x =, yg=1, z = 8c®L 3.

La formule (1) donnera ici

(@ —ay®)y F 22%y = £ 1,
ce qui exige- y = =+ 1, et on aura donc
r—aF2x® = +1,

ou les signes sont arbitraires; c’est-a-dire que I'hypothése
(6) a = 3x>+1
est la seule possible, et a est par conséquent de la forme (4).

Soit maintenant ¢ un positif entier quelconque, et soit
a déterminé par I'expression (4), il résulte, en vertu de (6),

r = qa,
de sorte qu’il nous reste & déterminer l'inconnue z.
A cet effet, on aura, en vertu de (1),
Tz= —«a?L£1)x2a(3a®+1),
oft £1 a'la méme valeur dans les deux parenthéses qui
figurent au second membre, tandis que les autres signes

sont arbitraires.
Cela posé, il ne nous reste évidemment que ces deux

valeurs
(8) z = 8a’+ 3¢
(8 bis) z = 4e*+ @,

et I'identité algébrique

Aa®+1)° = Be®+3a)+3a2+1
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montre clairement que la valeur (8) est appliquable, quel
que soit le posilif entier «.

Quant a la valeur (8 bis), on aura, en vertu de (3),
Ba*+ b +1 = 0,

ce qui est impossible, et I'équation (3) n’a donec que la
seule solution indiquée par les formules (5).

Quant au théoreme II, je ne me rappelle pas I'avoir vu
dans la littérature qui traite, plus ou moins habilement,
les équations indéterminées

@ x® = y*+aq,

ot a est un positif enlier, littérature de laquelle nous citons
ici les publications de M. M. E. v Jonouitres?, S. Rfaris?
FauQueEMBERGUE?® et le P. Tu. Pepix S. J.*

Rerriarquons encore que LE Buscgur® et Gerono® ont
démontré Pimpossibilité de l'équation (9), ol le second
membre est y®>— 7 respectivement g2 4+ 17,

Revenons maintenant aux deux théorémes que nous
venons de démontrer, il est évident qu’ils donnent une suite
de résultats Intéressants concernant les cubes, résultats
parmi lesquels nous aurons a étudier plus amplement ceux
qui suivent.

III. Soit
(10) a = 1,2 3,4,

I'équation indéterminée

! Nouvelles Annales (2) t. 7, pp. 374—381, 514—516; 1878.

% Ibid. (3) t. 2, p. 289—297; 1883,

® Ibid. (3) t. 4, p. 379—380; 1885.

4 Annales de la Société Scientifique de Bruxelles, t. VI B, p. 86—100;
1882, Comptes rendus, t. 119, p. 397—399; 1894, t. 120, p. 1254-—1256; 1895.

® Nouvelles Annales (2) t. 8, p. 455; 1869.

® Ibid. (2) t. 16, p. 325—326; 1877.
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(11) 2t = ay®+1

n’est jamais résoluble en positifs entiers.

Considérons tout d’abord les valeurs 1, 2, 3, nous au-
rons, d'aprés FERMAT, que x est nécessairement un nombre
de la forme

x = «>+af’ a=1,2,3,

ot & et B sont des positifs entiers, et le théoréme I montre
que cette hypothése est inadmissible.

Quant & la valeur a = 4, I'équation (11) se présente
sous la forme

xt = (2g9)* + 1,

de sorte que x est aussi une somme de deux carrés, savoir

x = o®+ (28)% v
ce qui est impossible.

IV. L’équation indéterminée
(12) x? = >+ 3

n'est pas résoluble en positifs entiers.
En effet, on aura, aussi dans ce cas,

x = o+ 38

et le théoréme Il montre clairement qu'une telle valeur de
x est inadmissjble.

Soit maintenant, dans le théoréme II, &« = 1, a = 2, «
se présente sous la forme

T = o+ 287,

done nous aurons la proposition:

V. L’équation indéterminée

(13) a® = y*+2
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n'admet qu'une seule solution en positifs entiers,

savoir
(13 bis) x =3, y=>5.
Quant aux valeurs ¢« = 1, a = 4, nous aurons a dé-

montrer cette autre proposition:
VI. L’équation indéterminée

(14) xt = g* 44
admet deux solutions en positifs entiers, savoir

= 11
= 2.

xr =

g
L}

o Ot

(14 bis) { v —

]

Soit tout d’abord y impair, x aura la méme propriété;

de plus, = est une somme de deux carrés, savoir
x = a®-+ 445

et la premiére des solutions (14 bis) est une conséquence
immédiate du théoréme II.

Soit ensuite, dans (14), y un nombre pair, « aura la
méme propriété; posons donc 2x et 2y au lien de x et g,
il nous resle & démontrer celte autre proposition:

VII. L’équation indéterminée
(15) 22 = g + 1

n'admet qu'une seule solution en positifs entiers,
savoir
(15 bis) x =1y =1

Remarquons que x se présente sous la forme
x = o+ 8
puis appliquons la formule

2P+ ¢ =+ P+ p— >
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il résulte, en vertu de (1), que o et 8 satisfont a une de

ces deux conditions:

(e +8) ((«—B2+2e8) = +1
(e —8) (e + AP L 2a8) = £1,

!

savoir
e+pg==+1, (a—B)>+2a8 = +1

a—AR =1, (e+82+2e8 = £1.
Cela posé, on aura une seule condition de la forme
daf+2a8 = 1+1,

ce qui exige nécessairement ¢8 = 0, savoir « = 0, 8 =
+ 1, parce que 'hypothése ¢ = 1, « = 8 = 1 est inad-
missible; car x est, en vertu de (15) un nombre impair;
¢’est-a-dire que nous aurons précisément la solution (15 bis),
ce qui donnera la seconde des solutions (14 bis).

Les deux théorémes V et VI sont dus & Fermar!, et le
premier de ces propositions n’est autre chose que 1'observa-
tion XLII sur DiorHANTE® Plus tard FERMAT a communi-
qué celtte proposition remarquable a FrRENICLE, et c’est ce
dernier géométre que FERMAT a en vue quand il écrit,
dans une lettre, datée mercredi 15 aofit 1657 el adressée &
Dieny?®: _

»Je lui avois écrit qu’il N’y a quun seul nombre
quarré en entiers qui, joint au binaire, fasse un cube, el
qué ledit quarré est 25, auquel si vous ajoutez 2, il se
fait 27, qui est cube. Il a peine & croire cette proposition
négative et la trouve un peu hardie et trop générale.

Mais, pour augmenter son étonnement, je dis que, si
on cherche un quarré qui, ajouté a 4, fasse un cube, il

! (Euvres, t. II, pp. 345, 375.

® Ibid. t. I, p. 333
¢ Ihid. t. I, p. 345.
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n'en trouvera jamais que deux en nombres entiers, savoir
4 et 121. Car 4 ajouté & 4 fait § qui est cube, et 121
ajouté a 4 fait 126 qui est aussi cube. Mais, aprés cela,
toute l'infinité des nombres n’en sauroit fournir un troisiéme
qui ait la méme propriétéle«

Le P. Tu. PEPIN' remarque, avec raison, que la dé-
monstration des deux théorémes susdits, communiquée par
Lecenpre?, n'est pas rigoureuse, parce qu'elle suppose
x = p?> 42 au lieu de x = p?>+4 2q¢% faute que le savant
géometre a redressée, dans son Mémoire que nous venons
de -citer.

Du reste, la faute susdite est trés curieuse, comparée
avec les formules (1), (12), (13) de Particle XIV.

XVIIL. D’autres applications.

11 est inléressant, ce me semble, que les formules géné-
rales que nous venons de développer permettent de don-
ner une nouvelle démonstration de Videntité (10) de Var-
ticle XIV, identité qui est la conséquence immédiate du
théoréme:

I. L’identité algébrique

(1) (* @) + 20° @) (" +2) = h*(x) +2
admet, comme seules solutions, les polynbmes
(2) flx) = Dopiq(x), glx) = Wap(x), h(x) = Wy (x).

A cet effet, remarquons que la formule (10) de Particle
XV donnera
(a® 4 2% («

® | = [(@—2b)et4ab]® +2[a>—20*F 2abal’, |

! Journal de Mathématiques (3) t. 1, p. 345; 1875,
2 Théorie des Nombres, t. II, p. 14; 3¢ édition, Paris 1830.
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nous aurons a déterminer « et b, de sorte que cette for-

mule se présente sous la forme

4) (a® + 2% (e + 2) = * 4+ 2.

Cela posé, il résulte, en vertu de (3),
(5) @®— 20> F 2qab = +1,
savoir

a= Labt (e 2)p2L1,

et I'on aura donc a déterminer » sous forme d’un polynome
entier de «, tel que la racine carrée devienne aussi un
polynome entier de .

A cet effet, il faut évidemment supprimer, dans (5), le

signe inférieur qui figure au second membre, donc on aura
(6) b= &y (e), Ve + 2007 +1 = Byn(c),
de sorte que a se présente sous la forme
G bis) @ = Bo() & @ oy (@) = Wanus (0),
» d’out il résulte, en vertu de (3) et (4),
. ¢ = (a®>—2b%) e+ 4ab,
savolr
¢ = a®3,(2) £ 20> Dy () Wap(a) +
+ (& + 20) W, (@) £ 4 s, (a) Wop (1),
ce qui donnera, aprés un simple calcul,
= (2@ () —1) £ (&% + 2) Wiy (),
ou, ce qui est la méme chose,
¢ = a @y (a) + (¢ + 2) Wy (),
de sorte que les fofmules récursives dé LaGeraNGE donnent

(7) c = Q)4ni1.(0£).
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Cela posé, il est évident que les formules (6) et (7)
donnent immeédiatement les solutions (2), savoir la démons-
tration du théoréme I, mais ces deux formules conduiront
plus loin encore.

En effet, remarquons que l'équation (1) n’est autre
chose que la premiére des formules (1) de Particle XIV,
savoir l'équation de Fermar qui correspond a la bhase

x* 4+ 2, il résulte, en vertu de la valeur de h(x),
2 2
(8) Winr1(X) = Wopiq () 4 2W5, (x),

savoir la formule (10) de l'article XIV.

Fitudions mainlenant la formule

(@ + 2% (2¢® 1) =
© {: (@ —2b*+ dabe | +2[(@®— 2D a F 2ab ",

analogue a (3), nous avons & déterminer a et b, de sorte

que celte formule se présenic sous la forme
(10) (®+ 203 Qe+ 1) = 2¢2 41,

ce qui donnera

a®—2b%+dabe = £1
(®>—20) e T 2ab = Fc.

(10 bis) {

Or, il est évident que I'équation (10) n’est autre chose que
celle-ci

(@420 (2e)?+2) = 207+ 2,
savoir I'équation (4), de sorte que mous aurons

1 .
(11) a = Zp‘?.ﬂ‘il (2 Ct), b = Zpgn (2 0(), c = :) (D4ni]_ (E()

Nons avons encore a citer ici le théorgme, analogue a I:
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II. L’identité algébrique
(12) (FP@+ @) @+ 1) = h2x) +1
admet, comme seules solutions, les polynomes
(18) f@) = guir @), 9@ = n @), A = Y ().

La démonstration est analogue a la précédente, et les
formules (12) et (13) donnent I'identité (12) de V'article XI,

savoir

(14) Wonyq () = 1Pi+1 (x) + wzzl ().
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CHAPITRE V

L’équation de Théon de Smyrne.
- XVIII. Formules générales.

Il est évident que le nombre 2 est la plus petite de
toutes les bases, mais cette base est aussi une des plus
intéressantes, parce gque les nombres A4, et B, déterminés
par Véquation correspondante de FERMAT

(1) An—2B, = (— 1",

jouent un role fondamental dans la théorie de T'équation
générale de FErMaAT, nous le verrons dans ce qui suit.
Remarquons que les 4, et les B, sont les numérateurs,
respectivement les dénominateurs des réduites de la frac-
tion continue
(2) V2 = [1, @),
savoir
[1 5 7 17 41 99 239 577 1393
1727 57127 29” 707,169 408" 985°
® l 3363 8119 19601 47321
2378° 57417 13860° 33461° 7

il résulte les formules récursives
Ap = 245 4+ A >
@ { B, = an-A + B, .
Il est tres intéressant que Tutox pE SmyrNe' (Theon

! Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik, t. 14 (1882),
p- 132—133.
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Smyrnaeus) a connu les relations numériques

2-1%—12=12 2~52—i:72, 2-29%—-1 =412 2-1692—1=2397;

4

¢’est pourquoi nous avons rattaché 4 son nom l'équation
de FErmaT dont il s’agit ici.

Remarquons encore, en passant, que M. E. LEmoing! a
donné la résolution compléte de I'équation (1), sans »appli-
quer la fraction continue«, mais en cherchant la valeur

générale de x,, déterminée par les formules récursives
Tn = 20y 4+ %42 T, = @, x; = b,

savoir précisément les formules récursives (4). Or, je ne

vois ni la différence entre cette méthode et la méthode

ordinaire ni l'avantage de la méthode »nouvelle,
Revenons maintenant aux nombres A, et B, puis re-

marquons qu’ils se présentent aussi sous la forme
(4) Ap = 9o (1), B, = wn(l):

il résulte immeédiatement, en vertu des développements de
Particle XI, une suite de relations linéaires, que nous pou-
vons déduire aussi immédiatement des formules récursives

(4), en appliquant la conclusion de m a m + 1, savoir:

(5) Ay = B, + Bn—19 Bn = Ay + B
Api— Ay Bt B
(6) A, = L17_1 _ Tnit 79; n—1

An -+ Angl An+1 — Ap Bn—}—l — By 4
(7y B, = Ty T Ty =,
On voit, du reste, que les formules (5) se présentent

aussi sous cetle autre forme
¥ Journal de Sciencias Mathematicas et Astronomicas publicado pelo

Dr. K. Gomes Teixeira, t. 21, p. 68—76; 1892. Citation d’aprés Jahrbuch
iiber die Fortschritte der Mathematik, t. 24 (1892), p. 179.
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(8) Apx By = Bni’l-
Quant aux formules non-linéaires, nous citons d’abord
celles-ci:
2
(9) ’ Bn—|—1Bn—1 = Bn "}_ (— 1)11
(10) 4By + Ap = Bap 11
(1 Baor— B 2By By = (— 1)

tirées directement des identités, démontrées dans article

XI, et ¢’est la méme chose pour ces deux autres formules

By = Bi - Bay
(12) ) \

P

2By, = Bpiai— 'n—1+

Appliquons ensuite I'équation (1), les formules (12) se

présentent aussi sous cette auntre forme

42 2
( b ) J 2B2n+1 = An %' An+1
12 bis 5 9
\_ 4B2n = "1)1+1—An——1~

Les formules réeursives de LAGRANGE dounent ici

(13) BZn = 2Aan
(14) Asn = Abn + 285,

d’oli, en vertu de I'équation (1),

(15) Agn = 245 — (— 1" = 4B; +(— 1",

de sorte que la premiére des i'ormﬁles (6) donnera

(16) Apny1 = Ap1—An+ (10" = 2B — 2B — (— 1)
de plus, nous aurons, en vertu de (11),

an Aoniqy = 4By Byyq + (— 1)

Quant aux formules (15), posons pour abréger

BQn = 27"ml B2u+1 = ZQn + 1,
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nous aurons
(18) Ay = 1695+ 1, dgin = 160,000 + 1)+ 3.

Soit maintenant p un facteur premier de A,,, on voit,
en vertu de (14), que le nombre —2 est résidu quadra-
tique de p, ce qui donnera, en vertu de la dernitre des
formules (15):

I. Les facteurs premiers des Ay sont tous de
la forme 8» + 1, tandis que les facteurs premiers
des Ay,.o sont ou de la forme 8» 41 ou de la forme
8y -+ 3.

On voit, en vertu de (3), que le nombre premier 3 est
du rang 4; c'est-a-dire que les B, et les Ajnya représen-
tent I'ensemble des B, et des 4,, qui sont divisibles par 3.

On voit de méme que le nombre premier 5 est du
rang 3, de sorte qu'une puissance quelconque de 5 est
du rang impair, et il résulte donc, en vertu des remarques
faites sur les nombres (35 bis) de l'article XIII:

II. Les nombres 5%%' et 2.5¢ sont toujours des
bases de premiére espéce.

Quant au nombre premier 2, il est du rang 2, ce qui
donnera la proposition:

I1L. Soit I’indice n de 1a forme 2" (29 - 1), B, est
précisément divisible par 2"

‘De plus, nous aurons & démonirer cette autre propo-
sition:

IV. Soit n un entier, égal a3 au moins, onaura

toujours
(19) Bon = 3-2"(a® + V%),

ot a et b sont de parité différente.

En effet, prenons pour point de départ les valeurs

B, = 3-2%, 4, = 4211,
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nous aurons
By = 3-23(42 -1 1),
savoir une expression de la forme (19), et la conclusion
de m & m -1 est évidente, parce que Asn se présente tou-
jours sous la forme
Agn == p2 —{— q?‘.

Quant aux facteurs premiers des nombres By,.;, qui
sont tous de la forme 4+ + 1, M. J. PErotrT?, en étudiant
I'équation

x?—2q%y% = 1,

ol ¢ est un nombre premier de la forme susdite, a essayé,
avec un certain succes, de déterminer la forme de q,
de sorte que l'équation susdite soit résoluble en positifs
entiers. C’est-d-dire que M. PEROTT a essayé de déterminer
la forme des facteurs premiers des nombres B, q, Ou, ce
qui est la méme chose, la forme des nombres premiers du
rang impair, pour la base a = 2.

Revenons maintenant aux nombres A, et B,, il est évi-
dent que plusieurs des résultats (ue nous venons d’obtenir

sont intimement liés 4 'équation indéterminée
(20) x®+y* = 227
équation qui a, comme solutions générales,

+x =228 = (et B)>—28°

ty = —FF2e8 = («FB>—28
f=

oli « et A sont premiers entre eux et de parité diffé-

rente.
Soit maintenant, dans (20), y = 1, on aura
(21) X = A2n+1, Z = B2n+1,

1 Journal de Crelle, t. 102, p. 185—223; 1887.
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tandis qu’il résulte, en vertu de lexpression de y,
(« F 8P —28 = (—1),
Cé:f:/g = Ay’ /8 - By»

ce qui donnera
savoir
« = A, =B, = B,y
atp = BEB, = £4,4.

Cela posé, la valeur de x deviendra

2 o P2 2 2 2
tx = Aoy — 2B, = ALy — AL+ (—1Y,

ce qui donnera, en veriu de (16) et (21),

y=n ou v = n+41,
et 'on aura donc

2 2
z = BZn+1 - B11+Bn+1s

savoir la formule (12).

XIX. Des puissances bigquadratiques.

Parmi les problémes -qui se rattachent a l'équation de

FErMaT
x>—ay? = £1

un des plus intéressants est la question si un des nombres
x et y peut étre un carré exact.

Quant a I'éguation de TufoN DE SMYRNE
(1) An—2B, = (— 1",

il est trés facile de démontrer la proposition:
I. Le nombre 4, = 1 représente la seule solu-
tion possible de I’équation

(2) A, = p_

En effet, EvLer® a démontré que I'équation indéter-
minée

! Commentarii Academisze Petropolitanee, t. 10 (1738),-p. 130—139;
1747.
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x4 1 = 25%

qui correspond a (1) et (2), pour n impair, n’admet qu'une
seule solution en nombres entiers, savoir x = y = 1,

tandis que Véquation:

qui correspond a (1) et (2), pour n pair, n'admet que la
seule solution en nombres entiers x = 1, g = 0.

Quant aux B, on aura de méme:

II. Aucun desnombres By, ne peut étre un carré,
savoir 'équation
(3) Byp = p2
est impossible.

Remarquons que l'équation (3) n’est autre chose que
celle-ci .

24, B, = p,

nous aurons, parce que A, est toujours impair,

4 A, =1’ B, = 25% p = 2rs.

Or, la premiére de ces équations n’est possible que pour

n = 1, ce qui donnera B; = 1, et la valeur 2s?

. indiquée
par la seconde des formules (5), n’a aucun sens.

Quant a I'équation

(5) B2n+1 = P2=

supplémentaire a (3), elle admet des solutions. On aura,
en effet,

(5 bis) B, = 1% B; = 13%

mais jignore s’il y a d’aulres solutions de l'équation (3),
équivalente & celle-ci
(6) x4+ 1 = 2y~

La dernitre des valeurs spéciales, indiquées dans (5 bis),
est assez singulidre. En eflet, il résulte, en vertu de (1),

Vidensk Selsk: Math.-fysiske Medd. IV, 1. 8



114 Nr. 1. NieLs NIELSEN:

Aoy N2 [Aopiq—1\2
(7) ,B§n+1:(2+1+ )+(2+1 )

2 2 s

ce qui donnera la proposition:
ITI. Le carré de B,y est toujours lasemme des
carrés de deux nombres consécutifs.

Inversement, 'équation indéterminée

6)) y* = 2+ (x4 1)°
donnera immédiatement
@Cx+1¥2—2y = —1,
savoir
. A2n+1 —1
(8 blS) y =3 B2n+1, €xT = f

&

Cela posé, les valeurs numériques B, = 169, 4, = 239

donnent
13 = 22432 13* = 11921 120%;

c’est-a-dire que les deux équations indéterminées simultanées
(9 =y + @+, 2t =2+ 1)
admettent les solutions en positifs entiers

x =13, y = 2, z = 119,

mais y en a-t-il d’autres?
M. E. pe JoNQUIERES' a postulé que les deux équations

indéterminées simultanées
(10) =y +@+12% 2 =2+ (z+1)°

n’admettent, abstraction faite de la solution triviale x = 1,
y = z= 0, qu'une seule solution en positifs entiers, savoir:

c’est-a-dire que les nombres

! Nouvelles Annales (2) t. 17, pp- 241—247, 289—310; 1878.
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B,=1, By =5

représentent les seules solutions possibles de 1'équation

(11) Bonyy = PP+ (+1)
ou, ce qui est la méme chose,
(11 bis) 2Bopp1 = @p+ 1)*+1,

mais, malheureusement la démonstration de M. pE Jon-
QUIERES est fausse.

En effet, Bs,.q étant la somme de deux carrés, il est

possible de déterminer une expression de la forme
B2n+1 = x*+ yQ,
de sorte que mnous aurons, en vertu de (7),
¥y Agnir & 1’ Sy — A2n+1:F1’

2 2
mais le géomeétre distingué suppose que x et y soient les
valeurs déterminées par la formule (11), ce qui est na-
turellement inadmissible. V '

On voit que cette faute est analogue A celle mentionnée
dans l'article XVI, concernant la démonstration des pro-
positions de FERMAT.

Du reste, la démonstration de M. pE JONQUIERES seraif
rigoureuse, pourvu que la représentation de B,,,, sous
forme d'une somme de deux carrés n’admette qu'une seule
solution, ce qui n’a cependant pas lieu, nous le verrons
dans l'article XXXI.

Or, on n’a pas encore réussi, que je sache, & démon-
trer ce fameux postulat de M. pE JONQUIERES; c¢’est-a-dire
que les résultats, qu’en ont tirés Lucas? et GERONO® ne sont
point démontrés jusqu’ici.

! Nouvelles Annales (2) t. 18, p. 74—77; 1879.

% Ibid. (2) t. 17. p. 381—383; 1878.

8"
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Revenons maintenant a 1'équation (5), il résulte, en

vertu de la formule (12) de l'article précédent,

(12) p?= B2+ B2,

ce qui donnera
(12 biS) p - a2 + /gg, B2‘l/ - 2 (l,@, B2‘l/i1 = 0(2_[82,

ot il faut supposer 2y = n ou 2v = n-+ 1, selon que n
est pair ou impair, mais comment déterminer ces deux
positifs entiers « et 7

Chose curieuse, 1'équation (11) se présente aussi dans
cet autre théoréme:

IV. Soit p un noinbre premier, et soit
(13) Agpio = pa’,

p est nécessairement de la forme 8» 43, et By, iy
se présente sous forme d’une somme des carrés
de deux nombres consécutifs,

- En effet, la formule (13) donnera, en vertu de la for-
mule (15) de l'article précédent,

(14) px® = (2Boq 1 + 1) (2Bapy1—1).

Or, le premier des facteurs qui figurent au second
membre de (14) étant de la forme 4 4 3, le second, an
contraire, de la forme 4» + 1, il est évident que p est de
la forme 8» -+ 3, parce que Ay, 5 n'est jamais, en vertu
de la proposition I de P'article précédent, divisible par un
nombre premier de la forme 8y 4+ 7.

Cela posé, il résulte, en vertu de (14)
2Bopii =1 = pf, 2By, 1 T1 = o, x =,
ce qui donnera

ptt = w42, 4By, 4 = pt -’
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ou il faut lire, au second membre de la premiére de ces
formulés, u® 4 2, parce que 2 n’est pas résidu quadratique
du nombre premier p = 8y + 3, de sorie que nous aurons

(15) pF = >+ 2, 4Bg,.q = ptg + u?
savoir

a u -+ 1\2 u—1\2
(16) 2BZn-!—l =u + 1, B2n+1 = (”Tg;> + ( ) > »

ce qui est précisément la formule (11), mais il faut re-
marquer que le nombre u est ici une solution de Ia pre-
miére des formules (15), savoir d'une forme particuliére.
Quant a la formule (15) en question, nous la connais-
sons déja du théoréme IV de Particle 1V, et nous la re-
trouvons encore une fois, dans P'article XXIIL
Revenons maintenant aux formules (16), nous connais-

sons deux solutions de ces équations, savoir
B,=1, u=1; By =5, u = 3,
ce qui donnera, comme solutions de (13),

(17) Ay = 3.1%; A, = 11-32

Or, supposons vrai le postulat de M. E. nE JONQUIERES,
ces deux valeurs représentent les seules solutions possibles
de 'équation (13).

Quant aux nombres By,, nous avons a démontrer le
théoréme:

V. Soit p un nombre premier, "équation
(18) By, = pﬂcﬁ
n‘admet que deux solutions, savoir

=2 n=1, =1, B, = 2.1
=38 n=2 x=2 B =32

(18 bis) {

Soit tont d’abord p = 2, on aura, en vertu de (18),
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ce qui donnera
A, =1 B, = 5% x = rs.

Or, la premiére de ces expressions n’étant admissible
que pour n = 1, on aura r = s = x = 1, savoir la pre-
miére des solutions (18 bis).

Soit ensuite, dans (18), p un nombre premier impair,
x est nécessairement un nombre pair, de sorte que B, est
divisible par 4, ce qui exige que n soit un nombre pair,
savoir n = 2. Posons ensuite & = 2z I’équation (18) se
présente sous la forme

(19) 2p2® = A,, By,

Supposons maintenant A,, divisible par le nombre pre-

mier p, nous aurons
Ay, = pr’, By, = 25° z = rs, x = 2rs,

et la valeur de By, est précisément celle que nous venons

de déterminer, savoir la premigre des solutions (18 bis), de
)

sorte que nous aurons

v = 8§ =1, 4, = pr’= 3,
ce qui donnera

p=3 r=s5s=1, x = 2

savoir la seconde des solutions (18 bis).
Supposons, en second lieu, p et A5, premiers entre eux,
il résulte, en vertu de (18),

9,
Ag, = 1%, By, = 2ps®, z = rs, x = 2rs,

ce qui est impossible, parce que A4,, ne peut jamais étre
un carré.
Cela posé, la premiére des solutions (18 bis) donnera:
VI. L’égquation indéterminée
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(20) x2*—8yt =1

n'admet qu’une seule solution en positifs entiers,
savoir

(20 bis) x =3 yg=1

On voit que ce corollaire n’est autre chose que la cé-
lebre proposition ‘de FrrmaT ':
VIL Le nombre 1 est le seul nombre trigone
qui soit une puissance biquadratique.
En effet, Péquation
xfx +1) = 2y

@z +1)2= 8y +1,

savoir

n’est autre chose que l'équation (20), donc nous aurons,
comme la seule solution possible de V'équation proposée,
x =17 =1

Cette proposition de FErmMAT a été retrouvée par EuLer?
et LEGENDRE®, néanmoins elle est parfois attribuée a ce
dernier géometre®. ' )

Comme application de la proposition VI, nous avons a
démontrer cette autre:

VIIL L’équation indéterminée

1) x* —8x?y? + 8y* =1

n’admet qu’uhe seule solution en positifs entiers,
savoir

(21 bis) r=y=1

On aura, en effet, en vertu de (21),

1 (Buvres, t. I1, p. 402.

? Commentarii Academiz Petropolitanz, t. 10 1738), p. 140—141;
1747.

® Théorie des Nombres, t. p. 7.

* Voir par exemple GErRoxo: Nouvelles Annales (2) t. 16, p. 230—234;
18717.
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a? = 4?8yt 1,
ce- qui donnera, en vertu de (20), le résultat susdit.
Remarquons, en passant, que le P. Th, PEpin’ a étudié
I'équation
q 564-8332512—]—8{]4: 24’
de laquelle (21) est un cas t'ré's spécial.
Quant 4 la seconde des solutions (18 bis), elle donnera
le corollaire: '

IX. L'équation indéterminée
(22) x*— 18yt =1

n‘admet qu'une seule solytion en positifs entiers,
savoir _
(22 bis) x =17, y = 2

En terminant cet article, nous avons encore & donner
la proposition:

X. Soit piun positif entier, sans facteurs qua-

dratiques, une expression de la forme
23) Agn(2) = pa?
est impossible, & moins que

(23 bis) x = B,(p), 2B,(2) = A,(p).

La formule (23) donnera, en effet, en vertu de la der-
"niére des expressions (15) de Varticle XVIII,
2 :
48,2+ (— 1)" = pa’,

savoir
(2B, @) —pa® = (— 1",

ce qui donnera immédiatement les relations (23 bis).
! Memoire della Accademia Pontificia dei Nuovi Lincei, t. 14, p. 71—

85; 1898. Citation d’aprés. Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathema-
tik, t. 29 (1898). p. 158—159.
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Soit n un nombre pair, on voit que p est nécessaire-

ment une base de premiére espece.

XX. Des nombres A,.

Dans larticle XVIII, nous avons démontré que Aq, est
toujours un nombre de la forme 2p*+ 1. Quant aux nom-
bres A,,,; nous avons a démontrer les deux théorémes:

I. Le nombre

(1 4, =1
représente la seule solution possible de 1"équa-
tion
(2) Agnyr = 2p* - 1.
II. Les nombres
(3) Ay =1, Ay =T

représentent les seules solutions possibles de
I’équation
(4) A2n_‘,1 == 2p2 — 1.

Ces deux théorémes sont, en effet, des conséquences
immédiates des formules (16) de Vlarticle XVIII, savoir

(6) Apni1= Abp1—AZ(—1)"=2B4,,— 2B~ (—1)",

car les formules (2) et (4) donnent toujours, quelle que
soit la parité de n, une des deux équations

2, 2 9
Bn+1 — B, = p°

Ar21+1—’Ar21 = 2p°,
d’ou il résulte, en vertu des formules (5) et (7) de lar-
ticle XVIII,
(6) Apdy, 4 = p?
(7) 2Ban——1 pg-

I

Cela posé, il résulte, en vertu du théoréeme 1 de Var-
ticle précédent, que la formule (6) n’est possible que pour
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p =1, ce qui donnera la premiére des solutions (3). Quant
a I'équation (7), on aura

(8) By, = 2r%, Boyt1 = s%, p = 2rs,

ol 2y = n ou 2v = n—1, selon que n est pair ou im-
pair, ce qui donnera, en vertu du théoréme V. de Particle
précédent, » = 1, r = 1,

Or, B; = 5 n’étant pas un carré, la seconde des équa-
tions (8) donnera B; = 1, s =1, savoir p = 2,"et I'on trouve
donc la seconde des solutions (3). Remarquons encore que
I'hypothése » = 0 donnera, en vertu de (8), r = 0, s = 1,
p = 1, savoir la solution (1).

Introduisons maintenant, dans 'équation de THEoN,

Agnir = 22+ 1, Bopyr = o,
il résulte, en vertu des deux théorémes I et II, le corol-
laire:

III. L'équation indéterminée
©) 2 (@2 1) = g
n’est pas résoluble en nombhres entiers, abstrac-
tion faite de la solution triviale x =0, y =1, tan-
dis que I’équation analogue
(9 bis) 2t (x—1) = y?
admet deux solutions en positifs entiers, savoir

rx=y=1;, x = 2, y = b.

Dans Tarticle XVIII, nous avons aussi démontré que
les Ap, se présentent toujours sous la forme 4p?4 1. Quant
aux nombres A, ¢, nous avons a démontrer les deux
théorémes:

IV. Le nombre 4; = 1 représente la seule solu-

tion possible de I’équation
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(10) Agnyr = 4p* + 1.

V. Aucun des nombres‘AZnH ne se présente sous
la forme
(11) . Agnyy = 4p*— 1.

En effet, les formules (5) donnent ici une de ces deux

équations
’ Bpi1 By = 2 p?

AnAn—l - 4'p2.

Or, la derniére de ces équations est impossible, parce
que les A,, sont des nombres impairs, tandis que la pre-
mitre n’est possible que pour la valeur triviale n = 0, ce
qui donnera p = 0, savoir la solution 4; = 1 de l'équa-
tion (10).

Cela posé, on aura ici le corollaire:

VI. L’équation indéterminée

(12) (22" + Q22 £ 1) = y?

n'est pas résoluble en positifs entiers, abstrac-
tion faite de la solution triviale x = 0, g = 1.

On voit que le théoréme II n’est autre chose qu’une
proposition fameuse, indiquée par FERMAT', dans une lettre
adressée a4 FRENICLE, savoir:

VII. Les équations indéterminées simultanées
(13) x = 2p*—1, x®= 2.22—1

admettent seulement deux solutions en positifs

entiers, savoir
(13bis) x=yg=z=1; x=17, y=2, z=25.
Cette proposition de FErMAT est trés intéressante, et il

L (Buvres, t. 11, p. 434.
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semble que le grand géomeétre en a communiqué sa dé-
monstration, ce qui est trés rare.

En effet, d’aprés Lucas’, on lit dans les manuscrits de
BovuiLriou (Bullialdus):

»M. Fermat a envoyé a M. Frenicle la démonstration
par laquelle il preuve qu’il n’y a aucun autre nombre que
le seul 7 qui, estant le double d'un carré —1, soit la ra-
cine quarrée de la mesme nature (c’est-a-dire qui soit le
double d'un carré —1).

7 est double du quarré 4, — 1, cest-a-dire, 8§ —1, el
son. quarré 49 est le double du quarré 25, — 1, c’est-a-dire
50— 1.«

Or, la lettre de FermaT et la réponse de FRENICLE
semblent toutes deux perdues, et la proposition susdite
de FErmaT a causé beaucoup de difficultés aux géométres
qui ont cherché de la démontrer, mais en vain®. Le P. Pepin?®
a par exemple indiqué que, si les équations indéterminées
simultanées (13) ont d’autres solutions que celles indi-
quées par FeErMaT, savoir les nombres (13 bis), ces solu-
tions contiennent au moins 3849 chiffres.

Or, au moment ot le P, PErPIN a publié sa Note sus-
dite, deux géométres ont déja réussi a résoudre le pro-
bléme difficile dont il s’agit.

1 Nouvelles Annal:  2-, t. 18, p. 75; 1879

% Voir par exemple la Note de Lucas dans les Nouvelles Annales,
(2) t. 18, p. 74—77; 1879.

* Jahrbuch @ber die Fortschritte der Mathematik, t. 15 (1883), p. 195;
t. 16 (1884), p. 154. La Note du P. Prrin est publiée dans les Atti della
Accademia Pontificia dei Nuovi Lincei t. 26 (ou t. 36) p. 23—33; 1884.
Les indications du Jahrbuch concernant les numéros des tomes de la
publication périodique susdite sont, aux environs de l’année 1884, trés

confuses. De plus, dans le premier lieu cité, on lit 3848 chiffres, dans
le second 3849!
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En effet, GErono'! a démontré que les seules solutions
en positifs entiers de I'équation indéterminée
(14) ldoeiaitad=(@+DE+1) =y

sont
x=1y=2;, x=1, y =20,

et Ton voit que 'équation (14) se décompose en celles-ci
x-+1=2m% x*-}1 = 2n% y= 2mn,

dont les deux premiers sont identiques a (13).

Or, ni le Jahrbuch wber die Fortschritte der Mathema-
tik?, ni Lucas, dans sa Note susdite sur la proposition de
FrerMat, n'ont remarqué que GERONO  a résolu le probleme
en question.

Plus tard, Genoccmi® a trouvé une solution presque
identique & celle de GERroNo.

XXI. Des nombres B,.

Il est trés intéressant, ce me semble, que les nombres
Bony 1 ont des propriétés analogues a celles que nous venons
de démontrer pour les A,,,.,, savoir:

I. Les nombres

(1) B =1, B;=5

représentent les seules solutions possibles de
I’équation: :

(1 blS) B2n+1 = 4p2 + 1.

En effet, appliquons le théoréme II de l'article XVIII,
il s’agit de résoudre les deux équations indéterminées si-
multanées

1 Nouvelles Annales (2) t. 16, p. 230—234; 1877.

® Voir t. 9 (1877), p. 137.

% Jahrbuch, t. 15 (1883), p. 145. La démonstration est reproduite,
sans commentaires, dans les Nouvelles Annales (3) t. 2, p. 306—310; 1885.
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(2) x=4p*+1, = ¥+ (y-+ 1>

Soit tout d’abord y un nombre pair, on aura done
(3 y=208 y+t1=co— == +4
ce qui donnera

a?—2ef—p8* =1 x = 28"4+2a8+1,

ou, ce qui est la méme chose,
(B bis) (¢ —BY—282=1, a—p8 = Ay,, 8= By,

Cela posé, il résulte, en vertu des deux expressions de x,

(4) 2p2 = (B + ¢) = By Agy .1,

équation qui n’est pas résoluble en positifs entiers, de sorte
qu’il ne nous reste que la solution triviale de (3 bis), sa-
voir « = 1, 8 = 0, ce qui donnera

y=p=20, x=1= B,

Soit, en second lieu, dans (2), y un nombre impair,
on aura
g+1=2a8 y=c"—8, x=d+4,
Btae)P—2a=1, = 2a>—2eB-+1,
ce qui donnera
(4 bis) B« = Ay, « = B,,, 2p® = Bg,As, 4,

savoir

et cette dernicre équation n’étant possible que pour »'= 1,
on aura donc '
p=1 x =5 = B,

GeroNol a résolu les deux equations indéterminées si-
multanées (2), sans remarquer qu’elles se rattachent 2 I'équa-
tion de THEON.

II. Le nombre B, = 1 représente la seule solu-
tion possible de I’égquation

! Nouvelles Annales (2) t. 17, p. 521—523; 1878.
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6 Bopia = 2p*+ 1.

11 est évident que la démonstration de ce théoréme est
analogue A celle que nous venons d’établir pour le théo-
réme précédent. 1l faut simplement remplacer les équations

(4) et (4 bis) par celles-ci
p2 = BZVAZ‘I/—!-I’ p2 = B21/A21/—1’

équations qui sont impossibles pour une valeur positive
de l'indice », de sorte qu’il ne nous reste que la solution
triviale p = 0, *x = 1 = B,.

ITI. L"équation
(6) ' Boppq = 4p*—1
est impossible.

En effet, soit y un nombre pair, la derniére des équa-

tions (2) donnera
@R = 2 —2ef—1, x = 20 —2a8—1,
de sorte que nous aurons ‘ |
«—B = Ag,, 8= By, 2p® = Ay, By,

ce qui est impossible.
L’hypothése y impair donnera de méme
w? = ,BZ—I— 2e¢f—1, = 282+ 28 —1,
savoir
B+ea= Ay, «= By, 2p*= By, 1By,
ce qui est également impossible.
IV. Le nombre B; = 1 représente la seule solu-

tion possible de 1’équation
(N Bong1 = 2p*— 1.

La démonstration est tellement analogue aux précédentes

qu’il nous semble inutile de 1’établir plus amplement.
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XXII. Résolution de problémes diverses.

Les nombres A, et B,, étudiés dans les arlicles précé-
dents, jouent un réle essentiel dans la Théorie des Nom-
bres, parce qu'ils permettent de résoudre plusieurs pro-
blémes d'une forme simple, problémes parmi lesquels nous
avons & considérer quelques-uns, pour la plapart bien
connus.

I. Déterminer un nombre trigone qui soit un
carré exact.

L’équation indéterminée dont il s’agit, savoir
(1) x(x+1) = 277
se transforme en celle-ci- -

2x + 1) = 8y +1,
ce qui donnera:

. A2n —1 BZn
(1 bis) r =0y =

et ces nombres donnent aussi la solution compléte de ces

deux autres équations indéterminées
(3) 1+2+834+...4x=p2
184 354 8% ...+ af= gt
I1. Déterminer deux nombres trigones, dont le
premier soit le double du second.
Dans ce cas, il s’agit de résoudre l'équation indéter-
minée
(3) x(x+1) = 2y(y+ 1),
ou, ce qui est Ia méme chose,
Qa-+1P = 2@y +1*—1,

de sorte que nous aurons

Aggy —1 Bopyy —1
(3 bis) x= Ty =
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et il est évident que ces nombres donnent aussi la solu-

tion compléte de ces deux autres équations indéterminées

" {1 +24+34+.. . Fx=200+2+3+.. .+
O 234 3% L at= 413 28 37 ).

Dans I'»Educational Times«! on a traité le probléeme

plus général

x(x+1) = ny(y+ 1),
ol n est un posilif entier; cependant la solution donnée
de ce probléme ne me parait pas compléte, et je me
réserve de revenir a l'équation. susdite, dans une autre
occasion.

I11. Déterminer un nombre x qui soit un carré
plus ou moins un, tel que 2x ait la méme pro-
priété. .

Les équations indéterminées simultanées
(5) x=ytE£1, 2x = 241
donnent immédiatement

2#—2p% = 41,
savoir
s 2 n
(bhis) z=A,, y=B,, =B, +(—1)"= By,1 8, ..

1V. Déterminer un nombre x qui soit un carré
plus ou moins un, tandis que 2x soit un carré
moins ou plus 2.

Ici nous avons a résoudre les équations indétermindes
simultanées
x=15*+1, 20 = 2F2,

savoir '
2% = 2F 4,
de sorle que y et z sont tous deux des nombres pairs.
Posons 7 = 28, z = 2¢, il résulte
1 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik, t. 32 (1901), ‘p. 197.

Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. IV. 1. ’ 9
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282 = o?F 1,
et nous aurons donc:
« = A,, B =DB,, y=2B,, z=2A4,,
d’ot 1l résulte finalement

(6 bis) e = 4B+ (— 1) = Agp.

V. Déterminer un carré, dont le double soit-un
carré plus ou moins 4.
L’équation indéterminée

(7) 202 = 2+ 4
montre clairement que x et y sont tous deux des nombres
pairs. Posons * = 2¢, y = 24, nous aurons

BF—24% = F1,
ce qui donnera

(7 bis) ~ x = 2B, y= 24,

VI. Déterminer deux carrés consécutifs, dont
la somme soit un carré

L’équation indéterminée
(8) x® A (x + 1) = ¢,

savoir
(2x+1)¢—2p2 = —1

est déja résolue, dans l'article XIX; on aura

. A —1 A +1
(8 bis) x:.&’iﬂw’ x—I—IZﬁg}——, Y= Bapi1.

Considérons maintenant un ftriangle rectangulaire, dont
les cotés sont exprimés par des nombres entiers, il est évi-
dent que l'équation (8) détermine de tels triangles, dont
les cathétes ont la différence un.

Posons pour abréger
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A?.n——1 —1
(9) an = 9 , b= B2n~1, H_Zl,

la solution compléte de I'équation indéterminée (8) est re-

présentée par les valeurs
(10) x = dap Yy = b,
Or, les formules récursives de LagRANGE

A2n+1 = 349 + 4 Bon 4

Bont1 = 2Agn 4+ 3Ban 4
donnent, en vertu de (9), ces autres formules récursives

an J (piq = 3@, +2b, + 1
L b1 = 40, + 3b, + 2

qui permettent de déterminer successivement les nombres

a, et b,, a Iaide de la solution triviale a, = 0, b, = 1.
La premitre des formules (11) est due & M. Tu. Muir *;

quant 4 la seconde, elle montre que l'équation indéter-

minée

(12) 3x+4y-+2 = n?4 P

est résoluble en positifs entiers. Mais il me semble un pro-
bléme trés difficile de déterminer toutes les valeurs posi-
tives entiéres de x, y, u, v qui satisfont 2 cette équation,
ce qui exige, en effet, de déterminer toutes les représenta-
tions de la forme
Bopi 4 = u® 4 0%,

et je ne crois pas que la solution de I'équation (12), donnée
dans I'»Educational Times«?® soit compléte.

! Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, t. 23, p. 264—267;
1901. .
% Jahrbuch iber die Fortschritte der Mathematik, t. 35 (1904), i
p. 206—207. '

9*
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VIL. Démontrer que « =1, x = 5 sont les seuls
positifs entiers qui satisfassent aux deux con-
ditions
(13) x =y +1, 202 = n®-]1.

On aura

u = Aopy1, = Bonyy,

et le théoréme I de l'article précédent montre que la pre-
miére des équations (13) n’est possible que pour n =0 et
n =1, ce qui donnera précisément x = 1, x = 5.

Cela posé, il résulte, en vertu de (5), que x =1 et & = 5
sont les seuls posilifs entiers qui satisfassent aux trois con-
ditions
14) x=y"+1 20 =211, 222= 241,
et 'on voit que les deux premiéres de ces équations donnent
une infinité de solutions, tandis que la premiére et la der-
nitre ne donnent que les deux solutions susdites.

Quant aux deux derniéres des équations (14), il est évi-
dent' que z et ¢ sont tous deux des nombres impairs. Po-
sons z = 2«41, t = 284 1, il résulte

¥ (e Y 2t (B 1R

savoir le probleme de M. E. pE JONQUIERES, probléme qui

se présente par conséquent aussi sous cette aulre forme

x_§2+1 fxg_tz—{—l
o2 2

(15)

Enfin, nous avons & résoudre un probleme, régardé
mais pas résolu par Monrer-Branc! et par Lucas?, savoir:
VIIL. Démontrer que les équations indétermi-

nées simultanées
(18) x =6y}, x+1 =2, 2x-+1 = u?

1 Nouvelles Annales (2) t. 15, p. 46—48; 1875.
e 2 Ibid. (2) t. 17, p. 381; 1877
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n'admettent qu'une seule solution en positifs en-
tiers, savoir
(16 bis) x=24, y= 2, z=25, u=7.

On voit, en éliminant x, que le systéme (16) est équi-

valent & deux des trois équations suivantes, prises arbi-

trairement,

a7 n?—222= —1
18) ?2—30Q2yP=1
(19) 22— 6y = 1

Etudions tout d’abord les deux premiéres de ces équa-
tions, il résulte, en vertu de (17),

(20) u = Agn,1(2), z = Bon1(2),
tandis que la seconde donnera
(21) utl = 2¢% u¥1l =38 y= b

Or, la premiere de ces expressions n’est, en vertu des
théorgmes I et I1 de l'article XX, possible que pour

u=1 =0 1= 38
n=g=1, =20
u=1717 ao=2 g=1,

et T'on voit que le premier de ces systdmes est inadmissible,
que le second donnera la solaution triviale * = g = 0,
z=u=1, tandis que le troisiéme conduira & la solution
indiquée par les formules (16 bis).

Lucas, en étudiant les équations (16), donne seulement
u-+1 = 2% au lieu de la premidre des formules (21).

Remarquons encore que les équations (17) et (18) don-
nent immédiatement la pfoposition:

I1X. L’équation :
(22) A2n+1(2) = Azu(3)
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n'admet qu’'une seule solution, savoir
(22 bis) n=y=1, A4;(2) = A,(8) =17

En second lieu, les équations (18) et (19) dounent cette
autre proposition:
X. L’équation
1
(23) B,(6) = B,(12) = §B2<’ (3)
ne donne que la seule solution
@3 bis) n=r=g=1, B,(6)= Bl(12)=;—BQ(S) —9,

MorEeT-Branc, dans son essal maladroit de résoudre
les équations (16) indique empiriquement la proposition X.

Quant aux équations (17) et (19), elles donnent la propo-
sition:

XI. L’équation
(24) Bon1(2) = 4,(6)

n’admet qu'une seule sojution, savoir
(24 bis) n=yp=1, B;(2) = A,(6) =5.

Enfin, nous aurons, en multipliant les deux premiéres
des équations (16), puis appliquant la troisiéme, celte autre
proposition que nous avons & étudier plus amplement dans
les articles XXVI et XXVIII:
~XIL L’équation indéterminée

(25) ut— 244% =1

n’a qu'une seule solution en positifs entiers,

savoir
{25 -bis)

=
I
~.\]
~
l
[y
<
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CHAPITRE VI

Des puissances d’un nombre premier.
XXIII. De la base a = (2y + 1)2F2,

Dans les articles VIII et X, nous avons déja mentionné
un théoréme concernant les nombres premiers de la forme
4y 41, théoréme que nous avons a démontrer ici, & un
autre point de vue, savoir:

I. Soit4y+1 un nombre premier, la puissance

)29-{—1

impaire (4v+1 est toujours une base de pre-

midre espéce, donc ’équation de Fermat
(1) a?— @y 4+ )*T = —1

est résoluble en positifs entiers,
A cet effet, nous désignons par 2¢ 4 1 un nombre pre-
mier impair quelconque, il est évident que I'équation de

FERMAT
(2) 2—ay? =1, a= 20+ 1)%, o>0,

est toujours résoluble en positifs entiers.

Cela posé, nous désignons par x et y les plus petites

des solutions de V'équation (2), ou, ce qui est la méme chose,
(3) (@-+1)(x—1) = ay®

Soit maintenant x un nombre pair, les deuxs facteurs
x4+ 1 et x—1 sont premiers entre eux, donc on aura, en
vertu de (3),

O x+l=qap xFl=4¢% y=pg
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ce qui donnera

5) 22 = ap* + ¢ ¢ —ap® = F2,
d’ou
©) r =g+l =a’FL

Soit, au contraire, © un nombre impair, les deux fac-
teurs *+ 1 et x—1 ont le plus grand commun diviseur

2, et Yon aura, en vertu de (3),

(7) xx1l = 2ap® aF1 = 2¢% y = 2pq
ce qui donnera

(8 , x=2¢°+1 = 2ap®F 1,

d’on

(9) x = ap’+q¢% ¢—ap® = F1.

By

Cela posé, nous avons a étudier séparément les deux
hypothéses ¢ pair et ¢ impair.

Soit tout d’abord ¢ un nombre pair, le nombre premier
en question est de la forme 4y -1, et il est évident que
la derniére des équations (5) est impossible, parce que son
premier membre est multiple de 4; c’est-a-dire qu’il ne
nous reste, dans ce cas, que les formules (7).

Or, « et y étant les plus petites solutions en positifs
entiers de I’équation (2), on aura nécessairement, en vertu

de la derniére des formules (9),

(10) @—ap® = —1;

c'est-a-dire que I'équation (1) est résoluble en positifs en-

tiers, et ¢ est par conséquent une base de premiére espece.
Remarquons, en passant, que la formule (10) donnera

q = Al! P - Bl’
de sorte que nous aurons, en vertu de (7) et (8),

y =24 B = B,, x=2434+1= A4,
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Soit ensuwite ¢ un nombre impair, le nombre premier

est de la forme 4»+ 3, et la puissance (4»+ 3)**!

est
une base de seconde espéce, ce qui exclut la derniére des
formules (9), parce que x et y sont les plus petites solu-
tions de I'équation (2); c’est-a-dire qu’il ne nous reste que
les équations (5).

Cela posé, nous retrouvons évidemment les formules de
Particle IV, mais la- méthode que nous venons d’appliquer
ici ne donne aucun éclaircissement sur la nature des nom-
bres p et ¢, qui figurent dans les expressions de x et y,
savoir de A; et By, indiquées dans les formules (4) et (6).

Remarquons, en passant, que la derniére des formules
(5) se rattache au théoréme IV de Particle XIX.

Du reste, notre démonstration du théoréme T n’est
quune légére modification de celle que LEceNDRE® a appli-
quée pour établir le cas spéeial du théoréme susdit qui
correspond A ¢ = 0.

Revenons maintenant au cas général, nous auarons 2
démontrer quelques autres théordgmes concernant 'équation
de FERMAT
(11) —ay?® = +£1, a = (2v -+ D*Y
ot 2» -+ 1 est un nombre premier.

fI. Une équation de la forme
(12) . Ap(a) = 221

n’est jamais possible pour m impair.

Etudions tout d’abord I’équation (11) qui correspond 2
la valeur — 1 au second membre, a est une base de premiére
espéce, et I'indice m de 4,,(a) est nécessairement un nombre
impair. Introduisons ensuite, dans (11), la valeur (12) de
Apn (@), il résulte

1 Théorie des Nombres, t. I, p- 65, 3¢ édition, Paris 1830.
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4e?(0?£1) = ay?—2,

ce qui est impossible et pour y pair et pour y impair.
Quant a la valeur -+ 1 au second membre de (11), on

aura, en vertu de (12),
(13) 4e?(e?+ 1) = ay?,
et il est évident que « ne peut pas étre divisible par Ie
nombre premier 2» 1, parce que le premier membre de
(13) est, dans ce cas, divisible par une puissance paire du
nombre premier susdit, tandis que le second membre est
divisible par une puissance impaire.

Cela posé, il est évident que y est divisible par 2¢,
savoir
(14) y = 2agz,
ce qui donnera, en vertu de (13),

o?t 1 = af
ou, ce qui est la méme chose,
o« = 4,(a), z = B,(a),

done on aura, en vertu de (14)

(15) y = By (@), == A2p(a)«

Soit le nombre premier de la forme 4y - 3, il résulte
de la formule (23) de Tarticle IV que les Ay, (, tirés de
(11), sont toujours un carré plus ou moins un. Quant aux
nombres premiers de la forme 4» -+ 1, nous aurons & dé-
montrer le théoréme:

III. Soit, dans 1’équation (11), » un nombre
pair, I’équation

(16) Apfa) = ¢?4+1, a = 4v+ 1)2g+1’

n’est possible pour aucune valeur paire de 1’in-

dice m.
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Soit, en effet, m un nombre pair, il faut supprimer la
valeur — 1 au second membre de (11), et I'on aura, en
introduisant, au lieu de «, la valeur (16),

a?(a? 4+ 2) = ayl

On voit, comme dans la démonstration précédente, que |
o ne peut pas étre divisible par le nombre premier 4» + 1,
de sorte que lon aura nécessairement y = w«z ce qui
donnera

>tz = az,
et cette équation est impossible, parce que son premier

membre est de la forme 40—1, le second, au contraire,
de la forme 4¢ 4 1.

XXIV. De Péquation x*—ay? = 1.
Soit 2» -+ 1 un nombre premier, on connait des équa-
tions de FERMAT
x2—ay® = +1, a = (2»} )2
olt le nombre x est un carré, ce qui a lien par exemple
pour a = 5.

Dans ce cas, on aura en effet
92 —5-42 = 1, 4,(5) = 8% B,(b) = 2%
de sorte que x et y sont tous deux des carrés.

Or, il est trés intéressant, ce me semble, que les équa-

tions indéterminées de la forme
(1) ot —ay? =1, a = Qv+1)HT,

ot 2% 41 est un nombre premier, se rattachent intimement
a Iéquation de THEON DE SMYRNE.

En effet, soit, dans (1), * un nombre pair, on aura

x4+l = ap?, *F1l = ¢ y = pq
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et la deuxiéme de ces équations est impossible; ¢’est-a-dire
que x est nécessairement un nombre impair.
Cela posé, il est évident que x2+4 1 est toujours un

nombre de la forme 40 - 2, tandis que 22— 1 est multiple

-

de 8, de sorte que nous avons a étudier deux systémes

d’équations indéterminées, savoir
(2) 41 = 2¢, 2P*—1= 8ar?, y = 4qr
(3) 22+1 = 2a¢® x*—1 = 8%, y = 4gqr.
Or, il résulte de lla premiére des équalions (2)
x = Apn1(2), g = Bany1(2),
tandis que la seconde des équations susdites donnera
4) x4+l =4¢% xF1 = 2a8%, r = af
(5) xtl = dae? xF1 = 28% - r = b
Quant aux équations (4), il résulte
x = 2¢®+af?: 2¢2—ap? = +1,
ce qui donnera
T = A2,1+1(2) = 4e®TF1;
mais, dans l'article XX, nous avons démonltré que la valeur
4 ¢e®—1 est inadmissible, tandis que la valeur 4 &* + 1 exige
e =10, x =1,
ce qui dom_lera, en verlu de (4), la condition impossible
af® = 1.
Etudions maintenant les équations (5), nous aurons
x = 4+ 2aa?, p2—2aa® = F1,

et, comme dans le cas précédent, en vertu de la premiére

des équations (2),
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x = Agny1(2), q = Bopi1(2),

ce qui donnera
x = A2n_[‘1 (2) - 2,82‘:‘: 1.

Or, il résulte des recherches de T'article XX que ces

expressions de x ne sont possibles que pour
x=1,8=0 =17 g=1

ce qui n'est pas admissible.

Cela posé, il nous reste seulement les équations (3) qui
représentent par conséquent la condition nécessaire et
suffisante pour Pexistence de 'équation (1).

Remarquons maintenant que la premiere des équations

(3) n’est autre chose que celle-ci
(6) ' x?—2aq® = —1,

nous aurons la proposition essentielle:

I. Supposens résoluble en positifs entiers
I’équation (1), I'équation (6) aura nécessairement
la méme propriété, de sorte que la base 'aq‘esttou—

jours de la forme
(7) a = (4y+ 1%,

ot 4» 1 est un nombre premier.
On voit done que cette condition nécessaire exciut des

a présent toutes les bases de la forme
tS)) a = (4p + 3%+

ot 4y -8 est un premier, mais ¢’est la méme chose pour
d’autres valeurs de «a.

Soit par exemple a = 17, on aura 34 = 6% —2, ce qui
est une base de seconde espece, et 'équation correspondante

(6) n’est pas résoluble en positifs entiers.
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On voit du reste que
Aan(2) = 4B5,(2) +1
est toujours une base de premiére espéce, tandis que
244, (2) = 445,(2)—2

est loujours de seconde espéce.

-

Revenons maintenant a P’équation (6), nous aurons
)] x = A5,,1(20a), ¢ = By, 1(20a),
tandis que la deuxiéme des équations (3) donnera
(9 bis) T = A, r = Bu2),

donc nous avons démoniré le théoréme:
II. Soit 4»+1 un nombre premier, 1’égalité

(10) x.: A2n+1 (2(1) - A2k(2): a = (41} —'L 1)29_'-1,

ounlesindices netk sonla déterminer convenable-

ment, représente la condition nécessaire et suffi-

sante pour la résolution en positifs entiers de

I’équation proposée (1).

Supposons maintenant remplie la condition (10), puis

supposons déterminés les indices n et k, la- valeur corres-

pondante de y se détermine, en vertu de la derniére des

équations (3), par I'expression

(11) y = 4qr = 2B5(2) By, 1(20).
Soit particuliérement a = 5, la fraction continue
)10 = [3,(6)]
donnera

A4,(10) = 4,(2) = 3; B (10) = 1, B,(2) = 2,
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d’ott il résulte

x =3 y=4 3 —52=1.

Remarquons encore que la proposition I donnera im-
médiatement cette auntre:

III. Soit 4»+ 3 un nombre premier, I’équation
indéterminée

(12) 2 —dayt =1, a = (dy 4 3)20F,
)

n’est pas résoluble en positifs entiers, ou, ce qui
est la méme chose, une expression de la forme

(13) Bp(a) = 2p®

n’est pas admissible.
Remarquons que, dans (12), « est impair, nous aurons

xt1l = 2ac¢*, xF1 =28 y = ap,

ce qui donnera
(14) /34—_‘(1054 = :Fla

out il faut par conséquent supprimer le signe supérieur qui
figure aun second membre, parce que a est une base de
seconde espéce, et la proposition I montre clairement que
I'équation (14), ainsi obtenue, n’est pas résoluble en posi-
tifs entiers.

XXV. De la base 2a = 2(2» + 1)2*+,

Dans les recherches de Varticle précédent, nous avons
appliqué l'équation de FERMAT

(1) P —2af = 1, a = 2y + 1),

ol 2» + 1 esl un nombre premier, ¢’est pourquoi nous
nous sommes proposé d’étudier plus amplement une telle
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équation, et nous avons tout d’abord & démontrer le
théoréme:

I. Soit, avec la définition susdite, 2a une base
de seconde espéce, 'équation indéterminée
(2) 2¢°—ap® = F1
est résoluble, et il existe de telles solutions petyg
de (2) que les nombres A4;,(2a) et B;{2a) se présen-
tent sous la forme
3) A,(2a) = 4‘qzi1: B, (2a) = 2pg,
et inversemenl. Soit 4;(2a) de la forme susdite, 2«
est toujours une base de seconde espeéce.

En effet, remarquons que, dans (1), x est loujours im-

pair, nous aurons & regarder ces deux systémes d’équations

indéterminées
4 e+l = 2ap®, xF1 = 4q¢% y = 2pgq
%) x+1 = 4ap®, xF1 = 2¢% y = 2pq.

Studions tout d’abord les équations (4), il résulte
6) a = ap®+24¢% 2¢®* —ap* = F1, © = 4¢* £ 1.

Quant au systéme (5), on aura
(7 x = ¢>+ 2ap*, ¢* —2ap* = F1,
mais la seconde de ces équations est impossible. En pre-
mier lien, il faut supprimer la valeur — 1, parce que 2a
est une base de seconde espéce, et nous aurons en outre,
en vertu de la premiére des équations (7),

x = A, (2a) >q,

ce qui exclut la valeur + 1 au second membre de Ia
derniére des équations susdites.

Cela posé, il nous reste seulement le systéme (4), ce qui

entraine précisément les expressions (3) de 4,(2a) et B, (2a).
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Inversement, soit A, (2a) de la forme (3), il résulte, en
vertu de (1), -
16¢*+=8¢* = 2ay®,
de sorte que y est un nombre pair, et I'on aura done

(8) V q2(2q2j:1) - ay%, y = 2y1

Or, il est évident ¢une les deux facteurs qui figurent au
premier membre de (8) sont premiers entre eux, ce qui
entraine que g ne peut pas étre divisible par le nombre
premier 2v - 1, parce que le premier membre est, dans ce
cas, divisible par une puissance paire de ce premier, le
second par une puissance impaire.

Cela posé, y; est nécessairement divisible par g, savoir

y, = ¢z, et on aura donc
202+ 1 = az,

savoir la seconde des équations (6), de sorte que le syslénie'
(5) est exclu, et 2a est par conséquent une base de
seconde espéce. .

Il est évident que le théoréme I est appliquable & tous
les nombres premiers de la forme 4» 4 3, mais cest la
méme chose pour les nombres premiers de la forme 4y :+- 1,
comme nous I'avons remarqué dans l'article précédent.

Du reste, je me réserve de revenir, dans une autre

occasion, au probléme que nous venons d’étudier ici.

XXVI. Résolution de ’équation x*—2(2» 4 1)t y2 = 1.

11 est trés intéressant, ce me semble, qu’il est possible

de résoudre complétement I'équation indétermindée
1) at—day? = 1, a = 2v+ )%,

ol 2» + 1 est un nombre premier impair quelcongue.
Vidensk. Selsk Math.-fysiske Medd. 1V, 1. 10
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Remarqhons tout d’abord que x est impair, il est évi-
dent que x? 41 est de la forme 8¢ -+ 2, tandis que x®—1
est de la forme 8¢; de plus, aucun de ces deux nombres
ne peut étre un carré.

Cela posé, il est évident que I'équation (1) est équiva-
lente au systéme

(2) 241 =21 2> —1 = 4das?, y = 2rs,

olt r est par conséquent impair, s pair.

Or, la premiére des équations (2) donnera
(3) x = App.1(2), 1 = Bop1(2),
tandis qu’il résulte, en vertu de la deuxiéme,
“@ xF1 = 2ac?, xF1 = 28% s = «f,
donc on aura
(4 bis) x = 28%+1, B2—aa® = F1,
d’oli, en vertn des théorémes I et II de Particle XX,
x =1 o = 7.

On voit que la premiére de ces valeurs est inadm ssible,
tandis que la seconde donnera 8 = 2, de sorte qu'il ré-
sulte, en vertu de la premiére des équations (4),

ae? =3, a =3, a =1,
ce qui donnera
s=2, r=25, yg= 20,
et nous avons donc démontré le théoréme curieux:
I. Soit 2»+1 un nombre premier, 1’équation

indéterminée

(5) t—2ay® =1, a = (2v 4 )X, >0,
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n’est jamais résoluble en positifs entiers, A moins

que
(5 bis) e =10, y =1, 2v+1 = 3;

dans ce cas on aura la seule solution possible
(6) x =17 y= 20

On voit que ce théoréme représente une généralisation
trés étendue du théoréme XII de larticle XXII; du reste,
il conduira immédiatement & ces deux autres théoremes:

II. Soit 2»+1 un nombre premier, une équa-
tion de la forme

) Bon(2a) = p% a = (2v + 1)2e+?

n’est jamais possible,
En effet, dans I'équation de FeErMaT

8) x2—2ay® = +1,

dont il s’agit ici, x est toujours un nombre impair; c’est-
a-dire que V'équation

équivalente a (7), donnera

A, = % B, = 28% p = b,
de sorte que nous aurons |
)] a*—2a(28%? = £ 1.

Or, o* 1+ 1 étant de la forme 8¢+ 2, P'équation (9) est
de la forme (5), de sorte qu’il résulte, en vertu du théo-
réeme I,

a=3 =17 28 = 20,
ce qui est impossible.
10%



148 Nr. 1. NiELs NIELSEN:

IIL. Soit, dans (8), » un nombre impair, une
équation de la forme
(10)  Ba(20) = 2p% a = (4» - 3)%+1

n’est jamais possible.
On aura, dans ce-cas, en vertu de (10),

A = o?, B, = /92, p = af,

ce qui donnera
: et—2apgt =1,

équation qui est, en vertu du théoréme I, impossible.
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CHAPITRE VII

D’autres bases spéciales.
XXVIL. L’équation d’Archiméde.

Il est évident que le nombre 3 = 12 4+ 2 est la plus
simple des bases étudiées dans l'article XIV. Posons

A, = q)Zn(l)’ B, = Zp‘zn(l)
Qpn = (D2n+1(1)s b, = Z1}2n+1(1),

les solutions complétes des deux équations indéterminées

(1) x?—3yt =1
(2) 30 = u?+2
deviennent

(1 bis) x = A, y= B,
(2 bis) u = da,, v = by,

Appliquons maintenant la fraction continue

Vs =[1, (1, 2)],

les A, et les B, sont les numérateurs, respectivement les
dénominateurs des réduites aux indices impairs, en com-

mencant par lindice 0, savoir

26 97 362

27 26 97 362
' 4 15 56 2097

tandis que les a, et les b, sont les numérateurs, respective-

ment les dénominateurs des réduites aux indices pairs, savoir



150 Nr. 1. NieLs NIELSEN:

1 5 19 71 265

17 3 11" 41 153 7

Il semble que déja ArcHIMEDE! a connu une méthode pour
la détermination successive des solutions de (1); clest
pourquoi nous rattachons & P'équation susdite le nom du
plus grand géometre de 1'Antiquité.

Introduisons maintenant, dans les formules de V’article
X1V, la valeur ¢« = 1, nous aurons une suite de relations
entre les nombres'AH et B,, a, et b,. Or, nous nous borne-
rons 2 indiquer ici les plus intéressantes de ces formules
nombreuses, savoir

(3) Apn = 6B7 + 1, Aguyq = thoyq 1
4) Bopn = 24,B,,  Boni1 = Gpi1bnia
(5)  2Ba+1=bybyys, bi—1=2B,B, 4
(6) 2By, = b121+1 — b2, Bony1 = Bi+1 “B?z
(7) bant1 = biiq + 285

La formule (7) est bien curieuse, parce que bonsq est
diviseur des deux nombres

2B5, + 1, ajnyq +2

qui sont de la forme a2 -+ 2y% mais un des carrés est ré-
duit a un.

Remarquons encore que la premiére ‘des formules (5)
donnera, en vertu de (1) et (3),
(8) 245+ 1 = 3bybyq,
formule qui nous permet de démontrer la proposition:

I. L'équation indéterminée
)] 32 +2y% = 6xy — 1

1 Jahrbuch tber die Fortschritte der Mathematik, t 14 (1882), p.133.
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admet une infinité de solutions en positifs en-
tiers, savoir

(9 bis) y= A, x :{

On aura, en effet, .

T
x = y=x l/}‘L3“,

b
y = A, oc:An:I:Bn:{ e+l
ba. .

Introduisons ensuite, dans (9), les valeurs susdites, puis

by

bn+1.
«

savoir

soustrayons les deux équations ainsi obtenues, il résulte
3b,(24, — by) = 245 +1 = 8by 1 (24, — boya),

et nous aurons donc
(10) 24, = by -+ bpyq.

Remarquons encore (ue les quatre nombres A, et B,
ap et b, se déterminent tous a l'aide de la méme formule
récursive, savoir
11 wp = dap 4 — 0y o

et que les formules récursives de LAGRANGE

Ap = 24Ap 1+ 3Bn 4
an |

Bpn= 2By 3+ Ap 4
donnent

2B, — Ap = By 4
{12 bi
(12 bis) { 24, — 3B, = Ap 4
de sorte que nous aurons toujours, pour n >1,
3

(13) 2B, > 4, > Ba.

Quant a4 la base 3, le nombre premier 3 est du rang 3,
tandis que 7 est du rang 4, de sorte que les nombres Ay, o
et By, représentent l'ensemble des nombres A, et B, qui
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sont divisibles par 7. Mais, y a-t-il d’autres solutions de

Iéquation
(14) A4n+2 = 7p2
que 4, = 77 Probléme qui est d'un certain intérét, nous

le verrons dans ce qui suit.

ILtudions maintenant les nombres A, la proposition I
de l'article XXIV donnera immédiatement cette autre:

II. Aucun des nombres 4, ne peut étre un carré;
car I’équation indéterminée
(15) xt—3y2 =1
n’est pas résoluble en positifs entiers.

De plus, nous avons & démonlrer le théoréme:

ITI. Le nombre 4; = 2 représente la seule solu-
tion possible de I’équation

(16) ‘ An = 2p%
¢’est-a-dire que I’'équation indéterminée
(27) 1t —3yt =1

n’admet qu'une seule solution en positifs entiers,
savoir
x=yg =1

Remarquons tout d’abord que y est impair, de sorte
que 3y?+ 1 est un nombre de la forme 8¢+ 4, il est évi-
dent que x est aussi un nombre impair, de sorte que
2x% 11 est de la forme 8¢+ 3, tandis (que 2}562——1 est de
la forme 8¢ 1.

Cela posé, il résulte, en vertu de (17),

(18) 2a% 1 = 3n% 2x%-—1 = % = uv,
g

car 2x%+1 et 22— 1 sont premiers entre eux, et 'on

aura, en vertu de (18),
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(18 bis) 42 = 3udt % 2= 3uP—t
ce qui donnera
(19) 2x+tv = 3p% 2xFv = g% u= pq,

parce que 2x et v sont, en vertu de la derniére des équa-
tions (18), prvemiers enlre eux.
_ Introduisons ensuite, dans la seconde des formules
(18 bis), les valeurs
3p-z,7 qz

u=pg v=-—"—p

4

tirées de (19), il résulte
, 3pt—p?
9 __ .29 ,
2 = 3p%q ( 5 >

ou, ce qui est la méme chose,
8 = 12p2¢°— (Bp* — ¢ = 18p° —9pt—qh,
savoir
8 - 8(14 *g(pz__ q2)2:

“de sorte que nous aurons finalement
3, . 2
9t — 2(1(}92“—(12)) = 1,

équation qui n'admet que la seule sclution en nombres
cntiers p = q =1, ce qui donnera u = v = ¢ = y = 1.
On voit, que les deux premidres des formules (18) don-
nent, comme corollaire, la proposition:
IV. L’équation
(20) p == A?z)/»+1(2)
n’admet qu'une seule solution, savoir

(20 bis) n=1 r=0, a = 4,(2) = 1L

Quant aux nombres B,,, il est facile de démontrer des
théorémes analogues aux précédents, savoir:
V. Le nombre B, = 4 représente la seule solu-

tion possible de 'équation
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(21) By = p2§
c’est-ad-dire que 1’équation indéterminée
(21 bis) x2—48yt =1

n'admet qu'une seule solution en positifs entiers,

savoir

En effet, il résulte, en vertu de (21),
24,B, = p*

Or, A, n'étant jamais un carré, 24, aura nécessaire-
ment cette propriété, ce qui n’est possible que pour n =1,
savoir B, = 4.

‘Mais jignore, si l'equation

(22) B2n+1 = ng

supplémentaire a (21), admet d’autres solutions que B, = 1.
VI. Aucundes nombres B, ne peut étrele double
d’un carré, car I'équation indéterminée

(23) xr—12g% = 1

n‘est pas résoluble en positifs entiers.
Remarquons que les Bog,.,, sont tous impairs, il nous
! 2n+1

reste seulement & étudier I'équation
B2n - 2Aan - 2p2,

ce qui exige que 4, el B, soient tous deux des carrés, ce
qui est impossible.

Quant aux nombres B,, nous avons encore a démon-
trer ici un théoréme qui nous sera utile dans Varticle qui
suit, savoir:

VII. Le nombre B;=1 représente la seulesolu-

tion de I"équation
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(24) B2n+1 - 2[)2 — 1.
En effet, .soit, dans V'équation
x?—3y* = 1,

y un nombre impair, x est pair et se présente sous la
forme x = 6q 4 2, ce qui donnera, en verta de (24),

dq+12 = 2p*— 12+ 443
de sorte que nous aurons
4qi1:0¢2+482: 2})2'—1:0‘2—/825 q:“/87

oli o et # sont premiers entre eux et de parité différente.
Cela posé, la premiére et la derniére de ces équations
donnent
(e—287—38% = £1,
de sorte qu’il faut supprimer, dans I'expression x =6¢q & 2,

le signe inférieur, donc on aura

8=DB, a«a—28 = +4, «=2B,£A,
ce qui donnera ,
opt—1 = 3B> + A2-L44,B, — 245+ 4A,B,—1,
savoir
(25) P = A, (4, + 2B,),

car A,— 2B, est, en vertu des inégalités (13), un nombre
négatif.

Soit maintenant, dans (25), » un nombre pair, 4, est
de la forme 40+ 2, parce que le nombre 2 est du rang 2;
-c'est-a-dire que 2 est le plus grand commun diviseur de

A, et de A, --2B,, de sorte que nous aurons
A, = 2r% A,42B,= 25%, p = 2rs.

Or, la premiére de ces équations n’est, en vertu du

théoreéme III, possible que pour v = r =1, ce qui donnera
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4,4+ 2B, =4 = 28,
supposition qui n’est pas admissible.
Soit donc » un nombre pair, A, est impair, et les deux
facteurs qui figurent au second membre de (25) sont pre-
miers entre eux, de sorte que nous aurons

A, =1 A,+2B,=s% p=rs

ce qui n’est possible pour aucune valeur positive de », de
sorte qu’il ne nous reste que la solution triviale » = 0, savoir -
r=s=p=1.

XXVIII. Applications diverses.

Le dernier résultat que nous venons d’obtenir, dans
'article précédent, nous permet de démontrer la proposition
curieuse: .

I. L’équation indéterminée
(1) x®+1 = y?
n’admet qu'une seule solution en positifs entiers,
savoir
(2) x =2, yg=3.

En effet, remarquons tout d’abord que les deux nom-
bres « 4+ 1 et «®*—a -+ 1 sont ou premiers entre eux ou
ils ont le plus grand commun diviseur 3. Or x®2—x 4+ 1

n’étant jamais un carré, il résulte donc, en vertu de (1),
(3) x+1 = 3p% :czwoc—IfIZqu, y = 3pgq,

ol p et ¢ sont premiers entre eux, et la deuxieéme de ces
formules se présente sous la forme

@x—1)2+3 = 3(2¢)%

ce qui donnera, en vertu de la premidre des formules
susdites,

(4) (2q)2—-—3(2p2*1)2: 1.
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Cela posé, il résulte, en vertu du théoréme VII de l'ar-
ticle précédent, que l'équation (4) n’est possible que pour
p=q=1, ce qui donnera précisément la solution (2).

Quant au théoréme que nous venons de démontrer, re-
marquons, en passant, que CATALAN' a énoncé, sans dé-
monstration, le théoréme général:

Deux nombres entiers consécutifs, autres que
8 et 9 ne peuvent étre des puissances exactes. '

C’est-a-dire que 'équation indéterminée
(5) ™ =y +1

n'est résoluble en positifs entiers que pour x = 3, y = 2,
m=2, n=3, ce qui est précisément notre équation (1).

Lr Besgur?® a démontré I'impossibilité de I'équation (5)
pour n = 2, mais il dit que le théoréme général est diffi-
cile & démontrer. Plus tard, Gerono® a démontré 1'im-
possibilité de I'équation (5), dans le cas on y est un nom
bre premier.

Quant & notre théoréme I, je ne me rappelle pas I'avoir
vu complétement démontré, dans la littérature qui men-
tionne, plus ou moins Iégérement, I'équation (1), littérature
de laquelle nous citons, outre un auteur anonyme?, MM.
GeroNo®, MEYL® et MORET-BLANC'.

Ecrivons maintenant sous la forme
2= @G+ 1Hy—1)

Iéquation (1), puis remarquons que hypothése

1 Nouvelles Annales t. 1, p. 520; 1842,
% Ibid. t. 9, p. 178—181; 1850.

* Ibid. (2) t. 9, p. 469—471; 1870.

4 Ibid. (2) t. 9, p. 204—206; 1870.

® Ibid. (2) t. 9, p. 452; 1870.

8 {bid. (2) t 15, p. 545; 1876.

T Ibid. (2) t. 15, p. 44—46; 1876,
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y+r1=p, g-1=¢
est inadmissible, nous aurons nécessairement
y+£1=2p% yF1 =4¢% x = 2pq,

ce qui donnera
6) pP—2q¢° = £1.

Or, cette équation indéterminée étant équivalente 2
I'équation (1), elle n’admet que la seule solution en posi-
tifs entiers x = y =1, qui correspond au signe inférieur
au second membre.

Il est trés singulier, ce me semble, gquwaucun des au-
teurs susdits n’ait remarqué que la résolution de I'équa-
tion (6), communiquée par LEGENDRE', entraine celle de
I'équation (1).

Dans le probléme I de I'article XXII, nous avons déter-
miné les valeurs de n, pour lesquelles la somme des n
premiers nombres devient un carré. Or, la proposition I
nous permet de résoudre un probléme analogue concernant
la somme des n premiers nombres carrés, c’est-a-dire de
démontrer la proposition:

II. L’équation indéterminée

(7 12422 4324 L = g,

ou, ce qui est la méme chose,

(7 bis) x4+ 1DC2x+1) = 655

n’admet qu'une seule solution en positifs entiers,
savoir

(8) x=y=1.

A cet effet, remarquons que les deux nombres

x{x+1), 2c4+1

1 Théorie des Nombres, t. IJ, p. 13; 3¢ édition; Paris 1830.
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sont premiers entre eux, puis remarquons que le premier
de ces nombres ne peut pas étre une puissance, plus élevée
que la premiére, d'un positif entier, il est évident que
Véquation (7) conduira & ces deux systémes d’équations
indéterminées simultaneés
)] x(x+1)= 245 2x+1= 30", y=tu
(10) x@x+1) =68 22+1 =1, y=tu

Or, la premiére des équations (9) se présentant sous la

forme @z + 12 = @0+ 1,
savoir Iéquation (1), on aura x =t=u=g=1, ce qui
est précisément la solutlion (8).
Quant aux équations (10), on aura
@Qx+1)2=u’ = 243+ 1,
oun, ce qui est la méme chose,
11 (@ — 1D+ +1) = 24,
et il résulte done, conformément aux remarques faites rela-
tivement aux équations (1) et (3), des expressions de la forme
(11 bis) n?—1 = 8%(2p), u*+ut 1= 3°¢g%
Cela posé, je dis que lon aura nécessairement 8 = 1.
En effet, les équations (11 bis) donnent immédiatement
su* = 3%¢% —32%(2p)°,
ce gui exige 8 = 1, parce que u n’est pas divisible par 3.
Posons donc, dans (11 bis), 8 = 1, il résulte, en vertu
de (11), 3ap3q3 =3 t3’
c’est-a-dire que o est divisible par 3, de sorte que la pre-
migre des équations (11 bis) se présente sous la forme
u>—1 = (6p)°,

équation qui n’est pas résoluble en positifs entiers.
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Quant aux premiers membres des formules (7), il est

facile de démontrer cette autre proposition:

III. La somme des n premiers nombres carrés
ne peut jamais étre le double d’un carré.
Conformément aux remarques faites relativement a
I'équation (7 bis), I'équation indéterminée dont il s’agit ici,
savoir
(12) x(x+1)2x+1) = 125

Y

conduira & ces autres
x(@+1) =122 22+1 =u8 y = zu,

el les deux premiéres de ces équations donnent I'équation
d’ARCHIMEDE '

(13) u*—3(4z)? = 1,
qui n’est pas résoluble en posilifs entiers.
Remarquons, en passant, que cette autre équation

(14) T(x+ 1){(2x+ 1) = 18y*

a la méme propriété que (12), celle de ne pas étre résoluble
en positifs entiers, parce qu’elle entraine nécessairement
que, 2x + 1 soit un carré, de sorte que nous aurons une

équation de la forme

pr—2gP = 1.
€quation qui n’est pas résoluble en positifs entiers.

Cela posé, il est curienx, ce me semble, que U'équation

indéterminée

(15) 14—}—24+34—I—.;.—(—x4‘= 25%,

’ou‘,‘ ce. qui ést la méme chose,

(15 bis) xx +1)QRx+1)Ba?+3x—1) = 60y

soit résoluble en posilifs entiers.
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En effet, remarquons que les deux nombres
xx-+-1DC2x+1), 3x(x-+1)—1
sont premiers entre eux, & moins que
2x 41, 3x(x-+1)—1

n'ajent le plus grand commun diviseur 7, puis remarquons

qu'une équaﬁon de la forme
3x(x+1)—1 = ap?

n'est possible que pour a¢ = 3p— 1, Véquation (15 bis)
conduira a celles-ci

" { x (x —}—'1) = 1272, 2x +1 = 74°
(16) 3x(r-+1)—1 = 35p% y = Tpqr.

Or, les deux premicres de ces équations donnent
Q7 49 q*— 4812 = 1,
de sorte que le probléme qui nous occupe ici se rattache
Ay 3y = 744

savoir Véquation (14) de T'article précédent.

a 'équation

11 est évident que l'équation (17) a la solution g =r=1,
ce qui donnera x =3, p=17, y =49, et I'on aura donc

14425 430 = 2. 72,

mais y a-t-il d’autres solutions de V'équation (15)?

XXI1X. De la base a = 6.

Nous avons encore a étudier la base 6 = 2%+ 2; posons

A, = (D2n(2>7 . B, = q“2n(2)
1
an = §®2n+1(2): b, = q[2n+1(2)a

Vidensk. Selsk. Malh.-fysiske Medd. IV, 1. 11
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les valeurs
x = Ay y = B,

u=a, v =b,

représentent l'ensemble des positifs entiers qui satisfont
aux équations
1) x2—6y? =1

2 3% = 207 4 1.

De plus, il est évident que les A, et les B, sont les
numérateurs respectivement les dénominateurs des réduites
aux indices impairs, en commencant par l'ihdice 0, de la

fraction continue

V6 = [2, @, 9],
5 49 485 4801

2° 207 198" 1960° "’

savoir

tandis que les q, et les b, sont la moitié des numérateurs,

respectivemeut les dénominateurs des autres réduites, savoir

1 11 109 1079

1’ 97 897 8817 7
Introduisons, dans l'article XIV, « = 2, nous aurons
une suite de relations concernant les nombres que nous
venons d’introduire ici, formules parmi lesquelles nous nous

bornerons a citer celles-ci

(3) Agp = 12B;+ 1, Agyq = 4abyy +1
(4) Bon = 24, By, Boni1 = 205510044
(5) 4By, = bayi—ba, 2boggyy = Baya— B

(B) 9B+ 1= bybypy, ba—1= 2B,B, 4

(7 b2ni1 = b3j1 + 2Br21'
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De plus, les quatre nombres A, et B, a, et b, se déter-

minent par la méme formule récursive, savoir
(8) ap = 10a, 4 T Cpp-

Remarquons encore que la base 6 est de la forme 2-3,
il résulte, en vertu du théoréme I de Varticle XXVI,

I. Le nombre 4, = 49 représente la seule solu-
tion possible de 1’équation

(9) A, = p%

c¢'est-a-dire que I’équation indéterminée

(10) xt—6y? =1

n'admet qu'une seule solution en positifs entiers,
savoir

(11) x =17, yg= 20

Remarquons, en passant, que l'équation (14) de l'ar-
ticle XX donnera la proposition curieuse:
[I. L’équation indéterminée

(12) et —(x—1y?=1

admet, abstraction faite du cas trivial x =1, pré-
cisément la méme solution en positifs entiers que
I’équation (10).
De plus, le théoréme II de Particle XXV donnera:
III. Une équation de la forme
(13) Appi1 = 2p°£1
est impossible.
Appliquons ensuite la derniére des formules (3), il ré-
sulte de méme:

I1V. Une équation de la forme
(14:) 3211(2) = ap

est impossible quels que soient les indices v et n.
11*
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Quant aux nombres By, il est évident que By, 4, étant
de la forme 49 - 2, ne peut jamais étre un carré, de sorte
quwil résulte, en vertu du théoréme Il de I'article XXVI:

V. Le nombre B, ne peut jamais étre un carré,

donc l'équation indéterminée
(15) ‘:c2—6y4= 1

n'est pas résoluble en positifs entiers.
De plus, le théoréme III de l'article XXVI donnera:
VI. Le nombre By, ne peut jamais étre le double

d’un carré, donc I’équation indéterminée
(16) x> —96pt = 1

n'est pas résoluble en positifs entiers.

La valeur Ay, = 49 montre que les Ay, o et les By,
sont tous divisibles par 49, tandis qu'ancun autre des
nombres 4, et B, n'est divisible par 7.

Quant aux nombres Ay, .5, on aura:

VII. Le nombre A4, = 49 représente la seule so-

lution possible de 1’équation
(17) . A4H—|—2 = 491)2,
tandis qu’une équation de la forme

(17 bis) Agnys = 1p°
est impossible.

Remarquons que le second membre de (17) est un carré,
il ne nous reste, en vertu du théoréme I, que I'équation

(17 bis), ou, ce qui est la méme chose,
(18) 49pt—24y® = 1,

Or, 7p?-+1 n’élant jamais divisible par 3, et 7p*—1
étant de la forme 40+ 2, on aura, en vertu de (18),
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1pt+1 = 4u?, TpP—1 = 68, y = tu,
savoir
1 = 2a®> — 38,
ce qui est impossible, parce que le second membre est
de la forme 3¢ 2.

Il nous reste encore a démontrer que 1'équation

(19) , Boni1(8) = 2p°
se rattache a celle-ci '
(20) . By, 12(3) = k2.

En effet, introduisons, dans équation (1), y = 2p? il
résulte ces deux systémes d’équations indéterminées simul-
tanées -

(21) 1 = 12r% xF1 = 2s,, p=rs
(21 bis) x+1 = 6rf xF1 = 4s% p = rs
Or, le systtme (21) n’est pas admissible, parce qu’il

donne Bt = 1
équation qui n’admet aucune solution en positifs entiers.
Quant aux équations (21 bis), elle donnent
3rt— 25t = L1,

et il faut donc supprimer la valeur — 1 au second membre;
cest-a-dire quil existe, I'équation (19) supposée possible,
un indice ¥ tel que

(22) a?/—l—] (3) - 52: bv+1 (3) - 1’2:

ce qui conduira précisément A une équation de la forme

(20), oti k = rs = p, de sorte que nous aurons
(23) B2n+1(6) == 2By,.4 (3). )
Cela posé, il est bien curieux que I'équation plus générale

(24) B, = pq?,
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ot p est un nombre prémier impair, conduise aussi A
I'équation (20).

Remarquons tout d’abord que, B, étant un nombre pair,
g est pair aussi, et il s'agit donc de I'éguation indéterminée

(25) (x -+ 1) (@—1) = 96p°¢*

ce qui donnera ces quatre systémes d’équations indétermi-

nées simultanées

(a) x+1 = 2p%r®, xF1 = 48s", ¢ =rs
(b) x+1 = 6p*rt xF1 = 16s*, g = rs
(c) x+1 =2r% xF1 = 48p%st, g = rs
(d) x+1 = 6r4 xF1 = 16p%s%, g = rs.

Or, le systéme (a) donnera, aprés la suppression de la
valeur inadmissible — 1,

1 = p?rt— 24,

ce qui est précisément une équation de la forme (1), et
'on aura donc
(26) A, = prt, B, = 2s°,

2
ou » doit nécessairement étre un nombre impair, ce qui
est une conséquence directe du théoréme VI; c’est-a-dire
que la derniére des équations (26) est précisément de la
forme (19).

Quant au systéme (b), il résulte
1 = 3(prH)2—2(2s%2,
ce qui est impossible, parce que les «,(3) sont tous impairs.
On voit que le systéme {¢) donnera
r’*—(ib(stz)2 =1,
savoir, en vertu du théoréme VII, r =7, p32 =10, ce qui

est impossible, tandis que I'on aura, en vertu du systéeme

(d), I'équation impossible
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1= 3r*—2(2ps**

Cela posé, il nous reste seulement le systeme (a), savoir
les équations (26), ot » est impair; de plus, il résulte, en
vertu de (24) et (26),

B, = 4pr*s® = B,
ce qui donnera la proposition curieuse:
VIII. Une équation de la forme (24) est impos-

sible, & moins que n ne soit de la forme 4» 2 et
qu’il n'existe un indice ¢ tel que

27 By, 11(6) = 2By,,1(3),
ou 329“(3) est un carré,
On voit gque la valeur
B,(6) = 5-22
provient de (26), pour p = 5, r = s = 1, ce qui donnera

B,(6) = 2B,(3) = 2.

XXX. Probléme de Lucas.

Epouarp Lucas, dans un livre publié en 1873%, a
énoncé, sans démonstration, le théoréme intéressant:

I. équation indéterminée

(1) 12422324 .. fa? = P
ou, ce qui est la méme chose,
(1 bis) x(x+1) 2x+1) = 62

a seulement deux solutions en positifs entiers,
savoir
! Recherches sur U'Analyse indéterminée et ’Arithmétique de Dio-

phante; Moulins 1873. Citation de Lucas, dans les Nouvelles Annales (2)
t. 18, p. 74—77; 1879.
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(2) x=yg=1, =24, y="70.

Apres I'essai maladroit qu'a fait Morer Branc! de dé-
montrer le théoréme susdit, Lucas® a cherché lui-méme

a établir une démeonstration, en étudiant les neuf systémes

possibles de la forme

= x+1=au’ 2x+1 = v

0y Uy g = 6, fuy = 1,

provenus de l'équation (1 bis).

Or, sa résolution du systéme
xr =68 xt+1=u 2x-+1 =1

est incompleéte, comme nous I'avons déja remarqué dans
larticle XXIV, ot nous avons aussi démontré que cette
insuffisance est sans influence sur le résultat final. Mais
c’est une chose trés grave que Lucas se contente d’une
remarque futile concernant le systéme

(3) x=1 x-+1=2a 2x-1= 32

afin d’établir que ce systéme n’admet qu’une seule solution

en positifs entiers, savoir
(3 bis) x=t=u=v =1,

En effet, la résolution du systdme (3) représente toute
la difficulté du probléme proposée.

GeroNO® a essayé de combler cette lacune du déve-
loppement de Lucas, mais sa démonstration est fondée sur
»le remarquable théoréme« .démontré par M. E. pr Jon-
QUIERES, et par conséquent elle est sans valeur.

1 Nouvelles Annales (2) t. 15, p. 46—48; 1876.

¥ Ibid. (2) t. 16, p. 429—432; 1877.
* Ibid. (2) t. 17, p. 381—382; 1878.
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Plus tard, le P. Tu. Pepin! S. J. a étudié 1'équation
indéterminée (1), »deren Lésung ebenfalls vervollstindigt
wird«?, mais jignore et les résultats et la méthode de ce
géométre distingué. (

Quant au probléeme de Lucas, savoir les équations (1),
il résulte, conformément aux remarques faites concernant
Péquation (7) de I'article XXVIII, ces deux systémes d’équa-

tions indéterminées simultanées

(a) xfx+1) = 65% 2x41=1u?, y=t
(b) x(+1) = 2# 2x+1= 3u% y=

Quant au systéme (a), on aura

savoir u = 7, ¢+ = 10, ce qui donmnera x = 24, y = 70,
savoir la seconde des solutions (2).

Etudions ensuite le systéme (b), il résulte
(4) Qut—812 =1

ce gui donnera la proposition curieuse:

II. Le postulat de Lucas exige que I'équation
) | Agin(2) = 3p°
n’ait que la seule solution
" (5 bis) Ay (2) = 3,

ce (qui est certainement le cas, pourvu que le
postulat de M. E. pE JONQUIERES soit vrai.

1 Atti della Accademia Pontificia dei Nuovi Lincej, t. 35, p. 281
302; 1879.

2 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik, t. (11), 1879,
p- 135. Le Jahrbuch, t. 10 (1878), p. 145 indique faussement que Lucas
ait démontré le résuitat (3 bis).
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En effet, supposons que I'équation (4) n’ait que la seule
solution u = { = 1, nous aurons x = g = 1, savoir la
premiére des solutions (2).

Remarquons, en passant, que la démonstration exacte
du postulat de Lucas n’entraine pas le postulat de M. E.
DE JONQUIERES, comme le monire clairement 1la démon-
stration du théoréeme IV de Particle XIX.

Or, il est trés curieux, ce me semble, que les résultats
indiqués, supposés vrais, permettent de résoudre compléte-

ment cette autre équation indéterminde
(6) 14254344 . 4t = Y
ou, ce qui est la méme chose,
(6 bis) x(x+1)2x+1)Bx2+3x—1) = 3042

En effet, I'équation’ (6 bis) donne, en vertu des remar-
ques faites relativement 4 I'équation (15 bis) de l'article
XXVIII, ces trois systemes d’équations indéterminées
(@) x(x+1)Qax+1)=62% 322 +3x—1=5u2 y=zuw
(b) x(x-+1)=6, 2x+1= Tu? 32%}3x—1=350%, y=Tzuw
(©) x(x+1)=2¢ 20+1=21u% 322+3x—1=3501% y="7zuv.

Quant aux équations (a), on aura x=z=n=y =1,
tandis que les valeurs x = 24, y = 70 sont inadmissibles,
parce que 3x(x +1) est multiple de 5.

Etudions maintenant le systéme (b), les deux premiéres
équations donnent

Qa+12—242 =1, 2241 = Tu?,

et il résulte du théoréme VII de l'article précédent que ces
équations ne sont pas résolubles en positifs entiers.
Enfin, les équations (¢) donnent

Cr+172—2@N =1, 2x+1 = 2112,
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ce qui est impossible, parce que A,,(2) ne peut pas étre
multiple de 7.

Cela posé, nous venons de démontrer la proposition
curieuse:

ITI. Supposons vrai le postulatde Lucas, I’équa-
tion indéterminée (6) n’admet que la solution
triviale ® =y = 1.
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CHAPITRE VIII

Des bases de premiére espéce.
XXXI. La base a et les nombres w, ; et p, 4.

Soit @ une base quelconque de premiére espéce, 'équation
2 2
(1) Adnp1 +1 = aBang

montre clairement que a et By,,; sont tous deux une

somme de deux carrés, savoir
@ a=p*+gq*
(3) Bonyy = x* +

Or, le premier membre de (1) étant ou impair ou de
la forme 4o 2, il est évident que By, est toujours im-
pair, tandis que a est ou impair ou de la forme 404 2;
c’est-a-dire que, dans (2), au moins un des nombres p et
g est impair.

Appliquons ensuite Ia formule générale (10) de I'article
XV, il résulte, en vertu de (1), (2), (3),
(4) Adpyr+1=[p@®—p)L2gry]” + [¢x?—y?) F 2pry]”,

donc il est possible de choisir, dans (2), les nombres p et
¢, de sorte qu’il soit possible de déterminer x et gy tels
quun des deux carrés qui figurent au second membre de
(4) ait la valeur 1.

A cet-égard, nous avons 2 revenir aux nombres o, et
pr. définis dans les articles III et VI par les formules
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—az = (—1)""o,
UrlYrp1— AZpZpp1 — (‘1)r+1pr»

il résulte, en combinant la derniére de ces
celle-ci

- __ r+1
UrZppy — 2 lUre1 = (_1) B

puis cherchant y, el z,

) { Wpi1Yr = AZrp1— Priria
5
Wrp1Zr = Y1 T Prieyt
tandis que nous aurons de méme
Oplpi1 — A2 + PrY:
(6) .
WrZri1 = Prir + e,

173

formules et

formules qui sont déjé\ indiquées dans larticle VI.

Appliquons ensuite la formule (12) de Particle susdit,

savoir

ey 2
Op Wpp1 — @ Prs

il est facile de démontrer le théoréme :

I. Soit @ une base de premiére espéce ayant le

nombre caractéristique 2p +1, on aura toujours

- 2 2
(7) a = oy 1 Pu—i-
En effet, la formule fondamentale

Wy = Oy 15 0<r<2u—1,
donnera

(8) w,u, = my—la

et la formule (7) est évidente.

Cela posé, remarquons que les formules (11) de Uarticle

111 donnent,
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2 2
(9) Bl = Z/,L +2,1,4—1’
je dis que nous aurons, conformément a la formule (4),
pour n = 0,
2 2
(10) Wy (Z,u,—z,u—~1>_2plu—l Zu—1 Fy = (— 1
2 2

(11) A = Pu—1 (Z"LL*ZIM-—1> + 2“)[4/,-——1 Zu—1 By

Démontrons tout d’abord la formule (10), qui entraine
nécessairement (11); nous aurons

2
Oy—1 2y = Zy (P‘u——l Z—1 + yy—l)
2 _ 2 _
Ou—1Zu—1 = Oy Zy 1 = Zy (y u ™ Pu— Z‘u)s

ce qui donnera immeédiatement la formule (10), donc nous
aurons la proposition:
Il. Le nombre w, , est toujours impair.

Quant a la formule (11), on aura

20u—12u—12 = 20,2 12, = 22, (Y, — Pu1 Zu);
ce qui donnera, en vertu de (9)
(12) Ay = 29,2, —pu—a B,

de sorte que la formule (11) de I'article III

(13) - A]. = y(u z[u. + ylu—l Z‘uf——l
donnera
(14) p[u—l Bl = y/u,zlu—yy,——l Z[u—1~

Cela posé, on aura immeédiatement, en vertu de (13) et (14),

2 2 2
Al Pu— B1 = 4y, Zulu—1 Zu—>
et I'équation

A — (Pt + 0 1) Bf = —1

donnera done la relation curieuse
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(15) on 1 BY = 45,2, 00174t L,

de sorte que le nombre qui figure au second membre est
toujours un carré.

Revenons maintenant & la formule (4), puis supposons
que p soit impair, ce qui est permis, nous savons que
I"équation
(16) pla®—y*) £2qay = £1
est, pour p = w, 4, résoluble en positifs entiers, ce qui est
une conséquence immédiate de I'équation (10); mais y a-
t-il d’autres réprésentations de la forme (2), pour lesquelles
Péquation (16) soit résoluble en positifs entiers?

~ Je wai pas réussi 4 donner une réponse définitive i
cette question, mais supposons résoluble en positifs entiers

I"éguation (16), nous aurons
1 - .
x = (Fqy+Vay+p)
p
1 ——
y = I—)(iq:vil/aﬁ?p);
c’est-a-dire que les équations indéterminées

(17) u?—av* = p

(18) u; —avi = —p

sont toutes deux résolubles en positifs entiers, et il est pos-
sible de déterminer de telles solutions que

(19) B, = v?+ 0}
20y aB, = u®+ 3.

De plus, on aura, dans ce cas
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ce qui donnera, en vertu de (2), (19), (20),
(21) qu. = &£ (uv £ uy vy).

Quant aux équations (17) et (18), il est facile de dé-
montrer la proposition:

IIl. Supposons qu’'une des équations (17) et
(18) ait une seule solution en positifs entiers, les

équations ont toutes deux une infinité de telles
solutions.

En effef, multiplions une des équations susdites, par
exemple la premiére, par celle-ci
An—aBy = (=1
ol n est un positif entier quelconque, il résulte
(udn+avBp) —a@A, £uB,)? = (—1)p.

Soit particuliérement ¢ un nombre premier de la forme
4y 41, il n’existe d’autres représentations que (7), donc
il faut admetire, dans (17) et (18)

(22) P = ©u_1,

et Ton aura par conséquent

) I _ u = ygn[u.}./‘;_—], 0 = ZZn(u,+‘u—-1
(23) \

= y2n/4+(,u vy = Z2n‘u+‘u-

XXXII.- Des nombres By,
Soit a une base de premidre espéce, el soit r un indice
impair, B, et By,.,., sont tous deux la somme de deux
carrés, done il existe une représenlalion de la forme

(1) Ban-{-r = B, (0‘2 -+ /82):

et il est trés facile de délerminer un systéme des valeurs
de o« et 8.
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En effet, on aura, en vertu de la formule logarithmique
générale, savoir la formule (19) de Varticle VII,

2a By Bopryr = Aspryar -+ Asne,
de sorte que la formule
(@) Ap = 2a By + (— D™
donnera immeédiatement |
By Boarsr = Barer + Ba,
et il résulte donc \

’ BHI' r Bnl‘ z
&) Baursr = Br( (—I; ) + ( = ) )

Cela posé, remarquons que le nombre

) b= aB® = A4 1

est toujours une base de premitre espéce, il est évident
que la formule (1) se rattache a I'équation de FermaT

x2~(A3+1)y2 = 41,
dont les solutions deviennent
(5) x = gn(4;), g = y,(4y),
et nous aurons donec, en vertu de (4),

®) Fn(A) = Au, Un(d) = 5 B,

r

de sorte que la formule (3) n’est autre chose que celle-ci

(7) B2ru‘+r = Br (wi—l—l (Ar) + 11”?1 (Ar))

Or, cette derniére formule montre clairement que 'hypo-
thése spéciale

Vidensk. Selsk. Math. -fysiske Medd. 1V, 1, 12
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(8) a=a*+1, aB2=B+1
conduira a des résultats intéressants.
En effet, soit r = 2+ 1, on aura
2
) W (@) = ¢, () + ¢y (),

de sorte que la formule (7) se présente sous la forme

oy | B @ = (002 @) Vs B) £ (0 0 ®)* +
I (000 Yir B F 00 (B W2 @)

Cela posé, je dis que nous aurons

(11) 1zb,u+1 (er) Ynia (B)—(—1* 'PM () Y (8) = wnr+/,l,+1 (ec)
wlu, (05) wn+1 (18) + (_ 1)[M 1.//1u+1 (0‘) Wy (/8) = wnr+/.l‘(0‘)s
de sorte que la formule (10) donnera a la fois l'identité

obtenue de (9), en y remplacant r par 2nr-+r, et cette

autre formule

(] ‘)) 1~AU2nr+r(a) = (%4,4,1 (0‘) 'lpn+1 (ﬂ) + (—1)'u' w‘u (0‘) Yn (18))2 +
) A (10 () Ynor (B)—(— D) @, 1 (@) 1 (B))™.
Quant a (11), il suffit évidemment de démontrer une
seule de ces deux formules, par exemple la premiére. A cet
effet, il s’agit, en vertu de (8), de démontrer I'identité
) { 2 (e 1) W01 1(0) Y () (=12 (@24 10, (@t () =
- 2(0‘2 + 1) Yy (e) wnr+,ur+1 (). ‘

Or, la formule logarithmique générale, savoir la formule
(19) de l'article VII, donnera

2(0‘2 + 1) ,(/-}[u—#il l,[)m'—i-r (DC) = g‘nr—l—r—i-lx,b-}—l (“) —}_ (_—' ]){u g)nrﬁ—‘u (“)
(_ 1)'“ 2(“2 J\‘ 1) w‘ll (C\C) l//nr ((A) == (_ I)H (f)nr—}-lu, (05) - _(Pnr——-lu ((,\5)
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de sorte que le premier membre de la formule (13) aura
la valeur
Prr+r+ u+1 (“) -+ Prr—u (C‘) = 2(0‘2 -+ 1) (1 (04) 'l,bnr+‘u+1 (0‘)!

ce qui dounnera précisément (13) et par conséquent aussi
la premiere des formules (11).
Soit par exemple

« = 1, r = 3, Bg = 55
on aura )
9B = 50 = 7241, 8 =1,

ce qui donnera

Aoy = (D, By, =2 (D),
et I'on aura done, en vertu de (7),
(14) Bonrs = 5 (Wha (1) + 45 (D),
tandis qu’il résulte, en vertu de (12),

(15) Bgnss = (2%ns1 (D — (D) + (i1 (D) + 290 (D)*

XXXIII. Des nombres Ay, o

Soit, comme dans les deux articles précédents, a une
base de premilre espéce, on aura quel que soit m,
(1) Agmez = 2A5m41 + 1.

De plus, Agp,yp, étant toujours divisible par A, on
aura, pourvu que r soit un indice impair,
(2) Agnryor = Ap (2® 4 297,
d’ot, en vertu de (1),
(3) Agnesor = @27 AP+ 2(w4, F )

Cela posé, il résulte de (1) qu’il est toujours possible

de déterminer les nombres entiers x et y, de sorte que
19%
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(4) m-}—(wl)EQyA,:il
(5) _ xA,—(— 1) y = % Aogry,

Quant & I'équation (4), on aura la solution générale

f = 1-+2m4,

(6)
\ Ty = (—Dim,
olt m est un entier quelconque, ce (qui donnera, en vertu
de (5),
(7 +hopr =1 +2mA) 4, + m.

Or, Adope., €étant divisible par 4, m aura évidemment
Ia méme propriété; soit done

m = wi,,
il résulte, en vertu de (7)

(8) £ Appir = (214 2047} 4, + pA,.

Remarquons ensuite que la formule (3) donnera, en
vertu de (4) et (5), cette autre expression

Agnrgar = (@ — (— 1) 29 4) +2@A, + (— D p)?,
il résulte, en vertu de (6),
O Agprar = (£ 14+ 404" +247 (21— p + 2p40),
ce qui donnera la formule curieuse
(10) Agnpyzr = 1+ 20 D?AZ + 8p (o 1) A} + 8u24).
Soit particuliérement
a=2 r=1 A, =3, A, = 1,
on aura, en vertu de (8), une expression de la forme

(1 1) f42n+1 - 3Qn + (“ 1)6“:
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tandis que la formule {10) donnera
(12) Agngpn = (4911 + (— 1)&1)2 ) (Qn + (__ 1)5,1‘)2.

Quant & V'exposant &, (ue nous venons d’introduire, la

formule logarithmique (19) de l'article VII donnera ici
Aonys T Agngr = GAongs,
d’of1, en vertu de (11),
3én+2 + 3op -+ (— 1)fn+2 + (— 1) = 6493,
savoir
tnyo T &8 = L,
de sorte gue nous aurons généralement

(12 bis) &4 = €au41 = 0, &apra == éqp48 = L.

Quant a la formule (2), remarquons que Byp, est divi-
sible par By, savoir par 244, tandis que les Byyrpar DE
possédent pas cette propriété, puis appliquons 'égalité '

242 = 482, +2,
'équation de FERMAT
(13) 22— 24502 = 1
a évidemment les solutions générales

x = Wy, (2By,), y = Wan (2Ba),
et l'on éura donc
(14) Aggr = Don 2By, Bune = Age Won (2 Ba)-
De \plus, I'équation (13) donnera
@§n+1 (2 Byp) — QAL Wapy1 (2By) = —2,

d’ol1, en posant
CD2n+1 (2 BQ!‘) = 2 i2n+1 H
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cette aulre équation de FErMaT
o 2
(142,. qj2"+1 (2 Bzr))z - 2 t2n+1 = 1,

ce qui donnera

1

(15) Atl—nr—f—2r = A2r Ejf2n+1 (2 BZI‘)’ B4111-+2r = 5 (DZn-;-l (2 ]))21')’

donc la formule (2) se présente aussi sous cetle autre forme

(16)  Agarrar = Aor (Wanss (2Bar) +2 @3, (2By) ).
Soit par exemple

a=2, r=1, 4, =38, B, = 2,
on aura

(17) Asnts = 3 (Whona (@) +2w5, ().
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