
Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskab .

Mathematisk-fysiske Meddelelser. III, 16 .

SUR LA GÉNÉRALISATION

D U

PROBLÈME DE FERMAT

PAR

NIELS NIELSEN -

KØBENHAV N
HOVEDKOMMISSIONÆR : AN DR. FRED . HØST & SØN, KGL . HOF-BOGHANDE L

BIANCO LUNOS BOGTRYKKER I

1921





I . Remarques sur le problème de Fermat .

O
N sait que LAGRANGE a indiqué une méthode merveil-

leuse pour résoudre le problème proposé par FERMAT ,

problème qui n'est au fond autre chose que celui-ci :

Déterminer les positifs entiers u et v qui satisfont à

l'équation indéterminée

u $ av Ø = (- 1) ~

où a est un entier qui n'est pas égal à un carré, tandi s

que e est un entier quelconque, pair ou impair.

Or, la méthode ingénieuse de LAGRANGE, fondée sur la

fraction continue qui représente l/a, montre clairement qu e

les propriétés des nombres u et v, parfaitement déterminé s

à l'aide de a, se rattachent aux propriétés les plus cachée s

et les plus énigmatiques de ce nombre .

De plus, supposons, dans (1), que e soit un nombr e

pair, cette équation indéterminée a toujours une infinit é

de solutions, mais on n 'a pas encore réussi à déterminer

les nombres a, pour lesquels l'équation susdite est résolubl e

pour une valeur impaire de e.

Désignons maintenant par

(2)

	

u1, VI ; u 2 , U 2 ; 113 , I)3 i . . . , un, Un ;

l'ensemble des solutions de l'équation indéterminé e

supposée résoluble, nous aurons, en désignant par n

des positifs entiers quelconques ,

(1)

(1) ,

et r

1.
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ce qui donnera immédiatement les trois congruences, va-

lables pour une valeur quelconque de n ,

(5)

	

uni = un (mod a)

(6)

(7)

et, par une valeur paire de n ,

U2nr -
O (mod tir U r) ,

tandis que l'hypothèse n impair donnera

(9) u2nr+,.	 0 (mod ur) .

La nature des nombres un est du reste peu connue ,

tandis qu'il existe une infinité des nombres v,z qui sont

divisibles par un positif entier quelconque p, et ces valeur s

se présentent par intervalles réguliers dans l'ensemb-

le (2) .

En effet, il est évident que cette autre équation indé-

terminée, de la même forme que (1) ,

(10) u'̀ - p 2 av 2 = (- 1) s

admet, au moins pour s pair, une infinité de solution s

(11) U x ; uz, v a ;

	

v 3 ; . . . ;

	

; . . . .

Or, l'équation (10) se présentant aussi sous cette autr e

forme

(12) u 2	 a (pv) 2 = (- 1)~,

(3 )

(4)

UR, . n U . -1 vr (mod a) .

vtir ° O (mod Ur) ,

(8 )
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5

ce qui n'est autre chose que l'équation (1), il est éviden t

qu'une solution quelconque Lin,,
Uni de l'ensemble (11) es t

déterminée par les solutions u,,2 , v , de sorte que nous aurons

1
Zln = Ling

	

Un = - Un,,, ;
A

c'est-à-dire qu'il existe une infinité des nombres vn qui

sont divisibles par le positif entier quelconque p .

Inversement, supposons divisible par p le nombre vn, i l

est évident que
1

Lln,

	

Un

A

est une solution de (12) .

Cela posé, il est facile de démontrer le théorème général :

1 . Soit Ur le premier des nombres vn, qui est divi -

sible par le positif entier quelconque p, les vn, .

forment l'ensemble des nombres vn, qui sont divi -

sibles parp, et nous aurons, quel que soit l'indice n ,

(13)

(14)
1

Zin = LI nr, Un ° - U nr •
A

En effet, yr étant le plus petit des nombres an, qui soit

divisible par p, on aura évidemment

1
v', = LLr, U, =

	

vr ;
A

formons ensuite, en vertu des formules (3) et (4), les ex -

pressions de nt, et un, à l'aide de ni et v, nous trouvon s

précisément les formules (14) .

Dans ce qui suit nous désignons par le symbol e

t̀î = (a 0, a 1, a9, . . . , an)

la fraction continue finie
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k =åo -I-

al +
a 2 + .

Supposons ensuite infinie et périodique la fraction con-

tinue, de sorte que l'ensemble

ar+1, ar 2, . .

	

, ait

forme la première période, nous désignons par le symbol e

K = [ao, a1, • • , ar, (ar+1, ar+2, • • , an)]

la valeur de cette fraction continue infinie .

Ces définitions adoptées, on aura, en désignant par a

un positif entier quelconque,

(15)

	

Vat + 1 = [a, (2 a)] ;

c'est-à-dire que les solutions entières de l'équation indéterminé e

u~- (a2 + 1) Un = (- 1)n

sont déterminées par les formules récursives

u n = Zaun-1 + un-2

Un = 2a Un-1+Un- 2

et les valeurs initiales

u 1 - a,

	

U1
- 1

u 2 = 2a2 +1, U2 = 2a .

On aura de même

(17)

	

y4a 2 +4 = [2a, (à, 4a)] ;

c'est-à-dire que l'équation indéterminée

11'- (4a2 + 4)
Uri

= 1
a les solutions

(18)

(16)

_- 1ün = ü2n , Un

	

2U2n ,
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tandis que l'équation correspondante

u 2 - (4 a 2 + 4) v 2 = - 1

n'admet pas des solutions entières de u et v.
Soient maintenan t

	

Yi

	

tY7

	

1Jn

z o

	

z~

	

z 2

	

za

o

	

y i

	

y 2

	

Y n
-

	

,

	

,

	

.,

	

,	
No

	

z7

	

,

	

N,,

les réduites des deux fractions continues (15) et (17), on
aura

un = Yn-1, Vn = Zn- 1

nn

	

J2n-l' vn

	

N 2n-1 '

ce qui donnera par conséquan t

(19)

	

J2n-1 - Y2n-l' Z2n-1

	

~2n- 1

De plus, on trouvera par la conclusion de n à n + 1

n

	

2
Y2n' z2n

	

Z2n '

d'où provient la proposition curieuse :
II. Une réduite quelconque de la fraction con-

tinue [a, (2a)] est précisément la moitié de la réduit e
correspondante de [2a, (a, 4a)] .

Revenons maintenant à l'équation indéterminée (16), i l
est évident que les deux polynomes entier s

<
n

= 2

(21)

	

Tn (x)

	

(2 S)
xn 2s (x2 -}- 1) s

<
n- 1

- 2
n

	

9 -(x) -X (2s -i- 1)
n 2s-1 (x 2 I 1) s,

o

formés à l'aide des formules (3) et (4) en y substituan t

(20)

(22)
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ur = x, Ur = 1, a = x2 + 1 ,

satisfont, quel que soit l'indice n, à l'identité algébrique

(23)

	

(Yn(x))2-{x2,+ 1) (1%ln(x))2 = (- 1)n ,

parce que cette équation algébrique, du degré 2n au plus ,

est satisfaite par une valeur positive entière quelconque de x .

II . Généralisations du problème de Fermat.

La formule (23) de l'article précédent conduira natu-

rellement à chercher des généralisations convenables d u

problème de FERMAT .

A cet effet, soit tout d'abord

(1) 1' , T1, 9)2' 993 , -

	

9)n- 1

n quantités quelconques, par exemple des fonctions ration-

nelles de la variable complexe x, assujetties à satisfaire au x

conditions

(2) pr = Tn-r, 1r<n-1,
nous avons à étudier la fraction continue périodiqu e

(3) - K = [9), (9)1, (p2, P3, . . ., (pn-1, 2 Y')] ,

Soient maintenant

Y1 Y2

	

yn -1

	

LJ n. '

'1

	

.Z2

	

Zn-l 'n -1 ' Zn

les réduites de la fraction continue finie

k = (991, T2, 903, ., 9)n-1, 299) ,

les conditions (2) entraînent, comme dans la théorie

Nombres, l'égalit é

parce que nous aurons

ÿn-1

	

_ ÿn- 1_
(99n-1, ~n -2, .

"Y 9:) 2, (:P1 )

(4)

des

Zn -1 = Jn -2 ,

ÿn-2

	

Z n -1
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Cela posé, les deux dernières des réduites (4) deviennen t

yn-1 29 n-1.+ yn- 2
Jn-2 ' 2yyn-2+Zn-2 '

et la valeur de la fraction continue périodique

g = [(Tl , (P2, 3, • - ., yn-1, 2y)]

est une racine de l'équation quadratique

Posons

-	 yrt-1+Vy 2Jn-+(2rpyn-2+Zn-2)fin_1
2yI)n-2+Zn- 2

nous aurons par conséquent

K

	

+	 2yyn_2+zn- 2

y /n-1+Vy 20-1+(2yyn-2+zn-2) ÿn- 1

ce qui donnera, après une simple réduction ,

(5) K=
V~2	 vA+ 2 y~n 2+Zn2-

	

,
\

	

V

	

Jn - 1

où A est une fonction rationnelle de la variable complexe

x, pourvu que les y soient de telles fonctions .

Remarquons maintenant que la formule (3) se présente

sous cette autre forme auss i

vA = [y, (TI, y2, . . , yn-1, 2y, yl, . . ., ynk-19 2yA ,

où k est un positif entier quelconque, nous aurons évidem-

ment

(6) 1/ -A = (g), TI, 9)2,	 yn -1, y + VA) ,

où la fraction continue est finie .

Soient ensuite

(7)

	

JO

	

ZÎ1

	

J2

	

. . ,

	

~~

	

. .-
zp

	

z 1

	

z2

	

zr
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les réduites de la fraction continue (6), nous aurons pa r

conséquent

VA
_ (99 +VA)Ynk-1 +, gnk-2

( + )/A) Znk-1 + znk-2 '

d'où, en séparant les termes rationnels et irrationnels ,

9)gnk-l+gnk-2 = Aznk 1

znk-1+ Znk-2 = gnk-1 ,

ce qui donnera, après l'élimination de p,

rz
14k-1 Aznk -1 = (- 1 )nk ,

formule qui représente évidemment une généralisation trè s

étendue du problème de FERMAT .

Soit par exemple

K = [x, (1, 1, 1, . . ., 1, 2x)] ,

où la période contient n nombres 1, les réduites de la frac-

tion continue finie, formée par la période, deviennent

1 2 3 5

	

an

	

2anx+an- 1

1 ' 1 ' 2' 3 ' . . , an -l ' 2an-lx+an -2 '

où les nombres

ao , a 1 , a2, 03,	 an, •' .

	

.

forment la suite de FIBONACCI, savoir

ao = al = 1, a,t = an -l +an -2 .

Dans ce cas il résulte, en vertu de (5) ,

A = x2 +
2an-lx+an- 2

an

tandis que les réduites (7) deviennen t

x x+1 2x'+1 3x1-2

	

anx+an- 1
1 '

	

1

	

'

	

2

	

3

	

' .

	

a n

ce qui donnera, en vertu de (8) ,

(8)
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1 1

(an x + an 1)

	

/x$ +

	

J
Zan lx+an 2)

a
2

-- (- 1 ) n-i- 1-

	

n

	

,
an

identité qui est valable pour une valeur quelconque de n ;

c'est-à-dire que nous avons démontré la proposition, trè s

connue :

III. Soit n >2, les éléments de la suite de Fibo-

nacci satisfont à la conditio n

2

	

- 1a._ - a. -an2 = (- ) .

Soit maintenant n un nombre pair, il résulte, en vertu

de (9),

	

2
agn a2 n 2 = agn-1 + 1 ;

c'est-å-dire que agn est toujours un nombre de la form e

4m+1 ou 41n+2.

III . Sur un problème algébrique.

On voit que la généralisation la plus idéale du pro-

blème de FERMAT est évidemment représentée par le pro-

blème suivant :

Soit

(1) f(x) = aox2P +al x?P-1 + . . . . + a2p x+-a2p

un polynome entier d'un degré pair et non égal à un carré ,

savoir que les zéros de f(x) ne sont pas tous d'un ordre

de multiplicité pair, il s'agit de déterminer tous les poly -

nomes entier s

99
n(x) = aoxn +aI xn-1 + . . . . +an-ix+an

in(x) = ßo.xn-P +$1xn-P-1+ . . . . +/rn-p-1x+4n-p

qui satisfont A. l'identité

(2) (T. (x)) 2 -f(x) (1n(x)) 2 = (-

et dont les coefficients sont de la même nature que ceu x

du polynome donné f(x) .

(9)
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Or, il saute aux yeux que ce problème n'admet pa s

généralement, pour p> 1, des solutions de la nature susdite.

En effet, l'identité en question étant du degré 2n, elle

donne précisément 2n + 1 conditions entre les coefficients

a, a, fi, équations qui contiennent seulemen t

(n + 1) +(n-p + 1) = 2n-p+ 2<2n+ 1

inconnues, savoir les coefficients a et fi .

Or, il est très facile de démontrer le théorème fondamental :

IV. Supposons qu'il existe deux polynome s

entiers y 1 (.x) et y) 1 (x) qui satisfont à une identit é

algébrique de la forme (2), cette même identit é

admet une infinité d'autres solutions, savoi r

< 2

(3 )

	

sPni (x) =

	

(in)
(~1 (x )) ln-2s (V1(x)) 2 (f(x)) s

s= o

En effet, supposons tout d'abord que l'identité algébri-

que (2) ait deux solutions opl , 2f~1 et T2, y'2, savoir

= (- I)E '

9På-fia = (-1)' ,

dis que ces autres polynomes entier s

(5)

	

Y's ° Pl T2 +~1 y 2 f

- 1P2 + 1P1 P2 f

	

l
~

	

T 4 =

	

~
T
/12 -

f~
'
1
I '
~1 2

(6)
l

	

y 4 - T1 7'2 T2 y~ l

satisfont à l'identité

' (~ m 1
) (~1(x))'II

-2s
1(V1(x))2s +1(Î(x))`.

~s-F
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1 3

(7) (T (x)) 2

	

f(x) ( , (x)) 2 = (- 1)ee±Ez

Quant à la démonstration de ce postulat, on aura, e n

vertu de (5) et (6),

	

'/

	

' /
(Pl ± x

,
i~Vf)(P2 ± 2Vf) = Ps+

	

1
V f

(Ti ±

	

V
f) (T 2 + 72Vf) = T4 y~± 4 /Y f ,

ce qui montrera que l'identité (7) admet les deux système s

de solutions
T (x) = T 3 ,

'
t/J
(x)

y (x) = 9)4, `Y (x) = Y4 '

On voit du reste que le degré ou de y3 ou de 999 4 es t

précisément égal à la somme des degrés de Ti (x) et de 999 (x) :

Supposons maintenant que l'identité algébrique (2) soi t

satisfaite par les polynomes entiers yl (x) et ip l (x), pui s

désignons par m un positif entier quelconque, nous aurons,

en vertu de (3) et (4) ,

(Ti (x) ± Y' 1 (x) V f(x) ) m = T., ( x ) ± p (x ) Y f(x)

ce qui donnera généralement

(8) (ont(x))--f(x) (~nt(x)) 2 = (-
1)'n

pourvu que

(T1(x )) 2

	

f(x) (y~l (x)) 2 = (- 1)£ .

IV. Polynomes du second degré .

Étudions maintenant le cas exclu p = 1, et posons ,

pour simplifier les formules ,

(1)

	

f(x) - a 5x2 -1-bx+c,

où il faut supposer par conséquent

b 2	 4a2 c t 0,

nous avons tout d'abord à démontrer le théorème fonda-

mental :

(2)
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V. Soit n un positif entier quelconque, il exi-

ste toujours deux polynornes entiers 99n (x) et 2p (x)

du degré n, respectivement n-1, qui satisfont à

l'identité algébriqu e

(3) (,n (x)) 2 - f (x ) (pn (x)) 2 = (- 1)n e

où e est un entier quelconque, pair ou impair.

A cet effet, nous étudions tout d'abord le cas n = 1 ,

de sorte qu'il s'agit de déterminer les deux polynornes

P1(x) = a x + ß

~i (x) = Y

qui satisfont à l'identit é

(ax + ß) 2 - (a 2x2 + bx -{- c) y2 = (- 1)E ,

ce qui donnera immédiatemen t

a 2 = a 2 Y 2 2 2 a l3 = b Y 2, /3 2 - cy 2 = (- 1)E .

Posons

	

a = ay,

il résulte

	

2aß = by ,

ce qui donnera

	

4 a 2

	

2 - (b2 - 4a2c) ( 	 1) E

de sorte que nous aurons finalement

2 a 2

	

b
a =

Y

	

v(b2 -4a 2 c)(-1) E '

où le signe de y est arbitraire, et où il est de même permis

de changer les signes et de a et de ß .

Posons encore pour abrége r

(4) .S2 = ß/(b 2-4 a 2c) (-1)E,

,nous aurons par conséquent

U(b2-4a2c)(--1)E '
ß

	

~3(b2-4a2c)(-1)E
2a
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15

2az +b

	

~
a

(5)

	

9't (x) =

	

7/)I (x) _
~

ce qui donnera le système de solutions d'un degré quelconqu e

<2

n(6) 99n(x) = pn '

	

(2 s) (2 a
2x + b)n-2s (2 a)2s (a 2æ 2 + bx + c)s

s= o
n- 1

= 2

1

	

7j

	

12

	

2

	

n-2s- 1

	

2s-~1 2 z(7) ~rr(x)

	

nn

	

2s+ 1
(2a .x } b)

	

(2a)

	

(a x I

	

I c

s= 0

Quant aux solutions de l'identité algébrique (3), dont

nous venons de démontrer l 'existence, nous avons à dé-

montrer cet autre théorème fondamental :

VI. Les polynornes entiers de x, déterminés pa r

les formules (6) et (7), représentent tous les systè-

mes des polynornes entiers qui satisfont à l'iden -

tité algébrique (3) .

En effet, soit

Øn(x) = box' +bl xn-1 + . . . +bn- 1 x+bn
i~ln (x) = c0 xn-1 .+. Cl xn-2 + . . . +Cn-2x+Cri- 1

deux polynomes entiers qui satisfont à l'identité (3), on

aura, en cherchant, dans cette identité, les coefficients de s

puissances x2n , respectivement x2n-1 ,

bô = a 2 cg

2bob 1 = 2a2 coc l +bcô ,
ce qui donnera

(8)
bo = aco

2ab1 = 2a2 c 1 +bc0 .

Or, les deux polynomes entier s

(9) J

	

Ø(x) = (n(•x)ç1(x) f(x) tI1n(x)y-1(x)

w(x) = il;,, (x) cf (x)

	

(x) (x)

~~ '

s .
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sont des solutions d 'une identité de la forme (3), 'et on voit, e n

vertu de (8), que le degré de iF(x) ne peut jamais dépasse r

n 2, c'est-à-dire que Ø(x) est du degré n - 1 au plus .

De plus, je dis que les polynomes a.) (x) et tif (x), défini s

par les formules (9) sont précisément des degrés n -- 1

respectivement n 2, parce que nous aurons, en vertu de (9) ,

± Ø,t (x) = 99i (x) Ø (x) +'Pi (x) tif(x) f (x)

W,t(x) = ipi (x) (x) + Ti (x) w(x )

'Cela posé, soit tout d'abord n = 2, on aura par conséquen t

(Mx) _ Soi (x), ZF (x) =

	

(x) ,
ce qui donnera

02(X ) = 92 (x), W2 (x) = Y' 2 (x) ,

et la conclusion de n à n + 1 est évidente .

On voit que le théorème VI se présente aussi sous cette

autre forme, fondamentale dans ce qui suit :

VII . Soient a, b, c des nombres complexes, assu-

jettis à satisfaire aux deux, condition s

a0, b 2 $4a2 c ,

mais étant du reste arbitraires, il existe deu x

et seulement deux polynomes 99n(x) et 7», i (x) du degr é

n, respectivement n-1, qui satisfont à l'identit é

algébriqu e

(T,t(x))2 -- (ax 2 + bx + c) (2ttn(x)) 2 = (- 1)" E

Quant à la racine carrée du polynome f(x) qui figure

dans l'identité algébrique générale (3), on trouvera immé -

diatement la fraction continue périodique.

b
/2ax + a

	

b .
ax + 9 a ,

	

1iQ , 2 ax -I-
a\c -

	

/4a 2

(10) va 2 x-I- bx +
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1 7

dont les deux premières réduites deviennent

2

2l/ax-~
b
	 //

a 1

2	 + 1
ax I 2a

	

c- 4a 2

2 ax + b
a

b 2
c -

4
a 2

c'est-à-dire que la fraction continue (10) conduira seulemen t

aux solutions tf&2 11 (x), z/i21t (x) de l'identité algébrique (3) ,

tandis qu'il est impossible d'obtenir, par ce point de vue ,

les solutions 1T2n-1(x), 2P2n-1(x) .

Dans l'article VI nous avons . à étudier plus amplemen t

les propriétés de la fraction continue (10) .

V. Solutions aux coefficients entiers .

Supposons maintenant entiers les coefficients a, b, c
qui figurent dans le polynom e

(1 )

	

f(x) = a2 x2 -}- bx -}- c ,

les solutions aux coefficients entiers, Øn (x) et ?7Jn (x), de

l'identité algébrique

1

( ( x)) 2 -f(x) (P11(x)) 2 = ( 	 1 )n(2)

présentent un intérêt particulier .

Or, de telles solutions aux coefficients entiers étant à

chercher parmi les solutions. générales, <formées à l'aide des

formules (6) et (7) de l'article précédent, il est très facil e

de démontrer le théorème général :

VIII. Supposons que l'identité algébrique sus -

dite admette des solutions aux coefficients entiers ,

puis supposons que cpp(x) et lll,(x) soient les pr e
Vidensle . Selsk . Math .-fysiske Medd . 111, 16.
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mières des solutions générales qui aient des coef-

ficients entiers, la suite

(3) Yp (x) , 2pp (x) ; ~f 2 p ( x ), 2p 2 p (x) ; . . . ; onp (x) , Tpn p (x) ;

représente toutes les solutions aux coefficient s

entiers .

En effet, supposons entiers les coefficients de pp (x) et

de Ipi, (x), les formule s

< 2

(4)

	

Tm, (x) -~ ,

	

S
(x))n-,-2 s

(`i!p (x))2s(f(x)) s

n- i

2

.11

	

2 s-1

	

~

	

]

(2-: 1) (Tp(x))

n--

	

(IN (x))-'S

	

(f (x )

c

' ,

tirées directement des formules générales (3) et (4) de l'ar-

ticle III, montrent clairement que tous , les polynomes de,

la suite (3) ont des coefficients entiers .

Inversement, supposons que les polynome s

9)np+r(x), 1Pnp+r(x), 1 <r <p - 1 ,

aient des coefficients entiers, les deux autres polynome s

Tr(x)

	

np+r(x) Tnp(x) `Pnp+r(x)'np (x) f(x )
+ (x) =

	

+ r(x)yinp(x) lpnp{r(x)

	

(x)

auront la même propriété ce -qui est impossible, parce

que r < p, et nous avons supposé que cpp (x) et tpp (x)

soient les premières des solutions générales, dont les coef-

ficients soient des nombres entiers .

Remarquons maintenant que lés expressions de cp n (x)

et de yin (x), indiquées par les formules (6) et (7) de l'article

précédent, contiennent le diviseur commun ~' n, où

(5)

	

2/Jnp (x)
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S-2 - V(- 1) r (b2 -4a'c),

puis supposons = 1, il résulte immédiatement :

1X. Supposons que l'identité algébrique

9)(x))2 -- f (x) \tP(x))2 =	 1

admette des solutions (p (x), 1b(x) aux coefficient s

entiers, la différence 4a2c	 b2 doit nécessairemen t

être un carré, condition nécessaire qui n'est pa s

généralement suffisante aussi .

Quant au problème qui nous occupe ici, il n'est pa s

généralement résoluble, savoir il n'existe pas généralemen t

des polynomes cp(x), ifi(x) aux coefficients entiers qui satis -

font à l'identité algébrique (2) .

Soit par exempl e

f(x)

	

4x 2 +4x+7,
on aura

4a 2c -b2 = 96,

	

S? =

ce qui donnera
2x+1 1

Pl (x) =

	

v6

	

,

	

?Ul (x) v6
4x2

9,2(x) =
	 + 4x+4

3
V2 (x) - 2 x + 1

3

Déterminons ensuite, en vertu des formules (4) et (5) ,

les p2n(x) et les 7p2n(x), les coefficients de x'", respective -

ment de x2n-1, deviennent tous deux

22n- 1

3 n
Or, nous avons à démontrer le théorème général :

X. Il existe une infinité de polynomes du secon d

degré f(x), pour lesquels l'identité algébrique (2)

admet, comme solutions, des polynomes entier s
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W11(x), ß",1 (x) étant d'un degré quelconque et ayant

des coefficients entiers. Ces polynornes sont o u

f(x) = y 2x2 +2,8x+c,

dont les coefficients entiers satisfont à la conditio n

N
/22 -cy2 = ± 1 ,

f(x)

	

2y2x2 +,8x+c,

où il faut déterminer les coefficients entiers d e

sorte que

	

fi e -4c y2 = + 1 .

En effet, supposons donnés les coefficients entiers a, b,

c, il s'agit de déterminer les trois nombres entiers a, ,8, y ,

tels que

	

(ax+N) 2 -(a2 x. 2 +bx+c)y2 = + 1 ,

ce qui donnera tout d'abord

(6)

	

N82 -cy2 = ± 1 .

Choisissons maintenant un système quelconque de solu-

tions entières de cette équation indéterminée, ce qui déter -

mine ,8 et y, nous avons encore à résoudre les deux autre s

équations
a = a y, 2 af= b y 2,

ce qui donnera
2a,8 = by.

Or, ,8 et y étant sans diviseur commun, on aura ùéces-

sairement

	

b =k,e,

où k est un nombre entier, ce qui donnera

ky

	

k y 2

a = 2 , a =

Soit maintenant y un nombre impair, k doit être pair ,

savoir k = 2k1 , et on aura par conséquen t

f(x) = k1 y2 x2 +2k1 ßx+c ;

ou



Sur la généralisation du problème de Fermat .

	

2 1

posons ensuite klx = x1 ,puis remplaçons x1 par x, nous auron s

f(x) = y 2x2 +2ßx +c,

où ß et y satisfont à l'équation indéterminée (6), ce qui donner a

(8) P1(x) = r2x + ß, p1(x) = y .

Soit, au contraire, y un nombre pair, savoir y = 2

il résulte
f(x) = 4y,k 2x2 +2kßx+c ;

posons ensuite 2kx = x 1 , puis introduisons x au lieu de

x1 et y au lieu de yl , nous aurons

(9) f(x) = y2x2 + ßx + c

(10) T1(x)

	

2y2 x+ß, p1(x) = 2l y ,

où il faut supposer par conséquent

(11) ß2	 4cy 2 = + 1 ,

parce que l'équation correspondante ß 2 - 4 y 2 = - 1 n'ad-

met pas des solutions entières .

VI. Remarques sur les méthodes diverses .

Revenons maintenant à l'identité algébrique

(1) (1P ( x )) 2 - f(x) (p (x)) 2 = ± 1 ,
où
(2) f(x) = a2x2 + bx + c,

puis supposons possible un développement en fraction con-

tinue périodique de la form e

(3) Vf(x) _ [9), (T I , 1P2, T3, '

	

Tn-1, 2w)ß ,

où les

	

sont des polynomes entiers de x, qui ont des co -

efficients entiers, et qui satisfont aux condition s

= rp,~ - r, 1 < r 12

	

1 .

Supposons ensuite que tous ces polynornes entiers (p, .

( 7 )

(4)
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soient des positifs entiers, pourvu que x soit égal à un

positif entier quelconque qui dépasse une certaine limite ,

la fraction continue (3) est parfaitement déterminée .

Or, il est très intéressant, ce me semble, que la méthode,

indiquée par les formules générales (6) et (7) de l'articl e

IV, peut conduire plus rapidement à la résolution de l'iden-

Lité (1) que la fraction continue (3), ce qui saute aux yeu x

dans l'étude des exemples convenables .

Exemple I :

f(x) = 4x2 +4x-3

	

(2x+1)2 -4 ;

on trouvera la fraction continue de la forme (3 )

I/f(x)

	

[2x, (1, x- 1, 2, x-1, 1, 4x)] ;

c'est-à-dire qu'il faut calculer les six premières réduites de

cette fraction continue pour obtenir les premières solutions

de l'identité correspondante (1) .

Appliquons maintenant notre méthode nouvelle, puis

posons
° 2 =b2 -4a2 c= 64, .Q = 8,

nous aurons déjà les premières solutions de l'identité sus -

dite représentées pa r

Ï s (x) = 4x3 -f- 6x2 -1, I3(x) = 2x2 -I- 2x.

Exemple II :

Vx2 - 2 = [x- 1, (1, x 2, 1, 2x	 2)] ;

dans ce cas nous auron s

902 (x) = x2 -1, ip 2 (x) =
x ,

tandis qu'il faut calculer les quatre premières réduites d e

la fraction continue.

Exemple III :

1/4x 2	 4 = [2x-1, (1, x-2, 1, 4x-2)] ;
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on trouve ici

Exemple IV :

V(2x+1) 2 +4 = [2x+1, (x, 1, 1, x, 4x+2)] ; .

notre méthode nouvelle donnera ici

Pi(x ) = 2x+ 2,

	

(x) = 1,

et nous aurons par conséquent

(Pi(x))2--(4x2+4x+5)(p1(x))2 = -1 ,

tandis que les polynomes f(x), qui figurent dans les troi s

premiers exemples, ne permettent pas des solutions au x

coefficients entiers d'une identité de cette forme .

Supposons maintenant, dans la fraction continue (3),

n = 1, savoir

(5 )

	

Vf(x)

	

[y, (T 1 , 2 y)] ,

cette fraction continue n'est pas généralement identique a

celle obtenue par la formule générale (10) de l'article IV,

ce qui est évident, en vertu des exemples suivants :

Exemple I :

1/x 2 -1 = [x 1, (1, 2x-2)] _ [x, (- x , 2x) ]

Exemple II :

1/x 2 +x= [ x , (2 , 2x)] = [x+ , ( 8x-4, 2x + 1)] .

Or, il peut arriver que les deux fractions continues e n

question deviennent identiques, ce qui a lieu pour les fonction s

1/4x2 + 4 = [2x, (x, 4x) ]

Vx2 + 2 = [x, (x, 2x)] ,

conséquences immédiates des relation s

b = 0, 2 a - 0 (mod c) .
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Soit, en dernier lieu, la fraction continue (3) de la form e

of(x) = [I', (20] ,

la fraction continue (10) de l'article IV ne donne que le s

solutions aux indices pairs .

Exemple :

Vx2 + 1 = [x, (2 x)] = [x, (2 x, 2x)) .

Désignons maintenant, pour donner une dernière appli-

cation de notre méthode générale, par in un positif entier

qui n'est pas égal à un carré, puis choisissons les quatre

nombres entiers, a, b, c, p, de sorte qu e

(7) a2p 2 +bp+c = m ,

nous aurons, pour le polynome entie r

f(x) - a2 x2 +bx +
la relation

(8) f(p) = mn .

Appliquons maintenant notre méthode générale pour

résoudre l'identité algébrique (1), qui correspond au polynom e

f(x) ainsi déterminé, les valeurs numériques

T2n(p) = A2n, 121(p) = B2n

sont toujours des nombres rationnels qui satisfont à l ' équa-

tion indéterminée

Supposons que l'équation indéterminée (7) admette plu -

sieurs solutions, il est évident que l'identité algébrique, qu i

correspond à une de ces solutions, conduira aux solution s

en nombres entiers de l'équation indéterminé e

x2 -my 2= ±1.

Soit par exemple rn = 5, on aura

2A2i - mB2n = 1 .
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f(x) = 4x 2 + 1, f( 1 ) = 5 ,

et la méthode susdite donnera

ri), (x) = 2 x , % t (x) = 1 ,

de sorte que l'on trouvera, pour x = 1, toutes les solution s

entières de l'équation indéterminé e

(9)

	

x2 -5y2 = + 1 .

On aura de mêm e

f(x) = x2 + 4, f(l) = 5 ,

ce qui donnera

	

x 3 -i- 3x

	

x2 + 1
!p 3 (x) -

	

2 _ ,

	

(x) =
2

c'est-à-dire que les nombres entier s

ç3n (l), '03n( 1 )

représentent toutes les solutions entières de l'équation indé-

terminée (9).

Soit, en dernier lieu

f(x) == 4x2 2x + 3, f(1) = 5 ,

on ne trouvera jamais des solutions entières de l'équatio n

indéterminée susdite .

Forelagt paa Mødet den 21 . Januar 1921 .
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