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I. Remarques sur le probléme de Fermat.

N sait que LAGRANGE a indiqué une méthode merveil-
leuse pour résoudre le probléeme proposé par FERMAT,
probléme qui n’est au fond autre chose que celui-ci: |
Déterminer les positifs entiers u et v qui satisfont a

Péquation indéterminée
8] w?—av® = (—1)°

otu a est un entier qui n’est pas égal a un carré, tandis |
que ¢ est un entier queleconque, pair ou impair.

Or, la méthode ingénieuse de Lacrange, fondée sur la
fraction continue qui représente )/a, montre clairement que
les propriétés des nombres u et v, parfaitement déterminés
a l'aide de @, se rattachent aux propriétés les plus cachées
et les plus énigmatiques de ce nombre.

De plus, supposons, dans (1), que ¢ soit un nombre
pair, cette équation indéterminée a toujours une infinité
de solutions, mais on n'a pas encore réussi a déterminer
les nombres a, pour leSquels I’équation susdite est résoluble .
pour une valeur impaire de .

Désignons maintenant par
(2 Wy, Uy; Us, Us} Uy, g} vuws) Un, Un;

Iensemble des solutions de Péquation indéterminée (1),
supposée résoluble, nous aurons, en désignant par n et r

des positifs entiers quelconques,
1*



4 Nr. 16. NIELS NIELSEN:

n
=3
/ .’1\ n—2s 25 s
(3 Upr ='> (2 LA AL
s=0u
n—1
==
§ n n—2s—1 2541 s
(4) Dpr — <28 + 1) u, v, a,
s=0

ce qui donnera immédiatement les trois congruences, va-
. lables pour une valeur quelconque de n,

(%) - u,=u (mod a)
(6) v,=n uf_I v, (mod «)-
¢)) Vpr = 0 (mod v;),

et, par une valeur paire de n,

(8) g = 0 (mod u,v),
tandis que I'hypothése n impair donnera
¢)) Uy prgr = 0 (mod u).

La nature des nombres u, est du reste peu connue,
tandis qu'il existe une infinité des nombres v, qui sont
divisibles par un positif entier quelconque p, et ces valeurs
vn se présentent par intervalles réguliers dans I’ensemb-
le (2).

En effet, il est évident que cette autre équation' indé-
terminée, de la méme forme que (1),

10) w?—pPav? = (—1)F
admet, au moins pour ¢ pair, une infinité de solutions
(11) Uy, Uy; Wy, Uy W, Dysooe; Wy Ui ...

Or, I'équation (10) se présentant aussi sous cette autre
forme

(12) a - a(po)® = (— 1,
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ce qui n'est autre chose que I'équation (1), il est évident
quune solution quelconque u/, v de I'ensemble (11) est

déterminée par les solutions u,, vy, de sorte que nous aurons

. 1
’ 4
(13) i, = Um, D, = — Umy,;

n
c’est-a-dire ¢u’il existe une infinité des nombres v, qui:
sont divisibles par le positif entier quelconque p.
Inversement, supposons divisible par p le nombre vy, il

est évident que
' 1

Wn, — Un

est une solution de (12). ‘
Cela posé, il est facile de démontrer le théoréme général:

I. Soit v, le premierdes nombres vy, gqui estdivi-
sible par le positif entier quelconque p, les vyr
forment ’ensemble des nombres v, quisontdivi-
sibles parp, etnous aurons, quel que soit I'indice n, .

- 1
(14) uj, == Uny, VU, = — Unp
P

En effet, v, étant le plus petit des nombres v, qui soit
divisible par p, on aura évidemment ‘
1

v’ - ’ P .
Ul = Ur, U, = — Ur;

formons ensuite, en vertu des formules (3) et (4), les ex-

» pressions de u) et v/, & laide de u) et v}, nous trouvons

précisément les formules (14). .
Dans ce qui suit nous désignons par le symbole

k = ((105 al} aga‘ R an)

la fraction continue finie
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a
1

L4
an

Supposons ensuite infinie et périodique la fraction con-
tinue, de sorte que I’ensemble

Ar41, Ari-2, .. .., Uy
forme la premiére période, nous désignons par le symbole
K = [ao, ay, -« ., Udp, (a,—+1, Ari2, ..., an)1

la valeur de cette fraction continue infinje.
Ces définitions adoptées, on aura, en désignant par a
un positif entier quelconque,

(15 Va®+1 = [a, 2a);
c’est-d-dire que les solutions entiéres de I'équation indéterminée
(16) w2 —(a*+ 1)’ = (— 1"

sont déterminées par les formules récursives

Up = 2aug—1 -+ tih—2

Up = 20045—1+0n—2
et les valeurs initiales

u; = a, v, =1
= 2a*+1, v, = 2a.

On aura de méme

an Vi*+4 = 24, (o, 4a)};
c’est-a-dire que 1'équation indéterminée

ul— @+ v =1
a les solutions

o o __ 1
‘ (18) Uy = Ugps» Uy = 305,
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tandis que 'équation correspondante
w—{adld+4dHr=—1
n’admet pas des solutions entiéres de u et v.

Soient maintenant

Yo 9 Y= Yn
3 B > 3 |

Zy z, Z, Zn

o’ v’ s 4

Yo Y2 Yo Yn
R PR} FAR £ P

Zo Zy Zy Zn

les réduites des deux fractions continues (15) et (17), on

aura
Un = Yp—1, Un = Zn—1

u;l: yén—l’ v‘n:’é.’?n—l’

ce qui donnera par conséquant
(19) | Yon—1 = Yon 10 Zap 1 = ¥%,_q

De plus, on trouvera par la conclusion de n & n+1
(20) gén = 2y2n’ 22‘211 = Z2n’
d’olt provient la proposition curieuse:

II. Une réduite quelconque de la fraction con-
tinue [a, (2a)] est précisément la moitié delaréduite
correspondante de 2a, (a, 4a)]_

Revenons maintenant & 1'équation indéterminée (16), il

est évident que les deux polynomes entiers

=3
(21) pn@) = D (5 )en 2+ 1)

s=0
n—1
=5
22) Y () = E 7( n >:Jc2”*25‘1 (x4 1)°
- 1 2S+ 1 £
s=0

formés a Paide des formules (3) et (4) en y substituant
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u =x, v =1, a=x*+1,
satisfont, quel 'que soit l'indice n, a Tidentité algébrique
(23) (pn (@) —(2*+ 1) (Yn(@P® = (— D",

parce que cette équation algébrique, du degré 2n au plus,
est satisfaite par une valeur positive entiére quelconque de x.

II. Généralisations du probléme de Fermat.

La formule (23) de l'article précédent conduira natu-
rellement a chercher des généralisations convenables du
probléme de FERMAT.

A cet effet, soit tout d’abord

Q1) ¥ P15 Po» P3s - s Pn—1

n quantités quelconques, par exemple des fonctions ration-
nelles de la variable complexe x, assujetties a satisfaire aux
conditions

(2 $Pr = gn-r, 1=<r<n—1,

nous avons i étudier la fraction continue périodique

(3) - K= lo. (91, 92> 95> - > $u—1,29)),

Soient maintenant

. - i Yo Un—1 Un
4 s T sy ) -
( ) Z1 Zo Zn—1 Z

=

. les réduites de la fraction continue finie

k = (?1, W21 973, AR} Sall—l’ 2?)5

'les conditions (2) entrainent, comme dans la théorie des

Nombres, 1'égalité
Zn—1~ Yn-—2,

parce que nous aurons

Jn—1
On—2

On—1
Zn—1

= (San—l’ Prn—2, -5 Po, (f)l) =
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Cela posé, les deux derniéres des réduites (4) deviennent .

Un—1 2§Pyn—l+yn—2
Un—2" 2¢Un—2+2zZn—2’

et la valeur de la fraction continue périodique
s = [(rns 500 700+ 91, 2]
est une racine de 'équation quadratique

(29)!111—1 +yn—2) &+ Un—1 _
(2¢yn—2+ z0—2) E+yn—2

Posons
e U1+ Ve’ yh— 1+ Coyn—2+za2) ya—1
& =
2900n—2+ zZn—2

2

nous aurons par conséquent

2fﬂyn—2+zn—2

K=g¢+ s ’
9Un—1+ V9 ga1+ (Q@Un—2+ Zn—2) Yn—1

ce qui donnera, aprés une simple réduction,

) K= ]/ 3+‘9)y“;"+”“”"1/A
Un—1

ot A est une fonction rationnelle de la variable complexe .
x, pourva que les ¢ soient de telles fonctions.
Remarquons maintenant que la formule (3) se présente |

sous cette autre forme aussi
VZ = {W} (9)1: Pas -5 Pn—1, 2‘];" P1s - - -5 Prk—1, 290)]’

ou k est un positif entier quelconque, nous aurons évidem-

ment N N
(6) VA =19, 01, 90, -, 9ui—1, 9+ VA,

olt la fraction conlinue est finie.

Soient ensuite

L L ! YUr
™ Yo W3 V2o
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. les réduites de la fraction continue (6), nous aurons par

conséquent _
' 4 I/X — (Q)+VA) ynk—l‘hynk—.?.

(9) + VZ) Znk—1+ znk—2,

d’of, en séparant les termes rationnels et irrationnels,
PYnk—1+t Ynk—2 = AzZnr 1
Wznk—l"l‘ Znk—2 = Ynk—1,

ce qui donnera, aprés I'élimination de ¢,

(8 , Unk—1—Azhr —1 = (— 1k, .

formule qui représente évidemment une généralisation trés

étendue du probléme de FERMAT.
Soit par exemple

K=[x, (1,1,1,..., 1, 22)],
oll la période contient n nombres 1, les réduites de la frac-
tion continue finie, formée par la période, deviennent

1 2 3 5 an 20nx + an—1

1’172 377 a1’ 2ar1x+an—z

ot les nombres

| Ay, Gy, Qgy Ugy ooy Any oo
forment la suite de FiBonaccl, savoir
aQy = a; = 1, an = an—1+an—_2.
Dans ce cas il résulte, en vertu de (5),

4 — x2+2an41x+an—2
an ’

‘tandis que les réduites (7) deviennent

x x+1 22+ 1 3x-t+2 - anx + an—1
1’ 1’ 2 7’ 3 an ’

ce qui-donnera, en vertu de (8),
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2an—1x+ an—2
(2573

(anx+an*1)2—<x2+ )ai = (— 1)+l
identité qui est valable pour une valeur quelconque de n;
c’est-a-dire que nous avons démontré la proposition, trés :
connue:

1L Soit n=2, les éléments de la suite de Fibo-
nacci satisfont & la condition

(9) P R )

Soit maintenant n un nombre pair, il résulte, en vertu ;

de (9), 2
9) Uyp Oy o = Uy, 4+ 1;

c’est-a-dire que a,, est toujours un nombre de la forme
4m+1 ou 4m+ 2.

III. Sur un probléme algébrique.

On voit que la généralisation la plus idéale du pro-
bléme de FErmaT est évidemment représentée par le pro-
bléme suivant:

Soit
1D [fl@) = a2®P + R ay, 1%+ Ay,
un ‘polynome entier d’'un degré pair et non-égal & un carré,
savoir que les zéros de f(x) ne sont pas tous d'un ordre
de multiplicité pair, il s’agit de déterminer tous les poly- .
nomes entiers

gnlx) = g+ ey '+ . e 1x+an
1,!«’11(35) = Byt P +ﬂ]_-73'141)‘1+ PR +ﬂn—p—1$+ ﬂn—p
qui satisfont & l'identité
(2) (pn(@)® — fx) (Yn(x))* = (— "¢

et dont les coefficients sont de la méme nature que ceux
du polynome donné f(x). '
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Or, il saute aux yeux que ce probléme n’admet pas
généralement, pour p>> 1, des solutions de la nature susdite.
En effet, 'identité en question étant du degré 2n, elle
donne précisément 2n 4+ 1 conditions entre les coefficients

a, «, B, équations qui contiennent seulement
n+1)+m—p+1)=2n—p+2<2n+1

inconnues, savoir les coefficients « et 8.
Or, il est trés facile de démontrer le théoréme fondamental:
IV. Supposons qu’il existe deux polynomes
entiers g (xr) et y,(x) qui satisfont a une identité
algébrique de la forme (2), cette méme identité

- admet une infinité d’autres solutions, savoir

=3
@ @ = () @ @ ()
s=0
@ @ = (51 ) @ @ @

En effet, supposons tout d’abord que I'identité algébri-
que (2) ait deux solutions ¢;, ¥y et gy, 1, savoir
py— Y = (— 1)
gl = (— 1),
je dis gue ces avtres polynomes entiers
g3 = 9192 + Y1 f
Y3 =y T Y1 f

f P4 = 91 92— Y1
®) | Wy = prPa— P Y

 satisfont & I'identité

(5){'
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D (¢()* — flx) (@(x))® = (— 1) "5
Quant 2 la démonstration de ce postulat, on aura, en
vertu de (5) et (6),
(9’1 + Y V}f) <972 =+ Ebzl/f) = g3 &= 1/’31/]:0
(9’1 + lef) (9)2 + %Vf) = gy & 77”4Vf’

ce qui montrera que l'identité (7) admet les deux systémes

de solutions

9(x) = 95, Ylr) = Py
plae) = gy, W@ = Yo
On voit du reste que le degré ou de ¢, ou de ¢, est .
précisément égal 4 la somme des degrés de ¢, (x) et de g (x). |
Supposons maintenant que l'identité algébrique (2) soit |
satisfaite par les polynomes entiers ¢ (x) et w(x), puis
désignons' par m un positif entier quelconque, nous aurons,
en vertu de (3) et (4),
(g1 @) £ i @ V@)™ = puala) £ Y)Y f(),
ce qui donnera généralement

(8) (9’171 (x))z —f(r) (";L’In(a?))2 = (— 1)™¢,

pourvu gue

(5”1 (33))2 - f(x) (l;bl (@®)® = (—1)"

IV. Polynomes du second degré.

Etudions maintenant lé cas exclu p = 1, et posons,

pour simplifier les formules,

) flx) = a®x®+bx +c,
o il faut supposer par conséquent
2)- b?—4ac £+ 0,

nous avons tout d’abord 4 démontrer le théoréme fonda-

mental:
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V. Soit n un positif entier quelconque, il exi-
ste toujours deux polynomes entiers ¢,(x) et Ynlx)
du degré n, respectivement n—1, gui satisfont a
I'identité algébrique
(3) (yn(@))? — flae) (Yn(x))® = (— 1)

ol ¢ est un entier quelconque, pair ou impair.
A cet effet, nous étudions tout d’abord le cas n = 1,
de sorte qu’il s’agit de déterminer les deux polynomes
9 (x) = a.x—l—ﬂ
Y () =7
qui satisfont a I'identité
(ax+ 8) — (a®a® + bx + c)y? = (—1)5
- ce qui donnera immédiatement

@ =@, 2ef = by, F—crt = (— 1",

Posons o = ay,
" il résulte 2a8 = by,
ce qui donnera ta

2 __

T =40 (1)

de sorte que nous aurons finalement

" — 2a? 8 — b
V(bE—4a®c)(—1)¢ V(b —4atc)(—1)F
, 2a

V(P —4aPe)(—1)
ol le signe de y est arbitraire, et ol il est de méme permis

. de changer les signes et de « et de 8.
Posons encore pour abréger

@ 9 =Y R (=1,

. nous aurons par conséquent
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2a’x+b 2a
puw) = 2OTEL oy =26

6
ce qui donnera le systéme' de solutions d’'un degré quelconque
=3
®) gnlx)= _Eln“ Z <2ns> (2a’x + )25 (2a)?s (a®x® + bx + ¢)*
s=0
="
(7) Ya(x) :.an Z (251 1>(2a2:fc-l-b)"“2s—1 (2ays T (a’x®+bx+c)

s=0

Quant aux solutions de T'identité algébrique (3), dont
nous venons de démontrer 'existence, nous avons a dé-

montrer cet autre théoréme fondamental:
VL. Les polynomes entiers de a, déterminés par

les formules (6) et (7), 1'epréséntent tous les systeé-

mes des polynomes entiers qui satisfont & ’iden-

tité algébrique (3).

En effet, soit
Dp(x) = bya™+ by '+ ...+ ba_12+ by

Wo(x) = a1+ a2+ .+ ep—2x+ cnet
a l'identité (3), on

deux polynomes entiers qui satisfont
aura, en cherchant, dans cette identité, les coefficients des

puissances a®?, respectivement x??—1,

by = a®c}

2b,b, = 2a’c,¢q + bei,
ce qui donnera
' by = ac,

(8
) 2ab, = 2ac, + be,.

Or, les deux polynomes entiers
D (x) = On(x) g, (x) — f@) Pnlx) y, (x)

9
( ) { W(x) = Wylx)p(x) — Dalx) Yy (x)



16 Nr. 16. NigLs NIELSEN:

sont des solutions d'une identité de la forme (3), et on voit, en
vertu de (8), que le degré de & (x) ne peut jamais dépasser
n—2, c’est-a-dire que @(x) est du degré n—1 au plus.
De plus, je dis que les polynomes @ (x) et & (x), définis
par les formules (9) sont précisément des degrés n—1

respectivement n — 2, parce que nous aurons, en vertu de (9),

+ @y (x) = ¢, (x) O(x) + 9, (x) F () f(x)
+ Fn(x) = P (x) D(x) + ¢, () T (x).

“Cela posé, soit tout d’abord n =2, on aura par conséquent

0@ = @), F@) = v, @),
ce qui donnera
Dy (x) = gy(x), W,(x) = Yy (x),

et la conclusion de n & n+1 est évidente.

‘On voit que le théoréme VI se présente aussi sous cette
autre forme, fondamentale dans ce qui suit:

VII. Soienta, b, ¢ des nombre§ complexes, assu-
jettis & satisfaire aux deux conditions

az0, b®Exddie,

mais étant du reste arbitraires, il existe deux
et seulement deux polynomes ¢u(x) et yp(x) du degré
n, respectivement n—1, qui satisfont a 1'identité
algébrique _

(pala)® — (ax® + br + ) (Yn(@)® = (— )%,

Quant & la racine carrée du polynome f(x) qui figure
dans l'identité algébrique générale (3), on trouvera immé-
diatement la fraction continue périodique.

— b
2ax+ —

a:c—i—ﬁ, e 261%“]‘&‘ ,

(10) Valx+br+c—
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dont les deux premiéres réduites deviennent

2
2<aa:+9—b> ,
—“L+1

3
ax 4+ 2 e b
2a 4a?
an 24, o
2ax + —
—
b
4 a*

c’est-a-dire que la fraction continue (10) conduira seulement
aux solutions ga,(x), Wanl(x) de l'identité algébrique 3,
tandis qu'il est impossible d’obtenir, par ce point de vue,
les solutions ¢2,—1(x), Wan—1(x).

Dans l'article VI nous avons a étudier plus amplement

les propriétés de la fraction continue (10).

V. Solutions aux coefficients entiers.

Supposons maintenant entiers les coefficients a, b, ¢
qui figurent dans le polynome

ey flx) = a®2'+ bx +c,

les solutions aux coefficients entiers, @,(x) et &,(x), de
I'identité algébrique

(2 (D (x))* — flx) (Fn(x))® = (—1)*

présentent un intérét particulier.

Or, de telles solutions aux coefficients entiers étant a
chercher parmi les solutions générales, formées a l'aide des.
formules (6) et (7) de l'article précédent, il est trés facile,
de démontrer le théoréme général:

VIII. Supposons que 'identité algébrique sus- |
dite admette des solutions aux coefficients entiers,:

puis supposons que ¢,(x) et y,(x) soient les pre-.
Vidensk. Selsk. Math,-fysiske Medd. III, 16. 2
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miéres des solutions générales quiaient des coef-

ficients entiers, la suite

(3) gpx), Pp@); gapla), Wap(@); -5 gap(@), Pop@); - ..

représente toutes les solutions aux coefficients
entiers.

En effet, supposons entiers les coefficients de g,(x) et

~de Y, (x), les formules

n
=3

@O @ = (2@ @ ()

s=0

<11—1

=g ' , »
O @ = (5" ety @
s=0

tirées directement des formules générales (3) et (4) de T'ar-

~ ticle III, montrent clairement que tous les polynomes de

la suite (3) ont des coefficients entiers.

Inversement, supposons que les polynomes

?np-i—r(x); ';L’I‘{p+1'(x)’ lérép——l,

aient des coefficients entiers, les deux autres polynomes

+ ¢r (x) = Pnp +r (x) Pnp (x) — Wnp+r (x) Wnp (x) f(x)
=+ ’l//r (CC) = ap+r (SC) l//np (33) D wnp +r (x) Ynp (T)

tauront la méme propriété, ce qui est impossible, parce
~que r<Ip, et nous avons supposé que gp(x) et ,(x)

solent :les premiéres des solutions générales, dont les coef-

ficients soient des nombres entiers.

Remarquons maintenant que lés: expressions de ¢, (x)

et de 4, (), indiquées par les formules (6) et (7) de I'article
. précédent, contiennent le diviseur commun £2%, ol -
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2 =Y(—1)F*—4de),

puis supposons ¢ = 1, il résulte immédiatement:

1X. Supposons que l'identité algébrique

(p) —flx) (@) = —1

admette des solutions g(x), Y(x) aux coefficients

entiers, la différence 4a’c—>b%> doitnécessairement

étre un carré, condition nécessaire qui n’est pas
généralement suffisante aussi.

Quant au probléme qui nous occupe ici, il n’est pas
généralement résoluble, savoir il n’existe pas généralement
des polynomes ¢(x), ¥(x) aux coefficients entiers qui satis-
font a l'identité algébrique (2). o

Soit par exemple 7

flx) = 4 + 4 +7,
on aura
4a’c—b® = 96, 9 = 4)/6,

ce ‘qui donnera :
2x+1 1

pi(x) = W, Wy () = ﬁ
da?+dx+4 9%+ 1
pola) = FEEITHE oy = 27D

Déterminons ensniite, en vertu des formules (4) et (5),
les pan(x) et les 1pan(x), les coefficients de x2", respective-
ment de x2t—1 deviennent tous deux ‘

‘ 22n—1
g

Or, nous avons a démontrer le théoréme général:

X. Il existe une infinité de polynomes du second
degré f(x), pour lesquels I'identité algébrique (2)
admet, comme solutions, des polynomes entiers

g
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O, (x), &n(x) étant d’un degré quelcbnque et ayant
des coefficients entiers. Ces polynomes sont ou
flx) = Fa®+28x+¢,
dontles coefficients entierssatisfont a la condition
B—cy? = £1,
flx) = 27°x*+ Bx+c,

ou

ot il faut déterminer les coefficients entiers de

sorte que B2 —decy? = +1.

En effet, supposons donnés les coefficients entiers a, b,
¢, il s’agit de déterminer les trois nombres entiers «, 8, 7,
#

tels que (e + 8?2 —(a®®+bx+c) )2 = £1,

ce qui donnera tout d’abord
() BE—cy® = 1.

Choisissons mainienant un systéme quelconque de solu-
- tions entieres de cette équation indéterminée, ce qui déter-
mine &8 et y, nous avons encore 4 résoudre les deux autres
équations o o
R @ =ay, 208 =Dby
ce qui donnera
2a8 = by.
Or, 8 et y étant sans diviseur commun, on aura néces-

sairement b = kg
' . — AN F)
olt & est un nombre entier, ce qui donnera

_ Ky

“a=5

ky?

o = .

3

Soit maintenant y un nombre impair, k£ doit élre pair,

savoir £ = 2k, et on aura par conséquent

flx)y =k a2 + 2k Bx+ c;
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posons ensuite k,x = x,, puis remplagons x; par a, nous aurons
(7) flx) = ya? +28x+c,

ol B et y satisfont & 'équation indéterminée (6), ce qui donnera
(8) gy () = rr+ 8, 17”1(93) =7

Soit, au contraire, y un nombre pair, savoir y = 2y,

il résulte fla) = 4,2 k22 + 2k fx + c;

posons ensuite 2kx = x;, puis introduisons x au lieu de

x, et y aua lieu de y;, nous aurons

9) flx) = P2’ +Bx+c

(10) D) =2+ 8, i (x) = 2y,

ol il faut supposer par conséquent

(11) B—dcyt = +1,

parce que P'équation correspondante 82— 4y® = —1 n’ad-.

met pas des solutions entiéres.

VI. Remarques sur les méthodes diverses.

Revenons maintenant a I'identité algébrique

1) (g (@) — flx) (W(x))® = £1,
ol
(2) flx) = a®x®>+ bx+ec,

puis supposons possible un développement en fraction con-
tinue périodique de la forme

(3) l/iTx) = [90’ (9)1! P2s P35 - -5 Pn—1, 29))],

olt les ¢ sont des polynomes entiers de x, qui ont des co-

efficients entiers, et qui satisfont aux conditions
(4) . Pr = QPn-—-r, 1§r§n_l~

Supposons ensuite que tous.ces polynomes entiers g,
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soient des positifs -entiers, pourvu que x soit égal 4 un
t positif entier quelconque qui dépasse une certaine limite,
la fraction continue (3) est parfaltement déterminde.

Or, il est trés 111te1essant ce me semble, que la méthode,
indiquée par les formules générales (6) et (7) de larticle
1V, peut conduire plus rapidement & la résolution de I'iden-
tité (1) que la fraction continue (3), ce qui saule aux yeux
dans I'étude des exemples convenables.

Exemple I:

f(x) = 42’ + 42— 3 = Qe+ 1)*—4;
“on trouvera la fraction continue de la forme (3)

Vi) =22, 1, x—1, 2, x—1, 1, 42);
c’est-a-dire qu’il fant calculer les six premiéres réduites de
cette fraction continue pour obtenir les premiéres solutions
de Tidentité correspondante (1).

Appliquons maintenant notre méthode nouvelle, puis
posons 9% = p?—4ac = 64, 0 = 8§,
'nous aurons déja les premitres solutions de lidentité sus-
dite représentées par ;

pi(x) = 4a® +62" —1, ys(x) = 22 + 2.

Exemple II:
_ Vx2—2 =f{x—1, (1, x—2, 1, _23)*2)];.

dans ce cas nous aurons

() = 22— 1, yyle) —

tandis qu’il faut calculer les quatre premleres réduites de
la fraction continue. '

Exemple III:

Vi —4 =]

1;
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on trouve ici

go(x) = 22° —1 ;pg'(m) =
Exemple IV:
VE@x+ 12 +4 = 22041, (2, 1, 1, x, 42+ 2)];

notre méthode nouvelle donnera ici ‘
g (x) = 22+ 2, Pilx) = 1,

et nous aurons pér conséquent

(g2 (@))*— (42 + 4o+ 5) (y, ()" = —1,

tandis ‘que les polynomes f(x), qui ﬁgulent dans les Lr01s‘

premiers exemples, ne permetlent pas des solutions’ aux

coefficients entiers d’une identité de cette forme.
Supposons maintenant, dans la fraction continue (3),

n = 1, savoir

(5) Vi@ = lp, (91, 29)],

cette fraction continue n’est pas généralement identique 2

celle oblenue par la formule générale (10) de l’articlc v,

ce qui est évident, en vertu des exemples smvanls
Exemple I:

Vai—1 = lx—1, (1, 22 —2)] = [z, (—2x, 22)]
Exemple II:
Var t o =[x, 2, 20)) = [w+7, (—8x—1, 22+ 1)].

Or, il peut arriver que les deux fractions continues en .

questlon dev1ennent 1dent1ques, ce qul a lieu pour leq foncllons 3
V473'+4 = [9:c (x, 490)]
]/332"—{— 2= e, (x, 22)],
conséquences immeédiates des relations

b =0, 2a = 0 (mod o).
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Soit, en dernier lieu, la fraction continue (3) de la forme

- ®) Vi@ = lg. @9)].

la fraction continue (10) de I'article TV ne donne que les
. solutions aux indices pairs.

Exemple:

Va1 = 2, Qo) = [v, @a, 2.

Désignons maintenant, pour donner une derniére appli-
cation de notre méthode générale, par m un positif entier
- qui n’est pas égal 4 un carré, puis choisissons les quatre

nombres entiers, a, b, c, p, de sorte que
(7) EpP+bptec=m,
© nous aurons, pour le polynome entier

flx) = a®2*+ bx + ¢,
la relation

(8) . fp) = m.

Appliquons maintenant notre méthode gé11éral'e pour
1‘ésoudre‘1’idéntité algébrique (1), qui correspond au polynome

- f(x) ainsi déterminé, les valeurs numériques

93211(])) = Aay, ¢211(P) = Bap

sont toujours des nombres rationnels qui satisfont a I'équa-

tion indéterminée

2 2
Ay,—mB, =1,

Supposons que I'équation indéterminée (7) admette plu-
sieurs solutions, il est évident que I'identité algébrique, qui
- correspond A une de ces solutions, conduira aux solutions
en nombres entiers de 1'équation indéterminée

' —my' = +1.

Soit par exemple m = 5, on aura
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f@) = 12 +1, f(1) =5,
et la méthode susdite donnera

pr(x) = 22, yY(x) = 1, _
de sorte que P'on trouvera, pour x = 1, toutes les solutions
entiéres de I'équation indéterminée
(9 ' —5y? = +1.

On aura de méme

flx) = 2+ 4, f(1) = 5,

ce qui donnera
gol@) =TI ) = E L

~

c’est-a-dire gue les nombres entiers

Wg,l(l)y wgn(l)
représentent toutes les solutions entiéres de I'équation indé-
terminée (9).
Soit, en dernier lieu
flx) = 42®—2x+3, f(1) = 5,
on ne {rouvera jamais des solutions entitres de I’équation

indéterminée susdite.

Forelag{ paa Medet den 21. Januar 1921,
Fezerdig fra Trykkeriet den 11. April 1921.





