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En étudiant des développements en séries de formes diffé-
rentes j’ai cherché, pendant plusieurs années, une série
infinie Z ay, f(x), possédant la propriété d’étre toujours con-
vergente, pourvu qu’elle soit convergente pour une seule
valeur quelconque x; de x.

Dans mes recherches sur les polynomes d'HermiTE!
jai démontré que la série Z a, Bi(x), ol les Bn(x) sont les
polynomes de BERrNoULLI, posséde la propriété susdite,
pourvu que x; ne soit pas choisi parmi les éléments d'une
certaine suite infinie. '

Or, dans mes cours universitaires, j’ai trouvé, a I'im-
proviste, une classe de séries trigonométriques de la forme
Zan cos anx toujours convergentes, pourvu qu’il existe une
valeur quelconque x;, de sorte que les séries en question
soient convergentes pour x = .

La Note que j'ai I'honneur de présenter aujourd’hui i
notre Académie donne une généralisation ‘des séries susdites,
en indiquant une classe de séries tirigonométriques qui
possédent une propriété analogue a celle des séries de poly-
nomes de BERNOULLI

A cet effet nous choisissons les éléments de la suite
infinie
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de sorte que la série & termes positifs
| o
@ Dla—adi
n=>0
soit convergente, tandis que les éléments susdits sont du
reste aussi arbitraires que cette condition le permet.
Cela posé, il est évident que la série infinie
n=cow

® PINCEEI

n=>0

est absolument convergente. De plus, soit s, la somme des
n premiers termes de cette derniére série, nous aurons pré-

cisément 5

2 .
Sp = Qp—dp>
c’est-a-dire qu’il existe un nombre fini o, tel que

. 2 2
(4) lim (aﬂ) = a,

n=os

ce qui n’entraine pas généralement l'existence de lim ¢,
a4 moins que o soit égal A zéro, tandis que cette autre

suite infinie

CO8 Gy X, COS Oy, COS Ui, . ..., COS Cfrni?, e

a toujours, quelle que soit la variable complexe x, une
valeur limite, savoir

(5) im cos apx = cosax.
n=c

De plus, il existe, en vertu de (4), un. nombre positif g,
tel que nous aurons constamment, quel que soit l'indice n,

(6) o | < g.

Quant a la série (2), nous avons a démontrer les deux

lemmes suivants:
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A. Supposons convergente la série a termes

positifs

n=o

™ D Jew—anial,

n=290

la série (2) est aussi convergente.
En effet, la convergence de la série (7) entraine néces-
sairement lexistence d’une valeur limite de o,, de sorte

que 'équation (4) est & remplacer par celte autre

(%) : lim an = «;

n=coo

c’est-a-dire que I'inégalité (6) est vraie aussi dans ce cas,
ce qui donnera

|0ti—0t121+1! = |tp—0Ont1] |anFan i1 < 29| |an—an 41|,

de sorte que la série (2) est convergente.

B. Supposons que les o, aient une valeur
limite o différente de zéro, les deux séries & termes
positifs (2) et (7) sont en méme temps conver-
gentes ou divergentes.

En premier lien, supposons convergente la série (7),
nous venons de démonlrer que la série (2) est aussi con-
vergente, En second lien, supposons convergente la série
(2), puis posons, quel que soit I'indice n,

all = +6H9

il existe un positif entier N, de sorte que nous aurons tou-

jours, pour n = N;
lbll| < 85

ol € désigne une quantité positive arbitrairement petite.
Cela posé, I'identité évidente

ap — Oniq = (G — On41) (240, + dnt1)
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donnera immeédiatement

‘a,z,———ai_H_l n>N:
2a] e "EN

c’est-a-dire que la série (7)-est convergente, pourvu que la

|t 1| <

série (2) soit convergente.

Ces remarques faites, nous avons a démontrer un théo-
réme, fondamental dans les recherches qui nous occupent
ici, savoir: ‘

I. Supposons que les éléments o, soient choisis
tels que la série(2) est convergente, puis supposons
convergente la série a termes constants Za,, la

série infinie

n==aco

(9) ) f(x) :"Zan COS Qi

=0 :
est convergente pour une valeur quelconque de
la variable complexe x et uniformément conver-
gente, pourvu que |x|<K; c’est-a-dire que f(x).
est une transcendante entiére,
Quant 4 la démonstration de ce théoréme, nous avons
a approfondir un théoréme bien connu concernant la con-
vergence d'une série de la forme X a;bn, théoréme duquel
pUBois Reymonp? et DEperinD ® ont indiqué des cas spéciaux;
¢’est-a-dire que nous avons a étudier la série & termes positits
o v
| COS Gy — COS Cp 12 |
n=>u :
A cet effet, nous prenons pour point de départ I'identité
CosSdp 1 =

. O (o4 1 . a4y —a
— ogptm T G On Oy
2 2
! Neue Lehrsitze tiber die Summen unendlicher Reihen. Fribourg 1871.
? Dans les Vorlesungen tiiber Zahlentheorie de Dirichlet § 101, 3°
édition 1879. S

cosdyx

(10)

x,
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tandis que nous aurons, en vertu de la série de puissances
qui représente sin o,

lsinw| < |o|-el®l,

valable, ‘quel que soit ©. Appliquons ensuite le’.s’inégalitévs
‘ | t o g1 < Jon] +[anqal,
il résulte, en vertu de (10),
E2igp
9

au_ ai—[—ll !

RCRRRCARUIED

.

lcosapx—Ccosty1al <
c’est-d-dire que linégalité (6) donnera

12
(11) |ecos @px —cos Gy 12| < ‘%‘ |oh — iy o] - 291,

Enfin, soit || < K, ot K est une constante positive
arbitrairement grande, il résulte finalement, en vertu de (11),

2

D K2 ' ,
(12) |cos tpx — €os Gppyx| < - |on — oy 1] - *75

car la constante positive g est indépendante de x.
Cela posé, nous avons a étudier le terme de reste de

la série (9), savoir
. rep

‘Rn, p (x) = § an+r cOos a‘11+r.'17.

r=1
A cet effet, posons, comme ordinairement
Sm = a0+a1—\~a2—{—...—{—am,
ce qui donnera évidemment, pourvﬁ que mv =1,
m — Sm— Sm—1,
de sorte que le terme de reste se p]résyente sous la forme

Ranp(m> p— %'Sn COSGIl+lx+S:}"_+p cos a11+Pm+
r=p—1 .
- 2 sntr (cos Oy & — €OS Cnfrf-t x),

r=1
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ce (ui donnera .

B, 5| < |50 008 Gt — Sup €08 Sipe| +
r=p-—1 -

-+ > \sngr| | cos apprx — cOS Gnaryr].

r=1%

Désignons maintenant par s la somme de la série con-

vergenie X an, puis posons, quel que soit 'indice m,
Sm = § + dm,
il existe un positif entier M, tel que
[9m| < e, m = M,
olt £ est une qﬁantité positive arbitraifeinént petite. De

plus, il existe une constante positive G, de sorte que nous

aurons, pour une valeur quelconque de l'indice m,

sm| < G.

Cela posé, il résulte, en vertu de (13),

!Rn,p(x)‘ é |S' . ICOS Ct‘n—l»'l.'r — COS an—{-pm| + ’611 COSOCR_HIE‘ _]_
r=p—1

(14) ’
+ |®dnyp cOS Cpipx| -+ G - § |COS Opira — COS Uptryr,

r=1
Or, la série de puissances qui représente cosw donnera

immeédiatement, pour une valeur quelconque de la variable

complexe x,
gl

>

|cos amﬂ < elom®l < ¢

ol g est la constante positive qui figure dans l'inégalité
(6), ce qui donnera, en vertu de (11) et (14),

sl-Jxl* 2 o @ N gl
@) = LR ol e (o0 s e

r=p-1

G-lel2 . y
‘!‘—2‘—}629‘96" § ]dfwr—“?wrﬂ

r=1 )
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Soit maintenant € une quantité positive arbitrairement
petite, il existe un positif entier- N, de sorte que nous
aurons a la fois, pour n > N,

| — | <k,

[2n| <&, [dnip| <,
r=p—1
2

7 2
]an+1'——an+l'+1| < §,

r=1

conséquences immédiates de I'existence dtine valeur limite
finie de ai, de la convergence de la série Zan et de la
convergence de la série (2). Remarquons en passant que
la quantité € est indépendante de la variable complexe x,
ce qui est essentiel pour les applications suivantes.

Cela posé, la formule (14) donnera finalement, pourvu
que n = N,

(15)  |Rup@)] = (%@f;mmﬂem)g;

c’est-a-dire que la série (9) est convergente pour une valeur
quelconque de la variable complexe x.

Soit ensuite x| < K, nous aurons de méme, parce que
les deux quantités positives g et € sont indépendantes de x,
a8)  [Rup@| = (CE2E poxyp0m)e,
de sorte que la série en question est uniformément con-
vergente, pourvu que |x| < K, et la somme f(x) de cette
série est par conséquent une lranscendante entiére.

Inversement, nous avons a démontrer cet autre théo-
réme, oll le nombre o qui figure dans la formule (4) est

supposé¢ différent de zéro:
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II. Supposons que les éléments o, soient
choisis tels que la série (2) est convergente, puis
supposons qu’il existe une seule valeur ‘
an) v GPEDE,

2a ‘
ot p est un entier, de sorte que la série (9) est
convergenle pour x = x;, cette méme série est
convergente pour une valeur qﬁe_lconque de la
variable cor}lpléxex, et sa somme f(xr) est une
transcendante entiére. ’

Supposons convergente la série X ap cos ¢, xq, nous
avons a démontrer la convergence de 2 an, car, cette con-
vergence établie, le théoréme I1 est une conséquence im:
médiate du théoréme I. '

Posons pour abréger
1

bp = ancospaxy, an = bp ———,
e T oS Opay

puis remarquons que la série Z b, est supposée convergente,

il s’agit -de démontrer la convergence de la série a termes

positifs

n—=c

(18) >

n=gq

1 1

COS QpXy;  COS G112y

ou le nombre entier q est choi»siﬂ tel ‘que, pour m = gq,

¢(2p+1)ﬂ

iy 2y
ce qui est possible 4 cause de l’inégalité 7).

Or, nous aurons

ey 1 __2sin 5
COS Updy  COS Oyl X - - —,
. | . . cOSs G,le €O0S Uni1 ey B

tn O s O — Cpyq

d’ot, en vertu de (11),
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‘ 629\-”1‘

2 .2 2
(19) 1 1 < _}"I"l} . ‘CL“__ e EN |
7 |cos Gpwy  €OS Cnp1y| T 2]Cos |- | cos Aryray |
Remarquons maintenant que la valeur limite
lim cos apxy = cos axy
n =

est supposée différente de zéro, puis posons

cos oxy| = d,

d est une quantité positive, et il existe par conséquent un

positif entier N, tel que nous aurons, pour n = N,

Cela posé, il résulte, en vertu de (19),

i 1 o2 |, |2
COS a’nwl COSs a11+l .’L'l — (12

2 2 2g |2
‘ |O('1:.—‘a11+1|e * »

~

ol il faut supposer n = N; c’est-a-dire qué la série (18)
est convergente, et c’est par conséquent la méme chose
pour la série 2 an.

Soit particuliérement Tim o, = 0, savoir @ = 0, la con-
dition (17) n’existe pas, et nous aurons cet autre théoréme
plus élégant que le théoréme précédent, dont il est un cas
assez spécial:

III. Supposons que les éléments o, soient
choisis tels que la valeur limite de o, soit égale a
zéro et que la série a termes positifs = |ap — dh 4|
soit convergente, puis, supposons qu’il existe une
seule valeur quelconque x,;, telle que la série tri-
gonométrique (9) soit convergente pour = = x,
celle méme série est convergente pour une. valeur
quelconque de la variable complexe x, et sa somme
f(x) est une transcendante entiére.



12 Nr.10. Nrens NieLsex: Une classe de séries trigonométriques.

Etudions maintenant la transcendante entiére [(x) dé-
finie par la somme des séries trigonométriques que nous

venons d’étudier, posons

Atz A 2 . I.Ar ‘21’
(20) f(x) = 4, — ;T _1__3:’_:3__+L21)!x T

.2

le coefficient général A, de cette série de puissances tou-

jours convergente se présente sous la forme

1) Ar = ayop’ Fay o e, r > 0.

Quant aux séries Irigonométriques que nous venons de
-considérer et qui sont jusquici trés peu étudides, que je
sache, cette question se présente naturellement, s’il soit
possible de développer, dans une telle série, qui correspond
2 une sunite donnée des o,, une transcendante entidre
donnée d’avance, par exemple & I'aide d’une série de puis-
sances toujours convergente. Clest-a-dire qu’il s’agit de
résoudre, par rapport aux coefficients an, les équations (21),
en supposant connus les A, et les .

Or, une telle résolution des équations (21) ne semble
pas étre généralement conciliable aux conditions que les
dn sont assujettis & satisfaire, ce qui n’est pas surprenant
du reste.

Meddelt paa Madet d. 5. November 1920,
Feardig fra Trykkeriet d. 7. Januar 1921.





