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E
n étudiant des développements en séries de formes diffé-

rentes j'ai cherché, pendant plusieurs années, une série

infinie Zan fn(s), possédant la propriété d'être toujours con-

vergente, pourvu qu'elle soit convergente pour une seule

valeur quelconque x i de x .

Dans mes recherches sur les polynomes d'HERMITE 1

j'ai démontré que la série la,, B,, (x), où les B„ (x) sont le s

polynomes de BERNOULLI, possède la propriété susdite ,

pourvu que xi ne soit pas choisi parmi les éléments d'un e

certaine suite infinie.

Or, dans mes cours universitaires, j'ai trouvé, à I'im-

proviste, une classe de séries trigonométriques de la form e

L' a„ cos aux toujours convergentes, pourvu qu'il existe un e

valeur quelconque x1 , de sorte que les séries en question

soient convergentes pour x = xi .

La Note que j'ai l'honneur de présenter aujourd'hui à

notre Académie donne une généralisation des séries susdites ,

en indiquant une classe de séries trigonométriques qui

possèdent une propriété analogue à celle des séries de poly -

nomes de BERNOULLI .

A cet effet nous choisissons les éléments de la suit e

infinie

(1)
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4 Nr . 10 . NIELS NIELSEN :

de sorte que la série à termes positifs

2

	

2
an - an+ 1(2 )

soit convergente, tandis que les éléments susdits sont d u

reste aussi arbitraires que cette condition le permet .

Cela posé, il est évident que la série infinie

n= oo

2

	

2
(an- an+ 1 )

n= 0

est absolument convergente . De plus, soit s,1 la somme des

n premiers termes de cette dernière série, nous aurons pré-

cisément

c'est-à-dire qu'il existe un nombre fini a, tel qu e

lim (a2) = a2 ,

ce qui n'entraîne pas généralement l'existence de lim a,1 ,

à moins que a soit égal à zéro, tandis que cette autr e

suite infinie

cos ao x, cos a1 x, cos a2 x, . . . , cos a11æ, . . .

a toujours, quelle que soit la variable complexe x, une

valeur limite, savoir

(5)

	

lim cos all x = cos a x .
n=0 o

De plus, il existe, en vertu de (4), un . nombre positif g,

tel que nous aurons constamment, quel que soit l'indice n ,

(6 )

	

an

	

g .

Quant à la série (2), nous avons à démontrer les deux

lemmes suivants :

(3)

2

	

2 .
sn = ao -- an ;

(4)
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A . Supposons convergente la série à terme s

positifs

an-an +ll ,(7 )

la série (2) est aussi convergente .

En effet, la convergence de la série (7) entraîne néces -

sairement l'existence d'une valeur limite de a n , de sorte

que l'équation (4) est à remplacer par cette autre

lim an - a;
n

c'est-à-dire que l'inégalité (6) est vraie aussi dans ce cas ,

ce qui donnera

(8)

1 an
2
- a2+1l =Ian-an + 1 • I an -I- an +1 ç 2 9'I' I an- an + l

de sorte que la série (2) est convergente .

B . Supposons que les a„ aient une valeu r

limite a différente de zéro, les deux séries à terme s

positifs (2) et (7) sont en même temps conver-

gentes ou divergentes .

En premier lieu, supposons convergente la série (7),

nous venons de démontrer que la série (2) est aussi con-

vergente. En second lieu,. supposons convergente la série

(2), puis posons, quel que soit l'indice n ,

an = a -I- bn ,

il existe un positif entier N, de sorte que nous aurons tou-

jours, pour n > N;
E ,

où E désigne une quantité positive arbitrairement petite .

Cela posé, l'identité évidente

an-an+ 1 = (an- an+1) (2a+bn+bn+1)

I bnl <



6

donnera immédiatement

lan-an+ll
	 a~-an+1~ n?R~ ;
21 a1 - £

c 'est-à-dire que la série (7) est convergente, pourvu que lå

série (2) soit convergente .

Ces remarques faites, nous avons à démontrer un thé o -

rème, fondamental dans les recherches qui nous occupen t

ici, savoir :

1 . Supposons que les éléments an soient choisi s

tels que la série (2) est convergente, puis supposon s

convergente la série à termes constants l' a,,, l a
série infinie

Nr . 10 . NIELS NIELSEN: -

n=00

f (x)

	

an cos an x
= 0

est convergente pour une valeur quelconque d e

la variable complexe x et uniformément conver -

gente, pourvu que lx <K; c'est-à-dire que f (x)
est une transcendante entière .

Quant à la démonstration de ce théorème, nous avon s

à approfondir un théorème bien connu concernant la con -

vergence d'une série de la forme E an b n , théorème duquel

DU Bols REYMOND 1 et DEDEKIND E ont indiqué des cas spéciaux ;

c'est-à-dire que nous avons à étudier la série à termes positif s
n =op.

COS an .X - ÇOSan + 1 x
10= O

A cet effet, nous prenons pour point de départ l'identit é

COS an x cosan+ l x =

(10)

	

an + an+1

	

a„ - an + 1
2 sin	 2	 x sin -

	

x ,

] Neue Lehrsätze über die Summen unendlicher Reihen . Fribourg 1871 .

` Dans les Vorlesungen über Zahlentheorie de Dirichlet § 101, 3 e
édition 1879 .

(9)
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7

tandis que nous aurons, en vertu de la série de puissance s

qui représente sin co,

sin co < ~ . e1 ø 1 ,

valable, quel que soit co . Appliquons ensuite les inégalités

( an ± an -I- 1 I Ç an+ an+11 ,

il résulte, en vertu de (10) ,

-x z

	

~

	

lanl+lan+1 1)I x l
jcoSanx-cosan+lx <	

9
	 .a~1"-an

I-l e (

c'est-à-dire que l ' inégalité (6) donner a

X 2

	

2

	

2(11) Icosanx - cosan+ l xI 	 	 2 	 .lan -an +1 .e2glx l

Enfin, soit 1 x 1 < K, où K est une constante positiv e

arbitrairement grande, il résulte finalement, en vertu de (11) ,

(12) cos an x

	

cos an_F1x <
1

Ian-an+il . e 2g x

car la constante positive g est indépendante de x .

Cela posé, nous avons à étudier le terme de reste d e

la série (9), savoir
r= p

/

	

i

R17, p (x) _

	

an +r cos ayt+.rx .

A cet effet, posons, comme ordinairemen t

Sm = ao Î al + a2 + . . + a1 ,

ce qui donnera évidemment, pourvu que m > 1 ,

ane - Sin - Srn-l ,

de sorte que le terme de reste se présente sous la forme

Rn , p (x) =

	

Sn cos an+lx + sn+p COS an-+-p x -I-
r=p-

1
1

-+-

	

Sn+r (cos all+r x - cos an+1'-I-1 x) ,

r=



ce qui donnera

I xn, (x) Ç
I sn cos an-I-1 x - sn-f-p cos an+p x -} -

(13)

+~. s+! ' I cos an+rx- cos an+r+1 x I .

Nr : 10 . NIELs NIELSEN :

Désignons maintenant par s la somme de la série con -

vergente

	

an, puis posons, quel que soit l'indice m,

Sm = s + bill ,

il existe un positif entier M, tel que

I 6127 < E, rn > M ,

où r est une quantité positive arbitrairement petite . De

plus, il existe une constante positive G, de sorte que nou s

aurons, pour une valeur quelconque de l'indice m ,

Sm < G.

Cela posé, il résulte, en vertu de (13) ,

Rn, p (x) Ç. I S . I COS an+l x - COS an+p x I + bil COS an+lx +

(14)

	

r =p- t

+ bil -i-p cos an+Px +G .

	

I COS an}rx -COS an+r f 1 x I .
r = 1

Or, la série de puissances qui représente cos co donnera

immédiatement, pour une valeur quelconque de la variable

complexe x,

Cos an , x < e~CGmxl < e9lx l

où g est la constante positive qui figure dans l'inégalité

(6), ce qui donnera, en vertu de (11) et (14) ,

2

1Rn,p(x)I

	

IS	
9x

	

I az+
t_a2

+p
e2rJix'

+(I b n +fbn+pl)
e9'x'_ J

r• =p- 1

G xi2

2 9l x l I

	

a 2
n +

-{-	
2 e

	

G an ~ r- ~Ti
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Soit maintenant E une quantité positive arbitrairement

petite, il existe un positif entier N, de sorte que nou s

aurons à la fois, pour n > N ,

a2n+l
an+p I

< E ,

Ibn < E, bn+p < E ,
r - p-1

a
ø
n,. - an

2
+r+1 I < E ,

conséquences immédiates de l'existence d'Une valeur limit e

finie de a,2,, de la convergence de la série Z an et de la

convergence de la série (2) . Remarquons en passant qu e

la quantité E est indépendante de la variable complexe x ,

ce qui est essentiel pour les applications suivantes .

Cela posé, la formule (14) donnera finalement, pourv u

quen>N ,

(15)

	

Rn,p(x )I Ç
\(S+2Ixe2glxl+2eglx) E .

c'est-à-dire que la série (9) est convergente pour une valeur

quelconque de la variable complexe x .

Soit ensuite lx < K, nous aurons de même, parce qu e

les deux quantités positives g et E sont indépendantes de x ,

< I (s +G)7~ 2 eZgK --2e'9K J E
\

	

2

	

j '

de sorte que la série en question est uniformément con-

vergente, pourvu que
I x I

< K, et la somme f(x) de cette

série est par conséquent une transcendante entière .

Inversement, nous avons à démontrer cet autre théo-

rème, où le nombre a qui figure dans la formule (4) es t

supposé différent de zéro :

(16) Rn , p (x)
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II. Supposons que les éléments a„ soien t

choisis tels que la série (2) est convergente, pui s

supposons qu'il existe une seule valeur

xl $
(2p+ 1 )

2 a

où p est un entier, de sorte que la série (9) es t

convergente pour x = x1 , cette même série es t

convergente pour une valeur quelconque de l a

variable complexe x, et sa somme f(x) est un e

transcendante entière .

Supposons convergente la série Z a ,1 cos a11 xi, nous

avons à démontrer la convergence de Z an, car, cette con -

vergence établie, le théorème II est une conséquence im -

médiate du théorème I .

Posons pour abrége r

bn = an cos anxi , an - b11 .
COS

anxi

puis remarquons que la série I bn est supposée convergente ,

il s 'agit de démontrer la convergence de la série à terme s

positifs

	

mx

	

(2p+1) na

	

'

	

1

	

2

ce qui est possible à cause de l'inégalité (17) .

Or, nous aurons
.

	

. .

	

~

	

~

	

~

	

an + a,1+1

	

a n - an+ l
1

	

__ 1

	

2 sin

	

2

	

x sin

	

- x

cos a1 2 x1 cos all+l x 1

d'où, en vertu de (11) ,

n= q

où le nombre entier q est choisi tel que, pour m

(18)
cos anx1 cos a,1+1x1

(17)

~

2
cos anal cos all+1 x



Note sur une classe de séries trigonométriques .

	

1 1

(19)
1

	

1

cos ana).

	

cos

	

2

	

2

	

2

	

29l xi f

	

xl

	

a ,a - an+1 e
<	

- - 2 Icos anal • cos an+l xl

Remarquons maintenant que la valeur limite

lim cos anxl = cos ax 1
n.--co

est supposée différente de zéro, puis poson s

cos axl l = d ,

d est une quantité positive, et il existe par conséquent un

positif entier N, tel que nous aurons, pour n > N,

lcos anxli

	

d
9

Cela posé, il résulte, en vertu de (19) ,

1

	

1

cos an x 1 cos a„++1x 1
2 142

	

2

	

2<

	

l
d2

	

an - an+ t

où il faut supposer n > N; c'est-à-dire que la série (18)

est convergente, et c'est par conséquent la même chos e

pour la série 1' an .

	

-

Soit particulièrement lim an = 0, savoir a = 0, la con-

dition (17) n'existe pas, et nous aurons cet autre théorèm e

plus élégant que le théorème précédent, dont il est un cas

assez spécial :

III . Supposons que les éléments an soien t

choisis tels que la valeur limite de an soit- égale à

zéro et que la série à termes positifs El a, ana_ 1

soit convergente, puis, supposons qu'il existe un e

seule valeur quelconque x 1 , telle que la série tri-

gonométrique (9) soit convergente pour x = x 1 ,

cette même série est convergente pour une. valeu r

quelconque de la variable complexe x, et sa somm e

/'(x) est une transcendante entière .
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Étudions maintenant la transcendante entière f(x) dé -

finie par la somme des séries trigonométriques que nou s

venons d'étudier, poson s

(20) f(x) - Ao -
Aixti A2x¢ _

±(
	

1) , Arx a 7

-f

	

4!

	

2r)

	

} . .

le coefficient général Ar de cette série de puissances tou-

jours convergente se présente sous la forme

(21) A,. - aoa2or + ai al2r + . . . + anal' + . . . ,

Quant aux séries trigonométriques que nous venons d e

considérer et qui sont jusqu'ici très peu étudiées, que j e

sache, cette question se présente naturellement, s'il soi t

possible de développer, dans une telle série, qui correspond

à une suite donnée des an , une transcendante entièr e

donnée d'avance, par exemple à l'aide d'une série de puis-

sances toujours convergente. C'est-à-dire qu'il s'agit de

résoudre, par rapport aux coefficients an, les équations (21) ,

en supposant connus les Ar et les ai, .

Or, une telle résolution des équations (21) ne sembl e

pas être généralement conciliable aux conditions que le s

an sont assujettis à satisfaire, ce qui n'est pas surprenant

du reste .

Meddelt paa Mødet d . 5. November 1920.
Færdig fra Trykkeriet d . 7 . Januar 1921 .
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