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FTERFOLJANDE uppsats ar dmnad utgéra de tre forsta
E kapitlen af en framstillning af Weierstrass’ teori for
de analytiska funktionerna. Huru nara framstillningen an
ansluter sig till Weierstrass’ tankeging, 4r den dock icke
en reproduktion af niagon af hans foreldsningar. Jag har
fornamligast  efterstriifvat att lata sammanhanget mellan
Weierstrass' grundlaggande uppfattning och Cantors senare
arbeten klart framirada. '

Uppfattningen af begreppet helt tal ar antagligen icke
densamma som hos Weierstrass. Ett litograferadt hafte
»Einleitung in die Arithmetik. Erster Teil«, hvilkel synes
innehalla ett af de mest autentiska referaten af en fore-
lasning af Weierstrass, inledes med {f6ljande ord: »Die
Arithmetik hat keine andere Voraussetzung als den Begriff
der Zahl. Was aber die Zahl ist, machen wir uns klar,
indem wir uns vergegenwértigen, was wir thun, wenn wir
zihlen, denn die Zahl ist das Resultat des Zahlens«. I en
not hinvisas till ett arbete af Zeller, »Logik und Erkenntnis-
theorie, I, § 13«

Denna upfattning torde hos Weiersirass alltjamt ha
varit den grundlaggande. Det forefaller mig emellertid, som
om den tankeging, hvilken jag omfattar, bitire traffar
talets af all yttre erfarenhet oafhéingiga och ratta visen.
Man vinner genom densamma utom annat, att oAndlighets-
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begreppet samtidigt med 'tgllbegreppet framtriader omedel-
bart klart och aprioriskt gifvet. Utgar man daremot vid
faststillande af begreppet tal fran det ur ytire erfarenbet
abstraherade begreppet antal, blir oandligheten ofor-
klarad, och det Weierstrassiska systemet forlorar hiarmed
sitt viktigaste grundlag.

Efter Cantor bhar mycket debatterats, huruvida icke det
‘grundliggande begreppet helt tal kunde ersittas af ett
allménnare, mer omfattande forsta begrepp, exempelvis
mangd. SA intressanta och lockande de forsok ocksa aro,
hvilka harstimma fran en sidan strafvan?!, synas de mig
dock frin borjan vara forfelade. Mangd ar icke liksom
tal ett aprioriskt gifvet begrepp. Det férutsitter en defini-
tion, vid hvilken man nddgas taga till hjilp andra, lika
litet aprioriskt gifna begrepp. Detsamma blir fallet vid alla
andra forsék att ersitta talet med nigot annat grundbegrepp
for tankandet.

Ett uttryck for denna uppfatining har jag gifvit i de ord

»Talet ar tinkandets boérjan och slut
Med tanken foddes talet
Utdfver talet nar tanken ickeg,

hvilka jag latit inrista vid ingdngen till det hem for mate-
matisk forskning, hvilket blifvit uppfordt i Djursholm.®

En annan, ehuru ovésentlig, afvikelse fran Weierstrass
r, att han vid definition och framstilining af lagarna for
det inkommensurabla talet i stallet for hvad jag betecknat
med- grupptecknet (( )), begagnar sig af det redan i ana--
lysen  hemmahoérande summationstecknet. Jag har valt

! Cf. exempelvis E. BoreL, »Legons sur la théorie des fonctions.«
2¢ éd. Note IV. Paris 1914.

* Makarna Mittag-Lefflers matematiska institut. Cf. Acta Mathema-
tica, Bd. 40. 1916. P. III—X.
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tecknet (()) for att dem redan skolade matematikern lit-
tare ma undvika de felslut, till hvilka ett invandt tecken-
system eljest latt kan ge anledning.

KAPITEL 1

Det hela talet.

1. Talet, det hela talet ar ett enkelt, aprioriskt begrepp,
som icke i ord eller afbild kan definieras, men utgér sjialfva
tinkandets grundform. ‘

Begreppet helt tal erhalles ur en inre askidning dar-
igenom, att man i forestillningen fasthaller ett gifvet ting,
enheten, det [6rsta talet och si &n en gang samma
ting, hvarigenom det andra talet uppkommer, och hér-
efter 4n en ging samma ting, hvarigenom det tredje talet
blifver till, samt hirefter fortskrider pa samma sitt.

De hela tal, som blifvit bildade wmedelst samma enhet,
sagas tillhora samma talsystem. De félja hvarandra i en
bestimd ordning, s4 att man om hvarje tal kan angifva,
hvilket som &r det féregiende och hvilket som #r det
efterfoljande. Mot hvarje tal, utom det forsta, svarar ett
narmast féregiende annat tal, och mot hvarje tal, inbegripet
det forsta, svarar ett nirmast efterfoljande annat tal.

Den process, genom hvilken talen bildas, har icke nagot
slut. Man kan alltid fortsatta densamma utdéfver den punkt,
dir man en ging stannat, det finnes icke nigot tal, som
icke har ett efterfoljande. I detta forhallande méta vi redan
vid tankandets bérjan odndlighetsbegreppet i dess forsta
form, det matematiska oandlighetsbegreppet, det enda
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oandlighetsbegrepp, som for tanken ar fattbart. Detta odnd-
lighetsbegrepp ar gifvet i och med begreppet helt tal och
framstar for tankandet med lika klarhet som talbegreppet
sjalft.

Begreppen likhet och olikhet betriffande tal, som till-
hora samma talsystem, faststilla vi si, att talen a och b
endast da aro lika hvarandra, nar de 4ro samma tal. Detta
tecknas a == b eller b = a. Talen aro daremot olika
hvarandra, om det ena talet icke adr detsamma som det
andra. Detta tecknas a Z=b eller b 3£ . Om a foregér b,
eller b efterfoljer a, tecknas detta a << b eller b > a.

2. Vi ha hitlils 1atit enheten vara ett visst ting hvilket
som hélst. Om man vid detta ting icke faster nidgon annan
bestimning an atl vara det, som vid talets bildande fast-
halles 1 férestallningen, hetecknas enheten med ett, och
de tal, hvars enhet ar ett, bendmnas absoluta tal.

Begreppen storre och mindre &ro icke for absoluta
tal aprioriska begrepp, himtade fran nigon allmén Stor-
hetsteori. De vinnas genom definition pa siddant satt, att
af tvd med hvarandra olika tal ar det foregiende det
mindre och det efterféljande det storre.

Teoremet »att det ej finnes nagot tal, som icke har ett
efterféljande«, kommer harigenom att for absoluta tal kunna-
uttalas s, att »det icke finnes nagot tal, som ar stérre an
alla de ofriga«. _

3. En ging i besittning af begreppet helt tal, kommer
mair omedelbart genom definition till begreppet summa
af tva tal. »Summan af tvinne tal dr det nya tal, som
erhilles, om man fortsatter det upprepande af enheten,
som #dgde rum vid det forsta talets bildande, lika ofta som
det upprepande af enheten, hvilket erfordras for att bilda
det andra talet.« Man kan ocksd uttrycka detta s&: »Sum-
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man afl ett gifvet tal och enheten ar det tal, hvilket néar-
mast efterfoljer det gifna talet. Summen af tvinne tal, af
hvilka det sista icke ar enheten, ar Ater det fal, som nar-
mast efterfoljer det, som ar summan af det férsta talet och
det tal, som narmast féregar det sista.«

Ur var definition pa summa féljer omedelbart: »Sum-
man af tvinne tal 4r alltid: samma entydigt gifna tal.«

Denna definition pa summa framtrider visserligen. for-
melt som en enda definition, men ar .i verkligheten en
obegrinsad kedja af definitioner, en definition for hvarje
talkombination. Detta ar ett forhallande, som vi i det f5l-
jande ofverallt skola Aaterfinna och som' utom annat ger
den matematiska analysen medel att under sitt vilde ligga
stidse nya omriden af obegrinsad omfattning.

4. Sedan begreppet summa en gang blifvit faststaldt,
kunna tvanne hufvadteorem harledas, ur hvilka en summas
ofriga egenskaper utan vidare harflyta. Det forsta hufvud-
teoremet, som innehé’tller_den s. k. associationslagen;
Iyder:

»Om a, b, ¢ aro trenne gifna tal, s ar summan af talet
a och det tal b + ¢, hvilket utgér summan af b och ¢, lika
- med summan utaf talet a + b — det tal, som ar summan
af a och b, — samt ¢, eller

a+ M+ = (a-}b)+ cx

Lat oss namligen med e beteckna enheten for de tal,
som aro i friga. Om talet ¢ ar enheten e, innehiller asso-
ciationsteoremetl intet annat an elt upprepande af defini-
tionen p& summa af tva tal. LAt oss nu antaga, att satsen
galler for talen a, b och ¢. Den galler da afven for a, b
och ¢-e, det vill siga man har a +[b+ (c+ )] =
(a+b) + (c+ o).
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at+btte] =at+d+ c).%— e (def. pA summa)
= [la+®+c)+e (» » » )
= [(a+b)+c]l+e (vart antagande)
(a+b)+(+e (def. pA summa)

I

Nu galler var sats, dd ¢ ar enheten e, den giller sa-
ledes afven da ¢ ar e -+ e, saledes ocksd, di c dr et+e-te
ete. och saledes for hvarje tal ¢, hurn talen a och b an
mé ha blifvit valda.

Vi traffa har for forsta gingen ett satt att slutd, som
plagar kallas den fullstindiga induktionen eller slutsattet
fran n till n-+1. Detta sitt att sluta eller denna bevismetod
ar foljande. Man bevisar, att om en sats giller {6r ett tal
n, hvilket som hilst, s& giller det afven for narmast £ol-
jande tal n - 1. Nu géller satsen for ett visst tal n, i vart
foregiende fall talet 2, den galler da for n + 1 och giller
vidare for harpd narmast foljande tal och fortsittningsvis
eller med andra ord f6r alla tal, som folja efter det gifna
talet n.

Detta slutsatt frdn n till n + 1 ar en af matematikens
framsta och oundgingliga bevismetoder.

Vart andra teorem innehéller den s. k. commutations-
lagen och lyder: »Om a och b 4ro tviinne tal inom samma
talsystem, s& &r summan af a och b lika med summan af
b och a, eller a+ b = b+ a«

Om e liksom forut ar enheten i talsystemet, si galler
att boérja med satsen uppenbarligen, om a = e och sam-
tidigt b = e. Vidare &r tydligt, att om teoremet galler for
b : e samt ett gifvet a, sa galler det afven for b = e
och a - e.

Man har ndmligen:
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(ate)+e=(c+a)+te (antagande)
= e-} (ate) (def. pA summa)
D3 nu teoremet giller for b = e och a.-= e, giller det
foljaktligen afven for b == e och ett hvilket som halst tal a.
Om nu ater teoremel giller for ett a, hvilket som halst,

och ett gifvet b, giller det afven f6r samma a och b+ c.
Man har ndmligen:

at+@d+e) = (a-+b)+e (def. p& summa)
= (b+a)te (antagande)

b+ (a+e) (def. pad summa)

b+ (e -+ a) (nyss bevisadt)

= (b+e +a (associationslagenj

|

Teoremet giller Tor ett a hvilket som halst och for
b = e. Det giller sdledes ocksd nu for ett a hvilket som
hélst och ett b hvilket som halst. H. s. b.

5. Genom kombination af associations- och commuta-
tionslagarna erhiller man nu utan svarighet, dels:

»Om vissa gifna tal skola summeras, ar det likgiltigt,
i hvilken ordning summationen f[oretages. Slutresultatet
blir alltid ett och samma tal;«
dels afven: _ )

»Om  vissa gifna tal skola summeras, kan man god-
tyckligt indela talen i gruppé_r; da gruppen innehéller flera
tal 4n ett, bilda summan af talen i hvarje grupp, samt
sedan summera alla de si erhdllna talen. Man erhéller
alltid till slutresultat samma tal.«

*6. Sedan vi ulredt begreppet summa, blir det latt fast-
stalla begréppet skillnad mellan tvinne tal. Man hér-
leder namligen litt satsen: »Om tvanne olika tal aro gifna,
sa finnes alltid ett entydigt gifvet tredje tal i samma tal-
system (= skillnaden mellan det efterfoljande och det
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foregiende af de gifna talen) sadant, att summan af det
foreghende af de gifna talen och det tredje talet ar lika
med det ecfterfoljande af de bida talen« .eller algebraiskt

uttryckt, »likheten
’ a-tax =0D,

dir a och b 4dro de bada gifna talen och a féregar b, har
alltid till losning ett entydigt gifvet tal « (= skillnaden
mellan b och a)«.

Vi anteckna féljande satser, hvilka hirur omedelbart
harflyta.

»Om a, b, ¢ aro fre gifna tal- i samma talsystem och
a+b = ¢ si ir a < ¢ och b < c.«

»Om a, b, ¢, d dro tal 1 samma talsystem och a = b,
c=d, s ara+t+ec¢=>b-4d«

»Om a>=b och ¢>d, s&d ar a+c> b+ d«

»Om a — b och ¢>>d, sd dr a+ ¢> b+ d.«
samt omvandt: ‘

»0m a = b och at+c=b+4+d sd ar ¢ > d.«

»Om a = bochad+¢c =>b+d, s ar ¢ = d.«

»Om a=>b och a+4-¢ = b+ d, s ar ¢ < d.«

7. Vi éfvergs nu till en utredning af begreppet produkt
af tal. Vi definiera pé foljande satt produkten af ett tal
och ett absolut tal: »Med produkten af ett tal « och ett
absolut tal n forstas, da n Ar storre 4n ett, sum'man af n
tal a och, di n ar lika med ett, talet a sjalft. Denna pro-
dukt tecknas a-n.« v v )

Om siledes e &r enheten 1 talsystemet och n - ar det
antal glnger enheten upprepats vid talets bildande, kommer
talet att. tecknas e-n. Ar enheten ett, blir siledes talet 1.n

och, emedan detsamma afven tecknats n, erhalles likheten

1-n = n.
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Man inser nu utan vidare forklaring betydelsen af ut-

trycket:
(((a-my) -my)-my) ... mn,

dar my, my, mg ... my dro absoluta tal. Det genom det-
samma framstillda talet skrifves enklare

a'lnl'm2'1n3 ... IMnp.

Man inser likasa betydelsen af uttrycket

A mymyemy .m0 L D),
dar 1, I, . .. Ip, liksom forut m;, m, . .. my aro absoluta tal.
Man ser vidare, att om a;, ay . . . ap aro tal inom samma
talsystem och my, m, ... mp &ro absoluta tal, si ar:
(i +a+ - +an) (g +mp+ . Fmyp) =
a-my + agmy + .. 4 dnmy

ay my +agrmy+ ... an-m, +

ay-mp + agmp + -+ an-my.

8. Vidare ser man, att assvociations- och commutations-
lagarna afven galla for produkten af tal. De komma hir-
vid att lyda: ,

»Lat a vara ett gifvet tal, och m och n tvinne gifna
absoluta tal. Produkten af talet a-m samt talet n ar lika
med produkten af talet ¢ och produkten af talen m och n,

eller (a.l—n)-n = a-(m-n).((

Detta ar associationslagen och ur densamma hirflyter:
»a-mymy ... mp = a-(my-my ... mp),

om med my., my ... m, forstis absoluta tal.«

Commutationslagen blir ater:
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»Lat oss med m och n forstd absoluta tal. Produkten af
m och n ar lika med produkten af n och m, eller

m-'n = n-m«

Ur commutationslagen {oljer den allminnare satsen:
»Om vissa bestamdt angifna absoluta tal skola multipli-
ceras med hvarandra, ar det likgiltigt i hvilken ordning
multiplikationen foretages. Slutprodukten blir alltid samma
tal. Man erhaller ocksd samma tal till slutprodukt, om
man huru som hélst indelar de gifna talen i grupper, bildar
produkten af talen i hvarje grupp, som innehaller mer &n
ett tal, samt héarefter multiplicerar med hvarandra dessa
produkter och, om dylika finnas, de tal, som &ro ensamma
i sin grupp.«

9. Vi anteckna afven foljande satser, hvilka motsvara
de satser, som vi i § 6 sammanstillt fér summor af tal.
De erhéallas utan svarighet ur det foregaende.

»Lat m, n, | vara trinne absoluta tal och antag, alt
m-n = . Om hvardera af de tre talen ar storre an ett,
ar m <1 och n <l Om ettdera af talen m och n ar ett,
ar det andra af dem lika med [, och om talet I ar ett, aro
bada talen m och n lika med ett.« '

LAt oss nu med a och b forstd tvd tal i samma tal-
system samt med m och n tvanne absoluta tal. D& gilla
satserna:

»Om a = b och m = n, s ar a-m = b n.«

»Om a>b och m>n, s& &r a-m > b-n.«

»Om a = b och m>n, s ar a-m >> b-n.«
samt omvindt satserna:

»m a = b och a-m > b-n, s& ar m > n.»

»m a = b och a-m = b-n, s& ar m — . n.«

»Om a>b och a-m = b-n, s& ar m < n.«
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10. Uttrycken, att ett tal &1 en méangfald af ett annat
tal eller en divisor till ett tal, bestaimmas pé f5ljande satt.

»Om med a forstds etl gifvet tal och med n ett gifvet
absolut tal samt med b betecknas talet a-n (b =.a-n), si
siges talet b vara den n’te mangfalden af talet a, och
talet a sagas vara en divisor till b.«

Med begagnande af denna terminologi kan man uttala
de bada satserna:

»Enheten 4r en gemensam divisor fér alla tal 1 tal-
systemet.«

»Hvarje tal har sig sjalft till divisor.«
samt omedelbart harleda satsen:

»Om a = b+ ¢ och d ar divisor till tvd af talen a, b,
¢, si ar d divisor afven till det tredje talet.«

11. Lat oss nu antaga, att a och b &ro tvinne med
hvarandra olika tal, af hvilka det ena icke ar divisor till
det andra. I sjunde boken af Euklides Elementa lares,
huru man skall finna en divisor till saval a som b, hvil-
ken sjilf som divisor innehaller hvarje tal, som ar divisor
till bade a och b. Fran detta Euklides forfarande stamma
en hel rad af den hogre aritmetikens och algebrans vik-
tigaste satser. Detta forfarande &r i hulvudsak féljande.

Lat oss med a [lorstd det foéreghende och med b det
efterféljande talet. Om man bildar de pd hvarandra f8l-
jande méangftalderna a-1, a2, a-3 ... traffar man nédvan-
digt en forsta méngfald af a, som ar ett tal, hvilket foljer
efter b och som siledes nidrmast féregis af en mangfald
al q, lat vara -3, hvilken féregar b. Det finnes di néd-
vandigt (8§ 6) ett och endast ett tal ¢, hvilket Ar sadant att

' b= ap+ec
Detta tal ¢ féregar talet «. Om man nu & ¢ och a upp-

repar samma forfarande som férut & a och b, erhiller man:
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a = cvy-+d,

diar v ar ett absolut tal i samma system som «, b, ¢, hvilket
foregar c.

Upprepar man ytterligare detta forfarande, erhaller man
en foljd af likheter:

= aptec
a = cv+d
s = t-1+4+u,

dar a foregar b, ¢ foregar a, d foregar c och u féregar £

Man framkommer slutligen till en sista likhet
t = un,

hvilken uttrycker, att det sista talet u ar en divisor till det
nast sista talet £

Emedan (§ 10) hvarje divisor till a och b afven ar en
divisor till ¢ och harmed till d-...s, f, u samt dessutom
u ar en divisor till 4 s ... d, ¢, b, a, ha vi uti u erhallit
ett ‘tal, hvilket, sjalft divisor till saval a som b, som divisor
innehaller hvarje annan -gemensam divisor till a och b.
Det kan ej heller finnas nagot annat tal med. denna egen-
skap, ty ett tal, som foregar u, kan icke ha u till divisor,
och u kan icke heller som divisor ha ett tal, hvilket efter-
foljer u.

Vi kunna séaledes uttala foljande sats, som &r andra
propositionen i sjunde boken af Euklides Elementa.

»Om a och b dro tvinne med hvarandra olika tal i
samma talsystem, si finnes alltid en gemensam divisor till
bada talen, hvilken sjalf som divisor innehéller hvarje
divisor till de bada talén. Det finnes icke mer an ett tal,
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som har denna egenskap, och detsamma erhélles genom,
Euklides forfarande.« A

12, Om a och b aro absoluta tal, &r u den stérsta
gemensamma divisorn till a och b, och Euklides' fér-
farande har siledes gifvit oss medel att finna denna stérsta
gemensamma divisor. A

»Om denna storsta gemensamma divisor ar ett, Séig;lS
de bada talen vara relativa primtal till hvarandra.«

Man ar nu i stand att utan vidare hérleda foljande bada
satser. '

»Om a och b &ro relativa primtal till hvarandra, sa ar
det minsta tal, hvilket &r en méngfald sival af talet a som
af talet b talet a-b.«

»Om d #ir den stérsta gemensamma divisorn till tvinne
tal, @ = d-a’ och b = d-b’, si ar det minsta tal, hvilket
ar en mangfald saval af talet a som af talet b, talet d-a’ - b’ .«

Detta tal d-a’-b" benimnes den minsta gemensamma
dividenden till talen a och b.

13. Om vi nu fortsatte studiet af de hela talens addi-
tion och multiplikation, skulle vi komma till talteorien,
en tleori som har sin killa redan i Euklides forfarande
och som sedan genom Diophantus, genom Fermat och
Euler, Gauss, Lejeune Dirichlet och Riemann samt deras
efterfoljare, nu senast genom Minkowski, vunnit en sidan
betydenhet, att ett yttrande, hvilket tillskrifves Gauss, att
talteorien vore »die Konigin der Mathematik« p& samma
sitl som malematiken vore »die Kénigin der Wissenschaftenc,
val kan vara virdt att begrunda.

Man hade d& att utgd frin primtalen, »dar med prim-
tal forstas ett absolut tal, som icke har andra divisorer
in talel sjalft samt ett«, och aft harefter borja med att be-

visa den grundliggande satsen, att »hvarje tal &r en pro-
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dukt af primtal« samt att »nér tva primtalsprodukter fram-
stilla samma tal, hvarje primtalsfaktor i den ena produkten

forekommer lika ofta 1 den andra.«

KAPITEL 11
Det brutna talet.

1. Om med «a forstas ett gifvet tal, kan man, som vi sett,
alltid bilda ett nytt tal b, hvilket utgér en viss bestamd
méngfald af a. Om ater b ar ett gifvet tal, finnes icke nod-
vandigt ett motsvarigt tal sidant, att en viss mangfald af
detsamma Ar lika med b. Likheten x-n == b, dar x ar ett
tal i samma talsystem som b och n ér ett absolut tal, kan
icke uppfyllas f6r hvilka vaArden som hilst pd n och b.

For att kunna uppritthélla en sddan sats, att denna lik-
het vid hvilka tal som hilst n och b alltid har en 16sning,
blir det nodvindigt Aligga enheten den bestimning, att
densamma ar delbar, och vidga vart talsystem dérhén,
att detsamma kommer att innehélla afven tal, som aro
bildade af delar af enheten. ‘

Vi ha hitlils icke palagt enheten e nagon bestimning
utéfver den att vara det fing, som vid talets bildande fast-
halles i forestdllningen. Vi aldgga nu enheten hirutdéfver
egenskapen, »att, huru vi &n fixera ett absolut tal n, stadse
vara den n'te méngfalden al en anpan i-och med n en-
tydigt gifven enhet. Denna sista enhel ben&mmnes den n:te
brakdelen af den ursprungliga enheten och tecknas, d&
med e, forstas den ursprungliga enheten,. %.« ‘ _

Vi uttryeka detta afven s&, »att.vi.om enheten e forut-
sitta, -att densamma :stidse och vid hvarje val af det ab-
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soluta talet n ar delbar och endast pa ett sitt delbar i n
med hvarandra equivalenta delar.«

Vid hvarje likhet eller olikhet, dir den wursprungliga
enheten e upptrader, skall man sdledes kunna ersitta den-

samma med en n:te mangfald (det absoluta talet ma vara

hvilket som hélst) af enhetens n:te brakdel (e = %-n)

och ofver allt, dar den n:te mangfalden af den n:te brak-

delen af den ursprungliga enheten férekommer, skall denna

n:te mangfald kunna ersattas af den ufsprungliga enheten
e

(E-n = e>.

2. Det dr latt att se, att hvarje brikdel af enheten
ater sjalf ar delbar i ett huru stort antal delar som hélst.
For att inse detta erfordras endast att adagalagga, att huru .
man an ma valja de absoluta talen m och n, finnes alltid

en brikdel af enheten e, hvars m:te méangfald ar lika
e

€ a .
med —. Om brakdelen galler ‘n'm = e och om
n n-m n-m .
. e e e
brikdelen —, att e = o Emedan nu ‘nem =
n I

em-m-n (Kap. I, § 10), si 4ro savil den n:te méngfalden

e e .. . . "
af m som af — lika med e. Da vi nu forutsatt, att
n-m n
den n:te brakdelen af e eller den enhet, hvars n:te ming-
. N . . . . e e
fald ar e, ar entydigt gifven, si &r siledes ——-m = —
. n-m n
€ .. e . ) o e
och —— &r i f6ljd haraf den m:te brakdelen af —
n-m ! n
e
m n-m’’
. e e . "
DA nu = erhdller man saledes afven satsen
n-m -1
e e
»n mq«
m n

Vidensk. Seisk. Math.-fysiske Medd. II 5. 9
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»Vi beteckna hadanefter vid det talsystem, hvars enhet
ar e denna enhet som systemets grundenhet och anse
talsystemet omfatta saval alla tal, bildade af enheten e som
afven alla tal %-m, bildade af en brakdel af enheten e,

hvilka icke samtidigt aro en multipel af demma enhet. De
forra talen betecknas dé som hela tal och de senare som
brutna tal.«

Vid enheten ett, som férut icke hade nigon annan egen-
skap 4n att vara det, som vid talets hildande fastholls i
forestallningen, fastes siledes numera ytterligare den egen-
skap, att »densamma ar delbar« och »vart a.bsoluta tal-
system kommer dirfére att hadanefter omfatta saval hela
som brutna tal« ‘

Man har vidare

1
»]l =—-n och l-n = 1.«
n n

Vi anteckna vytterligare

1
))f = e och 1 = 1.«
e e T erm . .
»Talet ;-m tecknas afven . eller, dd e-m = 1>, lika-
val —.«
n e ,
»Detta tal o ar den n:te brikdelen af talet b«, ty

b e'm e
—n = —p0 = —+m-n — e-m.
n n n

»Likheten ®'n = b = e-m, som ﬁtgjorde var utgngs-
punkt &r saledes alltid losbar och lésningen ar

b e'm e
X = = —— = —.K«
n n n

b em . . . .
»Talet P benimnes brak och siges harvid b=e¢-m
n

vara brlkets tidljare samt det absoluta hela talet n dess
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namnare.« »Nir man talar om brak, utan att' angifva,
att man befinner sig inom ett talsystem med grundenheten
e, betyder detta, att ¢ = 1 eller att man har ett tal inom
det absoluta talsystemet.« '

3. Emedan a — b icke langre betyder, att ¢ ar iden-
tiskt samma tal som b, utan tvartom a kan upptrida under

e-m-
formen - P

- och b under formen g%l;g, hvarvid p £ g,
blir det, fér att kunna med hvarandra gﬁmféra tvanne tal,
nodvandigt att {6rst bringa dem under enhetlig form. Detta
sker sa, att man forst reducerar hvardera talet till sidan
form, att de absoluta hela talen i taljare och namnare
blifva relativa primtal. Om sedan detta skett, det ena talet
befinnas vara bildadt af u:te delen och det andra af vite
delen af enheten, uppsdker man den minsta gemensamma
dividenden ¥ till ¢ och v och reducerar sedan hvardera
talet till att blifva en méngfald af %. Hérigenom blir det
mojligt att afgdra om talen dro lika eller olika hvarandra,
hvilket tal, som bor anses vara det foregdende och hvilket
det efterféljandé, samt i det fall, att e = 1, hvilket tal, som
vid olikhet mellan tvinne tal ar det stérre och hvilket som
ar det mindre.

Vi erhalla harigenom:

»Om a, b, ¢ tillhéra samma talsystem och a = b samt
b = ¢ s4d 4r ¢ — c. -

Om a=>b samt b>¢, s ar a > c.

Om a>b och b = ¢, sd ar a > c.

Om a = b och b>¢, s ar a > c.

4. Narmast kommer nu att definiera summa af tvénne
tal i vart utvidgade talsystem. Uppenbarligen bér denna
definition komma att lyda:

»Med summan af a och b forstis det tal, somn erhilles
2*
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om bada talen uttryckas som méngfalder af samma brak-
del af talsystemets enhet, samt héarefter summeras som tal,
hvilka ha denna brékdel till enhet.«

Man ser litt, att »den pa detta sétt definierade summan
a -+ b blir entydigt bestdmd eller oberoende af, i hvilken
brikdel af enheten, man méa ha uppmitt de bada talen a
och b.«

Man ser vidare, att associations- och commutations-

lagarna (Kap. I, § 4) fortfarande gilla:

va-+ (b+¢) = (a+b) +c
a+b = b+ a«

och att likasd fortfarande véra satser Kap. I, § 5 och § 6
kunna oférandrade uppratthallas.

5. Vi ha forut funnit (Kap. I, § 7), att om a;, ay. . . ax
aro tal inom samma talsystem och aj, a,, ... &, adro ab-

soluta hela tal, sa ar:

(o +as + ... +a,1)(a1—{—cx2+ .
A 0+ @p A Gy '
ap Gy + ay e + . an-y 4

For att kunna uppritthalla denna sats dfven for det
fall, att talen @ och o aro brak, blir det nédvandigt att

. i N o e-m w
definiera, hvad som bor forstis med %-E, dar m, n, p
n q

och ¢ ﬁfo‘absoluta tal. Vi ha:

ﬂ.ﬁ:(£+ +3>%+ +L>’

n gq n n q
. s . ..
hvarest o forekommer m ginger inom forsta klammern

1 . . .
samt — forekommer p ginger inom andra klammern.
q
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Skall var sats kunna uppratthéllas, bér saledes:

e el (1 1y _ e 1 el
<1—1+"'Tz><?+"'+?>-n gttt
e 1 e 1
g T Tyt
el e
n q n g

1 . . . . o
dar %-f i hvarje horizontal rad férekommer m ginger och
. . . . 1.
i hvarje vertikal rad p ganger samt %-- bor vara ett tal

inom det system, hvars grundenhet ar e och som det ater-
star att definiera.

Om %;— tillhér detta talsystem, ar

e 1 e 1 e 1

(e =gt
e 1 e 1
R R
e 1 e 1
"_+" —I__'_s
n q n q

1. . .
hvarest %? i hvarje horizontal rad férekommer g gdnger

och horizontalradernas antal ar n.

il

Nu ar:

1 . o .
dar E inom klammern férekommer p ginger, och siledes

éfven: E_. e<l+'+l>’
n q q

1 . . ..
dar 7 forekommer inom klammern ¢ ganger. Saledes ar:



22 Nr. 5. G. Mirrac-LEFFLER:

e W\ L _e.q e.q9 _ ¢
(n q>qn— 0 q—i—...—}—n g -1—}—...—5—;-1,

dar hvarje term pa hogra sidan om likhetstecknet fore-
kommer n ginger.

Vi ha sdledes blifvit ledda dartill, att for att var sats
Kap. 1, § 9 skall kunna uppratthallas, utan att man ldmnar
det talsystem, hvars grundenhet ér e, erfordras definitionen :

1 e
N—+¢— = —«
n q q'n
eller, da e = 1,
1
N — = —(,
n g n-q

Med denna definition till utgangspunkt erhéller man satsen
i fraga och kan siledes ocksa skrifva:

e-m e 1 -m-
S L L
q n gq ng n-q
Man inser dfven utan vidare, att satserna Kap. I, § 8 och
9 kunna oféréndrade uppritthallas.

6. Vi ha sett, att teorien fé6r de brutna talen har sin

kalla i strifvan att uppratthalla lésbarheten af likheten
x 0 = g = em

ifven i det fall, d4 det absoluta talet o icke &ar en divisor
till det absoluta talet.m.

Denna strafvan, hvars yttre anledning ar vara sinnens
uppfatining om vissa yttre tings delbarhet, gir tillbaka till
ménsklighetens tidigaste barndom, men har relativt sent
blifvit utiryckt under den abstrakta form, i hvilken vi
kladt densamma. Denna form ar emellertid det begrepps-
liga och adeqvata uttrycket for hvad man mer eller mindre

medvetet efterstrafvat.
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En af matematikens, den matematiska analysens, framsta
uppgifter 4r afven att bringa till full klarhet den mer och
mer omfattande kunskap om tingen och deras férhillanden,
som méanniskorna smaningom férvarfva. Det har alltid
varit s4, huru langt vi dn ga tillbaka i téinkand ets historia,
det &r sa afven i vira dagar, nir det géller att begrepps-
ligt fatta och ordna det brokiga och omfattande nya kun-
skapsmaterial, som naturvetenskaperna alltjimt insamla,
och det skall ocksa alltid sd forblifva, sd linge var sinnes-
virld och vart tinkande std i forhallande till hvarandra.

7. Lat oss med a och b (a < b) forstd tvinne tal 1 vart
utvidgade talsystem (§ 2), hvilka mé vara hvarandra huru
nérbeldgna som hélst. Huru stort man in mi vilja det
absoluta talet m, finnas alltid m med hvarandra olika tal,
hvilka efterfélja a, men foregd b. Vid forsta paseende fore-
faller det déarfore, som hade ofndlighetshegreppet (Kap. I,
§ 1) genom inférande af de brutna talen blifvit i mycket
vasentlig man utvidgadt. Att si emellertid icke ar forhal-
landet, inses pa foljande sétt.

Samtliga absoluta tal kunna uttryckas under formen %
Lat oss indela dessa tal i grupper, sd att till forsta grup-
pen héra alla tal, for hvilka A 4-p = 2 (sdledes endast
talet 1), till andra gruppen alla tal, for hvilka A4+u = 3
(saledes 2, 1/2) till tredje gruppen alla tal, for hvilka
A—+u = 4 och hvilka icke forekomma i en af de fore-
géende grupperna (saledes 3, 1/3) etc., till m:te gruppen
alla tal, for hvilka A +u = m —+1 och hvilka icke fore-
komma i nagon féregiende grupp etc. Man inser, att man
genom att fortséitta pa detta sitt erhaller hela talvirlden.
I forsta gruppen finns endast ett tal, i andra tva tal, i
tredje ocksi tvé tal i m:te p tal etc. LAt oss nu till talen
1, 2, 3, ... n ... tillordna, till talet 1 talet 1, till de tva

b
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talen 2, 3 ett af hvardera af de bida talen i andra grup-
pen, till talen 4, 5 ett af hvardera af de bada talen i tredje
gruppen samt fortskrida pa samma sétt, si att de p talen
i m:te gruppen hvart och ett af dem tillordnas ett af talen
p+p+ - Fpmat1l, ptpt A pro1 2,
pLr 1+ P+ - -+ Ppm—1-+ pm- Man erhiller pa detta sitt
hela var talviarld entydigt tillordnad talserien 1,2,3 ... n ...

Vi ha vid detta sitt att gi tillviga for forsta gangen
anvindt tankens formaga att pd en ging i medvetandet
fasthalla tvinne foremal, hvilka &dro till hvarandra till-
ordnade.

Utan denna tankens formaga funnes icke nigon mate-
matisk vetenskap.

Vi ha pa detta sitt erhallit: Oindlighetsbegreppet
har icke blifvit vidgadt genom inférande af de
brutna talen.

KAPITEL IIT

Grupper af ett obegrinsadt antal utaf tal.
Det alminna, absoluta talet,

1. Vi ha seit, huru samtliga hela och brutna tal kunna
entydigt tillordnas den obegransade féljden u = 1,2,3 ...
af hela tal pa ett sadant satt, att mot hvarje helt tal p
svarar ett och endast ett helt eller brutet tal a, samt, vice
versa, mot hvarje helt eller brutet tal a, ett och endast ett
helt tal .

Lat oss nu frén talen a, tinka oss uthrutna vissa gifna
tal. Sammanfattningen af dessa tal bendimna vi en grupp
och teckna densamma (a). Vi benfimna vidare hvarje enstaka
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tal a, som tillhor gruppen, ett element i densamma. Det
kan nu intrifTa, att huru stort antal element jag franskiljer
gruppen (a), andra element kvartstd. I si fall siges grup-
pen vara sammanfattningen af ett obegrinsadt antal
element.

En sadan grupp (a), som utgdr sammanfattningen af
elt obegrédnsadt antal element, vore en grupp, hvars element
aro samtliga hela och brutna tal. En annan vore samman-
fattningen af alla brutna tal mellan tvd pa hvarandra 5l-

jande hela tal. Annu en annan vore sammanfattningen af

1
alla tal ;{ , dar v antager alla heltalsvirden eller af —l—v,

dir p betyder samtliga primtal och v alla hela tal.

Vi férenkla att boérja med var undersdkning genom
f(")rutééittningt%n, att- alla tal i gruppen #&ro absoluta -tal.
Senare skola vi behandla allm#énnare grupper, dir detta ej
langre ar fallet

Vi borja med att faststalla som grundliaggande forutsétt-
ning fér de grupper, hvilka af oss i det foljande skola
behandlas: Det finnes alltid vid hvarje grupp ett
tal, som 4r stérre 4n summan af ett huru stort
antal som hélst af element i gruppen.

Vi teckna en sidan grupp ((a)). Ingen sidan i foérvig
bestimd tillordning af elementen a till hvart och ett af
talen v = 1, 2, 3 ..., som exempelvis uppkommer, om
man uppfattar talen a som tal a, enligt nigon bestimd
lag utbrutna ur talféljden a,, forutsities hirvid som gifven.
Ingendera af de bida grupperna, sammanfattningen af alla
hela och brutna tal eller af alla brutna tal mellan tva hela
tal
nimligen alltid bilda en summa af element i en sadan

uppfyller var grundliggande forutsittning. Man kan

b4

grapp, somi Ar stérre dn hvilket som hilst uppgifvet tal.
Ingendera af dessa bada grupper ar saledes en grupp ((a)).
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Detta fr déremot fallet med gruppen 2%; v—1,2 3...

Man har némligen, n ma vara ett helt tal huru stort som
hilst:

1i__ 21 1
v=1 2" 1 L

Det ma ej vara uteslutet, att vissa element i gruppen
((a)) aro lika med ett och samma tal. Detta kan dock i
foljd af var grundlaggande forutsitining endast intréffa for
ett begransadt antal element och fér hvarje element endast
ett begransadt antal ginger.

Med den grundliggande forutsiittning, hvilken vi betrif-
fande grupperna ((a)) infort, skall det visa sig, alt vi i
teorien for dessa grupper std pa lika fast mark, som vid
studiet af det hela och det brutna talet. Det skall visa sig,
att sddana grupper kunna behandlas som tal samt lyda
samma riknelagar som de hela och brutna talen. Det skall
. vidare komma att framgd, att desammas infoérande innebar
ett viisentligt vidgande af talbegreppet, hvarigenom erhalles
saval den begreppsliga tolkningen af ett problem, som under
artusenden gickat tidernas storsta ténkare, eller att kvadra-
tens sida och diagonal samt cirkelns periferi och diameter
icke kunna miétas med gemensamt métt, som é&fven att
viagen samtidigt 6ppnas utdfver det &ndligas matematik till
infinitesimalkalkylen med alla dess afgreningar, de mé be-
nadmnas hdgre matematisk analys, differential- och integral-
kalkyl, allmin funktionsteori eller teori f6r analytiska funk-
tioner eller annat.

‘1 For enkelhets skull anticipera vi, did hird icke ligger nidgon siir-
skild vikt, kinnedom om bhetydelsen af tecknet —.



Talet. 27

2. Det forsta, hvilket betriffande vara grupper behofver
faststallas, fr begreppen likhet och olikhet samt stérre
och mindre i afseende pa tvinne grupper ((a)) och ((b)).

Likhet mellan tviinne tal fgde endast rum, nir de bada
talen genom ett findligt antal operationer kunde ofverforas
uti samma tal. Ett sadant likhetsbegrepp kan icke liangre
betrdffande vara grupper uppritthallas. Begreppet likhet
och haérmed #Afven begreppen stérre och mindre méste
ges en vidare bestimning.

Vi begagna oss af en terminologi af Weierstrass. Ett
tal siiges innehallas i gruppen ((a)), om man frin grup-
pen kan franskilja ett antal element, hvilkas summa &r
storre an talet i fraga. Vi kunna med denna terminologi
pa foljande séitt uttala var grundliggande forutséitining:
En grupp, hvilken icke innehéller samtliga hela
. tal, dr en grupp (o).

Begreppen likhet, storre och mindre definiera vi nu
pa foljande sétt: »Gruppen ((a)) dr lika med gruppen
(), (@) = (b)), ((b)) = ((a)), om hvarje tal, som
innehélles i ((a)), dfven innehdlles i ((#)) och vice versa.«
»Daremot 4r den ena gruppen ((a)) mindre #n den andra
(1)), som &ar storre, ((a)) < (D)), (b)) > ((a)), om det
finnes ett tal, hvilket innehilles i ((b)) utan att inne-
hallas i ((a)).« Att gruppen ((a)) ir olika gruppen ((b)),
((@) = ((b)), betyder da, att likhet mellan de bada grup-
perna icke fger rum, att de ej &ro lika hvarandra.«

Ett exempel pa likhet mellan tviinne olika samman-

satta grupper erhélles genom jamférelse mellan gruppen

1 .
((2—\\)\), v =1,2 3 ... samt den grupp, som .bestar af
det enda talet 1. Man har, som vi sett, n mé viljas huru

stort som hilst,
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1 1
ol

v=1

Haraf foljer, att gruppen <<§;>> alltid och endast inne-

haller hvarje egentligt brik. D& det samma géller om talet

)=+

3. Ur definitionen pa likhel mellan tvinne grupper

1, ar sledes

féljer omedelbart:

»Om gruppen endast innehaller ett begrinsadi eller
‘andligt antal element, si #r densamma lika med summan
af dessa element«
samt vidare: .

»Om ((@)) = ((1)) och (1)) = ((0)), 54 ir (@) = (N« .

»Om ((a)) > ((#)) och () = ((e)), s& ar (@) > ()«

»Om ((a)) = (b)) och ((B)) > ((c)), 54 ar (@) > ().

4. En enkel o6fverliggning visar ytterligare:

»Om D &r ett tal, hvilket innehalles i gruppen ((@)),
sa finnes alltid ett motsvarigt helt tal n sadant, att n-d <
((@)) <{(n-} 1) 9.« Det finnes némligen alltid ett si stort
helt tal m, att m:d #r storre #n hvarje uppgifvet tal. Okar
man tillrickligt m, traffar man dérfor slutligen pa ett tal
N (N> m) s stort, att N-d icke innehalles i ((a)). Minska
nu N med en enhet 4t gangen. Man triffar da nodvandigt
pa ett sista helt tal n -+ 1 sadant, att (n -+ 1)-9 icke inne-
halles i ((a)), medan detta diiremot &r fallet med n-d. Q.e.d.

Héraf foljer ater:

»Fran gruppen ((a)) kan, da densamma innehéller ett
obegrinsadt antal element, alltid franskiljas sd méanga
(= ett s& stort antal) element, att den grupp, som hér-
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efter - aterstir, &r mindre 4n hvilket uppgifvet tal som
halst.« A

L4t namligen ® vara ett godtyckligt litet tal, hvilket
innehalles 1 ((a)). Vi ha bevisat tillvaron af ett helt tal n

sadant, att n-d < (@) < (n+ 1)-d.
Saledes kan man alltid finna ett si stort helt tal m, att
nd < E ay
v=1

dir a;, a,, az, ... a, mi betyda olika element i gruppen

((a)), och saledes dfven ett tal d; >0 sadant, att

m
nd <nd < E a,.

vy=1

Héaraf foljer ater

m+p m+p
nd, +2 Gy <20‘v
vEm+1  v=1
dar am 11, @m+42, - . - Am+p aro nya element ur gruppen ((a)).
Da nu ((a)) <(n-+1)9, ar
m+p
Da<@t 0o = adtd = nd, 45,
v=1

dar 9, ar ett tal mindre &n O.

Saledes ar
m+p

E a, < 0y <,

v=m+41
och detta huru stort talet p 4n ma viljas. Saledes

(e TV <8, <5,
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dd med ((a))(erl) forstas sammanfatiningen af alla element
i en grupp, hvilka kvartstd, sedan m gifna element a;, a5,

. am blifvit frinskilda. Q. e. d.

Omvindt giller afven:

»Lat (a) vara en grupp af tal i allmfnnaste mening
(cf. & 1), O ett godtyckligt litet tal samt lat oss fran (a)

uthryta vissa element a;, d, ... am. Kan det hela talet m
viljas som fterstar, icke inne-
haller d, si ar (a) en grupp ((a)).« '
Om némligen @m41, dmto, -+ Amip aro element i den
grupp, som aterstar efter frinskiljandet af elementen a, . . . am,
sS4 ar mdp
a\E < b’
C v =mit+1

huru stort jag 4n ma ha valt talet p. Sdledes #&r #fven,
oberoende af talet p,

m-+p m--p
2 -> w1 Mo Sas
y=1 v=1m-1 v=1

och féljaktligen gruppen (a) en grupp ((a)). Q. e. d.
5. Ett enkelt exempel skall visa oss, att vi i véra
grupper ((a)) erhallit nagot annat och mera &n de tal, vi

forut kanna. Vi vdlja den grupp (l, %), som utgdr sam-
manfattningen af talen I’TV—; (v =128 ...%); v=

1, 2, 3..., hvilken repres?nterar basen ¢ i det naturliga
logaritmsystemet, en af den matematiska analysens tidigast
kiinda och mest beaktade af sédana'grupper ((a)), som ej
dro lika med nagot vare sig helt eller brutet tal.

Man har
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1 __ 1 L I S
ZE—|P 1+p +(erl) (p+q)>

1
RRTES At +p+2+<p+2)<p+3>+

T (p+3>. . -(p+q>> <E+ 1p+1
1 1 1
' (1" FJ§+G+2)”+' B Jr( +2)q‘1>

1—

_ 1 1 (p+2)‘1 1 pr2

SRS SR R A e
p2

1 < 1 1
S RV S A |
o T i T
Om saledes ¢ ar ett helt tal, huru stort som héalst, ir
1+q

1
E }T<1+%’

v=1

hvaraf ater foljer
1+q

2<1—§—2i‘<2+

V=1

oo

samt att gruppen (1,,%) dr en grupp (()) eller <<1, %»,

hvilken har egenskapen
< (o )=2 e

och saledes icke kan. vara lika med nigot helt tal.

Gruppen (<1, l%)) kan icke heller vara lika med nagot

brutet tal, 1at vara % (p>1). Vi ha i féregiende § visat,
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att om O #r ett tal, huru litet som hélst, kan man alltid
faststilla ett annat tal ©; < samt ett helt tal n, det férra
O, niirbeldget O och det senare n sd stort, att

((1, l%))“! 5, <,

Hiraf féljer &ater, att summan af ett antal element huru

. 1 - . -
stort som hélst uti gruppen <<1, |T>> 4r mindre 4n

Attt

och att siledes

samt att, nér

P1y +
p \n
Satta vi nu n = p—l—q, erhélles

p+q

P 4
p LT L1_+\2+ +‘p +2\\’

v=p

1 ) 1 1 ( -1 1 )
<14+ T - -+7+—i1 ! -0
T T = T T e T
~ hvaraf ater foljer

) o 1 1
— -+ + -+
P1fP 1<P+1 p 1 (P ! 1)2 li),

dir P ar ett helt tal gifvet i och med talet p samt O &r
ett tal huru litet som hiilst. Enér P och p (p > 1) aro gifna
tal, ar saledes '
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Plp=1< Pl e

A andra sidan innehéller gruppen ((I, v > ‘talet

1
0

V=1

och om saledes I;)l = <<1,’%>>, skulle hérat folja

P g 1 1
b 2
ptq

1 1 . | 1 1
+;E> 1+E+E—f—- : ‘+V_—1+F

och séledes prlp—1>pPi1
samt
Pri<plp—l<pPii+t— 41
o pr1 T T

, 1 1
Talen P och p;|[p—1 éro hela tal och P +(p T 1)?

ett egentligt brak, och ett helt tal skulle hirmed vara be-

liget mellan ett annat helt tal och summan af detta tal och

. . 1
ett egentligt brak. DA detta icke kan intréiffa, och <<1, |—V—>)

icke heller ar lika med ndgot helt tal, ha vi saledes i

gruppen 1
. ’ e — 1, IT)) ’

erhillit en grupp ((a)),- som ej ar lika med négot vare sig
helt eller brutet tal. Q. e. d. o

»Begreppet grupp fr allménnare én begreppel hell eller
brutet tal. Det finnes grupper, som icke fdro lika med négot

helt eller brutet tal.«
Vidensk. Selsk, Math.-fysiske Medd. II, 5. 3
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6. Denna sats &r aAter endast ett speciellt fall af en all-
ménnare sats: »Lat A < B vara ivanne tal hvilka som
hélst och séledes dfven hvarandra huru nérbeldgna som
hilst. Det finnes alltid en grupp ((a)), hvilken icke ar lika
med nagot vare sig helt eller brutet tal och hvilken &r
belagen mellan 4 och B, A < ((a)) < B.«*

Denna sats inbegripes 1 den beviskedja, hvilken WEIER-
sTrass infort for hirledningen af en annan sats, hvilken
iter utgdr den ofrdnkomliga grunden fér hvarje bestdndande
funktionsteori. Satsen, hvilken férst af Weierstrass blifvit
skarpt formulerad och samtidigt striingt bevisad, lvder:

»Lat A och B vara tviinne tal eller grupper, af hvilka
A < B. Antag vidare, att inom intervallet [4 < B] finnas
angifna ett obegrinsadt antal® med hvarandra olika tal
eller grupper ((a)). Intervallet [A << B] inbegriper i si fall
dtminstone en grupp ((¢)), hvilken ir ett grédnsstille till
grupperna ((a)).«

»Med grénsstille ((c)) forstas da en sidan grupp, att
om densamma inneslutes mellan tvénne tal, hvilka man
ndrmar hvarandra, huru mycket som_hilst, s finnes alltid
mellan dem ett obegrinsadt antal af de gifna grupperna ((a)).«

Som exempel ma antecknas

! Cf. GEore CaNTOR, »Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller
reellen algebraischen Zahlen«, § 2, pag. 260. Journal f. d. reine und
angew. Math., Bd. 77. — »Ueber uendliche lineare Punktmannigfaltig-
keitene, pag. 5 seq., Math. Ann., Bd. 15. — >Sur une propriété du sy-
stéme de tous les nombres algébriques réelse«, § 2, pag. 308 seq, Acta
Math., T. 2.

Hengnr Pomvcarg, >Ueber transfinite Zahlen«, pag. 45 seq. Sechs Vor-
trige aus d. reinen Math. u. math. Physik. Fiinfter Vortrag.

2 = flere med hvarandra olika tal eller grupper dn hvilket huru
stort helt tal som hilst == oandligt mdnga med hvarandra olika -tal
eller grupper. -
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4

— 1, B =2
((a))#l{-%; n=123...
() = 1.

A =2 DB=23

() = 1+ 2:7;175112 1,2,3...
|

v=1

((c)) = gruppen e (cf. § 5)

Den Weierstrassiska beviskedjan inbegriper likaledes
Georg CANTORS berédmda sats.’

Hat man eine einfach unendliche Reihe w;, w,, ... w,,...
von reellen, ungleichen Zahlen, die nach irgend einem
Geselzt fortschreiten, so lisst sich in jedem vorgegebenen
Intervalle (...() eine Zalhl n (und folglich lassen sich
deren unendlich viele) angeben, welche nicht in jener Reihe
(als Glied derselben) vorkommt.

§ 7. Vi ha i kapitel II visat, huruledes ett antal gifna
tal, hela eller brutna, alltid kunna &fverféras i en enhetlig,
for dem alla gemensam form (multipler af samma del af
enheten). Det var hirigenom en jimforelse mellan sidana
tal blef méjlig och fridgan om likhet eller olikhet, stérre
och mindre kunde afgoras. Vi vilja nu underséka, pd hvad
séitt samma problem kan och bér behandlas for vira grup-
per ((«)). Vi skola hirvid finna, huru i sjilfva verket dfven
samtliga grupper ((¢)) kunna ombildas till en gemensam,
enhetlig form. »

Vi ha setl (§ 4), alt om d ér eti tal, hvilket innehalles
i gruppen ((a)), si finnes alltid ett helt tal n sidant, ait

nd < ((a)) < (n+ 1)0.
Liat oss att borja med antaga, att gruppen ((a)) icke
11 e

3*
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innehdiler enheten 1. LAt m vara ett helt tal, stérre a4n 1.
1

-1
I talfdljden —, —, -—, ... &r hvarje efterfoljande tal
m’ m,’ g :
mindre #n hvarje foregiende. Genom att vilja "det hela
talet v tillrickligl stort kan man vidare ernd, att % blir
mindre #in hvilket angifvet tal huru litet som hélst. Det
T . . . ’
finnes siledes ett forsta tal Py hvilket innehilles 1 ((a)).
Siledes finnes ocksa ett tal ny (§ 4) siddant, att
m —+1

mht

Ity
Py < (@) <

' 1 1 . . .
oyt p e > T > ... alla innehallas i ((a)),

erhller man ett obegrinsadt antal olikheter

D& nu

ny, n, 1
— g < — = C
mp'<((a))_ i ; B )\7 )\+19)\+27 :
Af desamma foljer
m-n m-n, -+ m
> i A
mi+1 < () = mi-+1
LTS "p+1+ 1
< SR
my+1 < (@)= mm+1

och saledes _
meny < ny g+ 1
Ny 41 < m-ny -+ m
eller
meny, < ny g < omeng4-my,
dar m, ir det hela tal, som nfrmast foregar m.
Det kan emellertid icke intriffa, att

T pt

frin och med en viss index u. Ty om detta vore fallet,
hade man frin och med detta p
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o

n
A andra sidan kan man alltid, enir ;1% < ((a)), vilja u

s stor, att
1

ny
___+_
mi | mi W

< ((a))
eller )
L
hvaraf ater foljer :
» m¥ony 1 <nygwt+1
eller
m¥-ny, < ngg,

bvilket strider mot antagandet m-n, = ny 4, frin och med
en viss index M. -

L4t oss nu inféra en foljd af hela tal h,; u = X, A1,
X+2 ..., alla mindre &#n m samt definierade genom lik-

heterna
]1)\ = Iy

41 = IH‘HM"}—hM_‘_]; b= )‘: A"i_lp )\+27 S

bland hvilka saknas savil alla tal hy, dir u foreghr X,
som dfven alla tal Ay, for hvilkka n,,, = m-'n, Af
denna definition pa talen h, féljer

ny) 1 ‘11,\ hl+1 - ﬁ_}_h,\fm
mr 1 T T\_i—mm-l T omh T oAt

M4 ”J\+1+_h,\+2 . ﬁ h>\+1+h)\+2
mA+2 T o mAr o2 T o ot A2

och saledes



38 Nr. 5. G. MITTAG-LEFFLER:

ng hn ~ Ry g ﬂt
me . mh s m)"H%ﬁ'“_&_mLL
po— 1,2 3. ..

h,
Bilda vi nu en grupp af talen ]—I:;, ordnade i foljden

h,
v = 1,2, 3..., hvilken vi skrifva — sa ar
mv//’

(@) = ((h’»

Lat namligen = vara ett egentligt brak, som innehalles

i (). \/I‘ln kan uppenbarligen vilja ett helt tal u sa stort,
att £ +— < ((@)). A andra sidan &r

((a)) = — —i— —

mu
och saledes

Pt hn o)

qg mr om | omirl T ome mv
P (T . .
— innehalles i \|— ]/ likavil som i ((a)).
q mV

P . [
Om man ater foérutsitter, att 7 innehélles i ((-—V> ,

mY
kan man alltid vélja p si stor, att

P Ay 1 n,

m7\+m?\*1+ _{_d—:—

me mW

och att siledes — enir
n
W
< (@)

% innehalles i ((a)).

Hvarje tal, som innehdlles i ((a)), innehélles &fven i

(( >)och vice versa.
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Saledes ar @) — <<i>>

mV
Q. e d
Vi ha forutsatt, att gruppen ((a)) icke inneholl talet 1.
Skulle dter detta vara fallet eller ((a)) innehdlla ett storsta

helt tal N, ha vi endast att till gruppen ((%)) som element
tillfoga talet N.

Vi anteckna till slut, att problemet om jamférelse mellan
tvinne olika sammansatta grupper, hvilka ingendera inne-

halla talet 1, numera erhillit den férenkling, att tvinne

h,
grupper ((ﬁ» alltid och endast i det fall fivo lika hvar-

andra, att mot samma v i bada alltid svarar samma h,,
eller, att om fér ett visst v i den ena gruppen saknas ett
motsvarigt h,, detsamma &r fallet i den andra gruppen,
och att om likhet icke 4ger rum, man endast har att i bada
grapperna genomlopa foljden by, Ay, hy ..., till dess man
triffar mot samma v svarande olika A, (den grupp #r den
stérre, dédr h, ar det stérre) ecller man triffar ett A,, som
icke har nigon motsvarighet i den andra gruppen. Skulle
ater var grupp innehalla talet 1, ér den grupp den storre,
som har till element det stérre hela talet.

Vi ha lyckats transformera gruppen ({a)), inom hvilken
ingen bestimd ordning mellan elementen var forutsatt, i
en ny grupp, dir elementen fro entydigt tillordnade tal-
foljden v = 1,2, 3 ..., si alt till hvarje tal ar tillordnadt
endast ett eller intet element h, och att det'sista icke kan

intraffa f6r alla v frin och med ett visst gifvet. Bildnings-

. : h
lagen for talen h, och hirmed fér gruppen ((m-—v» forut-

v

siitter ett obegriinsadt antal operationer. Detta ar tydligen

ofrAnkomligt, f6r sdvidi transformationen af ((a)) i en. en-
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hetligt bestimd grupp <(%>> skall omfatta de allméinnast
mdjliga grupper ((a)).

Om man infé6r m = 10, erbhaller man den bekanta
framstillningen genom o#ndligt decimalbrik.

Problemet om en enhetlig framstallning af gruppen ((a))
kan, man ser det ldtt, 16sas pd ménga olika sétt. Ett af
de mest kinda éar framstéillhingen genom kedjebrak. Vi ha
emellertid valt att i det foregdende liksom i narmast fol-
jande bada paragrafer, dar var uppgift blir att hérleda de
djupt liggande satser af WEIERSTRASS och CawnTtor, hvilka
vi i § 6 uttalat, félja WEIERSTRASS’ eget bevisningssétt
samt begagna den form han valt fér framstélining af
gruppen ((a)).

Uppgiften att vinna en enhetlig framstallning af olika
matematiska kombinationer eller, hvilket 4r detsamma,
tal_kombinationer, hvilken har den stérsta mojliga omfatt-
ning, sammanfaller pad det narmeste med matematikens
uppgift 6fverhufvud. Med densamma star eller faller mate-
matiken som vetenskap. En liknande uppgift gar for o6frigt
igen inom hvarje verklig vetenskap, uppgiften att under
enhetlig synpunkt sammanfatta si& minga som mdojligt af
vetandets skilda data.

§ 8 Vi aterkomma nu till féljande sats, hvilken vi
uttalat i § 6.

»Lat A < B vara tviinne tal, hvarandra hur nérbeligna
som hélst. Det finnes alltid en grupp ((a)) beliigen mellan
A och B, A < ((a)) < B, hvilken. icke &r lika med négot
vare sig helt eller brutet tal.«

_ Bevismetoden sammanfaller si godt som helt och hallet
med Weierstrass’ bevismetod vid héarledningen af satsen

betréffande gréansstillen ((I:f. § 6), men var framstillning
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vinner i ofverskddlighet, om vi férst hérleda ofvan anférda
satser. . ’

Lat oss med [a,; v = 1,2, 3 ...] beteckna samman-
fattningen . af alla hela och ibru_tna tal tillordnade féljden
af alla hela tal 1, 2, 3 ..., s& att mot hvarje helt tal v
svarar ett och endast ett helt eller brutet tal a, samt om-
vindt, mot hvarje tal a, ett och endast ett tal v (cf. Kapitel
I, & 7). _

Inom hvarje intervall [A < B}, det ma vara huru litet
som halst, finnes alltid ett obegrédnsadt antal, pa detta sitt
definierade tal a, (Kap. IL, § 7). Lit oss utgd fran ett visst
dylikt intervall [A < B] och 14t oss med ap, beleckna det
tal @, med ligsta index v = 6, hvilket inbegripes inom
intervallet [A << B] eller med andra ord det forsta af vara

tal a,, hvilket inbegripes inom detta intervall. Man har
siledes A< ag < B; 0, =1,
hvarvid — om 0; > 1 — intet af talen «a,, a, ... ag,_1

tillhér intervallet [4 < BJ. Lat oss hirefter dela intervallet
[A << B] i m > 3 lika stora intervall

1 1 2
[A < A —+—;;(B—A)], {A+E(B—A)<A+E(B——A)J. ..
[A gyl 4y~ BJ.
m
Bland dessa intervall finnes 116dvéindigt elt forsta
[A +%(B~A) < A‘%—"I—I;I——i(B—A)}; 0=nm=m—1'

) Oaktadt tecknet 0 #&nnu icke blifvit  definieradt, begagna vi oss
dock hir for korthetens skull af beteckningen 0 << ny; 0 <C ny betyder
da, att ny ar ett helt tal;-0 = n; betyder, att ny icke férekommer och

1
att saledes A4 —I—%(B—A) i detta fall ir A samt 4 —{—I}-l—;i_— (B—A4) ar

1
A —f——n;(B—A) och att ng etc. icke férekommer.
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hvilket icke inbegriper ag och séledes icke heller nagot af
talen a;, ap, ... ag,.

Lat oss nu med ag, forstd det forsta af véra tal a,,
hvilket tillhor detta intervall och for hvilket saledes

AN < <A+ T G,

0<n <m—1;8,>8

samt dela afven det si erhdllna intervallet i m lika delar.
Bland de da erhdllna nya delintervallen finnes nodvandigt
ett forsta k

At m—t<a+Tlm o),
m-ny <n,<m-n+m—1,

hvilket icke inbegriper ag, och séledes intet af talen ay,

Ay, - Agy, A 41, - Ag,
Om vi fortsiitta detta férfarande, erhilla vi ett intervall

Ak ”(B A) < A H;(B l;
mon, 1< npim-np_lfmwl,
hvilket icke inbegriper nigot af talen
ay, ao, - Qg , g, ...aeu(1581<62 <8p),
och dar a0, . 4 ir det forsta tal «,, som inbegripes i inter-
vallet. Hvarje nytt intervall ar en del af det nirmast fore-
géende. Det kan dock icke intriffa, att frin och med ett’

gifvet U, 14t vara u = X, en af de bada likheterna Mgy
= m-ny, eller n, y = m- nu—l—m—l St;idse éiger rum.

Om si vore fallet, vore nimligen antlnoen A+ e L (B—A4)

eller A ~|—ﬂt (B—A4) fran och med p — A alltld samma

tal, lat oss sitta €. Talet C &r Ater ett af vara tal a,, lat
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vara @z, D& nu alltid p < 6, och intet af talen ay, a,, . ..
ag,, tillhoér intervallet

A4+ “(B A) < A+ HJL(B A1,

foljer, att C icke kan tillhora ett sddant intervall, si snart
ng, ny

u > v. Saledes &r oy > -—, si snart p viljes tillrdackligt

mh ,
stor. Ingendera af likheterna n,,, = m-ny eller n,, =
m-nu—}—m— 1 kan saledes 4ga rum f{ran och med ett visst
tal w.
Vi atergA nu till var bevismetod i féregidende paragraf.
Vi sitta
n, = hl S m—1
nM_i_l - m-np—l—-hFH_l; II“+1 S m*l, u = 1, 2, 3 ...
dir, som vi visat, talet h,__; endast saknas, nar
Ny 1 = NNy
"Hvarken denna likhet eller likheten
HP'+1 = m—1
kunna, som vi visat, iga rum frin och med ett wsst tal u.
h,
Vi bilda nu gruppen <<ﬁ>>, v=1,2 3.
Gruppen .

strlhe—n = (G oo

rinnehaller« da alla tal

Iy

+< +h°+ nmu><B 4) = A+ EB—24)

m.

'} Harmed forstis en grupp (@)}, hvars enskilda element iro talet

h,y
A samt talen —\(B—A); v—=—1,12 3...
mY s
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och man har saledes

i (BN e = st e,

huru stor man dn m4 vilja index p. Vidare och d4 likheten

H+2 e+ w
mH+’+ml~"+2+ +mH+M

m—1

:mﬁ< ot +mu—1) |

.
icke kan #ga rum for alla tal p’, som #ro sitdrre &n ett
visst gifvet tal, och det saledes, om W viljes tillrickligt
stor, alltid finnes ett tal < W s stort, att Ay |y <m—1,
sd har man for siddana virden pa p’

h g4 hyya L :
m}:*il_!—m};if{_ -+ :uiil u-l-l( mM—1>
- itl(l_l_lm!“ 4 ! ,>__ . |
— mp+1 m ' mW—1/  mptg
— i(l_i)l_
mp my mu+
s 11

m4 mert+R

och sdledes, hur stor man dn viljer u’

n h n,+1 1
v, Mg hy g
Dy 4 el

mit mu+ mu mu+i

(Gl < "

samt hirmed : coe

hvaraf ater foljer

A+—WB m<A+« »w m'A+“F(B A)

hvilket dger rum, huru stort man &n sviljer talet p.
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Haraf foljer ater, att talet

s+

icke kan vara lika med nigot helt eler brutet tal ag ty
om man viljer p > v, ligga samtliga tal a,, hvilkas index
ir mindre eller lika med GH, som ater ar stérre eller lika

med W, utanfdre intervallet

w}—

A+t “(B A)<A—f— —A)} Q.e. d.

' h,
Vi ha héirmed bevisat tillvaron af en grupp 4 —|—(< >> (B—A4),

hvilken utan att vara lika med nagot helt ecller brutet
tal, 4r beldgen mellan tvinne gifna hvarandra hure nir-
beldgna tal som héalst A < B. G;"mcfen af var bevisning

h,
har varit, att vi aritmetiskt framstallt talet A 4+ << )) (B— A).

Ett karakteristiskt drag fér den Welelstra551ska funktions-
teorien ir, som vi Ofver allt skola finna, att Weierstrass
alltid séker fora beviset for tillvaron af det ena eller andra
matemaliska objektet si, att han f6r delsamma hérleder
en bestdamd aritmetisk framstillning.

§ 9. Vi 6fvergd nu till den Weierstrassiska satsen (§ 6).

Vi ha sett, att med grinsstélie forstas en grupp sadan,
att om densamma instdnges mellan tviinne grinser (= tviinne
andra grupper), hvilka flyttas hvarandra huru niira som
hilst, si finnes alltid mellan dem etl obegriinsadt antal
andra grupper.

Lat nu 4 och B, dir A << B, vara tviinne grapper ((a))
och antag, att mellan dem finnes ett obegrinsadt antal
andra grupper ((a)). Dela som i foregdende paragraf inter-
vallet [A << B] uti m (m > 2) lika delar '
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1
A < A+E(B-A)], [A—G—~(B A) << A—}——(B A)}
. [A+’3:1(B~A) < B],
m
Det finnes da ett forsta intervall

P<A+%w—m}

eller

A_|_%(B—A) <A—|—n1‘1—;H(B—A)J; l=nm=m—1,

hvilket inbegriper ett obegrinsadt antal grupper ((a)). Om
vi ytterligare dela detta intervall i mn delar, finns p4 samma
sitt bland da erhéllna nya intervall ett férsta

P+W%B m<A+%+1w Aﬁ

m-n <n, <m-n+m—1,

hvilket inbegriper ett obegriinsadt antal grupper ((a)). Genom
att fortsdtta pa samma sétt erhlla vi en rad intervall

[A+ (B— A)<A-{—ﬁ~(B A)}

-

m-nHSnM+1§m~nHTm—l; w=12 3...,

om hvilka giller, att hvarje efterféljande ar en del af det
foregdende, samt hvilka alla inbegripa ett obegriansadt antal
grupper ((a)). Talet

1+l o),

hy o4mon, = ny iy

dar

inbegripes i samtliga dessa intervall. D4 desamma genom

att Oka falet p kunna minskas under hvarje grins, si
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foljer, att talet A—{—((%)) (B— A) &r ett gransstille, hvar-
med var sats ar bevisad.

I olikhet mot hvad fallet var vid anvindingen i §§ 7
och 8 af Weierstrass’ slutledningar, kan hér intraffa, att i

talet ((%» samtliga brik fran och med ett visst v sakpas.

Afvensd giller, att den grupp, man erhaller som grins-
stélle, savél kan vara lika med som icke lika med ett helt
eller brutet tal.

§ 10. Vi ofvergd nu till att uppvisa, huru talens rikne-
lagar kunna bringas att ofdérindradt gilla for vara grupper
((@)). Vi ha sett, att dessa grupper #ro striingt definierade
talobjekt, hvilka pd samma ging de omfatta de hela och
de brutna talen ha en realitel, hvilken ar gifven i och
med talens egen. Kunna vi nu hértill visa att talens riikkne-
lagar oférandrade gilla foér desamma, att gman kan rikna
med grupper ((a)) pa alldeles samma sitt som med tal, sa
ir hérmed Adagalagdt, att de &ro tal och tal i vidare om-
fatining 4n vi férut kéinna.

Vi borja med begreppet summa al grupper. Detta
begrepp framtrider si godt som omedelbart. Det dr nim-
ligen tydligt, att en grupp, bildad af elementen a-- b, dir
a &ar elementen i en grupp ((a@)) och b elementen i en
grupp ((0)), sjalf &r en grupp ((a - b)). Det finnes nim-
ligen alltid ett tal I s& stort, att det icke innehAlles i hvarken
((a)) eller ((b)). Hiraf foljer Ater, att talet 2/ icke kan inne-
hallas i en grupp, bildad af elementen a--b och att sd-
ledes ((a-} b)) ar en grupp. I ofverensstimmelse hérmed
blir definitionen 4 summa: '

Med summan af tvinne grupper ((a)) och (b))
forstd vi gruppen ((a 4 ).

Vi erhélla omedelbart foljande satser:
»
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Associationslagen: »(@) - [((6) + ()] = [(@)
=+ (b)) + ()« '
Commutationslagen: »(a)) + (b)) = (b)) + ((a))«

samt:

»Vid summation af ett flertal grupper (a) &r summa-
tionens ordningsfoljd likgiltig.«
~ Om (@) +(®) = (o), ar (@) < (e)), () < ().

»Om (@) = (1), () = (@), s& &r (@) + (o)) =
((B) - ((d)).« :

»Om (@) > (b)), ((¢)) > ((@)), s& ar (@) + ((c)) = (b))
—+ ().« : ,

»Om (@) = ((B) och (&) = (@) s& &r (@) -+ ()
> (1)) + ().«

»Om ((a)) = (b)) och (@) + (e)) = (1)) + ((a)), sd &r
((e)) = (d)).« _

»Om ((a)) < ((B) samt ((@)) + () > (b)) + ((d)) sé &r
() = ().« _

»Om (@) < ((8)) och (@) + () = () 4 ((d)), sé ér
@) > (@« |

»Om ((a)) = (b)) och ((a)) + () = ((B)) + ((d), s&
ar ((c)) = ((d)).«

Samma lagar, som gilla addition af tal, gilla siledes
oférandrade vid addition af grupper ((a)).

Haraf foljer ater, att vi kunna behandla grupper (4),
“hvilkas element A aro grupper ((a)), pi samma sitt som
de grupper, dir dessa element #ro tal.

Lat niamligen (4) vara en grupp, hvars element éro
grupper ((a)). I dfverensstimmelse med § 1 kommer

vett tal eller en grupp ! att innehéllas i en grupp,
bildad af element ((«)), om man frin grappen kan fran-
skilja ett antal elementé hvilkas summa &r storre 4n 1L«
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»Elementen 4 = ((a)) bilda en grupp ((4)), om det
finnes ett tall £, hvilket icke innehalles i gruppen.«

»Likhet mellan tviinne grupper ((@)) och ((b)), ((a))
= (b)), (1)) = ((a)), dir elementen a och b sjalfva dro
grupper, dger rum, nir hvarje tal, som innehdlles i den
ena gruppen ocksd in nehélles i den andra, hvaremot
(@) = (), (1) < (@), nér det finnes ett tal, som
innehélles i ((a)) utan att innehallas i ((0)).«

Den hirledning, genom hvilken vi (§ 7) bringat véra »

grupper ((«)) under den enhetliga formen <(%>> blir ord
for ord densamma, om man i stillet for talen a infor
grupper ((@)). »Talviarlden inbegriper icke andra
grupper 4n sfidana, som kunna framstéllas under

formen «
mv

§ 11. Sedan vi infért begreppet summa af grupper,

inser man omedelbart, huruledes Georg Cantors sats (§ 6)
innehdiles i den beviskedja, hvilken vi i § 8 upprullat. Vi
ha vid densamma utgétt fran f5ljden af samtliga hela och
brutna tal a,, entydigt tillordnade féljden af de hela talen
1,2, 3... Om vi nu i stillet for talen a, inféra med
hvarandra olika grupper ((a)),, hvilka bilda en obegransad
folid ((@));, ((@),, ((@)); ... entydigt tillordnade de hela
talen 1,2, 3 ..., s bli alla slutféljder oférindradt desamina,
som da talen a, voro de hela och brutna talen.

Vi kunna alltid bilda en grupp ((a)), hvilken
icke 4r lika med négon af grupperna ((a)), och
som ir beldgen mellan tvédnne hvilka som hiilst
af desamma.

Grupperna ((a)) kunna icke samtliga, som fallet var
med de hela och brutna talen, ordnas i en f6ljd, -entydigt

tillordnad talen 1, 2, 3 ...
Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. IT, 5. 4
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Man erhaller déremot samtliga grupper ((«)) <1, om

man 1 uttrycket ((%)) [§ 7] later talen h, hvart och ett
for sig antaga alla heltalsvirden << m—1 eller frsvinna
ur uttrycket (utan att alla pa en ging eller alla frén och
med ett visst v forsvinna).

Vi ha genom inféorande af grupperna ((a)) triffat pa
en odndlighet af hogre art &n den intuitivl gifna voiindlig—
het, hvilken var sammanfattningen af alla hela tal 1, 2, 3. ..
Vi std infér begreppet kontinuum.

Kontinuet 4r sammanfattningen af alla grup-
per ((@).

»De olika grupper, som bilda kontinuet, kunna icke
samtliga entydigt tillordnas talféljden 1, 2, 3 ...« .

& 12. Aterstdr nirmast att underséka, huruvida samma
sats, som gillde skillnad mellan tvinne tal (kapitel I,
§ 6), kan utstrickas att giilla skillnad mellan tva grup-
per. Detta ér, som vi 1att skola se, verkligen fallet.

»Om ((b)) > ((@)), kan man alltid bilda en ny grupp

((¢)) sédan, att (1)) = ((a)) + ().«

h'y h.,

Antag ((B)) = 11’+<<W>> och ((a)) = 11+(<E>>
(cf. § 7), dar A’ och h #ro hela tal, af hvilka enbart h
eller bada A" och h kunna saknas, samt h', < m — 1 och
h, < m —1, och betriffande sival h’, som h, giller, att
de for vissa index v kunna saknas i respektive grupper,
men att detta dock icke kan #ga rum frin och med en
viss minsta index.

Enar ((b)) > ((a)) finnes alltid ett tal I, som innehalles
i ((b)) utan att innehéllas i ((a)). Saledes ar alltid

=aer ()

och saledes
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hy n, . 1

Io b =

mY — mY

samt om man faststaller A tillrdckligt stor

h/ I
1+ + 2+ .+m~::—>1 v=X\ A1, 142, 7,

mv

hvaraf ater foljer

n', n,
— > -— v =M A1, \+2 ete. ...

mY~ mY’

eller n',—1>n,>1,

A andra sidan ér
m—1
1 = oy

och gruppen ((b)) kan siledes uttryckas under formen

@ ="t )

m*

)+ (Gam)

n'y — 1 h m—
e e

m o

Vidare ar

h,+m—1>h, och 'y +m—1<2(m—1).
Lat oss nu inféra en serie af likheter

m+k=n)—1
11)\+“+k)\+“ — h'H_‘u—‘—mfl

LS
mh

>> den sdkta gruppen ((c)).

4%

s& erhalla vi uti —-+<<



52 Nr.5. G. MirTAG-LEFFLER:

@y =1 +<<h,-\+{w+1nf1)>

nt mh i

= (D B (B o+ @

mA+ /)

Vissa af talen &y, ky ... kunna saknasi uttrycket for
((c)), dock icke alla frin och med en viss index, ty i sa

\ A+ . . o .
fall skulle i M)) icke komma att innehdlla ett obegrin-
mhtp

sadt antal element.

Bopul) .. ' . .
Gruppen ) icke en sddan grupp, som vi

betecknat med <<§%>), men kan 1 ofverensstammelse med
§ 7 alltid forvandlas i vare sig en sidan grupp eller i
summan af en dylik och ett helt tal
Att gruppen (¢) &r entydigt bestdmad féljer af § 10.
Lat oss nu undersdka, hvad som bor férstds med pro-
dukt af grupper ((a)). Lt ((a)) vara en grupp och m ett
tal. D4 ((@)) ar en grupp, finnes alltid ett tal ! sddant, att

n -

E a, < I, huru stort man 4n ma vilja n. Foljaktligen ar

n
E m-a, < m-Il,

v=1

v=1

huru stort jag #n mA vilja n. Séledes den grupp, som
bildas af elementen m-a éar en grupp ((m-a)) = ((a-m)).
»Med produkten af talet m och gruppen ((a))

forstd vi gruppen ((m-a)) = ((a-{n)) och skrifva
m-((0)) = ((0))-m = (m-@)) = ((a-m)).«

Man erhéller omedelbart
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{2 m| (@) :Zn: my (@) :Zn ((m, @)).c
V=1 V=1

Tv=1

Lat oss nu i ((a)) och ((b)) ha tvinne olika grupper.
Det finnes alltid ett tal / sidant, att
a, <1,
v=1
huru stort jag 4n ma vélja talet n. Vidare finnes alltid ett
tal m sddant, att ((b)) < m. Man erhiller siledes

n n

D @) = | Da| () < me

v=1 v=1 :

Foljaktligen ar en grupp bildad af elementen a-((b))
= ((b))-a, en grupp ((a((b)))) = (((b)) a) och pd samma
sitt en grupp, bildad af elementen b-((a)) = ((a))-b en
grupp ((b(())) = ((((@)b)).

Lat nu [ vara ett tal, som innehlles i gruppen ((a-((b)))).
Det finnes da alltid ett tal n si stort, att

1

2 : a, (b)) > 1
v=1
och saledes ocksi

E:av((b)) > 140
v=1
om 0 viljes tillrackligt liten. A andra sidan finnes alltid

ett tal n, sa stort, att

n

D a @<

v=1

' Cf. rorande beteckningssittet ()™ 1 § 4,
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Saledes

ny

Dl [2 b ()| = 1,
p=1

v=1

hvaraf foljer

m

Zav[pzib“p,

v=1
eller
Iig ni
E b, E a, > L
=1 v=1

Haraf foljer ater

Z by (@) > 1
=1

Talet I, som innehélles i (a ((b))), innehalles alltid
samtidigt i (b ((a))), och likheten

(e @) = (W)

dger foljaktligen rum.

Definitionen pd produkt blir uppenbarligen:

»Med produkten af gruppen ((a)) och grup-
pen ((5)), ((@))- (b)), forstis gruppen ((a ((2))))
= ((b ()«

Vi ha redan sett, atl commutationsiagen

»((@)-((0) = (1) ()«
dger rum. En enkel betraktelse visar, att detta #fven ar

fallet med associationslagen eller att

»[((a))- (@] (&) = (@) [(®)- ()]«

Man ser #fven, att vid multiplikation af ett begrinsadt
flertal af grupper ((a)) ar det likgiltigt, i hvilken ordning
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multiplikationen foéretages. Man erhaller alltid till slut-
resultat en och samma grupp.

Vidare giller:

»Om ((@) = ((b)) och ((c)) = ((d), si ar ((a))-((c))
> () (D).«
© Om ((a) > (b)) och ((c) >((d)) sa dr ((@)-((0)
> ((0))- ().
samt omvindt

»Om ((a)) = (b)) och ((@))-((c)) > ((B))-((d), s& ar
() = (D).

Om ((@) = ((b)) och (()-((c)) = ((b))-((d)), sa &r
(0) = ().

Om ((@) > ((3)) och (@) -((0)) = ((b))-((d)), s& &r
((0)) < ().«

§ 14. Vi ha visat, huru lagarna fér addition (§ 10),
subtraktion (§ 12) samt multiplikation (§ 13) ofér-
andrade galla for vara grupper ((a)). Begreppet division
giller likaledes oférandradt.

»Om ((b)) och ((@)) éro tvanne gifna grupper, kan man
alltid bilda en ny grupp ((¢)) sddan, att (b)) = ((a)) - {(c)).«

" LAt némligen m vara ett helt tal; som icke innehélles
i ((a)). Det finnes alltid en grupp ((@)) sidan, att (§ 12)

m = (a)) + (@)

och att saledes

LAt oss nu inféra en ny grupp

@ =1+ ({2 v =128

Man har

@y = (D) v=1.93...

m
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och sdledes
@ = 1+ @y
(«

samt om vi & bada sidor om likhetstecknet addera %)2 (B

@+ D@y =14+ DL g 4,
Héraf foljer ater
W) @y =1

och saledes

(@ D) = @

(@ = D@y,

Vi ha nu visat, huru samtliga lagar fér addition,
subtraktion, multiplikation och division, hvilka
vi i kapitel I och II hirledt f6r de hela och brutna talen,
oférandrade gélla for vara grupper ((a)).

Grupperna ((a)), hvilka omfatta de hela och
brutna talen och hvilka samtidigt ha en langt
vidstricktare giltighet, dro sjdlfva tal. De kunna
med fog nimnas allminna tal. Den ofliga bendm-
ningen fér desamma, si snart de icke dro hela eller brutna, .
ir inkommensurabla tal. D4 dessa linge och allt intill
nyaste tider icke betraktades som begreppsligt gifna objekt,
utan antingen som geometriska, genom Aaskidning vunna
storheter eller som symboler, underkastade de verkliga
talens riiknelagar, kom é#fven den alltfortfarande begagnade
bendmningen irrationella tal att betriffande desamma
vinna burskap. I motsats hirtill sammanfattades di de
hela och brutna talen under den finnu alltjimt antagna

benimningen rationella tal.
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Sedan vi nu visat, att ((a)) kan behandlas pa alldeles
samma sitt som de tal ¢, hvilka vi férut kallat absoluta
tal, inbegripa vi hirefter afven talen ((a)) under denna
benimning. Det allminna talet i ett talsystem med e som
grundenhet kommer séledes att tecknas e-((a)) och lyder
samma riknelager som e-a, dir a ir ett rationelt tal.

§ 15. Det historiskt férsta problem, hvilket efter &r-
tusendens mer eller mindre medvetet sékande slutligen
genom inférande af gruppen ((a)) eller det allmiinna
absolula talet erhallit en verklig l6sning, torde ha varit
den begreppsliga tolkningen af den geometriska erfarenhet,
att kvadratens sida och diagonal icke kunna mitas med
nigot gemensamt méatt. Vid s6kandet efter ett tal x, som
uppfyller likheten

x? = 9,
finner man omedelbart, att det icke finnes nigot dylikt
tal (helt eller brutet tal), men den geometriska dskadningen
ger oss dock fOr det sdkta obekanta, for x, ett visst nagot.
Hvad ér detta nagol begreppsligt faltadt? Det foregiende
har lirt oss att besvara denna fraga.

Vi bilda aritmetiskt den grupp ((a)) eller det allmfinna
tal, hvilket ir vart sékta .

Vi komma hérvid enklast till mélet genom samma slut-
foljder som i § 7.

Léat oss med P férstd ett helt tal, som icke #r pro-
dukten af ett helt tal slérre én ett multipliceradt med sig
sjalf. Lat vidare m vara ett helt tal storre 4n ett: Mot talet
m*Y; v =1, 2, 3 ... svarar di alltid ett helt tal n, > 1

sddant att
2
n,
7} < P <

my

n, + lr

mv

och séledes ocksi ett helt tal ny , sddant att
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[nv+1]2< P r%_m + 1]2

mv—+1 my+1

iy g + 12 > [n,m)?

Man ser, att

och siledes
nyyy+1>n,-m

n, 1= n,m,
A andra sidan ar #fven
Ny m 4 m > ny, 4
och saledes ir
neemAm-—12n, 4.

Vi inféra nu de hela talen kA, hy, hy, hy, ... som vi

definiera genom likheterna

hREP< P < (h-+1)?

hy +n-m=n
hy +n,-m = n,
h,+n,_; m=n,;v=123...

Om dessa tal giller, att s& snart n, _;-m = n,
h, <m-—1

samt vidare att sd snart n,-m = n, ., icke finnes nigot
mot v svarande tal h, ;.
Dessutom giller, att det icke kan intréffa, att fran och

med ett visst v, lat vara v = A
n,m — 11V+1.

n1\4 = = m)\ m\/ w

>
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och man alltid kan vilja p si stor, att

m, 1 r [m“-n)\—klr
[m—)\ 'm < P eller —I;l}\——i:r < P
foljer
mbeny+ 1 <mypu1
eller

mt -y < ny 4y,

hvilket ater ar oférenligt med m* - n\ = ny + u eller att lik-
heten m-n, = n, . 4ger rum frdn och med v = X\,
Lat oss nu bilda gruppen

s =t

Man har, di icke alla h, frin och med ett visst tal v kunna
1 densamma saknas,

hy,  h, h,
ht—+ 54+ +— <8
m m m

A andra sidan ér

hy  hy h, ny
1 — 4. — = —
+ m+m2+ +mV mv
Vidare ar
hv—l—l + hv+2 + hv—{—p
v+l omv+2 T D mytp
1
mk 1 1
<(In_1)1_£.1nv+1 m_V
m
och saledes
ny < n,+1
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Man har saledes
n, 12

[+

mv

|

SO

mv

hvarvid betriffande savil © som & giller

N P

== skillnaden mellan

D& ater P ar ett gifvet helt tal, kan aldrig

n, |2
mv}’

som ir mindre &n P och siledes ej heller % vixa ofver
hvarje grins. Talen d och £ kunna siledes genom att till-
réckligt 6ka v bringas att bli mindre #n hvilket huru litet
tal som hilst. Hvarje tal, som innehé&lles i P, inne-
halles siledes afven i S och likheten
P =82
4ger siledes rum.
Det finnes ett allmint tal

for hvilket

§ 16. Den hirledning af det allminna absoluta talet,
hvilken vi gifvit i det féregfende, ansluter sig i allt visent-
ligt till WEIERSTRASS. Den utarbetades af mig under hésten
1877 som inledning till en foéreldsning 6fver analytiska
funktioner. Jag hade hirvid tillgang till en programafhand-
ling af E. Kossak (Die Elemente der Arithmetik, Berlin
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1872), som innehéller ett f6rsok till redogdrelse for Weier-
strass’ teori, hvilken dock alls icke hade dennes gillande.
Weierstrass skrifver exempelvis till mig 5. april 1895 i an-
ledning af en annan friaga:

»Sie wissen, wie meine Einleitung in die Funclionen-
theorie von den Herren Kossak und . . . verhunzt worden
ist.« Kossak aberopar sig pa en forelisning af Weiersirass
vintersemestern 1865—66. For hvar och en, som é&r for-
trogen med det Weierstrassiska framstillningsséttet och de
Weierstrassiska metoderna, stir emellertid klart, att han
redan tidigare i sina foérelisningar i Berlin meddelat allt
viisentligt af sin teori. S& maéste i hvarje fall dgt rum vid
den férelasning, hvilken han vintern 1859—60 samt som-
maren 1860 holl 6fver amnet »Einleitung in die Analysis«,
den forra 5 timmar, den senare 4 timmar i veckan (denna
sista gratis), och antagligen redan vid hans féreldsning i
sommaren 1857 »Allgemeine Lehrsitze betreffend die Dar-
stellung anahlytischer Functionen durch convergente Reihenc
(publice 1 timme i vecken).*

I begreppslig besittning af sin teori var Weierstrass
sikerligen redan 4ren 1841, 1842. Enligt hvad han sjaif
framhéallit och hvilket likasd framgar ur de fyra forsta af
honom publicerade afhandlingarna i Werke, Bd. 1, var han
vid denna tid fardig med allt det véasentligaste i sin funk-
tionsteori. Sjilfva basen fér den Weierstrassiska funktions-
teorien, det oundgingliga villkoret f6r den matematiska
analysens aritmetisering och strangt begreppsliga upp-
byggnad fran grunden, &r emellertid och maéste  vara
faststillande af de bada begreppen alimant tal och
gransstélle, hvilka fore Weierstrass icke kunnat tolkas

! »Verzeichniss der von Weierstrass an der Universitit zu Berlin
gehaltenen und angekiindigten Vorlesungen.c Werke, Bd. 3, pag. 355, 356.
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annat 4n genom mer eller mindre oklar geometrisk 4dskéd-
ning.

HEINE klagar i sin afhandling »Die Elemente der Func-
tionenlehre«, ' publicerad 1872, samma ar som Kossaks skrift,
ofver att de Weierstrassiska salserna, ehuru af Weierstrass
bevisade »unentbehrliche Fundamentalsétze«¢, dock endast
aro bekanta genom dennes f6reldsningar och muntliga
meddelanden samt indirekt genom anteckningar efter fore-
lisningar och att desamma dérfére allt fortfarande af ménga
till sin riktighet betviflas. Detta ar ocksa skilet, hvarfore
Heine, stédd pa4 muntliga meddelanden af Weierstrass sjalf,
samt med verksamt bitride af Canror offentliggér sitt ar-
bete. Han har emellertid enligt Cantors rad i detsamma si
tillvida modifierat Weierstrass’ grunddefinition, att han i
stillet for gruppen ((a)) utgir fran en obegrinsad foljd af
tal, hela eller brutna

ny <<ty << Uz << ...

b

sadan, att differensen mellan ett tal n, och ett annat
un 4+ m, om blott n viljes tillrdckligt stor, oberoende af m,
blir mindre &n hvilket som hilst tal ®, huru litet detta
in ma ha blifvit faststdlldt. Han benimner denna talféljd
Fundamentalreihe. Denna»Fundamentalreihe« definierar
nu ett visst nigot, som blir det nya talet: detta blir en
symbol, ett tecken. Ocksid ser sig Heine tvungen uttala:
»Ich stelle mich bei der Definition auf den rein formalen
Standpunkt, indem ich gewisse greifbare Zeichen
Zahlen nenne, so dass die Existenz dieser Zahlen nicht
in Frage steht.«

I sjalfva verket blir Cantor-Heines utgdngspunkt

* Journal f. d. reine und angew. Math. Bd. 74, pag. 172—188.
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. n (=]
Lim un, = Lim a, = E ay,
n=o n—=cw 1
v =

v=1

hvilken definition, som vi senare skola finna, vid en fram-
stdllning af den Weierstrassiska teorien i sin helhet forst
upptrider, nir begreppen allméint tal med mer 4n en grund-
enhet och utredningen af sidana tals viisentliga egenskaper
redan agt rum.

Begreppet griansstdlle kommer hos Cantor-Heine att

redan vid teoriens ingdng postuleras i stillet f6r att som
o0

hos Weierstrass bevisas. Serien E a, ir ju ingenting
v=1 ’
annat in ett grinsstille for talen wn; n = 1, 2, 3

Ungefar samtidigt med Cantor-Heine har MEgray' fram-
stillt en teori for det allininna absoluta talet, hvilket
definieras pd samma sélt som hos Cantor-Heine. Dessas
»Fundamentalreihe« benimnes hos Méray variante. Att
Méray lika litet som Cantor-Heine uppfattat det af honom
inférda »inkommensurabla« talet som ett verkligt tal, fram-
gar af hans reflektion: »Telle est pour nous la nature des
nombres incommensurables: ce sont des fictions permettant
d’énoncer d'une maniére uniforme et plus pittoresque toutes
les positions relatives aux invariantes convergentes.«?

Samma osékerhet uppiradde pa sin tid betriffande de
negativa talen och dnnu nira var tid betriffande de kom-
plexa talen. De voro icke verkliga tal, utan en sorts sym-
boler, 4 hvilka man kunde utfora i det nidrmaste samma
rikneoperationer som 4 verkliga tal.

I den Weierstrassiska teorien aAr uppfattningen en annan.

Den sammanfattning af tal, som vi kallat det allméinna,

! CHARLES MiiRay, »Nouveaun précis d’analyse infinitésimale«, Paris1872.
L.c.p. 4.
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absoluta talet, 4r en skapelse, hvilken ar gifven i och
med det fOrsta talbegreppet samt vunnen genom tankens
formaga att tillordna hvarje tal i en talfoljd 1, 2, 3, ... v ...
ett nytt tal och uppfatia det objekt, som &r sammanfatt-
ilillgén af dessa. senare tal, som en realitet, lika bestimd
som den obegrinsade talféljden 1, 2, 3 ...

DeperiNp* har infort det allménna talet frin en annan
synpunkt dn Cantor-Heine-Méray. Hans definition &r lanad
fran den geometriska intuitionen. Han yttrar:

nZerfallen alle Puncte der Geraden in zwei Classen von
der Art, dass jeder Punct der ersten Classe links von jedem
Puncte der zweiten Classe liegt, so existiert ein und nur
ein Punct, welcher diese Eintheilung aller Puncte in zwei
Classen, diese Zerschneidung der Geraden in zwei Stiicke
hervorbringt;«?
samt ytterligare:

»Ich bin éussel‘ Stande, irgend einen Beweis fiir seine
Richtigkeil beizubringen, und Niemand ist dazu im Stande.
Die Annahme dieser Eigenschaft der Linie ist nichts als
ein Axiom, durch welches wir erst der Linie ihre Stetig-
keit zuerkennen, durch welches wir die Stetigkeit in die
Linie hineindenken.«?

Sedt ur geometrisk synpunkt, kan Dedekinds standpunkt
»att det allmanna talets existens icke 4r annat 4n ett axiom«
motiveras. Ur aritmetisk och begreppslig daremot icke.
Dedekinds geometriska definition kan emellertid, som han
sjilf senare framhailit,® utan svarighet 6fverféras i en rent

! >Stetigkeit und irrationale Zahlen<. Braunschweig 1872. 2. Aufl.
1892, Jmfr. dessutom >Was sind und was sollen die Zahlen?¢« Braun-
schweig 1888.

¢ L. c. pag. 18.

# >Was sind und was sollen die Zahlen?« Vorwort. Harzburg 5 okt.
1887.« Braunschweig 1887, 1893.



Talet. 65

aritmetisk. Detta har skett hos LipscHiTz i hans fem ar
efter »Stetigkeit und irrationale Zahlen« utgifna »Lehrbuch
der Analysis«.! Nidr man foljer Dedekind, utgir man emeller-
tid alltid, huru man &n ma variera sin framstillning, fran
tvA »IFundamentalreihen« eller »variantes« i stillet for som
hos Cantor-Heine eller Méray frian blott en. ,
Dedekinds teori har emellertid vunnit stérre insteg i
larobokslitteraturen 4n ndgon annan. Forklaringen synes
ligga 1 dess vadjan till geometrisk intuition. Man inligger
inom sjélfva grunden fér aritmetiken en geomeltrisk askad-
ning, hvilken 4r och boér vara [6r densamma frammande,
men vinner 4 andra sidan den skenbart storre latifattlig-

het, som geometriskt dskadande synes medfora.

! Bd. 1, Bonn 1877,

Feordig fra Trykkeriet den 23. April 1920.
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