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INTRODUCTION

ACOBUS STIRLING, dans son Traité! intéressant, mais
J trop peu connu, a étudié les deux classes de nombres
positifs entiers que nous désignons, dans ce qui suif, par
Ch. . et G5y, et I'étude de STIRLING est si profonde‘ qu’il
a calculé des petites tables et des Ci+s et des @5y Clest
pourquoi nous désignons comme nombres de STIRLING de
premitre et de seconde espéce les Chi; respectivement
les @ﬁ.{. 1.‘ ‘ )

Les deux classes de positifs entiers, introduits par
'STIRLING, jouant un réle assez fondamental et dans I'’Ana-
lyse et dans la théorie des Nombres, ils ont été étudiés
par beaucoup de géométres; nous nous bornerons a citer
ici EureEr? Laprace®, HerscHEL?, GRUNERT® et ScHLO-
miLcH®. Dans nos jours, feu M. TaieLe ' a appliqué, du
méme point de vue que STIRLING, les Chyi et les @h 4y, et
‘a la demande de THIELE, 'éminent calculateur M. N.-P. BER-
TELSEN a donné une extension irés considérable des petites
tables de STIRLING. Le dernier article du présent Mémoire
donne le commencement des fables de M. BERTELSEN.

1 Methodus Differentialis: sive Tractatus de summatione et inter-
pelatione serierum infinitarum. Londres 1730.

2 Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. 13. Institutiones
calculi differentialis, p. 485—486; Pétrograde 1755.

8 Histoire de I’Académie, année 1777, p. 99—122,

1 Philosophical Transactions 1814 I, p. 440—468, 1816 I, p. 25—45.

5 Mathematische Abhandlungen, p. 63—93, Altona 1822.

& Journal de Crelle, t. 44, p. 344— 355, 1852,

7 Interpolationsrechnung, p. 31 —32. Leipsic 1909.

]*
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Les nombres de Stirping étant intimement liés aox
nombres ‘de BErRNOULLI, j'étudie depuis plus de trente ans,
ces nombres compligués, sur lesquels j'ai publié plusieurs
notes, savoir:

Om Potenssummer af hele Tal.’

Recherches sur les polynomes et les nombres de Stirling. *

Note sur quelques applications analytiques ‘des poly-
nomes de Stirling.®

Sur les séries de fonctions de Stirling. *

Or, ayant mené a une terminaison relative mes recher-
ches systématiques sur les nombres de BernouLLI®, je me
suis décidé 4 revenir aux nombres de STIRLING, beaucoup
plus difficiles encore.

En effet, ’étude systématique des nombres Chia et Shqy,
le rang p élant supposé fixe, est réduite a U'étude d'un
seul polynome Pg,(x) du degré 2p par rapport a , poly-
nome qui se présente sous la forme .

Pop(x) = -+t DxEz—1D ... (c—pF+1DPp(x),
ot Pp_1(x) est un polynome entier du degré p—1 par
rapport a x. C'est-a-dire que la déterminalion des nombres
de StirLing du rang p renferme implicitement la détermi-
nation d’une factorielle de l'ordre p, inférienr a4 Yordre
‘des Ch.yq et Ghys.

Quant aux polynomes ¥,(x), que je désigne comme les
polynomes de STIRLING, soit

bp(x) == apgalt-op P~ G oy p P L A0,

1 Nyt Tidsskrift for Mathematik, . 4 B, p. 1—10; 1893.

%2 Annali di Matematica, 3° série, t. 10, p. 287—318; 1904.

8 Id. p. 319—325; 1904. ’

4 Annali di Matematica, 3° série, t. 12, p. 101—112; 1905,

5 La guerre a retardé la publication de mon livre: Traité élémentaire
des Nombres de Bernoulli. Dans le Mémoire présent je cite plusienrs
fois ce Traité, en indiquant les numéros des articles dont il s’agit.
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et soit r un nombre fixe, il existe wn polynome By (x) du
-degré 2r par rapport a x, tel que

Bar ()

Y= Gpntgrc VSTEP,

et ce polynome Ba (x) se présente sous la forme
Por (@) = w(x—1) .. (@—r+1or(2),

oit 6;(x) est un nouveau polynome entier du degré r par
rapport 4 x. C’est-a-dire que la détermination du coeffi-
cient B, r exige aussi la délermination d’une factorielle,
étant de l'ordre r inférieur a p.

Ces remarques monlrent clairement que la nature ana-
lytique des nombres de STIRLING est trés compliquée.

De plus, j’al donné une théorie élémentaire des nombres
de BERNoULLL, en les débarrassant entiérement des éléments
transcendeniaux, mais je n’ai pas réussi 4 résoudre ce
méme probléme relativement aux nombres de STIRLING.
“C’est pourquoi j'ai été obligé d’appliquer, dans le présent
Mémoire, et une méthode élémentaire et une méthode
iranscendante.

Quant au Mémoire que j'ai 'honneur de présenter ici
a4 notre Académie, il |contient tous les résultats donnés
dans mes publications susdites, souvent dans| une forme
généralisée, et beaucoup d’autres. Or, je ne mentionne pas
les séries de factorielles de STIRLING, données dans mon
Traité de la fonction gamma?®, et c’est la méme chose
pour la belle généralisation de ces formules, savoir

f—;r»(ﬂl;(—y)«; _ @) NGt s 1) 1 (es—1)
[(g—e+ D) (y—2)* y  aed  y(y+D...(g+s)

1 Handbuch der Theorie der Gammafunktion, pp. 259. 285—288;
Leipsic 1906.
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ot les sy (x-s—1) sont les polynomes de STIRLING et

ou il faut supposer
Ry > R(x) > —1.

Cette formule est indiquée pai‘ M. RurGERs', mais sa
démonstration, une intégration terme a terme d'une série
infinie, n’'est malbeureusement pas rigoureuse, et je. n’ai
pas réussi a la compléter. De plus, il ne me semble pas
siir que les conditions indigquées par M. RuTGERs soient
exactes. .

En appliquant, dans les articles VIII, 1X, X du présent
Mémoire, des séries de LaGrangE, dans lesquelies les
nombres de STIRLING jouent un réle fondamental, je saisis
T'occasion d’attirer I'attention des géométres sur une fausseté
littéraire qui rattache le nom de BURMANN aux séries de

la forme
@ (@)= A+49E@) +4(0@))+... +An(0 @)+,
éppliquables aux environs de x = a, zéro simple de la

fonction analytique ©(z), et dont les coefficients sont a

déterminer par les expressions

Ay = f(a) |
® an= Lo [ ]

La source de cette fausseté littéraire est peut-étre a
chercher dans une citation trompeuse de Lacroix?, citation
qui fait croire que B{RMaANN ait publié un mémoire dans
le tome II, p. 156 des Mémoires de I'Institut.

Or, le tome susdit (de P'an IV) ne contient qu’une
recension, faite par LAGRANGE et soussignée également par

1 Nieuw archief voor Wiskunde, 3¢ série, t. 8, p. 106; 1807.

2 Traité du calcul différentiel et du caleul intégral, t. 111, p. XXI
(Table), 2° édition, Paris 1819.
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LEGENDRE, de deux mémoires manuscrits que BURMANN a
envoyés a l'Institut. Et, dans la page citée par LAcroix,
on: lit textuellement: »

»Cette formule [savoir une formule équivalente a (a),
suppléée par les expressions (b) des coefficients] étant trés
genérale et susceptible d’un grand nombre d’applications
utiles dans la théorie des fonctions, nous avons cherché
si elle ne s’étoit pas présentée déja aux regards des ana-
lystes: nous avons bient6t reconnu qu’elle ne différoit pas
essentiellement du théoréme donné par Lagrange dans les
Mémoires de Berlin, année 1769 [1768?]. Nous avons trouvé
également qu’elle pouveit se déduire irés aisément d’un
théoréme que le citoyen Laplace a donné sans démonstra-
tion dans les Mémoires de I’ Académie des Sciences année 1777,
Il résulte de l1a que la formule de M. Biirmann ne peut
étre regardée comme une découverte nouvelle en analyse;
mais on ne sauroit refuser & l'auteur la justicé de recon-
noitre qu’il est parvenu 4 ce théoréme par ses propres
recherches, et qu’il en a donné une démonstration nou-
velle et ingéniense.«

Quant 4 la citation inexacte de Lacroix, je remarque
expressément que cet auteur désigne’ la formule en question"
comme théoréme de LAGRANGE.

Examinons maintenant la littératnre plus ancienne que
le Traité susdit de Lacroix.

KLOGEL, dans son Dictionnaire Mathématique * ne men-
tionne pas BUrmANN, mais indique correctement que La-
6RANGE? a démontré le théoréme général:

1 Traité du caleul différentiel et du ealcul intégral, t. I, p. IV (Table),
2¢ édition, Paris 1810.

2 Mathematisches Handworterbuch, t. I, p. 625—636; Leipsie 1802.

3 Mémoires de 'Académie de Berlin, année 1768, p. 275; voir aussi
année 1769, p. 207. -
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Soit x une racine quelconque de 1'équation
() ' a=x—{(x),
ot Y(x) est une fonction »quelconque« de x, et soit f(x)

une autre fonction »quelconque« de x, il résulte le déve-

loppement 3
@ f@) =@+ DD (@) r@l,_,

De plus, KLOGEL ! remarque, qu'en substituant, dans (c),
y P (x) au lieu de x, savoir en étudiant cette antre équation

(e) a=zx—yd(x),
on aura plus généralement
n=w
@) =@+ DD @I @],
n=1
généralisation immédiate qui était donnée déji par La-
GRANGE, ®
Soit maintenant y = @ (x), ce qui donnera, en vertu
de (e),

xXx—aq
9 (x)’

on voit que la formule (a) est une conséquence immédiate

P (x) =

de (f), la détermination (b) des coefficients A, y comprise.

Remarquons encore que J.-W. Prarr?® en reproduisant
Ia derniére démonstration de LAGRANGE, ne mentionne pas
BorMaNN et c’est la méme chose pour GRUNERT, dans le
second volume du Dictionnaire Mathématique*, et pour

1 Loec. cit. p. 625.

2 Théorie des fonctions analytiques, p. 101—105; Paris, an V (1797).

3 Sammlung comhin'atorisch-analytischer Abhandlungen, herausgege-
ben von.- Carl Friedrich Hindenburg. Zweyte Sammlung, p. 195—229;
Leipsic 1800.

4 Mathematisches Handworterbuch, Supplement Bd. I, pp. 55, 80;
Leipsic 1833.
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Purseux?!, dans son Mémoire fondamental sur les fonctions
algébriques.

C. Ramus? I'érudit professeur danois, indique, sans don-
ner des citations, mais évidemment inspiré par Lacroix, que
les formules (b) sont dues a BorRMANN, ce qdi est [faux, mais
Ramus dit expressément, que la série (a) n’est autre chose
gu’une transformation immeédiate de celle de LLAGRANGE.

La désignation: série de Biirmann est appliqué eexplicite-
ment par S(:HL('jM_lL(:I-Ig3 qui, a cette occasion, fait la re-
marque suivante: ' '

»Die Formeln 62), 63) und 64) [savoir les formules (a)
et (b)] wurden 1796 von BiUrmann (in Mannheim) auf an-
derem Wege entwickelt (Mémoire de Ulunstitut, tome II,
pag. 14) jedoch, dem damaligen Standpunkte der Wissen-
schaft gemiss, ohne Angabe der Giltigkeitsbedingungen
fiir die Gleichung 62) [savoir la formule (a)]. Neuerdings
ist Puiseux (Liouville’s Journal Bd. 15) ete.«

On voit que cette remarque du savant géomeétre saxon
est trés étourdie, et il est évident que ScHLOMILCH n’a jamais
wyu la page 14 du tome II des Mémoires de I'Institut!

Quant a Vinexactitude {certaine, mais pas mise en pleine
lumiére parce que le mémoire n’est pas publié) des con-
ditions de BUrMann, on est tenté de désigner comme des
fantaisies sa propre démonstration. Et, sous ce point de
vue, c’est trés curieux, ce me semble, que SCHLOMILCH men-
tionne la démonstration rigoureuse et moderne de Puiseux.
Or cette démonstration étant désignée comme récente, il
est évident que la remarque de ScALOMILCH est écrite peu

de temps aprés 1850.
1 Journal de Liouville, t. 15, p. 365-—480, 1850 (voir p. 380—383).
2 Algebra og Functionslzere, p. 108—112; Copenhague 1840.
8 Compendium der haoheren Analysis, t. I1, p. 102 (3¢ édition); Bruns-
wick 1879.
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Curieusement, KLUGEL remarque que CONDORCET, dans
I'Encyclopédie Méthodique (article séries), attribue 3 d’ALEM-
BERT la série de LLAGRANGE.

Quant 4 Birmann, désigné, dans la recension susdite,
comme professeur de commerce 4 Manheim, je sais seule-
"ment qu’il a publié, dans I'Archiv fiir reine und ange-
wandte Mathematik, t. II, un mémoire intitulé: Berechnung

des Kreises.

Copenhague, le 26 juin 1919,

Niers NIELSEN.



PREMIERE PARTIE

Les nombres de Stirling.
I.— Définitions et propriétés fondamentales.

Soit n un nombre positif, les factorielles des ordres % n

sont a définir comme suit

©p(x) = x(z+1)(x+2)...(x+n—1)
1

©-n(@) = x(x+41) (x+2)... (a:—}—n——l);

de plus, nous posons

(1 hlS) @, ({L’) = 1.

¢))

Etudions tout d’abord la factorielle d’'un ordre positif,
puis posons
2) { 0 1 Brra () = n
Cn+1x"+1+cn+1:c"+ . —I— C£+1ZL‘"-P+1 + ... +Cn+1x,
les positifs entiers Ch+1 sont désignés comme les coefficients
de factorielle, ou les nombres de StirrLING de premiére
espéce, de 'ordre n+1. Nous aurons évidemment

Cr=1, n>=0
| Chiyi=n!,

(3)

tandis que le coefficient général Ch.; est la somme des
produits formés de p facteurs inégaux pris parmi les

nombres ‘ 1, 2,38, ..., n.

Quant aux factorielles d'un ordre négatif, je dis que
nous aurons un développement de la forme
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ls=cc s
(—1)*Chy .

€)) ©_p (X)) = E Topntsir o x| >n,

=0
o1 les coefficients Ghy,, les coefficients de factorielle, ou

2

les nombres de StirLING de seconde espéce, de lordre
—n—1, sont déterminés par les expressions
1

n!

sS=n

2(#1')5 (T) (n—s)"tr.

s=0

(5) Gy =

En effet, prenons pour point de départ I'identité evidente

1 1 N(—1)° (n
© x(@+1) ... (x+n)  n! xts <S> ’

§=90

puis appliquons la série géométrique

L 1 . 1 s 5.2 (41)"13"'

valable pour 1 < s <{n, pourvu que |x] > n, le coefficient

(_ l)m

e

de la puissance

qui figure dans l'expression, obtenue a l'aide de (6), de-

viendra o
(7) . .Z(_ns (fj) (n—s)™.

Cela posé, les valeurs limites évidentes
(7 bis)  lim (ﬂv‘m W_p—1 (&")) = 0, 1<m<n,
=0 ==

montrent clairement que Iexpression (7) s’évanouira pour
1 <'m < n, ce qui donnera. immédiatement la formule (4).
Remarquons que la valeur limite (7 bis) a, pourfm = n 1,
la valeur 1, nous aurons de plus

®) Gn =1, n >0,
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Curieusement, M. UNFERDINGER ! désigne comme théo-
réme de LEGENDRE cette derniére formule; or, ce résultat
numeérique est certainement plus ancien.

Soit ensuite ¢ un nombre complexe quelconque, nous
posons plus généralement

Opgy (LL' + (1) =

(9){”— n+1( )xn+1+0n+1(a)x + +Cn+1<a)x+cz:::i(a)y

(9 blb) ‘ W_py (CL‘—[-CY.) ——2 ( 1,311—1@-;1—:;1 (a) ’

ol il faut supposer, dans cette derniére formule,
2] > lats], o0<s<n,
il résulte évidemment

I Crs1(0) = Chys, 0<r<n ,

aom - - ]
€n1(0) = G, rz=0.

Quant au coefficient général Chi1(@), il est Ia somume
des produits de p facteurs inégaux pris parmi les nombres

a, a1, a2 cevy atn

ce qui doimera particuliérement
(1) Cria (@) = iy ().

Appliquons ensuite les séries géométriques

1 i.__g‘_;ti+(3#)_2“_ o] = [ats],

nous aurons de méme
S=1n

12) (o) = 2(—1) (7} @tn g,

5=

1 Wiener Sitzungsberichte t. 67 II, p. 365; 1873.
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de sorte que %41 (a) n’est, abstraction faite d’'un simple
facteur, autre chose que la ni®™e différence de (a--n)*+?,

savoir

‘ 1
(12 bis) Chi1(a) = Pyl AR (a—-n)" P,

Cela posé, ordonnons, d’aprés des puissances descen-
dantes de o, le second membre de (12), la formule bino-

miale donnera

S=T

(13) Cr(@ = D (1) 6o

§=40

Quant aux coefficients Cr.1(e), appliquons l'identité

s=n

®p 41 (@) :Z C,s1+1 (x4 a)yr—st+t

s§=0

tirée directement de la définition (2), la méme méthode

donnera
A8bis)  Chua(@ = D" T Ggore
s=0

On voit que la formule (11) détermine les coefficients
@n+1(a) par des expressions explicites, tandis que les
Cr+1 (@) ne sont définis que par des méthodes combina-
toires. Or, il faut ajouter que les expressions explicites
susdites sont peu commodes pour un calcul direct des
€r41 (). C’est pourquoi nous avons a chercher des formules
récursives qui nous permettent de calculer successivement
et les Chii(a) et les Gpis (@)

A cet effet, appliquons les identités évidentes

(x-Fatn)o,(@x-+a) = o, @)
@tat+nop s (x1+a) = o_p(x+a),
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puis cherchons, aux deux membres de ces. formules, le
coefficient de la puissance x™ ™! respectivement x 27, il
’ I

résulte, pour les Cryq(a),

Chpa(@) =Ch(@+(@+n)Cr (@, 1<r<n
14 Car1(@) = Ch(d) = 1
Chii(@) = (a4n) Cr(a) = w,41(a),

et pour les Gnyy (@)

(14 bis) { Ghi1(a) = Ga(a) =1
‘ Gr (@) = Gnp1(a) — (@+n)&rii (@), r=1,

d’ot, en supposant & = 0,

: Coti = Cn+ncCyt, 1<r<n—1
(15) Cni1 = nCr" = n!

Choii=C=1, n>0; Ci=0, r51,

et il est évident que la premiére de ces formules, suppléée
par la valeur initiale, indiquée dans la derniére, détermine
successivement tous les nombres de StirLING de premiére
espéce,
Quant aux nombres @,r;.,.l, il résulte de méme
[ =G — &3, r>1

(15 bls)l 0 0 R

@11-{-1:(‘5)1:1, Hgo; @120, I‘?_l,

et il est évident que ces formules déterminent successive-
ment tous les nombres de STIRLING de seconde espéce, ce
qui donnera la proposition suivante:

I. Les nombres de Stirling de seconde espéce,
savoir les @n4y, sont pour n > 1, des positifs
entiers. '
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II.— Formules récursives générales.

La définition méme de la faculté d’un ordre quelcongue
nous permet de développer une suite de formules récur-
sives beaucoup plus générales que les précédentes.

En premier lieu, prenons pour point de départ les

identités évidentes

1
rtafa Ot =oo@ta
1 .
ZE‘“!—:UJ ‘I" n ’ m—n(.’L —l_ (1,) - m~nw1(-"+o") »
puis appliquons la série géométrique
1 - _ 1 __atn, (atnp?
rdodn -z = T @ coer Nzl = lotn],

nous aurons respectivement

$=r

® DD @ = G, 0=r<n,
§5=0

s=r
Wb D@t E @ = Gu@,  rzo.
8=0 .

On voit que la derniére de ces deux formules donnera,
pour ¢ = 0, une nouvelle démonstration de la proposition I
de l'article précédent concernant la nature des nombres de
StirviNg de seconde espéce.

Quant a la formule (1), elle peut étre suppléée par

cette autre
s=n-+1

® DT ekt @ =o,
s=Q
obtenue en cherchant, dans le premier des produits sus-
dits, le coefficient d'une puissance négative de x,
D’autres formules récursives plus importantes sont des

conséquences immédiates des deux identités évidentes
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© Onipti () 0 _n_g(x) = Wp (x_!_n +1
W—n—p-—1 () ©ny1 (x) = W_p (x+n+1),
ou, ce qui est la méme chose,

s=n+4p ‘ s=p-1
Np—s+1 ('*1) @114-1 L ~ 5 pP—Ss
( Ecﬁpﬂm ) ( Clem) = X it Dz
s§=0
$=co0

s=n
(—1)* Gnupi1 ( s s (—1) G, (nTl)
( AWIH_I‘) ' 0 Crpa le x1f+s .
5=

Cherchons maintenant, aux deux membres de ces
formules, le coefficient de la puissance P~ respective-
ment x7P~" les seconds membres donnent Cp(n-}1), et
(— 176, (n+1), d’oil, en vertu des formules, obtenues des
(13) et (13 bis) de l'article précédent, en y posant n=p —1,
o = n--1,

§=r s=r
(3) 2 :(_I)SC;:‘;)J&@H»H = E (]I)‘:z> (n+l)r~sC;
S=0 e
i )Y Ser.s s N *‘1 1-_s‘ 8
@i Dintin = 20T by,

§ =0 s=0
Dans ces deux formules il faut, pour des valeurs plus
grandes de r, supprimer les termes contenant des coeffi-
cients Cg', dans lesquels m > g. Soit particuliérement n = 0,
les premiers membres des deux formules en question se ré-

duisent & leur premier terme, ce qui donnera respectivement

® Crn — 2:(i’:§
s=0
r E— —1 8
(4: blS) @p-{-l - (pT_r_s ) @p-
s=1

Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. II.12. 9
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Une autre formule essenticlle peut &tre déduite de (3) en
y posant r > p, de sorte que le second membre de cette
formule s’évanonira, d’oti, en remplacant n 4 p par m,
s=r
&) 2(‘.—1)3 Chit1 Gns = 0, r>m—n>=0,
§=10
tandis que I'hypothése r = p, savoir r — m—n, donnera
s=7
(5 bis) Z(—l)s Chri 68y = wp(nf1) = W(”iﬂ"”.
=0 )
Revenons maintenant aux développements (2) et (4) de
Varticle précédent, puis posons *—1 au lieu de x, nous

aurons, en divisant, respectivement multipliant par x—1,

§—=n
o, (X) = Ct‘;;+1 (x— 1)n_s
§=0

(—1)" Gar1 |

m"'n(x) = n+s
§=v (x—l) ’

d’of1, en cherchant, aux deux membres de ces formules, le
coefficient de la.puissance x™ 7 respectivement =777,
» §=r
; 3 n—r—-—s:s S
©) e =D ("I e
‘ §=10
s—r
. n—r—s —s
@b o= >0 (T em,
§=40
formules qui représentent les inversions des formules (4).
Posons ensuite, dans (6) et (6 bis), r--1 au lieu de r,
puis éliminons, en vertu des formules récursives (15) et
15 his) de T'article précédent, C,Zi} respectivement @,rplri il
P p >

résulte
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S=r

(7Y nCn =Z(——1)S (n 3‘_;__1{— s) Cai1
(7bis)  nG :S(ﬂ)s (" ;ﬁl—S) g
5=0

tandis que la méme méthode donnera, en verlu de (4),

. r -S.: n~—s" s
(8) nC = I—S~\—1 Cn

s=0
: s=r

. r H+l 5

(8 bhis) n@ny = 2 : r—s+1> Gn,
s=0

formules qui représentent les inversions des formules (7).

Dans l'article X1I nous avons a donner des applications
intéressantes des développements numériques que nous
venons d’établir ici.

III.— Applications élémentaires.

Les formules numériques, développées dans larticle
précédent, conduisent immédiatement a des applications
intéressantes des nombres de STIRLING.

En premier lieu, prenons pour point de départ la for-
mule (5) de larticle susdit, il est trés facile de démontrer
le théoréme:

I. Cherchons, des équations linéaires
gy, =— C{) Xy,

Uy Cf X+ Czl Xy,
Dy = CGas+Cia+ G5 ay,

Il

Yn = C Tp+ Cn Tna+ C Tp—zt. ..+ Cn ! Xy,

2:!=
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N

les quantités &, T, Ty ... %y, il résulte
x = 6 1

Xy — @é’yz#@a}yl

(1bis) | x5 = Gf ys— Gays+ G5y

Tn — @g—!-l Un — @; YUn—1 + (*1)11‘1 @211—1 yI:
et inversement.

En effet, introduisons, dans la formule générale (1), les
expressions indiquées dans (1 bis), la formule susdite de
larticle précédent donnera une identité. De méme, intro-
duisons, dans la formule générale (1 bis) les expressions
indiquées dans (1), nous aurons aussi une identité.

Quant aux ndmbres @KH, il est facile de démontrer le
théoréme: )

1I. Développons, d’aprés la formule poly-

nomiale, I’expression
(a1+a2+aa+~--+ap)",

ou n et p désignent des positifs entiers, puis dé-
signons par 2, , la somme des coelficients poly-

nomiaux quicorrespondent aux termes divisibles

par le produit a; ay ... ap, nous aurons générale-
ment

' ~IL—]
(2) Qp,n = pl&pii.

Soit particuliérement p =2, on aura directement
Qo = 20—2 = 216577

B

appliquons ensuite I'identité évidente

s=0

(a; -+ ay+ag+ ...+ ap)” :2<’;) as (as-+ag+ ...+ ap)s,



Recherches sur les Polynomes de Stirling. 21

il résulte, pour les £, », la formule récursive

s=n—p+l1

n
Qp,n = 2 :<S>Qp-l,n—-s:

5=1
et la conclusion de n & n- 1 est une conséquence immeé-
diate de la formule (8 bis) de l'article précédent.

Dans la formule (12 bis) de Tarticle I nous avons
développé la différence A"(x -+ n)? d’aprés des puissances
- descendantes de x; le calcul aux différences finies donnera
aussi facilement cette autre formule

s§=n—1.
(3) xt = (—1)* 61~Z——s+1 0n—s(X)
. s=0
qui peut &tre considérée comme l'inversion de la définition
de ©,(x), savoir la formule (2) de TI'arlicle I. Dans l'ar-
ticle IX nous avons a déduire, d’'un autre point de vue,

le développement (3).

IV.—Introduction d’une variable continue.
Remarquons que l’e'quation' algébriqﬁe du (n- 1)ieme
degré
O (1) = 2 A4 Gy 2" 4 G+ L 4 Chyx =0
a les n+1 racines
0, —1, —2, —3, ...

puis posons pour abréger

1 CoSp(n) = 1P 2P L3P A,

il résulte, en vertu -des formules de NrwTtoxn,
r=p—1

@ 2 :<~1)’c,€+1sp_r )+ (—1)’pChiy =0, 1<p=<n,

r=v
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formules qui nous permettent d’introduire, dans I'étude
des nombres de StirLING, une variable conlinue au lieu
du positif entier n.

A cet effet, posons
D) = x
xrx
2

3 - <1

—_— 2 .
) xP P (—1)"1Bs p) i
Dp(x) = — 4+ —— E A D P2
)1 (‘/1:) p 9 - p 23 X >

ou les Bp, désignent les nombres de BErRNoULLI, tandis

que X est une variable complexe quelconque, JACQUES

BernvouLLr? a indiqué Ia formule générale
1) Spa@ =0 (), pz=2,

ol n désigne un positif entier quelconque.
Cela posé, étudions le systéme d’équations linéaires
s=p—1
B DD Ppas (@) W @) + (1P Ty @) = 0,
$=0
oll nous supposons
(5 bis) ¥, (x) =1,

il est évident que ces éQuations deviennent identiques aux
formules numériques (2), si nous posons * = n, ot n est
un positif entier, égal 2 p au moins. Or, je dis que Wy, (X),
déterminé par les équations (5), est un polynome entier du
degré 2p par rapport a x.

En effet, supposons vraie cette propriété de War(x) pour

1 < r < p—1, il est évident que le terme
(=P D, () Wopa ()
est un polynome entier du degré 2p par rapport a x,

1 Ars conjectandi, p. 97; Béle 1713.
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4

tandis que tous les autres termes figurant sous le signe
sommatoire au premier membre de la formule susdite sont
d'un degré inférieur a 2p.

De plus, nous aurons, en verlu de (5),

(6) qup (O) =0 3 p z 1.

Cela posé, il est facile de démontrer une suite de théo-
rémes fondamentaux concernant les polynomes Wy, (x),
savoir:

I. La suite des polynomes Wy, (x) est une géné-
ralisation des nombres de Stirling et de premiére
et de seconde espeéce, parce que nous aurons, en

désignant par n un positif entier,

(7 Yop() = Cryy, n2=p, p=0,
{7 bis) Yo, (—n—1) = @iy, p=0.

La premiére de ces deux formules est évidente, parce
que les deux systémes d’équations (5) et (2) deviennent
identiques pour ®* =n > p = 1. Quant a la seconde des
formules en question, je dis que les polynomes W, ()
satisfont a Péquation fonctionnelle:

®) Yp@+1) = Yy @ +@+1) Yypa(@, p=1.

En effet, soit = égal au positif entier n > p, 1'équation
(8) n’est, en vertu de (7), antre chose que la formule ré-
cursive (15) de larlicle I; c'est-a-dire que I’équation algé-
brique (8), du degré 2p au plus, admet une infinité de
Tacines inégales.

Posons ensuite, dans 'identité (8), —a—1 au lieu de =,

il résulte
q‘r2p (_I) - \y2p (Mx_ 1) - .’I)‘ng_g ('_ €— 1) H

ce qui donnera immédiatement, en vertu de (15 bis) de
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Particle I, Ja formule (7 bis), formule qui est évidente
pour p = (. )

II. Les équations fonctionnelles (8), suppléées
par la valeur initiale Wy(x) =1 et par la condi-
tion W,,(0) =0, déterminent parfaitement la suite
des polynomes

Y@, Yo (@), Yy@), ..., Yo, ...,
définis par les formules (5).

En effet, supposons donné le polynome W, , (), la
formule (8) est une équation linéaire aux différences finies,
et cette équation du premier ordre détermine le polynome
Wy (), abstraction faite d’une constante additive, dont la
valeur est déterminée par la condition Wi, (0) = 0.

Dans ce qui suit nous avons a appliquer indistinctement
les deux définitions que nous venons de donner pour les
polynomes Wy, ().

III. Les coefficients a,, du polynome

(9 { Wan (%) = n 0 22" |-,y B0 g p P
) “{“ an, an—1 &

sont des nombres rationnels, dont les dénomina-
teurs ne contiennent que des facteurs premiers
égaux a n-+1 au plus.

Ce théoréme est une conséquence immédiate de la -pro-
prié¢té bien connue. des coefficients numériques du poly-
nome P, (), savoir que ces coefficients sont des nombres
rationnels, dont les dénominateurs ne contiennent que des
nombres. premiers égaux 4 m-1 au plus,

Quant aux coefficients s, » qui figurent au second mem-
bre de (9), introduisons, dans I’équation fonctionnelle (8),

les expressions tirées de (9), puis cherchons, aux deux
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membres de la formule ainsi obtenue, les coefficients de

la puissance x**~"~1, il résulte la formule récursive générale

s=r

2" on—r-ts
(10) ( 3_}__1_l_ ) an, r—s = dp-_1,r —}— Ap—1, r—1,
§=10

ot il faut supposer r > 1, tandis que I'hypothése r = 0

donnera
2nan o0 = an-1,0,
savoir
(11) an o = 1 n=0
’ n!an’ =

On voit que la formule récursive (10), tirée de la dé-
finition (8), est trés compliquée pour le caleul successif
des coefficients a,,r. Quant & la définition (5), elle donnera
immeédiatement
(12) aan-+-1, an+1 == 0,
parce que tous les termes qui figurent sous le signe somma-
toire sont divisibles par x®. De plus, nous aurons

Dot (0) + 20 Wi (0) = 0,

ce qui donnera, en vertu de (3),
. —1)"B
(12 hlS) A2n, 4n—1 — (—“'2)7“’2.

Déterminons encore le coefficient an zn—2. A cet effet,
posons, dans (5), p == 2n-}1, la puissance a% provient
seulement des quatre termes

Dopp2 (®), —Wp () Pona (1), Py (@) Ysn (1),
—(@2n+1) Yinya (),
tandis que ‘tous les autres termes sont divisibles par
ce qui donnera, en vertu de (12 bis),

— D*1(2n—1)Ba
(13) | a2n+1,4f1 = =1 gcnn ) R
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Soit ensuite, dans (5), p = 2n, la puissance x° provient
senlement des termes v
2n¥n (@), Pousi(@Wu(x), 1ZLs<n—1,
tandis que tous les autres termes sont divisibles par x%, de
sorte que nous aurons, en vertu de (12 bis),

S=n-—1
= Bs Br—s
2n 2s

s=1

(13 bis)  azn, an-z = nz2.

Remarquons que les polynomes ®,,(x) satisfont a I'équa-
tion fonctionnelle

(71)"'®1n(—x_1) = Pp(x),
il résulte, en vertu de (8) et (12), le théoréme:

IV. Soit n un positif entier, les polynomes
Win(x) sont divisibles par x(x--1), tandis que les
polynomes Winis(x) sonl divisibles par a®(x—-1)2

De plus, introduisons, dans (5), —x—1 au lieu de =,

il résulte
S = p—1

pWop (—a—1) :Z%_msﬂ(af) Wa(——1),
§=0 ’
d’on, en posant x égal au positif entier n,
r=p—1
(14) p&i :Z@LH Sp-r(n),
r=»u
formule qui est analogue a celle de NEwToN concernant les
nombres de STIRLING de premiére espéce.

Soit maintenant p un nombre premier impair, on sait
que les sommes de puissances S,(p) salisfont aux deux
congruences

Sa(p) =0 (mod p), 1< n<p—2

Son1 () =0 (mod p?), 1=n<P% ,=5
p P 1= 5 o PZ

ce qui donnera, en vertu de (2) et (14), le théoréme:
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V. Seoit p un nombre premier impair, les
nombres de Stirling de premiére et de seconde
espéce satisfont aux congruences

(15) Cop1=Cpy1 =0 (mod p), 1 <<n<p—2,

(15Dbis) CT'=6"17'=0 (modp?, 1<n< »1’_213 p=>5.

La premiére des congruences (15) n’est autre chose que
le lemme célébre de LacranGe!, appliqué dans sa démons-
tration, la premiére connue, du théoréme de WIiLsoN.
Quant a la premiére des con%ruences (15 bis), WoOLSTEN-
HoLME * a connu le cas particulier qui correspond a
2n-+1 = p—3, conséquence immédiate des congruences de
LacraNGge du reste®. Ignorant qui est linventeur de la
congruence générale en question, je me permets de remar-
quer que j'ai trouvé cette congruence, il y a lrente ans a
peu prés.*

Remarquons ensnite que les formules (2) et (14) don-
nent Jes congruences modulo p:

2n e . 2n 1

» Cpty = ;j &l = 5 Sa®
2n + 1 2n-+1 _ 1 1 1 2n
E Cpr1” = ;58211.+1(p) 9 Sy, () + 2 Cp1,
2n +1 2n+1 _ 1 - | 1 1 2
,_p—z @1){:_1 = 55 ‘Szn-¢—1 (p) - §p‘ S?lz(P) + Q; @pi1 )

il résulte, en vertu des résultats bien connus,

1 Nouveaux Mémoires de I’Académie de Berlin, t. 2 (1771), p. 125—
1375 1773.

2 Quarterly Journal of Mathematies, t. 5, p, 35—39; 1862.
.. 3 Voir mon Traité élémentaire des Nombres de Bernoulli,- article
LXXXIL

4 Nyt Tidsskrift for Mathematik, t. 4 B, p.1—10; 1893.
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%Szn(p) = (—D" 1B, (mod p)

1 1
2 Sonia(p) = (— 1)"‘1(11 +§> B, (mod p),
cet autre théoréme, supplémentaire au précédent:
VI. Soit p un nombre premier, nous aurons

"les congruences modulo p:

. ! 1 , ) 1 on . l)nBu
(16) e C OB
' 1 o (D" @n—1) B,
‘ e vptl = an s
16 bi
(16 bis) 1 gt _ (DGt B
I p2 P+1_ B 4n 5

ot il faut supposer

p—3
1Zn=< SR

r 5 m N
Ces résultats concernant les nombres Cpi1 sont dus a
M. GraisHEr.? Les deux congruences évidentes

Cz?—l—i = 65—]—1 = 0 (Il'lOd p)

. <1 —1 -1
nous conduisent a I'étude des deux nombres €5 et ) ;

remarquons que les nombres Cp, Gy et Sy(p—1) satisfont
aux mémes congruences que les Cpi1, €piy et Sa(p), les
formules analogues a (2) et (14) donnent immédiatement

— (p—1DCE = Sy (p—1) = (p—1) E" (mod p?),

de sorte qué la congruence évidente

Sp 1(p—1) = p—1 =-—1 (mod p)
donnera les deux autres ‘ _
a7  ¢f'=—1 (mod p), & 7'=1 (mod p),

dont la premiére n’est autre chose que le théoréme de WiLsoN.

1 Quarterly Journal of Mathematics, t. 31, p. 321—353; 1900.
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Posons ensuite
18) G =1 p W, ET = 14p V,,
les W et les V, sont des nombres entiers, et la congruence
Sp(p—1) = (—1)"  Bap (mod p*), p=2n,

donnera aprés un simple calcul
(19) W, = —V, = (—1)*B, +;)5—1 (mod p).

La congruence concernant le nombre Wy, le quotient
de WiLson, est également due 3 M. GraisHER?! et retrouvée
par M. Lerca.®

Dans mes recherches sur les résidus quadratiques?® j'ai
donné des analogies aux cengruences gue nous venons

d’éludier ici.

V.— Les polynomes de Stirling.
Le calcul direct des coefficients du polynome Wi (x)
étant trés compliqué, nous avons a étudier, d'un autre
point de vue, les polynomes en question.

A cet effet, revenons & 1'équation fonctionnelle (8) de
Particle précédent, savoir ‘ ‘
(1) Yoz +1) = ¥ou (@) + @+ Pons(x), n>1,
suppléée par les conditions ultérieures
(1 bis) Wolx) =1, W (0) = 0;
je dis que nous aurons le théoréme général:

I. Soit n>>1, le polynome Wy (x) est toujours
divisible par la factorielle

+tDz@E—1)(E—2)...(z—n-F+1),

1 Quarterly Journal of Mathematics, t. 31, p. 321—353; 1900.
2 Mathematische Annalen, t. 60, p. 488; 1905.
8 Annales de I'Ecole Normale, 3¢ série, t. 31, p. 198—200; 1914.
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de sorte que nous aurons
(2) Y@ = @t Dx@E—1)...—n+1) Yoy (@),

ot Py (%) est un polynome entier du degré n—1.
En effet, supposons n > 2, la formule (1) donnera

Wan(1) = You(0) + Wons (0) — 0;

c’est-a-dire que Wy, (x) est, pour n > 2, divisible par * —1;
supposons ensuite n = 3, puis introduisons, dans (1), x = 1,
nous aurons ¥,(2) = 0, de sorte que Wyn(x) est, pour
n = 3, divisible par x—2. Continuons de cetle maniére,
la conclusion de n & n+41 est évidente.

Dans ce qui suit nous désignons comme polynomes
de STirLiNG la suite infinie de polynomes

11’0 (’E)’ ﬂr)l (T)y l|)2 (x), veey 1!):1(33), e vy
définis par les formules (2).

Soit particuliérement, dans (2), n = 1, on trouvera
1
@) @) = .

Introduisons ensuite, dans (1), les expressions tirées de
(2), puis posons n-+1 au lieu de n, il résulte les équations
fonctionnelles

@) @D (@41 = @E—mb. @)+ (@-1) Pra (3),
et il est trés facile de démontrer le théoréme fondamental:
II. Les équations fonctionnelles (4), suppléées
par la valeur initiale ¥,(x) = -é—, déterminent par-
faitement la suite des polynomes de Stirling.
En effet, posons

(5) ll)n (x) = Oy, ox" + O, 1 xu-—-l_|_ e “l"‘ Cp, ,_xn—r_l_ B _'_an. n,
I'équation fonctionnelle (4) donnera immédiatement

(6) (211 -+ 2) An, 0 = OGn—1,0,
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et, pourva que p > 1,

(2n—p—+2) ap,p =
(6 bis) ‘N

= a11—1,1>+a11—1, p—1 = . 2 0: [(Pisil> —[——2 (;:z)]an S5

formules qui nous permettent de déterminer successivement
les coefficients &, p, pourvu que les &, p soient connus.
Soit p = n, il faut, dans (6 bis), supprimer le terme illu-
soire dn_1,n; de plus, le premier coefficient binomial qui
figure sous le signe sommatoire s'évanouira.

Remarquons que le théoréme IV de I'article précédent
donnera immeédiatement cet autre:

III. Scit n>1, les polynomes de Stirling a 1’in-
dice pair, savoir les 1o, (x), sont divisibles par
z(x+1).

On voit que la. détermination des coefficients du poly-
nome 1, (x) est trés compliquée, aussi compliquée que la
détermination des coefficients des polynomes Wi, (x). De
plus, supposons connue la suite des polynomes de STir-
LING, nous avons a délerminer, en vertu de la formule (2),
les Wau(x), ce qui exige le développement d'une factorielle
du rang n, savoir le probléme ue nous nous sommes proposé
de résoudre. Néanmoins, les polynomes de STiRLING jouent
un rdle essentiel dans la théorie de la fonction exponen-
tielle et du logarithme, nous le verrons bientét.

Quant & ces applications transcendantes des polynomes
de STirLING, nous avons besoin de plusieurs formules
numériques qui sont des conséquences immeédiates des
définitions.

En premier lieu, il résulte, en vertu de (2) et des for-
mules (7) de I'article précédent,
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Q) ‘Czlf+1 = %:—E—B—iq}p_i(n), n=p>0

(7 bis) Gy = (*1)(2*1‘(;1;_}3) l PYpy(—n—1), p=>0.

Quant aux coefficients o, ,, la formule (6) donnera
immeédiatement

1
. (8) Cn, 0 —

(n1)12n+1 7

formule qui est aussi une conséquence de l'expression de

Qni1, 0, indiquée dans la formule (11) de I'article précédent.
De plus, le théoréme III donnera

(9) lbzn (O) = Qgy on == 0,

tandis que les formules (12vbis) et (13) de larticle précé-
dent donnent

—1)" 1B,

(10) $20-1(0) = Gong,on1 = L@%—
e _ D" enDB,
(10 bis) 132 (0) = oy, 20— = (2n)! 4n '

~

Dans larticle XI, nous avons & déterminer d’autres
valeurs numériques qui se rattachent aux polynomes de
STIRLING, ce qui nous conduira, dans 'article XIV, 4 une
formule récursive trés curieuse pour les nombres de BERr-

NOULLI.



DEUXIEME PARTIE

De la fonction exponentielle.

VI.—Nouvelles définitions des ¥, (x).

Les polynomes de STIRLING que nous venons d'intro-
duire par une méthode élémentaire, savoir 4 I'aide des
nombres de STIRLING, proviennent aussi comme coefficients
de certaines séries de puissances élémentaires, propriétés
des P,(x) qui sont essentielles dans nos recherches sui-
vantes. ’

En premier lieu, je dis que nous aurons, quelle que
soit le variable complexe x,

P et - n==w
oﬁ> — 1D D@, o] <2

n=1

o |

Remarquons tout d’abord qu’il existe une série de puis-
sances de la forme indiquée et ayant son rayon de con-
vergence égal &4 27; de plus, les coefficients de celte série
deviennent des polynomes entiers de z, d'un degré égal a
I'indice. Supposons ensuite

|z] < K,
ot K désigne un nombre positif, aussi grand qu’on le veut,
je dis qu’il existe un autre nombre positif &, tel que la
série qui figure au second membre de (1) est uniformément
convergente par rapport 4 2, pourvu que ‘

ol < k.

A’ cet effet, posons pour abréger
Vidensk. Selsk. Math,-fysiske Medd. II, 12. . 3
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o a2  of
nous aurons évidemment
et —1 .
= f@

de sorte que la formule (1) donnera

n=uw

@ (“Z) L traty 2(—1) baa@ar,

n=t%

de plus, nous aurons, en appliquant la formule binomiale

@ (‘f“;i)“‘”“l: 1+§< 0 (*7 ) (F)”

Posons ensuite, conformément a la définition (2),

® (f@)" = a*(gootgriot.. . Fanpa?+...),

la série de puissances ainsi obtenue est toujours conver-

gente, et les coefficients ¢qn, p sont des nombres positifs et
rationnels.

Soit maintenant K un nombre positif, aussi grand qu’on
le veut, il existe un nombre positif k, tel que les deux

séries

n-—w

(1= @)™ = 1+ D) D s (B o

n—= o

(1= @)™ =1+ 2 () ()

n=1
sont uniformément convergentes, pourvu que |a| <k, de
sorte '\que nous aurons, en vertu de (5), el en appliquant
un théoréme bien connu de WEIERSTRASS,
§=n

w0 61y = D (T T g,

s=0
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Cela posé, soit |z| < K, nous aurons évidemment

= . e

- n

c’est-a-dire que la série qui figure au second membre de
(4) est absolument convergente, pourvu que |a| < k, de
sorte que nous aurons, en vertu de (3),

8=

© @A D@ = D0 (T g

Remarquons maintenant que les coefficients gen,» sont

des nombres positifs, nous aurons par conséquent

@+ va(@]| < (K1) Ga(B) ;

c'est-a-dire que la série qui figure au second membre de
(1) est absolument et uniformément convergente par rap-
port a4 x, pourvu que nous ayons a la fois

x| <K, la|<k.

Cela posé, multiplions par o= Jes deux membres de
la formule (1), puis différentions par rapport a x, terme
a terme, ce qui est permis, nous retrouvous, pour lés
coefficients Pn(x), I'équation fonctionnelle (4) de l'article
précédent; de plus, nous gurons évidemment

1
o () = o
La seconde série de puissances en question, savoir
n=uw .
—_— X |
(M <1‘0g—5_1—&—92> = 14z E Yo (x—+n)atl, ol <1,
n=#t

peut éire démontrée par la méme méthode que la précé-
dente. '

~ Différentions par rapport & x les deux membres de la
formule (7), puis posons x = 0, il résulte .

3%
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= ‘
® —os{ig) = D@, ol <1;
n=yu

il est trés facile d’exprimer, a I'aide des nombres connus,
le coefficient général de cette derniére série de puissances.’

Upso Mever® a étudié, le premier que je sache, les
deux séries de puissances qui figurent aux seconds mem-
bres des formules (1) et (7), et, sans introduire les fonc-
tions P (x), il a vu la dépendance entre les deux suites
de coefficients. Plus tard, Caviey® a étudié la série de
puissances (8) et celles obtenues de (7), en différentiant
r fois par rapport a x, puis posant x — 0, cependant il
n’a pas lrouvé la loi générale pour la formation des coef-
ficients des séries de puissances ainsi obtenues,

Les dérivées, regardées par CAYLEY, et plusieurs autres
du méme genre sont contenues, comme des cas particuliers,

dans les deux suivantes
1 n ’1_ oy —E—l
(9) n! (CC—\— 1) 1%_1 (a:) - Du. {(———e—> J
o w0

L‘E(l_—_i’ﬂ))” L R

—

(10) nlxbyy (x-tn—1) = Dy K

tirées directement des formules (1) et (7).

Posons, dans (9) et (10), « == p respectivement x = —p,
ot p désigne un positif entier, il résulte, en vertu des
formules (7) et (7 bis) de Tarticle IV,

/P }7) e;.g, - p—1 .
L [( [0 > a=0 p Z s

1) G = () DS
n n —1\ 100(1”‘00) P
(12) €p—ni1 = (—1) (pn )D“K b*—'oc ) ]a:o’P

IV

n—l—l;

1 Voir mon Handbuch der Theorie der Gammafunktion, p. 77;
Leipsic 1906. )

2 Archiv de Grunert, t. 9, p. 101—112; 1847,

% Quarterly Journal, t. 3, p. 366—369; 1860,
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la premiére de ces formules est due & ScuromiLcH.! Ces
deux dérivées connues, il résulte, en vertu de (1) et (7),

les séries de puissances

__pt .
(lie_x)p+l =
(13) SA(—1)(p—) ' Chin =3
B (DL s ()
p! -
(log (1))
(14) D (—91G s= .
Z( (fcp f+)1 = ‘+°+(p-rl)‘Z(——I)P'Fs¢p+s(s~1)x?
s=0 §=0

dont les rayons de convergence sont égaux a 27 respective-
ment a 1; la premiére partie de la série de puissances qui
figure au second membre de (13) est également due a
ScarLomILcH® et plus tard étudiée par SYLVESTER.®

Les deux formules (1) et (7) donnent de méme

(15)  Gpp = (—1)" <p+n> De Kt e—“)p } a=0

o

(16)  Chpm = (—&—n) Klog(l~a)>

—Q

>
=0

ol p désigne un positif entier, de sorte gque nous aurons
p . s q

les deux séries de puissances ifrés connues

) (log 1 +o)) A (1) )’ Cpas 2T
un Pl —2 (p+9!
(18) ) NG

p! ‘S:U (pt+9o!”’

1 Archiv de Grunert, t. 9, p. 333; 1847.

* Journal de Crelle, t. 44, p. 350; 1852.

3 Voir le Jahrbuch tber die Forlschritte der Mathematik, t. 15,
p. 195; 1883.
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dont la premiére a le rayon de convergence 1, tandis que
la seconde est toujours convergente.

Pour mettre en pleine lumiére le role fondamental que
jouent les nombres.de StiRLING, pour la fonetion exponen-
tielle et pour le logarithme, nous citons les deux formules
différentielles trés connues '

s=n—1 '
(19) DI f(loga) — mi -2(— 1€ F" (D~ roge
s=0
§=n—1
Q) DIFE) = D e G [ Qe

s=10

Nous avons encore, dans cel article, a développer une
suite des formules qui sont une conséquence directe de la
série de puissanee (1) et qui jouent un réle fondamental
dans nos recherches suivantes.

En premier lieu, prenons pour point de départ I'identité
évidente

—_— —x—1 R —x—1
RIS JEY (eﬁ_l> _ eay<1—e a) © ,
[0 o

puis cherchons le coefficient de la puissance a?*l il ré-
sulte l'identité algébrique

L 1° oy ) =

s§=u

gt 1, ()
= G H @D 2 CETRE

ol x et y sont des variables complexes quelconques.

(
(21)!|
|

En second lieu, 1'identité

l—e—o\—*—1/] —p—o\—t—1 1—e—0\—2—y—2
=) =)
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donnera -de méme

@+y+2) pn(z+y+1 = (@41 a(@ +G+D ba(m) +

29 ‘N
22 : —+ (x-F1) (y+1) -2% () Prn—s—1 (7).

§=10
On voit du reste que cette derniére identité n’est .pas
caractéristique pour les polynomes de STIRLING, parce
qu'elle est valable pour les polynomes ©,(x) définis par
le développement

n=w

(1—af@)™" = 1@+ Des@on,
n=49
ot f(x) est une fonction holomorphe aux environs du
point o = (.
En dernier lieu, nous avons a appliquer les polynomes de
BerNoULL! définis par les deux équations fonctionnelles

n—1
B?l(x) = Bn—i (:I:), Bn (CC) ‘Bn (fL‘ '—1) - g:fﬁ y n z 1,

et intimement liés aux polynomes P,(x), appliqués dans

Tarticle IV, parce que nous aurons
On(x) = (n—1)! (Ba(x) — Bn(0)).

A cet effet; prenons pour point de départ la série de

puissances
n=—auw
eaxr o
-_ n . «
]—e*“_ 2 Bﬂ(x)a': |0L’<29T,
n=y

qui conduira immédiatement aux deux équations fonection-

nelles susdites, puis appliquons l'identité

ewx eaﬁl‘ —a—y—1 <1_efu —x—1 { ot . 1\—¥—1
146‘“((%) S 0L><a>"
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nous aurons, en cherchant le coefficient de la puissance
n-t1i
anti

S§=n

‘Bn+1 () — (x+y+1) -2(——1)5 Uy (1) Bnis (x) —

s=0

@3¢ = @+ balx) — (— D" @G-+1) baly) —

s =n—1 .

D) @D - D (D) D @,

5=0

Quant aux polynomes de BERNOULLI, nous avons encore
a appliquer cette autre identité évidente

{(x+DLat o o
e 2 afl-—et\""% e? —e¢ T\ *T!
1—e— a o a ’

remarquons ensuite que la fonction qui figure au second

membre est une fonction paire de o, nous aurons
= 2n

! 1>+x Zq) (@ —1) Ban_s <f_w;2ﬂ> — 0

s=0

x

B2ll+1 <_

d’ol, en posant x-+1 au lieu de =,
x s=28n . x
(24) Bany ”2—> - (x+1) ' E (41)511)8(13)]3211—s 7)7
$=10

car nous aurons, quel que soit Uindice n,

Bpy(—ax—1). = (— 1) By (x).

VII.—Sur une série d’Euler.

Pour donner des éclaircissements sur une série de puis-

sances, regardée par EuLer!, ScHErRck® et Worprrzky ?,
nous avons a étudier la fonction

1 Institutiones calculi differentialis, p. 485—486, Pétrograde 1755.

2 Journal de Crelle, t. 4, p. 302; 1829,

8 Journal de Crelle, t. 94, p. 225; 1883.
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1
1 _
@ g b-}-aes’

ol a et b sont des constantes quelconques. Un caleul di-
rect donnera ’
aby® = y'+ay
2(ab)*y® = y"+ Bay'+ 24’y
6(ab)’y* = y”" + 6ay” + 11y’ - 6a°y,

ce qui nous conduira & pdser généralement
S=nn
(2) nl(ab)" y" :ZC;H afyns)
$§=0
Quant a la conclusion de n a n-{-1, supposons vraie la
formule (2), puis différentions par rapport & z, il résulte
§=1
(n+D1(ab)" y" (aby>—y) ZEC:;H oyt
=0

et la formule récursive

§ 8 s—1
Cn+2 - Cn—H _‘I‘ (H+ 1) Cn+1
conduira immeédiatement au but.

Inversement, nous aurons

7 = aby®—ay
gy’ = 2(ab)*y*—3Ba(ab)y*> - a’y
g = 6(ab)?y*— 12a (ab)’y* -+ 7 (ab) y>*— ¥y,

ce qui conduira a la formule générale
§=n
® ¢ = DD 0= saa @)y
s=10
En effet, supposons vraie la formule (3), puis différen-
tions par rapport a «, il résulte
gy :Z (1D (n—s+1)!8imsie d'(ab) "y (aby*—ay) ;

§=0




42 Nr. 12. NigLs NIELSEN:

ordonnons ensuite, d’aprés des puissances descendantes de y,
le second membre de cette derniére formule, la relation

Gn~.,+5 — 611 542 + (11—S+2) @n s+3

conduira immédiatement au but.
Etudions plus amplement le cas particulier a =1,

b = —a, o @ est un nombre complexe différent de 1'unité,
mais arbitraire du reste, il existe un développement de la
forme
n—=aw
(Pn (Ct) ax"
® D Iy SRS

n=70

et nous aurons, en vertu de (3),
$= 1
®) Pa(@) = D) ) a1
§=10
tandis que la formule (2) donnera
6) nlat :201§+1 (0 —1) 9, s ().
s§=49
Quant au polynome ¢p(a), défini par la formule (5),

posons
(@) = g+t ea 4. feat L,

nous -aurons généralement, en vertu de (5),

S§=71
(7) Cr —2(* 1) (I S) ! ( a—r + ) an STQS 5

§=19
ordonnons ensuite, d’aprés les puissances (r —s- 17+
I'expression indiquée pour ¢, le coefficient de cette puis-
sance se présente sous la forme

n=s

o S ),
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ou, ce qui est la méme chose,

ST = SR,

ce qui donnera finalement
§=1

®  a= 20 ("t s,
=4 $

de sorte que nous aurons

s=1
(9) Cn — 2 (_ 1)‘S (n—'s) ! @:—s—l—z = 0.
: et ,

Cela posé, il est évident que @n(®) est un polynome
du degré n—1 par rapport a «, savoir
(10)  @u(®w) = ¢+ @ +_C2 a2 .+ epr ol
on voit que I’expression générale des coefficients ¢ nest
pas formellement la méme que celle indiquée par EvLEr.!

‘Dans l'article IX nous avons a étudier, par une autre
méthode, les polynomes ©x (OL)

VIII.—Deux séries de Lagrange.

Pour mettre en pleine lumiére le réle fondamental que
les nombres de STiRLING jouent dans la théorie de la
fonction eéxponentielle et du logarithme, -nous avons tout

d’abord A étudier la série de LAGRANGE

n=cw

- F(®) :Zmewﬂ)n.

n=—u

A cet effet, supposons que la série de puissances
2 [(x) = 24, 2",

dont les coefficients sont les mémes que ceux de la série

1 Institutiones calculi differentialis, p. 485—486; Pétrograde 1755.
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de LAGRANGE en question, ait le rayon de convergence
r>> 0; il est évident que le domaine de convergence de

la série (1) est la partie du plan des x déterminée par la

condition

(3) [ex_—ll <r,

d’of1, en posant « = a--if}, ot & et B sont des variables
réelles,

4 e —2¢e%cos B+1-—1r2 < 0.

Cela posé, il est évident que le domaine de convergence
ainsi déterminé est composé par une infinité de domaines
convergents. En effet, soit K; (r) la partie du plan des
x, deéfinie par linegalité (4), suppléée par la condition
ultérieure ‘

(5) —n =B <47,

il est évident que l'on obtiendra un auire des domaines
en question K,(r) en posant, dans K,(r), B} 2p7 a la
place de B, ot p désigne un nombre entier quelconque.

Dans ce qui suit nous désignons par k,(r) la frontiére
du domaine K, (r), savoir la courbe définie par 1'équation

en coordonnées rectangulaires
(6) e’ —2e"cosB+1—1r> = 0,

suppleée par la condition ultérieure (5); c'est-d-dire que
la frontiére kp(r) du domaine K,(r) peut étre déduite de
ky(r) en y remplacant § par B+ 2pn. De plus, nous dé-
signons par Lp(r) Pensemble du domaine K,(r) et de sa
frontiére kp(r).

Quant a la courbe k,(r), que nous avons a étudier plus
amplement, il résulte, en vertu de (6),
2(e**—e%cos [3)%; —{—2;:“5111[3 = 0;
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cest-a-dire que les valeurs maximums et minimums de «o
correspondent a f = 0, B = 4= respeclivement.

Cela posé, nous avons 4 éludier séparément les trois
cas suivants:

1° r << 1. Dans ce cas la courbe k,(r) est fermée et ses
points d'intersection avec l'axe réelle et l'axe imaginaire
sont déterminés par les valeurs

2—q
a = log (14£r), B = -4 arccos 5
de sorte que nous aurons constamment
log (1—r) < a < log (1-Fr).

Dans ce cas la série (1) représente généralement des
fonctions différentes dans les domaines différents K,(r), a
moins que la fonction F(x) qu’il s’agit de développer n’ait
la période additive 27i, savoir

(N - F(x+2r) = F(x).

2% r=1. La courbe k,(r) est une branche ouverte ayant
les asymptotes B = j:%, et dont les points d’intersection
avec les axes sont déterminés par les valeurs

a=1log2, PB=-f—.
3

Du reste, la série (1) a, dans ce cas, les mémes pro-
priétés que dans le cas précédent.

3" r > 1. Le domaine de convergence de la série de
LLagraANGE en question est formé par une seule partie in-
finiment grande du plan des x, de sorte que la somme
F(x) de la série (1) est, dans ce cas, une fonction pério-
dique de x, satisfaisant a4 la condition (7).

On voit que les valeurs maximums et minimums de o,
qui correspondent & = 2p7, respectivement B = (2p-+1)m,
deviennent
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= log(r+1), o=1log(r—1).
Soit maintenant ,‘
8  f(@) = qptartaxt+. .. Fanatt .
une fonction analytique aux environs de 1'Origine, il existe

toujours un développement de la forme
. . —
@ F@ =D A1y,
§=0
convergent dans un domaine K;(r), et dont les coefficients
An sont a déterminer, d’aprés la formule de LaeRange?l,

faussement attribuée & BiUrmann? par les expressions
[ Ay = aq :
(10) | x \*
R
e¥—1 0

n! z=

d'ol1, en vertu de la formule de LEinniz,

s$=n-—1
1 2: n—1 s{ x \"
A, —m ’s_o ( s )(n_s)!all—sDx<E;:>x:0,

ce qui donnera finalement, en vertu de la formule (11)
de Tarticle VI,

4y = q

s=n—I1

(11) “ = (—1)s§z;—s)1

s§=4u

8
Cn dn—s.

Inversement, prenons pour point de départ la série de
LAGRANGE, qui figure au second membre de (9), cette série

est uniformément convergente dans le domaine Lo (r—?9),

1 Mémoires de 1'Académie de Berlin, année 1768, p. 275.

2 C. Ramus: Algebra og Functionslzere, p. 108—112; Copenhague 1840,
ScuromiLca: Compendium der héheren Analysis, t. II, p. 102, 3¢ édition-
Brunswick 1879.
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ol D est une quantité positive arbitrairement petite, ce qui

donnera, en vertu de la formule (18) de larticle VI,

ay = 4,

$=n—1
(12) (n—s)!
An — T
nl

s=0

5
@n—s—H An—s .

En second lieu, nous avons a regarder cette autre série

de LAGRANGE

n=w
(13) Fa) = 2:4 (log (1--=))",
. n=49y
dont le domaine de convergence est déterminé par la con-
dition

(1) log1+2)| < r,

oll r désigne le rayon de convergence de la série de puis-
sances (2); on voit que le domaine en question contient
toujours le point x = 0.

Supposons, dans ce cas, la série de puissances (8) dé-

veloppée comme suit

5=

(15) @ = D410 (1 +a)),

$=0

nous aurons, en vertu de la formule de LAGRANGE

d’oni, en appliquant la formule de LEigNiz, puis introduisant
les dérivées indiquées dans la formule (12) de I'article VI,

Ay = a

s=n—1

(16) —5)! -
’ Ap = S‘ u’ @131—5 F1an—s,

n!
§=40




48 Nr. 12, Niers NIELSEN:

tandis que les formules inverses deviennent, en vertu de
la formule (17) de l'article VI,

ay = A,
5= nfl‘
an dn =— @b(%i'@_’ ClAn_s.
= n!

IX.— Applications diverses.

Soit par exemple

n=—= oo
x x (—1)" 1B x™
—_ T — -~ 7 x| < 2
W f@) = =7 =1—73 "}_u_l a1 1xl=2m
ou les By sont les nombres de Brrnourri, lidentité évi-
dente
log (1—[— (em—l))

donnera, en vertu de la série de MERCATOR,

N1y
2 — S (et )R
) e HZ_U: i) (e"—1)",

développement qui n’est applicable que dans le domaine

K, (1), tandis que la série de LAGRANGE en question repré-

sente d’autres fonctions dans les autres domaines Kjp(1).
Dans ce cas les formules générales (11) de I'article pré-

cédent donnent, aprés une simple réduction, la formule
n
=2

) (n—1)! (n—1) _

2n-+2 (=D € B, ’

s§=1
due a SromiLcu® et retrouvée par A. Rapicke? dans
1 Archiv de Grunert, t. 9, p. 334; 1847.

2 Die Recursionsformeln fiir die Bernounllischen Zahlen, p. 15; Halle
a. S. 1880. )
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Tarticle XIV nous avons a déduire, par une autre méthode,
une généralisation trés étendue de la formule (3).

Quant aux formules générales (12) de I'article précédent,
nous aurons ici une expression explicite des nombres dé
BERNOULLI, savoir

s==2n—1

. (—1)@n—s)!
. n—i
@ (DB = Z pnma 1 Gt
et la formule récursive
§=2n
N1 @r—s D!
(5) 0 = et ——_ZI—QST Gon—s12.

Etudions, comme second exemple, la fonction

©) f(x) = aiex = a_1:(em—1)’ =1

il résulte la série de LAGRANGE
n—=—uw
: 1 (e*—1)"
&) Rl ot v i
a—e n=y (0',——1)
applicable dans P'ensemble de tous les domaines K,(r), oll
nous avons posé pour abréger r = |a—1|, car la fonction
f(x), dont il s’agit ici, admet la période additive 2mxi;
Posons, conformément i la formule (4) de Particle VII,
n—=w (
1 - o an CL) 2t
®) a—e* I n!(a—1)"+t°
n-=— B

il résulte pal conséquent, en vertu des formules génér‘ales
(12) de larticle précédent, pour ¢n(a) I'expression
s =n—l1
) Pu(@) = D (n—5)1 Gioia (@1,
. $=40
formellement différente de celle indiquée par la formule (5)

de l'article VII, tandis que la tmmule inverse deviendra
Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. II, 12. 4
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s=n—1 .
(10) . n! :Z (— 1’ € @ns (@) (a—1)*,
o pe=—y
formule qui est trés curieuse, comparée a la formule (6)
de Tarticle VIL |
Revenons maintenant & la formule (9)', puis posons,
conformément a I'expression (10) de Iarticle VII,

(11) -(Pn(a) = +cla+c2a2 + . —'— Cn—lafukl,

nous aurons immeédiatement

s=n—r—1

Cr :Z(—— 1 (n—r—s)! @;fr_s+1<rjs) )

et le coefficient de la puissance (n—r—p)" qui figure dans
cette expression deviendra

§$=nn
b rs\(n—r—s\ . /n-41
(1)Z<s><u~s)—(l)”<u ’
i s§=40 )
de sorte que nous aurons finalement

w=n—r—1

@ o= 2,

ce qui donnera, en vertu de la formule (8) de I'article VII,
Cr — Cn~r—1,

c’est-a-dire que nous avons démontré la proposition, due &

ScHERK !:

La fonction 9. (x) est un polynome réciproqgue

du degré n—1, savoir -
1
(13) "o, <’;"> = Qn(x).

EuvLer? a calculé les huit premiers des polynomes
©n (), savoir

1 Journal de Crelle, t. 4, p. 302, 1829.

2 Jnstitutioneés caleunli differentialis, p. 485—486, Pétrograde 1755.
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Py (x) = 1
9 () =1
Py () = -1

9 (x) = 2’ da-|- 1

Py () =2+ 112>+ 112+ 1

95 () = x* 26 ° 466 2%} 261

P () = 2+ 572t} 3022°+ 30202+ 57 w1

@ () = 2° 412025+ 1191 24} 2416 281191 2>+ 120 2 -H1.
Désignons, comme ordinairement, par Ty les coefficients

des tangentes, 'hypothése o = —1 donnera, en vertu de (8),

(Pzn—l(.'— 1) = (*1)'1—1 Ta
1
CPO(—“I) - 9 s CPQH("l) = Oa

de sorte que nous aurons, en vertu de (9),

§=2n—2

14) (—urir, = E (—1)@n—s—1)12°6;,
5=9
s=2n—1 .

(15) 0 = (—1)*(2n—s)! 25 Gipgi1,
$=0

tandis que la formule (10) donnera de méme

1

(16) n! = E (—1)son—es—i T  CR—2l

§=0

La formule (14) est due a LaprLack.?!
Nous avons encore a développer la transcendante entiére
flx) =
ot a est une constante quelconque; les formules générales
(11) du paragraphe précédent donnent, dans ce cas,

s=n—1
(_; l)s on—s S - o
n — nl ' H I— n 3

1 Mémoires de lAcadenne des Sciences pour l'année 1777, p. 109—
110 (1780). :

4*
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de sorte que nous aurons la série de LAGRANGE, valable
dans le domaine K;(1),

an e =§(Z> (" —Dr,

n=y
évidente du reste. Quant aux formules (12) de Iarticle

précédent, nous aurons, en changeant le signe de «,

s=n—1
(18) @ = D1 G s (),

s$=u :
savoir la formule de StirLiNg, mentionnée dans article I11;
on connait plusieurs démonstrations modernes de la- for-
mule (18), par exemple celle de Caucuy.®

Cherchons encore, dans la formule (17), le coefficient

de la puissance a?, il résulte le développement

5=
(19) E:j :2 (—D¢ CYSL+S (e5—1)n+s |
n! p - (n+9)!
savoir la formule (17) de Uarticle VI, ce dernier développe-
ment est aussi valable dans le domaine K, (1).

Les deux séries de LAcraNGE qui figurent aux seconds
membres des formules (17) et (19) sont intéressantes, parce
qu’elles donnent des développements d'une transcendante
entiére d’aprés les puissances d’une autre transcendante
entiére, et les séries en question représentent des fonctions
différentes dans chacun de leurs domaines de convergence,

propriété analogue a celle des séries de Fourikr.

X.— D’autres applications.

Nous avons encore a étudier deux autres applications

des formules générales développées dans larticle VIII,

1 Résumés analytiques, p. 34; Turin 1833.
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applications ‘qui mettent en pleine lumiére la nature {rés
singuliére des polynomes de STIRLING.

Combinons tout d’abord les deux séries de puissances (1)
et (7) de l'article VI, posons dans la premiére de ces séries

. o = ‘lOQZ(l‘%f),
il résulte

n=w

1 1 et ) .
(8OO o p o - DT Do) (g (+0)™,
n=y .
tandis que la derniére des séries susdites donnera
LBUEOVE 1 ) - 3 ) et 1
n=y

Cela posé, nous aurons, en vertu des formules générales
(17) et (18) de I'article VI,

§=n

(1) ll)n (ﬂ?—l' H+ 1) —*Z (I (II j——l{—)l‘)' C:Sz—}-l 1Pn—s (.’L') 5

E n: 1»¥(n—s—+1 s
(1 blS) ll)n (!L‘) - - )(I‘f+ Dy '_i— ) @n—s+2'lpn—s (x+11_8+1),
§=0
ou, ce qui est la méme chose,

S=n

(D bulant1) = Bale) b D st 1) bos (1) s,

§=1
s=n 1?11(.’1,‘) — 1Pn(x+ll+l)—
(2 bis)§ _ E (n—s4+1) sy (—n-+5s—2) Dpy (x+n —s-1-1) ;
s=1
dans les deux derniéres formules il faut supposer naturelle-
ment n > 1.

Etudions ensuite le développement

n—=owo

(3) (1 —_ oc)'-z :Z Pa (.’L') ( o )n

n=u
ou, ce qui est la méme chose,
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n=cw

(3 bis) (1—log (1+a))™ ;:E:man)an;

n!
n=yuy

cest-a-dire que la série (3) est applicable dans le domaine
K, (1).

Différentions par rapport 4 o les deux membres de la
formule (3 bis), puis multiplions par a--1, il résulte pour
Tes @n(x) T'éguation fonctionnelle
(1) x0n(x-+1) = Qpi1(®) +non(x),
tandis que les formules générales (11) et (12) de I'articleVIII

donnent s=n—1
(5) Pr (1) :Z ('* 1)3 C:: Wp—s (x)
§=10
s = n—1
(5 bis) wp () = E @1‘:;—5%—1 Qns () ;
§=0

c’est-a-dire que V(Pn(nc) est un polynome du degré n par
rapport a4 «, et divisible par x, pourvu que n > 0.

Posons . >

(6) on(x) = an, o’ “l_an gt A4 +Cln ”'“1—1— - an, o X,

il résulte, en vertu de (5),

§=1

@ n,r = 2 (—1D' Cren=s,
s5=40 .
ce qui donnera

(7 bis) S ane=1, an:=0.

Supposons maintenant, dans (7), r 2 2, puis introdui-
sons au second membre 1es polynomes de STIRLING, nous
aurons

an,r — n(n—1)... (n~—r)<( +(—1) )11), 1(11—1)+
s=r—1

—f—Z (— l)s (n—s) Ps—1(n— 1) Wrsq (n —5— 1))

s=1

®
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ce qui nous conduira a étudier la fonction

gr(x) = (1 —(—1)") Up () —

$=r—1
® O D @ 9 Y@ P 5D,
s=40 ”
Yo ("'L) = O:
parce que nous aurons, pour r == 1, ‘
(10) an.r == n{n—1) ... (n—r) gr—1{n—1).

Quant aux polynomes g.(x), remarquons que les for-
mules (4) et (5 bis) donnent les. formules récursives

s=7r—2

1) anpr,r—an,r+@—1) anr-1 = <;l:;> nysy 22
v 5=0
S=r
(11 blS) CII; - : : @£—8+1 Ari—s, r—s »
s =y

de sorte que nous aurons, en .introduisant les polynomes
Pm (2) et gm (x),

@+-2).gr(x+1) — (—r) gr(@) - rgra(x) =

s§=r—2

(12) (x—3) gs(x)
| (1+1)x Z =91

l s=r—1 11)1'(-75) - g,.(x) -
|+2 (—1)® (CL_S‘) r—s—1 (x—s){])s ('—x_(—'S‘*‘l)—‘[—
- +(*“1)111)r(—-x_f_1,_~1)

dans ces deux formules il faut supposer r > 2 respectlve-

(12 bis)

ment r > 1.

On trouve par exemple

5@ =0, 5@ =4 $@=—, @ ="s
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ce qui donnera

n n
011,0:1, an,lzo, An,2 — 3/ an,3 — — 4/

n\b5n—1
anp, 4 — 5 3 ’

de sorte que nous aurons

Po(x) = 1
P (x) = x
9y (x) = x*
9s(x) = a®Ffx

¢, () = 2* 442’ —x
s () — 2%+ 10— 522+ 8x
@ (x) = 2%+ 20x*—152% | 58x%— 26,
Soit, dans (5), £ == —1, on aura généralement
(13) fn(—1) = (=D"(—D!,
formule qui peut servir comme controle des calculs pré-
cédents.
Quant au polynome g,(x), on voit que son dégré est
toujours inférieur a son indice. Or, une étude plus profonde
de cette question nous conduira beaucoup-trop loin ici.

En dernier lieu, posons

= w0

o (e =Semme ey,

=9

I’identité évidente

5 =05

donnera la série de LAGRANGE

(14 bis) (“LTB“Y:Z@@ (‘H’ I’; _’1) (e —1)",

valable dans I'ensemble des domaines K,(2), parce que la

fonction, dont il s’agit ici, admet la période additive 2ni.
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Cela posé, il résulte, en vertu des formules générales
(11) et (12) du paragraphe VIII,

s$=n—1

(15) Pnlx) = : : (—2)° Gnsy1 0n—s ()
§=10 ’
§=n—1

(15 bis) wn(x) = E 2° C, Qn—s(x),
5= 0

tandis que nous aurons I'équation fonctionnelle
(16) Prt1(@) = 2290 (x) —xonlx-i-1),

obtenue immédiatement en différentiant par rapport a o
la formule (14), puis appliquant lidentité évidente e* =

(er—-1) —1.
Posons ensuite, conformément a (15),

(17) (Pn(x) = a;z,ox"+an,1x"“1+...—|—an,px“‘P—}—. . .—]—an,nqx,

il résulte, en vertu de (16),

dni1,0 = Qn,py — 1
s=r—1
(18) n—r
QAp41,r = dn,r — r—g/ans.
5=0

tandis que les formules (15) donuent: respectivement
s§=1
(1 9) an,r — 2 : (_ 2)8 @;—-s——l C;::z

s=0

s=1
(19 bis) Crn = 223 Cr an—s, r-s.
s=0 :

" On voit que les coefficients an, r, dont il s’agit ici, sont
de la méme forme que ceux de l'exemple précédent, de
sorte qu’il existe une expression analogue a celle indiquée
dans la formule (10), mais le polynome g, (x) correspondant
est toujours du degré r par rapport a x. On trouve ici
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4 __<n> _(11)_31_1—;9
An,0 — 1, ap 1= 2/ Qn,2 = 3 4 i
el les premiers des polynomes @,(x) deviennent
9o bx) = 1
9 (x) = x
¢y (x) = 2*—x

P5(x) = x®—3a?
@, (x) x* —6x®+ 32} 2
Ps(x) = ¥ —102* 15251022

I

Remarquons que l'équation fonctionnelle (16) donnera
Pr+1(0) = —u(1), @,(2) = 29, (1) —n41(1),

il résulte, en vertu de la série de puissances

n=uw
1 - 1 (__l)n Tna2n—1 .
1-fes ~ 2 JrnZl Gn—1yrom > lel<7,

ot les T, sont les coefficients des tangentes, les valeurs

numériques
cP;n (0) — (____1)11 T, y cPén—l—l (O) =0
201 eum(1) =0, Pantt (1) = (—1)® Tpupe

Pon(2) = (—1)" 1 Tpyy, Pont1(2) = (—1)"2Tn41.

On voit que ces formules donnent, en vertu de.(15), des
expressions explicites des coefficients des tangentes, expres-

sions que j'ai étudiées dans une autre occasion.!

Posons, dans (14), x = —1, il résulte éette autre valeur
numeérique
©3)) Pn(—1) = (—1)n2n 1,

! Annali di matematica (3) t. 19, p. 197—200; 1912.



TROISIEME PARTIE
Les polynomes de Stirling.

XI.— Evaluation des valeurs numériques.

Dans nos études suivantes sur les polynomes de STIRLING
nous appliquons indistinctement la définition élémentaire,
4 'aide des nombres de STiRLING, et la définition transcen-
dante, 4 l'aide des deux séries de puissances (1) et (7) de
Particle VI. .

Les recherches plus profoudes sur les polynomes ¥n(x)
exigent des valeurs numériques qui sont des conséquences
immédiates de la définition élémentaire. - ‘

En premier lien, la formule (7) de I'article V. donnera

1) 1][),1(11—{—1) = nj—‘J

&

(1 blS) 1|)u(n "—2) +3<—7 iy 1»__4_;_1?5)'

tandis que la formule (7 bis) du méme article nous con-
duira & ces deux résultais

gy G
(2) q)n (‘7 2) (ﬂ _}_ 9) 1

Sy (=D @+ —1)
(2 bis) ba () = TR

En second lieu, il est cwdent que lequatlon fonctionnelle

(3) @+2)Pu(x+1 = (x—n) balx)+ (w+1)1Pn 1(x)
nous permet de déterminer d’autres valeurs numenques )
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En effet, prenons pour point de départ les expressions

—1 n—lB
@ @ = CHEE b —0, nz,
indiquées dans les formules (9) et (10) de l'article V, nous
aurons, en posant, dans (3), x =—1,
_ =D"Ba _
(5) 1‘1’)211‘] (—1) - (2”)!211 > 1')‘211(—1) - O, n z 1,
tandis que la valeur
. n—1 2 ~—~1
© ) = C DB

(2n)!4n ’

indiquée dans la formule (10 bis) de I'article V, donnera,

en vertu de la relation

ﬂr’én 0) = — (2” + 1) ‘jr’ﬁn (—1) + 1;’211—1 (—1),

tirée directement de (3),

(6 bis) P (1) = SV By

(2n)!4n
Soit ensuite, dans (3), x = 0, la formule (4) donnera

(—D*(2n—1)B,

(7) 1P211—1 (1) — (211)' 9 ] n Z 2a
(7 bis) Pen(1) = %TITB nzl,

tandis que nous aurons

DD =5, D=

Posons, encore, dans (3), x =1, nous aurons

3%u(2) = — (=D $a(1) + 201 (1),

d’otl, en vertu des formules (7),

('8) P2n(2) = gp_4(1) = (_1)22(3;7!;1)3"
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— 1) 1(2n—1)(2n—2)B,  (—1)*Bu—

T (
,‘711* =
(8 bis) bon—1(2) 91 6 +(2n—2)! 3’

olt il faut supposer n > 2. Quanl aux valeurs exclues qui
correspondent & n =@, 1, 2, un calcul direct donnera

D@ =g 0@ =, 0@ =

Etudions maintenant les coefficients o, » du polynome
Pr(x), savoir

‘ (9) q)n(it) = aH,OmIl+alz,1$11_1+. . '—I_G’H, ,-x"*’—]——.. -+an. ny

nous avons, déja dans l'article V, indiqué les résulitats

1
(10). Oy, o == (nE1)1 27
—1 n—lBl
(11) Ugn—1, 2n—1 == (_(2);17!_,‘, Con, on = 0, n 2 1
. (=11 (2n—1)B, '
(12) a%u, 2n—1 = (211)7 1n ’ nz 1

Déterminons encore la valeur de
Con—1, 2n—g = 1P§n—1 (0);
& cet effet, prenons pour point de départ la formule
Vin(r) = (x+1)a(@— 1) (—2) ... (&—2n+1) e (), -
_tirée directement de la définition de $n—i(x), savoir la

formule (2) de l'article V. Appliquons ensuite le déve-
loppement

(x+1Dx(@x—1)...(x—2n1+1) =
= — Con et (Cin P — G a2k,

il résulte, en vertu de (9),

Wi (x) = Ciztlll—l Oon—1,2n—1 +

22 2n—1 2n—1 9 !
+ ((Czrl - C‘zn ) C"Zn—l, 2n—1 CZn 0‘211~1, 211—2) x” + vy
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~de sorte que les deux derniers coefficients de I'expression
Wi (513) = d2n, ¢ xin _’_ a?n, 3 a1 + . + Qon, 411_2£B2+ a2n, dn—1 &
deviennent .
dgn, 4n—1 — (211 = 1)! Qon—1, 2n—1
a2n, 4n—2 — (6221111_2 - (211 '“1) I) Qon -1, en—1— (211 _1) ! Qon—1, 2n—2.
Cela posé, nous aurons évidemment

— 1) lcr)" 2B1
2n az2n, 4n—2 == ( ()211 1) ! ‘ + (—_' 1)n Bn— (211) ! Qap—1, 2n—2, .

d’olt, en vertn de la formule (13 bis) de larticle 1V,

§=n-1

2n 2
(13) (—1)11_1(211)! Qan—1,2n—2 = gl ——)’;)I Bn—‘— 2 :Bs B ?,

ou, ce qui est la méme chose,

[ (—1)*1(2n) ! bin (0) = _
(13 bis) I (/+ 4-_—\— +9n > n—i‘ZBs S

dans ces deux formules il faut supposer naturellement n > 2.

L’expression ainsi trouvée pour g1, 2n—s montre claire-
ment que la nature des coefficients a, , est trés compliquée;
dans Varticle XIV nous avons & étudier, d'un autre point
de vue, les coefficients oy, 2n—2.

Quant aux coefficients on, r, remarquons encore que les |
expressions n(1) | Pa(—1), formées en vertu des for-
mules (5) el (7), donnent immédiatement

‘ . —1 n.-1B
Qon o + ‘0‘2’11, a ... -+ don, on = W
‘_1 n-1 Bn
Oan, 1 Oon, 3 - + Copn, on—1 = (—(2—1){1)7—

(—1)2(2n—1) (n—1) Bn

Clan_q, 0+ Oan—1, g+ e ‘|—0(«2n—1, 2n—2 = (21‘!)' 4n
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» —1)"(2n-—1 :
aZn‘l’l—{'—afzn_l,3+.-.+a2n—1,2n~1 :( ) ( n )(11+1)Bl-
(2n)! 4n

Il saute aux yeux que les valeurs numériques, que

nous venons de démontrer, montrent clairement que les
coefficients a,, » sont intimement liés aux nombres de
BERNOULLI, mais qu’ils sont d’'une nature beaucoup plus
compliquée.

Revenons maintenant & 1'équation fonctionnelle (3), puis
posons Z—-n au lieu de z, il résulte

(@-Fn12) ba(z+n-+1) = 2bn(@-n) (T4 +1) o (2+n),

formule récursive qui donnera immeédiatement
$=n

(1) @b parnbD) = 1o - et

§=40
posons, dans celte derniére formule = =0, puis x =1,

nous retrouvons les formules (2).

XII.— Applications des nombres de Stirling.

Le calcul direct des polynomes de STIRLING étant trés
compliqué, nous avons 4 développer une suite de formules
réecursives qui nous permettent de calculer successivement
les polynomes en question.

En premier lieu, remarquons que lintroduction des
polynomes W, (z) nous permet de généraliser beancoup
les formules numériques (3) de [larticle II. A cet effet,
écrivons, en vertu des formules (7) de Varticle IV, la pre-

miére des formules en question sous la forme

(_ 1) Worgs(nd-p) Yos(—n—1) =

§=r

_2< )(n—!—l) W (p—1),

s =0
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je dis que nous aurons tout d’abord I'identité algébrique
S=T

! (— 1) Waros(g) Yos(—n—1) =
) =

s=r
=Dy “Wa(g—n—1),
§=40
ou y désigne' une variable complexe quelconque, tandis
que n est un posilif entier fixe, mais arbitraire du reste.
En effet, I'équation algébrique (1), du degré 2r par
rapport & y au plus, admet comme racines toutes les valeurs
de la forme y = n-Fp, ol p est un nombre entier plus
grand que r.
Cela posé, nous aurons lidentité algébrique beaucoup

plus générale

{ 2O W) =
@

, =Dy P T T s ey
$=0
olt ¥ est une nouvelle variable complexe quelconque. En
effét, soit y un nombre fixe, I'équation (2) admet comme
racines & = —n-—1, ol n désigne un positif entier quel-
congque.
Soit maintenant, dans (2), y = 0, le premier membre
se réduit 4 son dernier terme, de sorte que nous aurons

la formule récursive

@ (1—(1) V(@) —Z—( (72 e v o,

d’oly, en introduisant, en vertu de la définition (2) de 'ar-
ticle V, les polynomes de STIRLING, puis posant r-+1 au
lieu de r,
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@ (1) o) = (T Z("I)Séﬁﬁ) " (a)

on il faut supposer naturellement r > 1.
Posons ensuite, dans (2), y =, puis supposons impair
le nombre r, le premier membre de la formule en question

s’évanouira, et nous aurons, en remplacant r par 2r-1

>

@) Wirss(o) :EZ—1>s(x_2§i1? ) v,

ce qui donnera, pour les polynomes de STiRLING,

(z—2r) ¥y (z) =

.z
et ¢ par &

(6) gt 3_“2(_1)6 (z—2r-+s-+1 )(2_> ar s ()

= @ e G+ -
Quant 4 la formule (3 bis) de l'article II, savoir

s=r

(—1)*Wes (n) War—as(—n—p—1) =
§=10

N r—1 .

P v,

s=1

Nous posons

n=x, —n—p—1l=y, —p=ux+ty+1,

et une simple réduction donnera l'identité algébrique
S$=r
(—1)° Wos (@) Wor a5 (y) =
=0

S=1r

=D 1),_( T oy oy,

§=0

7

olt et y sont des variables complexes quelconques.
Posons, en premier lieu, y == —1, il résulte

Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. II, 12. 5
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§=r—I| .
4 s L—3s r—s
® (1) Varle) = DD @ @),
’ $=9
d’ou, en introduisant les polynomes de STirLING, puis
remplacant r par r-1,

(T4 (=17) s (2) =

@ _ @ty _2_(—1)5(3&1)’—3 (@)
G=Y =R
o il faut supposer naturellement r > 1.
Soit ensuite, dans (7), r un nombre impair, I’hypothése

y =2 donnera

§=r

S

s=0
X . . x 1 . ‘
d’ou, en introduisant 55— - au lieu de z, 2r-+1 au

lieu de r,
§=2r

10) Warsale) = 20y, T ()T o,

de sorte que nous aurons pour les po]vnomes de STIRLING

1 2y "I 1S 2 - 2r—s
(1) bl = L Z(‘f,‘ff),( @,

Il est curieux, ce me semble, que les formules récur-

sives, tirées de l'identité (7), soient des conséquences immé-

diates de la théorie des polynomes symétriques, nous le
verrons dans larticle qui suit. De plus, posons, dans
lidentité (21) de l'article VI, y == 0, nous retrouvons pré-
cisément la formule (9).

Quant aux quatre formules récursives, ainsi obtenues
pour les polynomes de STIRLING, il est évident qu’elles

nous permettent de calculer les Wy () a I'aide de s(x),
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ol s <C 2r, tandis que ces formules ne présentent aucun
moyen pour le caleul des Wsr4i(x) 4 I'aide des polynomes
précédents. Pour obtenir des formules récursives de ce
genre nous posons, dans (2), x = —1, puis introduisons
-1 au lieu de g, ce qui donnera

§=pr—i
]IJQ, <x+1) —_— ]‘pQ, (.’,C) == E ( r—s >1y23 (1‘)
§=0
Appliquons ensuite 'équation fonctionnelle (8) de I'ar-

ticle IV, puis remplacons r par r-}1, il résulte finalement

(12) rWor(x) _:2(’_;1—1 W2s(x),

ce qui donnera pour les polynomes de STiRLING, si nous
remplacons encore une fois r par r--1,

§=r—1

(19 4010 = (et 2=,

Une autre formule de ce genre peut étre déduite de
Iidentité (2), en y posant y = —1, puis remplacant a par
x-+1, ce qui donnera, en vertu de I'équation fonctionnelle

(8) de l'article IV,
[ (x—r+3) Yor(x) =

(14)1 :S(""I)H Ij_r +1>(x+1)s%z—zs(x),

s=1

d’ofi, en introduisant les polynomes de SrTiRLING, puis
posant r—-1 au lieu de r,

(x—r—2) bp(x) = LL)_L(E_JQZ 4+
(15)

(=)@ F1)(x—r+s)
+Zl - GFD o

s
formule qui est plus compliquée que la précédente.

5#
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XIII.— Applications des polynomes symétriques.

Remarquons que le polynome du degré n

fx) = (x—{—ni_l)(x%—nil) o <x—|—n—j_—l),

ou, ce qui est évidemment la méme chose,

Cn—l—l -'1/ e

B Cn—}-] T Cn—l—l
n
fla) = o+ = n—-1 + SRR (n}1)r - +(n—(—])“
est symétrique, savoir qu'il satisfait a 'équation fonctionnelle
f(—x—1) = (=) f(=),
les formules générales, valables pour les polynomes symeé-

triques !, donnent immédiatement, dans le cas spécial dont

il s’agit ici,

(1) (1—(=1)") Chn ;Zr_z—l)s (A TERE e

@ —2(— (o, ) )T et

(— 1)< 2 (11—1-1);11—,@ ‘E'JH) _

(3) s=r—1 oet 1
= > ("5 ey
$=10

<—1> QI —

O - Sl i

"ol les B; et les Ts désignent les nombres de BERNOULLI

respectivement les coefficients des tangentes.
On sait que ces quatre formules sont équivalentes, de

sorte qu'une seule de ces formules entraine nécessairement

1 Voir mon Traité élémentaire des Nombres de Bernoulli, articles
XXI et XXIV. '
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les trois autres. De plus, il est évident que les formules en
questlon permettent de calculer les Cn+1 a Paide des Cpa,
aux indices inférieurs. '

Cela posé, la méthode ordinaire donnera immédiate-

ment les identités algébriques

®) (1 (1)) ¥% ) :E@w*(fif)<¢+l>r-swzs<x>

(6) W () —j( Do) B T @)
1y (W) — B2y, )

; :Eﬂf(‘”;;23;;1)<x+1>2f—2*Br—s%s+z<w>

(—1) Wapa(x) =

(8) — 23

:2(—1) <9, — 95 1) <xk 1>2r—2BHT¢—s+1 Wy (),

$=0

ou x désigne une variable complexe quelconque, ce qui
donnera pour les polvnomes de STIRLING

O () ) = Z(—% T

= 2r—1

_ (x1 —1Y U, () /x e
(10) Uar (CU) (21 Fl)y‘))zﬂq 2((91)_11)3)(, )< ;‘ )

=1 (o) — 2 s @) =
(11) o=rei

=R

e 9‘5)’
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17_‘_1 (:C—h—l)w
(% 1) 1][)2,- (x) (2 _‘_1)1 92r-+1
(12) s =71

(_1)S Trs [x--1\2r—2—1
B (21-_23—1)Y ‘)( > Wag 1 ().
5 =0 ! 2

Il saute aux yeux que la derniére de ces quatre for-

mules récursives est la plus simple, parce qu’elle permet
de calculer g (x), seulement a I'aide des Mg 41(x) qui cor-
respondent 4 des indices inférieurs. On voit du reste que
les formules (9) et (10) sont identiques & (9) et (11) de
Iarticle précédent.

Soit & = 0, il résulte, en vertu de (9), (10), (12),

(13) f;l :Z(uns—l( S )Bs
(14) o 23(41)3'1 <2”;Sr 1) 92* B,

21 1 g
(15) Trv1 = 2 :(95il> 9 By Tya,

tandis que la formule (11) ne donne qu'une nouvelle dé-
termination de la valeur numérique g 1(0).

La formule (13) n’est autre chose que la formule ré-
cursive de JacoueEs Bernourni', faussement attribuée a
Morvre ? respectivement a Jacosr®, selon que r est sup-
posé pair ou impair; la formule (14) est due & Eurer™

Revenons maintenant aux formules récursives contenant

les polynomes Won{x), puis posons x —-—n—1, ol n

1 Ars conjectandi, p.97; Béle 1713.

2 Miscellanea analytica; Londres 1730.

3 Journal de Crelle, t. 11, p. 265; 1834.

4 Opuscula analytica, t. II, p. 264—265; Pétrograde 1785.
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désigne un positif entier, il résulte, pour les nombres de
StirLING de seconde espéce,

§==9—~1

(19 (11 61 = 20"

a7 e ~Z (s G s

et nt gy )

.a

(18) 8§ =r—1
1 25 - 4
(1) [ ) B B

g=10

( 1) @5,:11 -
(19) O in--2s-1 2r—2s+1” 25
- ( 1) 9,_25+1 Tr—s+1Gnt1,

formules qui sont analogues a celles indiquées pour les

nombres de STIRLING de premiére espéce, et que l'on peut
déduire aussi, & I'aide de la théorie des polynomes symé-
triques. !

XIV.—D’autres formules récursives.

Une autre classe de formules récursives peut étre établie
4 l’aide de la définition des nombres de StirLING de pre-
miére espéce, savoir
. 1 »
x(x-H1) (x42).. (x4p) = 2 +Cpaa? 4 ...+ G
A cet effet, posons, dans cette formule, successivement
=12 3,..., n,

1 Voir mon Traité élémentaire des Nombres de Bernoulli, article
LXXXII.
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puis ajoutons toutes les équations ainsi obtenues, il résulte,
en veriu dune formule élémentaire hien connue,

n(n-1)... (n4p+1) _
p+2

= Spra(n) + Cpr1 Sp(n) ...+ CHri S1 (n),

équation numeérique qui est applicable, pourva que n

soit un positif entier quelconque, et qui est par conséquent
équivalente a l'identité algébrique

@41 . (etp1)
- pt2

= Dpea(@) | Chit Dpia @)+ - Chas D, (),

ou x désigne une variable complexe quelconque.

Cherchons maintenant, dans cette identité algébrique,
le coefficient de la puissance x#—**2 il résulte, pourvu que
2=<r=<p,

2:+2 — C;J-]. + Cz’)rrll -
p+2 p—rf2° 2
(1) =5
(— 1) Bs ([p—r-F+2s-+1 o
T 9s 25 —1 Ca
§=1 - .
le cas particulier r = 1 conduira a une trivialité, tandis

que T'hypothése r = p-+1 donnera la formule de Scuid-

MILCH
=

r+1
2
1 N
(2) pL - 2:(-1>8—1Bs crtt,
2p—+4 -

savoir la formule (3) de larticle IX.
Revenons maintenant a la formule générale (1), puis

éliminons, en vertu de la formule récursive

Cpss = Cppi—+ (p-F1) G771,
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le nombre Cpts, il résulte, aprés une simple réduction,

rCpnn _ pp—r+2) g

p+2 2p-+4
(3) <3

équation numérique qui est valable, pourvu que p soit un
positif entier plus grand que r—1, et qui est par consé-
quent équivalente & I'identité algébrique

[ I“sz (;IS) — x(x-}ﬂ'——Q) ll'rz,-_..z (.’1’:) +
oc—l—2 2x+4

<4>!
l +2< A

8=1
ol & désigne une variable complexe quelconque, la valeur
x = -—2 étant exclue, mais multiplions par @-+}2 les deux
membres de la formule en question, il est évident que cette
valeur de x est aussi.applicable.

Quant aux polynomes de StirLiNg, il faut, dans (4),
étudier séparément les deux cas qui correspondent a des
valeurs paires et impaires de n. Appliquons ensuite les
valeurs de U (0), indiquées dans I'article XI, il résulte

finalement

f(,+1>(x_,)u,(x)— Vet )G 200+

I
o
|t 2:( S A

ou il faut supposer naturellement r > 2,

Posons encore, dans (4), x = —p—1, ou p désigne
un positilf entier plus grand que 1, il résulte, pour les
nombres de STIRLING de seconde espeéce,
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( r Cp+1 (PJFU(P_I —+3) @1::11_
p—I1 2p—2

L,
e =

formule récursive qui est analogue 2 la formule (3) con-

cernant les nombres de StIRLING de premiére espéce.

Revenons maintenant a la définition transcendante des
polynomes de StirLING, la formule (22) de Darticle VI
donnera pour y = 0

(x+2) b (x+1) =

§ = ¢—1
= (@-1) by () 4= - (0) + (x+1) - 2:%(0) Vr—s—1 (),
=0
d’ou, en éliminant, en vertu de I'équation fonctionnelle (3)
de Particle XI, la fonction {,(x—1),

(r1) ¥r(x) =

T

— by (0)+ (1) 2( Cor ),

formule récursive qui est analogue a (5), mais plus simple,

(7) [

parce que le facteur de P,(x) est une constante.

Or, on voit qu'une combinaison de ces deux formules
conduira a4 une relation encore plus simple. En effet,
multiplions par x—+2 les deux membres de (7), puis
soustrayons (5) de la formule ainsi obtenue, il résulte

(0 (42 w) = ([ 1 Jer1 (e +

) <

|ty Dy, )

Il est évident que cette derniére formule récursive con-
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duira a des relations numériques intéressantes. Soit, en

premier lieu, r un nombre impair, savoir r = 2n —1,
Yhypothése x —= 0 donnera

8 =mn—1

2n

9) n(2n+41) B, = 9g ) (2n—2s) By By,

§=1
ou, ce qui est évidemment la méme chose,

§ = fi—1

1 2n—1
(10) (11—|—?>Bn = S ( o5 )BS Bo—s.
: g=1
Ecrivons maintenant dans I'ordre inverse les termes
qui figurent au second membre de ceite derniére formule,

nous aurons
§=n—1

. 2: 90—
(10 biS) (ll—l“‘ ;) dn — (9?_}> Ig Bn——.h

d’ot, en ajoutant (10) et (10 bis),

§ = n—1

(1) (2n--1) B, —2 (Z”) B B

s=1
cette formule est due & EuvLer?, et il est évident qu'elle
est équivalente & (10) et a (10 bis).
En second lieu, posons r — 2n, puis différentions par
rapport 2 x les deux membres de la formule ainsi obtenue,

nous aurons, en posant x — 0,

(2n+41) (2n+2) P2a(0) = (n-}1) Hap1 (0) -} Phu—1 (0) +
—1)* B, | —1)¥ (2n—2s+1) By ,
+((9n;v‘f 2 '2( e (‘)s‘)!H ) Whn—2:(0)

s=1

d’ott, en multipliant par (2n)!, puis appliquant les valeurs
numériques indiquées dans l'article XI,

1 Opuscula analytica, t. II, p. 266; Pétrograde 1785.
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2n-+-1)(n+1)(2n—1) B,

2n

AL ) a0+

=n—I1
E : 1 5 .
+ < ><2n—2s ~ 2n—2$> B Bos.

Appliquons ensuite la formule (9), il résulte finalement

§=n—1

(12) (1) o (0) = 2oLy, D20 PP

2s
s=1

expression qui est formellement différente de celle que
nous avons développée dans la formule (13 bis) de l'ar- -
ticle XI. Or, ajoutons les deux formules en question, il

résulte
‘ 1 1 1
L N B, —
(T gttty e
(13) § = n—1

_ (211) 1 By B,
. 2s) 9g

cette formule récursive pour les nombres de BERNOULLI,

‘trés curieuse ce me semble, est certainement nouvelle.
Nous avons encore a étudier le cas particulier de la for-

mule (23) de l'article VI, qui correspond & y = 0, savoir

Buta@)— @) - 21 1) Base) =
(1 4) 8= §=n—1
= 1) ) — (D 0O — 1) ) 1 0,(0) o)

8=10
appliquons ensuite la formule (7), il résulte pour n pair

Bani1(x) = Qxz—2n-+1) s, (x) -+

§=2n—1

F @D DD ) By ),

s=0

(15)

tandis que I’hypothése n impair donnera de méme
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§ = 2n—2

[ Bew(x) = —2n hama(x) +

(15 bis) | e D) Banaa ().

§=0
Dans ces deux formules. il faut supposer n > 1.

Différentions maintenant par rapport & a les deux

membres de (15 bis), puis posons x = —1, nous aurons
§ =n—2
2n Yoy (—1) = — § oy i1 (—1) Boyps 2 (—1),
8 =0

d’ot1, aprés une simple réduction,
$=n—1

(—1)?2n . (2n)! bhy—y (—1) :2 <2n> B; By s ,

ou, ce qui est la méme chose,

(—1)(2n)! Pona (*1) “2 (9112? 1> 95?2”Bj“—823) ’
savoir N
(—1) (‘)n)' P2n—a (—1) _2 (22:1> 231(3251:323)

ce qui donnera finalement le résultat numérlque curieux

B,B
16) (—1)(20) | Yoy (—1) — - §(>__:;_
(6) ( 1) (211) U,)Zz 1( 1) 2 2s 23(211__93)
analogue a (12) du reste. AJoutons ces deux formules,
nous aurons
, , _ @t
(17) b (0) + 21 Pipy (—1) = “Gmran  Pm
ce qui donnera, pour les coefficients dsp—,» du polynome
11[)2”—1 (.’,U),
8 == 2n—3

(—13(2n—s—1) _ (1B,
(18) Qop—1, 2n—2 —|"Z *‘QT—F—I—N— Oopt1,s — m:
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d'oti, en vertu de la formule (5) de D'article XI

(19 D {1 (o-2) dns, = EVZ DO

Ces résultals numériques montrent clairement que les
coefficients compliqués o, , sont intimement liés aux nom-

bres de BERNOULLL

XV.— Expressions explicites.

La littérature extrémement riche qui traite plus ou
moins profondément les nombres de STirLING, présente
plusieurs expressions explicites des nombres susdits.

CaucHy' a par exemple pris pour point de départ
la formule (18) de VParticle VI; introduiéant, au premier
membre, la série de puissances de la fonction exponentielle,
puis appliquant la formule polynomiale, il obtient une
expression explicite de @p-1, mais cette expression est
parfaitement inapplicable pour un calecul pratique. Remar-
quons que la méme méthode donnera, en vertu de la
formule (17) de larticle susdit, une expression explicite
de Cpin.

ScHLirFL1? a donné d’aufres expressions explicites des
C. — but this law is a very complicated one — dit CAYLEY®
et avec raison, parce que ScHLAFLI exprime les C; par des
sommes multiples. Or, les formules de CayLeEy ne disent
rien sur la nature des nombres C;7, et c’est la méme chose
pour les expressions, formées a I'aide des déterminants, don-
nées par von ZerpeL.* C’est pourquoi nous avons & établir

1 Exercises de Mathématiques, III® année, p. 145—147; Paris 1828.

2 Journal de Crelle, t. 43, p. 1-—22; 1852.

8 Quarterly Journal of Mathematics, t. 3, p. 308; 1860.
4 Annuaire de 1'Université de Lund (en suédois) 1870.
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d’autres expressions explicites des polynomes Wg,(x) et
des Wy, (x).

A cet effet, prenons pour point de départ I'identité’

© @ =" Z%‘ﬁl() =3

ot f(x) désigne un polynome du n'®™¢ degré par rap-
port a .

Etudions tout d’abord la fonction Wa,(z), les valeurs
numeériques

Ve (0) =0, Pou(—1) =0, Poul—s) =&, s5=2,

donnent immeédiatement, en vertu de (1),

§=2n
9 N _ (x+2n) _ Lfl)i (211) n
(2) en () 1 2n e v s \s Gs
On voit que cette formule est un peu compliquée, parce
qu’elle n’indigque pas directement que Ws,(x) est divisible
par le produit
(x—1)(x—2) ... (x—n-1);

c’est-d-dire que nous aurons les formules numériques

8=2n

—1) /2 ; .
3) R er =0, 1=ra—,
tandis que la valeur
Wo,(n) = Cpj1 = n!
donnera de méme, en vertu de {2),
s = 2n

. (n—1)Int(2n)t (—1) (211) n

(3 bis) (3n)! o o] n4-s \s G-

Il saute aux yeux que la formule (2) ne donne avcune

expression simple des polynomes Un{x). Or, appliquons

1 Voir mon Traité élémentaire des Nombres de Bernoulli, article
VIIL
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I'identité (1), les valeurs numériques
P20 (0) =0, Pea(—1) =0,

C(—ri(s—2) et
n () = ot

donnent immédiatement

(4) bum(x) = (90—;—11211) s_::" (f;_—:?: (2;1) (363)“{_%27“

Quant a Yo, a(x), il résulte de méme, en vertu des

s> 2

bl

valeurs numériques

_1 n—l‘Bn —1 ”Bn '
@) = S ) = G

indiquées dans l'article XI, 'expression explicite

‘ v U Ba((2 x-2n
bty = f ) (Bl )

(4 bis) P (2n)! 2nx(x+1)
_ (;1)1(211—1> (s—9)1 6
s=2 m+s § (211"1“841)! ?

expression qui est plus compliquée que (4). Dans la for-
mule (4 bis) il faut naturellement supposer .n > 2; soit
n =1, la somme qui figure au second membre est a
supprimer, ' :

Appliquons maintenant les valeurs de V3, (0) et de
$2a(—1), indiquées dans l'article XI, il résulte, en vertu
de (4), les deux expressions explicites des nombres de
BERNOULLL: ‘

s =2n

(5) Z(s(: 38?3 (2:13) Gt (*1)%—4111(211——1) (gz) B,

=2

(5 bis) ;é—_%@fﬁQ i (——12)11:1 (;‘;}) B,
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d’oti, en soustrayant,
s=2n

©) Z e (Q“L) gt = C (Y g,

Quant aux polynomes ‘I’gm(a,) la formule

Yom(x) = (z4+1Da(@—1)... (@—m-+1)Pn(z)
donnera immédiatement, en vertu des formules (4), des
expressions explicites, dont celle de Wy, (x) devient un peu
compliquée.

Revenons maintenant a la formule (4) de l'article VI
savoir

== ) -

nous avons démontré, dans larticle susdil, qu’il existe,
pour une valeur fixe mais quelconque de x, un nombre
positif k, tel que la série qui figure au second membre
est uniformément convergente, pourvu que |a| < k, de
sorte qu’il est permis d’ordonner formellement, d’aprés des
puissances ascendantes, de o, Ia série en question.

A cet effet, appliquons Yidentité

= el (=),

il est évident que le coefficient 4, » de la puissance o
provenant de ce terme, deviendra, en vertu de la définition
(1) de Varticle VI,

§ =17
@ A =2 (st s),

s=1

ou, ce qui est la méme chose,

(7Dbis) Arn = ré}f’f;;),' 2(71)”5(, i;) i,

Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. II, 12, 6
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ce qui donnera Pexpression explicite de 1, ; (2):
' N r-rs |
® @)@ = D (T e, nz1.

Cela posé, cherchons, au second membre de (8), 1
coefficient o, de la fonction Wp—y (—r—1), il résulte, en
vertu de (7),

NY(rebs) (2 bt
r+s\(fx+r+s
o= S
s=10

ou, ce qui est la méme chose,

= n—r

— (—1)1r (x‘j—l) 2 <1—|—;—|—s) ’

§=10

de sorte que nous aurons

— (7)) (e,

(=G )

savoir

ce qui donnera

1Pn—l (x) =

@ | (et E(ngo (2] an (—s—2).

Appliquons ensuite les formules

(—1y "t (n—s5—1)! Gposis
} —_— =
U (n-f5—1) (2n—s) ! ’

il résulte finalement, en vertu de (9),

‘ W, (2 s:ﬂﬁl s (2n I
(10) s () = =2 Z S RF===ant

d’'oti, en vertu des valeurs de Pgu—1(0) el Woe—1(-—1), les
expressions explicites de nombres de BernouLLI:
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g==2pn-1

an G =2 (V)
1)" (4 N, 4n| 6

arvo GEET s =2 ()5
tandis que les valeurs numériques )

P20 (0) = hza(—1) = 0
donnent de méme

NT 3t
w oS

5= 2n—2 . -
(12 bis) 0 —SZ; (—1) ( ”S ) ‘)njsjjl

Revenons maintenant a la formule générale (10), une

simple réduction donnera

lljzn (’E) —_—

e DA =t

d’oll, en supposant x égal au positif entier p = n,

| G n
= oonsn (it 20 S

cette formule, due a ScHLOMILCH !, représente évidemment
Iexpression explicite la plus simple connue pour les nom-
bres de STIRLING de premiére espéce.

1 Journal de Crelle, t. 44, p.v 352, 18562, Compendium der hiheren
Analysis, t. II, p.28, 3¢ édition, Brunswick 1879.

6%
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XVI.— Séries de polynomes 1, (x).

Remarquons que la série de puissances
P e BN
<T> =) D@ e
n=0
a son rayon de convergence égal A 27, il résulte, quel que
soit x, '

(1) lim, sup. |/t | = %

Or, il est possible d’obtenir des 1‘ésultatsvbeaucoup
plus généraux, concernant la valeur de VP, (x), pour n
extrémement grand. En effet, soit C, la circonférence, prise
dans le sens direct, du cercle |x|=r, oll r < 27, Dinté-
grale de Cavcuy donnera “

(te—oc>—m—1__ L . S (l_e—t)—m—ldt
o C 2. (t—a)t—=-1 ~
o
Supposons maintenant %R (x) << 0, Uintégrale curviligne

susdite a un sens pour r = 27 et représente par conséquent
la fonction analytique dont il s’agit, ce qui donnera

Con

d’oit, en posant = 2me®?,
' ¥ 27

(2) o) (x—+1) Palx) = S (1—e_2“0i)_”‘"1 S L LN
' 0

h

de sorte que nous aurons
27

o -9 (X A
© @ lernme) < ) i s,
o : 0
parce que nous avons supposé N(x) < 0.

Etudigns maintenant I'ensemble € des valeurs de x

qui satisfont aux deux conditions
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(4). Rx) < —d<0, |zfZp,

ol O et p sont des nombres positifs, dont le premier est
arbitrairement petit, le- second arbitrairement grand, l'inté-
grale définie qui figure au second membre de (3) a, dans
Iensemble &, une valeur maximum M, ce qui donnera,
quel que soit I'indice n,

(5) @4 1) hula)| < 22

@ny
ot nous aurons évidemment, pour & trés petit, M > 1.

Cela posé, prenons pour point de départ la formule
récursive

.m+mM@:

w_!_lﬂr’n—l(x) mn(O)—’—(m—Fl) 2( (‘) )' Un 2}1,(.%‘),

u=1
savoir la formule (7) de Particle XIV, puis appliquons la
formule eulérienne® bien connue
B, (2m)* _ 2<L
(2!

nous aurons immédiatement, en vertu de (5),

12M+ 2zu+§§ﬂ+ ) = 232“’

1A

n
B

©) (D Mpa ] < 1 @ [u(O)| 23 - D

p=1
Soit' maintenant n un nombre pair, on trouvera
P2 (0) = 0
2
< —_
Sop = 82 = g <7,

ce qui donnera, en vertu de (6),
(2% | ()| < 7

1 Introductio in analysin infinitorum, t. 1, § 168; 1748.
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Soit, au contraire, n un nombre impair, nous aurons

ani1 . Sgn+2 — P2 .
(2m) [Vea(0)] = "5 " = o0 =15 <%

de sorte que nous trouvons, dans ce cas’,
(2m)2 L [y ()| < =M,
de sorte que nous avons démontré la proposition suivante:
I. Supposons que la variable x appartienne a
I’ensemble &, le polynome W,(x) satisfait, quel
que soit.1’indice n, & I'inégalité
(7 @m)* - [balx)| < =M,

ou M désigne la valeur maximum de P'intégrale
définie qui figure au second membre de (3).

Soit plus généralement &, 'ensemble des valeurs de x,
déterminées par les ‘deux conditions

® Rx) < —r—0, |x[=p,
olt r désigne un positif entier, nous aurons évidemment
9  letri<letr—1f<.. . <|et+1] < ||
(9 bis) |n—a| > ln—a41] > ... > |n—x+r| > n

Cela posé, nous avons a démontrer la propositioﬁ
générale:

II. Supposons que la variable o appartienne a

I"ensemble &, les polynomes de Stirling satisfont,
quel que soit I’indice n, 2 "inégalité

Ru1)ypiaM

nf

(10) @m0 | ha(x)| <

1 Nous supposons M > 1, ce qui est évident; or, désignant par M
le plas grand des nombres 1 et la valeur maximum de l'intégrale qui
fignre au second membre de (3), on voit qué les résultats suivants sont
exacts, parce que la valeur numérique qui figure an premier membre
de (7) est plus petite qu'une constante fixe.
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Etudions tout d’abord le cas r = 1, I'équation fone-
tionnelle '

(42 Dl 1) = () ba(2) (@ + 1) Do ()

donnera immédiatement, pourva que x £ n,

A1) o) < |G +2) ne + D] + [+ 1) bea(@)|

|n—zx|

Or, remarquons que les deux nombres x et x-+1
appartiennent tous deux a l'ensemble & pourvu que =
appartienne & &, il résulte, en vertu de (7),

(2 - [ala)] < ZEEDEY

(n—zx| ~

ce qui donnera immeédiatement, en vertu de (9 bis), la

formule (10) pour r = 1. ‘
Supposons maintenant valable, dans l'ensemble &,

T'inégalité

. Qﬂ—f—l)mpm*lﬂ'M

(12 [ (

(1 ) (2:“:) ,,n(x)l < |n'“—‘111+1—$|m »

puis supposons que x apparlienne A l'ensemble &pyq, il
esl évident que -1 appartient toujours a 'ensemble &,
de sorte que la formule est applicable si nous y rem-
placons x par x-1, ce qui donnera, en vertu de (11),

- @arphe@)] <
- (2n+1)mpmnM< 1 2m )
|[n—=x| [n—m—zx|™  |n—m+1—z|™/)’

de sorte que nous aurons, en vertu de (9 bis),

@r1yettomr M < 2m 1y lom M

(2m)" | by ()| < [n—m—a ™ T it

Quant aux valeurs positives de 9R(x), désignons par
E, Tensemble des valeurs de x qui satisfont aux deux

conditions
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(13) r—1—05 < Rx) < r—0o, |z]<p,

olt r désigne un posilif entier, nous aurons cette autre
proposition, supplémentaire a la précédente:

III. Supposons que la variable x appartienne
4 I’ensemble E,, les polynomes de Stirling satis-

font, quel que soit n, a ’inégalité
(14) @m) [u(w)] < (2m+ 1y nrad
Etudions tout d’abord le cas, ot x--1 appartient 2

I'ensemble F,, il est évident que x doit appartenir a I'en-
semble &, savoir satisfaire aux conditions

—1—0 = R(x) = —d <0, [x]=<p,

de sorte que I'équation fonctionnelle des WU, (x) donnera

immeédiatement
@m) | bn (x+1)] <
(15) n—x ” (23‘5)”’ '
P (2m) I‘Pn(xﬂ+W§,|(ﬂc+1)¢n—1(m)|,

et nous aurons par conséquent
le+2| > |a+1], |x2+2]>p—1
|ln—x| < nd+po < (e—1)n.

ce qui donnera

@2m)" | Pp(x+1)] < naM 4+ 2a2°M < n(2n--1)7 M,
savoir la formule (14), pour r=1.

Supposons maintenant vraie la formule générale (14),
puis supposons que x-+1 appartienne a I'ensemble E,iq,

de sorte que x est évidemment situé dans l'ensemble F,,
nous aurons par conséquent, en vertu de (15),

@y |bn(x+1)| < @r-1y+artiapm,

et la conclusion de r a r-+1 est établie.
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Combinons maintenant les deux propositions II et III,
il résulte le théoréme général:
IV. Supposons |x| <p, les polynomes de Stir-

ling satisfont, quel que soit ’indice n, a I’in-

égalité
(16) @7) [ba ()| < (27+1)° 0P P~ 7M.
Cela posé, il est trés facile de démontrer cette antre
théorédme:
V. Soit
(17) lim. sup. lf/a’ = 0 < 2m,

= o

la série de polynomes de Stirling

(18) F(x) = aobo(ax) +adu(x)+ ... + anhulx) + ...

est absolument convergente, quel que soit x, et
uniformément convergente, pourvu que [x| < K, de
sorte que F(x) est une transcendante entiére.

La convergence absolue de la série (18) est une con-
séquence immédiate de (1) et (17), tandis que la conver-
gence uniforme résulte de l'inégalité (16).

Quant & la série (18), elle ne peut jamais converger,
pourvu que © > 27, tandis que I'hypothése ¢ —= 27, exige
des recherches ultérieures.

Posons par exemple, dans la formule

(I—if_iy%l = 1+ (x+1) ':Z:% (x) ant

o == 27i, la série ainsi obtenue est absolument et uniformé-
ment convergente, pourva que x appartienne A ’ensemble
&,, de sorte que nous aurons

n = o

(19) 2(—1)" (27)20 Doy () = 0

n=90
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(19bi) D (1A b () =

formules qui sont valables, pourvu que R(x) < —2.
Supposons maintenant remplie la condition (17), puis
posons, conformément au développement (18),

(20)  flx) = ap + a2 + @ + ... Fanx® + ..,

la formule (2) donnera immédiatement

22T .
x+ 1 oi —‘x—l Swt1)ei 6’92 n
@ anPolx) = x 1—e2me ) e’ tn | 5 de,

Yo
de sorte que les deux fonctions analytiques F{x) et f(x)

sont liées par I'équation intégrale

,.27[
i\=—2—1 (3 i pfe 0t
(21) % Flx) = \(1—62"36) 71 (@ +1)0 f(’i)n>de,
L) =

ot il faut supposer naturellement % (x) < 0.

On voit que cette formule intégrale n’est pas applicable
pour les deux séries (19) et (19 bis), séries qui correspon-
dent a I'hypothése ¢ —= 2m,

Citons encore, en terminant cet article, une intégrale
curviligne qui représente le nombre Gpp1.

A cet effet, appliquons les valeurs limites

(22) lim nlf = (=1 ( n)p’”’
t=p(f—1)(—2)...(t—n) p ’

puis désignons par € la circonférence d’'un cercle ayant

son cenire dans P’Origine et son rayon plus grand que n,
il résulte immédiatement

(23)

= Gpi1.

1 n! (it
2xi ) (t—1)(t—2)... (t—n)
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Du reste, on voit que les valeurs limites (22) donnent

cette autre formule plus générale

(24) 1S n o) —Eﬂ—ls(z)f(m;s),

9 s . _ -
271 Ot(t 1)...(¢ ‘n) i

ot f(a+# est holomorphe sur la circonférence et dans

Vintérieur du cercle C.




QUATRIEME PARTIE

Résultats numériques.

XVIL.—Les coefficients des b, (x).
Quant aux coefficients a, , du polynome ¥, (x), savoir
(1) Up(x) = an’ox”+ T e T T L c
il est évident que les expressions explicites, développées
dans l'article XV, donnent des expressions explicites de

ces coeflicients, _
Prenons par exemple pour point de départ la formule

@D b @ = D Ao,

s=1

_ rl(n—1)! Z( I intr\
As,n - (11+F)' (,_3>@s+1:

puis posons pour abréger
(x+2(@+3)...(x+r) = e, o™ P12 24 e,

il résulte I'expression explicite
8=2p

(8), savoir

ot

o Cn—sg, p—s
(2) O"n—l, r . (11 . S) ' An—s, n
8=

qui est un peu compliquée.
La formule (10) de Varticle XV, savoir

g (- 2) 2n Cnst1
Py1 (X)) = (211)! 2(#1) < >Ja—|—n—b-|-1’

donnera un résultat plus simple.
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En effet, posons pour abréger

“gfil D= gyt al g a
o il faut supposer naturellement 2 < k < n-+1, nous
aurons R ' ‘
(3) G, = »@711)7 —) (‘“) Croprrdiy Y
=0

expression qui est aussi assez compliquée pour un calcul
direct des coefficients Op—1,p. De plus, on voit que les
expressions 'explicites que nous venons d’indiguer contien-
nent des nombres de STiRLING qu’il s’agit précisément de
déterminer,

Cela posé, nous avons a revenir a des formules récur-
sives qui permettent de déterminer successivement les co-
efficients oy, . .

A cet effel, remarquons que nous avons déja donné
une formule récursive de ce genre, savoir la formule (6 bis)
de Yarticle V, formule qui se présente aussi sous la forme

@r—p+2) o, , =

r=9—1
@) r—s\r+p—2s+42
= Oy ,p+aﬂ'—1p1_ “—S_f—l g, 5,

et qui n’est autre chose qu’une équation aux différences
finies, linéaire et du premier ordre, pourvu que les coeffi-

cients
Ar, 0, aa',l, c ey a?‘,p-—l

soient connus pour des valeurs quelconques de r.

Or, il est évident que les formules récursives que nous
venons de développer, pour les P,(x), donnent plusieurs
autres équations du méme genre.

En premier lieu, appliquons la formule (7) de I'article
X1V, savoir '
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C+D U (x) =

/I
wh

- 1b,_1(a:)—19r(0)+(m+1) 2( (21% By, @),

nous aurons

(r+1)a,, =
< 27+1
e T R W t}) Bs
) 2 +8_1 (25)1 - Crwmrwh -

»
<3

N (1B
“l‘ - A’(?S)Ta * Op9q, p—25 ,

8§ =

ou il faut, pour p — 1, supprimer la derniére somme qui
figure au second membre. Multiplions maintenant par 2
les deux membres de (5), puis soustrayons (4), il résulte

la formmule récursive
§ = p~—1

o - Sle sy

. <11+1
(6) 9. 1 (— (21); 'BS Cy_gs, p—2st1 +
. .
<:
42 1 %ilBs Crs, p—2s »
—

formule qui permet de déterminer directement le coefficient

dy, p, pourvu que les coefficients précédents soient connus.
On aura par exemple

- _ r(r—5)

@ R PR VI Z R

En second lieu, étudions la formule (13) de larticle

XII, savoir
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Jrz @—r s D by ()

(r+1)¢f(x) ( +9), (S+9), ]

nous aurons de méme

(r+1a,, =
5=p-1
(8) . Cr—s—1, p—s . j(I'——Sﬁl) Oy -1, p-s—1
Z G+2)! P T2 ‘
s=0 $=0
ce qui donnera, en vertu de (4),
P p = — Uy, p1 +

r=p—1

) +2<Ir’:z>l+p__sis__f2“r 61, p-s—1 |

__I_ 2arslp s—1, p—s (‘)r_“)s_o)arslp'rl
Z (s+2)1 2 Gs+2)! ’

En dernier lieu, prenons pour point de départ la f01-
mule (7) de Varticle II, savoir

s=r ’
-S-: n—r—4s\ -
nCn—— (— 1)( s—{—_l,— )C;Jrf,
- os=0
on, ce qui est la méme chose,
s=7 )
x—r-+4s
2y 1) = D 0 (U e @)

s=0 '
introduisons ensuite les P, (x), puis posons r41 au lien
de r, nous aurons

o wwien — ey S S,

ce qui donnera

[ N\ r—s N ( 1
s — L — ) Qy—s, p—s e
2(‘—1)2 +1(p*3+1> Clyp, g '_s=0 (S+1)' :

s§=0

(11)

s=p+1

(1) 0y, psia
+Z (s + l)pl ?
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de sorte que nous aurons, en vertu de (8),
8’:2:11 )
o r—p-+s+1
Dy = D (T e
[}
Pl

(12) ey
' (2s+38)!

§=p—1

_Zv (l"-8+1 "l" (—1)8) aa‘—s—'-l, p—s—1
§=0 (3+2)’ ’

ol il faut supposer naturcllement p > 1.

XVIII.— Nature analytique des coefficients.

Les formules récursives que nous venons d’établir sont
trés compliquées pour un calcul successif des coefficients
o, 5. Or, les formules en question donnent des éclaircisse-
ments intéressants concernant la nature analylique des o, ,.

A cet effet, posons, conformément & lexpression ob-

tenue pour o g,

® “r = GEhiE

nous aurons évidemment

rir—»5
2 Pr.1 ‘—‘“*-(—'6—), Broo =1,
et la conclusion ordinaire de p 4 p-+1 donnera, en vertu
de la formule (12) de Iarticle précédent, la proposition
générale:

I. Les nombres B, ,, définis par la formule (1),
se présentent toujours sous la forme d’un poly-
nomeé entier du dégré 2p par rapport a r.

Posons, conformément a cette propriété de 3, 5,

Pep (r)

(r+1ntarst?

(3) A, p =
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il résulte, en vertu de la formule (4) de I'article précédent,
que le polynome fg,(x) satisfait a 1'équation aux diffé-

rences finies du premier ordre

(2x—p—+2) Bap (x) — (2 + 2) Pop(x—1) =
4 s =p—1

= et~ 2 () R @,

tandis que la formule (6) de Tarticle susdit donnera la

3 s=0

formule récursive

§=p—1 .

N x—s\xt+p-—2542 N

P Pap @) ~ﬁl <P—S> p—s+1 Pas (@)
<z

@1+ D2 (T By a2 1)
s§=1

=3

@D D12 () 5, e 291
s=1

Remarquons maintenant que le coefficient @5, n’a au-
cun sens pour 0 < r < p-—1, il est évident que le poly-
nome Bgy(x) s’évanouira pour de telles valeurs de x, de
sorte que nous aurons la proposition suivante:

II. Soit p=1, le polynome Bg(x) est toujours
divisible par le produit

z(x—1) ... (x—p+1),

de sorte que nous aurons

6) By =z(@—1)...(e—p+1)6x), Blx) = C_so(x),
ol Gp(x) est un polynome du degré p par rapport
On voit que cette propriété de PBip(x) ne se présente

pas comme une conséquence immeédiate des formules (4)
Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. II. 12. 7
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et (5). En effet, posons, dans (4), * = 0, nous aurons, en
vertu de (6), '
Pop(—1) = —Popa(—1),
ce qui donnera
(1) < Bap(—1) = (1),
de sorte que nous aurons
® G (—1) = -
n p! .
Supposons maintenant dés a présent donnée la valeur
Rep(0) = 0, p=1,
la coneclusion de p a p--1, donnera immédiatement, en
vertu de (4), I'expression générale (6).

Quant aux polynomes O,(x), définis par la formule (6),

la valeur numérique
Aop,3p — 0, p=1,
donnera la proposition:

III. Soit p > 1, le polynome Oz (x) esl toujours
divisible par x -— 2p.

Introduisons maintenant, dans (4), les expressions tirées
de (6), il résulte I'équation aux différences finies du pre-
mier ordre

(2 —p+2) 6y (x) =

— 2 (‘1:_|_1) (a:_—p) Gp(.’f"*l) L&Aﬂ) Gp—l (T——l) _
© § i
s:p~1,l:~|_ 93_{;9
. E dp—287 =
s=10 (P“3+])’ GS(m)’

qui, suppléée par la valeur numérique (8), détermine par-
faitement le polynome ©, (x), pourvua que les polynomes

précédents soient connus.
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La formule (5) donnera de” méme -

s=p—-1
poae) = DT EL AR o+
04 @ty - D EIEEE o e +
s=1 ’
= |
+ (1) - (:““1)(:) 2 @29,

=1

Nous renoncons aux autres formules récursives pour
les ©p(x), obtenues des formules (9) et (12) de I'article
précédent, parce qu’elles deviennent aussi compliquées que
celles que nous venons de développer.

Revenons encore une fois & la formule (6) qui nous
donne lien a une remarque sur nos recherches précédentes.
En effet, dans notre étude des nombres de StirviNG du
rang n—+1 et de l'ordre p, savoir les Ciy; et les Gry1, nous
avons remplacé le positif entier n par une variable continue
x, ce qui a donné les polynomes W, (). 'En introduisant
ensuite les polynomes de STIRLING, savoir

Yoo (@) = (@+Dx@—1)...(e—p+1)bpa(),
Ia détermination des Wi, (x) 4 I'aide des 1p_1 (x) renferme
une factorielle du rang p, dont I'étude est précisément le
probléme que nous nous sommes proposé de résoudre.

De plus, I'étude directe du polynome ¥, (x), savoir I’étude
de ces coefficienls o, , nous conduira de nouveau, comme
le montre clairement la formule (), a une factorielle du
rang p. ‘ 7

Ces remarques montrent clairement qu'une étude appro-
fondie des nombres de STIRLING est un probléme extréme-

ment compliqué.
7’3‘
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XIX.—Les premiers polynomes b, (x).

En appliquant la formule (9) de larticle précédent jai
trouvé les cing premiers des fonctions 6,(x), savoir

G, (x) = 1 |
x—>5

Gl(x) —_ = 6

rx—2)(x—11
o — EDE1
63 (2) = — iz (5 — 1202% + 619 — 336)
| r—4 3 20y 2 =
G, (x) = 6—‘€3~(5x —1702® + 12712 + 150) ;

comme controle on aura la formule (8) de l'article précé-

dent, savoir

' 1
Oy (—1) = —.
) (D) =
Quant aux coefficients des polynomes de STIRLING,
savoir '
V() = o ox"F 1"t X Oy,
on aura
Sp (1)

QU p ==

IS e
de sorte une les résultats précédents nous permettent de
calculer successivement les cing pfemiers des 1, (x).

Or, le calcul des polynomes susdits peut étre étendu
plus loin 4 laide des formules récursives que nous venons
d’établir, et parmi lesquelles. la formule (7) de Tarticle XIV
est la plus commeode. » :

En appliquant les valeurs des premiers nombres de
BERNOULLI, Savoir ’

5
By = ~, B,= = 35:%,
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jai calculé les sept premiers des polynomes de STIRLING,

savoir
o (x) =
(@) =
1y () =
b (x) =
by () =
s (x) =
P () =

1

2
L gato
L2t
x(x+1)
412

1
6!2°%

x(x4-1)
61 2¢

(152 + 15— 10x—8)
(322 —x—6)

1 -
9190 (63x%— 315x% — 22422 4 1402 4- 96)

x+1 |
xgc!:;/)(E)f-— 182" — 572%+- 342 - 80),

ou, ce qui est la méme chose,

Yo (x) =
Py (x) =
b, (x) =
by (2) =
by (x) =
s () =
g (x) =

1
9.
x 1
s T 12
x|
15 18
Eg_ + 362 _ ;"}L . 1‘
384 ' 384 576 720

at x° 7 a? x
3840 + 5760 11520 1920

x5 2  x? x 1

46080 9216 12960 + 20736 + 30240
) x8 o x° _ baxt 23 oci_
645120 645120 387072 5806080

. 192 x

+

+ 967680 ' 72576°
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On voit que ¥,(x) ne contient pas la puissance x*
ce qui est une conséquence de la valeur de o, (x), savoir
G, (5) = 0.

XX.—Tables de Stirling et de M. Bertelsen.
Quant au caleul direct des nombres de STmrriNG, la
méthode la plus commode est un calcul successif, a aide
des formules récursives (15) de l'article I
Abstraction faite des valeurs évidentes
¢, =1, C;?:l, n=0,
on trouve pour les C; :

-]

n==3 n=4 n==~_ n=6 n 7 n=28 n=29

b~

13 6 10 15 21 28 36 1
2 2 11 35 8 175 322 546 2
3 8 50 225 735 1960 4536 3
4 24 9274 1624 6769 22449 4
5 120 1764 13132 67284 5
6 720 13068 118124 6
7 5040 109584 7
8 40320 8
p n=10 n=11 n=12 r
1 45 55 66 1
2 870 1320 1925 2
3 9450 18150 32670 3
4+ 63273 157773 357423 4
5 260325 902055 2637558 5
6 723680 3416930 13339535 6
7 1172700 8409500 45995730 7
8 1026576 12753576 105258076 8
9 362880 10628640 150917976 9

10 3628800 120543840 10
11 39916800 11
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p n=13

1 78

2 2717

3 55770

4 749463

5 6926634

6 44990231

7 206070150
8 657206836
9 1414014888
10 1931559552
11 1486442880
12 479001600
13
14

n=14
91
3731
91091
1474473
16669653
135036473
790943153
3336118786

9957703756

20313753096
26596717056
19802759040
6227020800

Quant aux nombres

1
Chi1 = -
n!

nous aurons

s=n

=1, =0,

=1, p=10
GF = orr1 1

n=15
105
5005
143325
2749747
37312275
368411615
26814563775
14409322928
56663366760
159721605680
310989260400
392156797824
283465647360
87178291200

Doy s,

s=0

~

p=1

14

Abstraction faite de ces valeurs spéciales, on trouvera

pour les G%:

p n=3 n=+4
1 3 6

2 7 25
3 15 90
4 31 301
5 63 966

n=>5
10
65
350
1701
7770
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Nr. 12, Nievrs NIELSEN: .
n=3 n—+4 n=35 n==6
127 3025 34105 246730
255 9330 145750 1379400
511 28501 611501 7508501 .
1023 86526 2532530 40075035
2047 261625 10391745 210766920
4095 788970 42355950 1096190550
8191 2375101 171798901 5652751651
16383 7141686 694537290 28958095545
32767 21457825 2798806985 147589284710
n=7 n=3§ n=9
21 28 36
266 462 750
2646 5880 11880
22827 63987 159027
179487 627396 1899612
1323652 5715424 20912320
9321312 49329280 216627840
63436373 408741333 2141764053
420693273 3281882604 20415995028
2734926558 25708104786 189036065010
17505749898 197462483400 1709751003480
110687251039 1492924634839  15170932662679
693081601779  11143554045652 132511015347084
4306078895384 82310957214948 1142399079991620 .
n=10 n =11
45 55
1155 1705
22275 39325
359502 752752
5135130 12662650

>
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Recherches sur les Polynomes de Stirling.

n=10
67128490
820784250
9528822303
106175395755
1144614626805
12011282644725
123272476465204
1241963303533920
12320068811796900

n—12
66
2431
66066
1479478
28936908
512060978
8391004908
129413217791
1900842429486
26826851689001
366282500870286
4864251308951100
63100165695775560
802355904438462660

n==14
91
4550
165620

4910178

n=11
193754990
2758334150
37112163803
477297033785
5917584964655
71187132291275
835143799377954
9593401297313460
108254081784931500

n=—13
78
3367
106470
2757118
62022324
1256328866
23466951300
411016633391
6833042030178
108823356051137
1672162773483930
24930204590753260
362262620784874680
5149507353856958820

125854638

53
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106 Nr. 12. Niers NIELSEN:

P n=14 P
6 2892439160 6
7 61068660380 7
8 1204909218331 8
9 22496361868481 9
10 401282560341390 10
11 6888836057922000 11
12 g - 114485073343744260 12
13 © 1850568574253550060 13
14 29206898819153109600 14

STIRLING *

a calculé les nombres Ch de n=1 a n=29,
il indique la valeur Cs = 105056, ce qui est faux, parce que
nous aurons Cs = 118124, faute de calcul qui a été ob-
servée par BINET 2, dans son grand Mémoire sur les inté-
grales eulériennes. StirviNGg ® a aussi calculé une petite
table des nombres €4, il indique faussement & — 461,
tandis que nous aurons G5 — 462.

Les autres valeurs numeériques, données dans les tables
précédentes, sont calculées par M. N.-P. BERTELSEN; une
partie des tables de M. BErTELsEN est publiée par feu
M. TuieLe * qui indique, qu’une copie des tables complétes
est conservée dans la bibliothéque de I'Observatoire de
Copenhague. Or, une telle copie n’étant pas trouvable dans
la bibliothéque susdite, M. BERTELSEN ° m’a montré I'ama-
bilit¢ de faire, une seconde fois, les calculs nécessaires
pour suppléer aux résultats publiés par TrirLE, concernant
les nombres &5.

1 Methodus differentialis, p. 11; Londres 1730.

2 Journal de I'Ecole Polytechnique, cahier 26, p. 231; 1839.

3 Methodus differentialis, p. 8.

4 Interpolationsrechnung, p. 31-—32. Leipsic 1909,

5

Je prie mon ami d'agréer mes vifs remerciements et pour ses
nouvelles calculations et pour sa correction des épreuves de cet article.



Recherches sur les Polynomes de Stirling.

Quant aux nombres
s=n ,
m n
A = E (—1)s (5> (n—s)™,
R $§=0"
savoir
m
A =0, n>m

m m—n -
An = n! Gy 5 m=n,

ce qui donnera

A" =1, m=>1, A} =nl,

107

J.-F.-W. HeErscHEL " a calculé cette petite table des valeurs

des AY:
j2) n=2 n=3 n=+% n==5
2 2 0 0 0
3 6 6 0 0
4 14 36 24 0
5 30 150 240 120
6 62 540 1560 1800
7 126 1806 8400 16800
8 254 5796 40824 126000
9 510 18150 - 186480 834120
10 1022 55980 818520 5103000
P n=7 n=3§ n=9
7 5040 0 0
8 141120 40320 0
9 2328480 1451520 362880

10 29635200 30240000 16329600

Plus tard Grunert?a calculé une partie d
tahle des 7.

1 A collection of examples of the applications of

]

S O o O

720
15120
191520
1905120
16435440 10

p
2
3
4
5
6
7
8
9

n=10 P
0 7
0 8
0 9
3628800 10

e cette méme

the calculus of

finite differences, Cambridge 1820. La table de Herschel est reproduite

dans les Nouvelles Annales des Mathématiques, t. 13, p.
2 Mathematische Abhandlungen, p. 71; Altona 1822

272; 1854.
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