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INTRODUCTIO N

J
ACOBUS STIRLING, dans son Traité i intéressant, mai s

trop peu connu, a étudié les deux classes de nombres

positifs entiers que nous désignons, dans ce qui suit, par

CJ . 1 et ~n+1, et l 'étude de STIRLING est si profonde qu ' il

a calculé des petites tables et des CP+i et des`Cn+1• C'es t

pourquoi nous désignons comme nombres de STIRLING de

première et de seconde espèce les Cn+i respectivemen t

les qå+i .

Les deux classes de positifs entiers, introduits pa r

STIRLING, jouant un rôle assez fondamental et dans l'Ana-

lyse et dans la théorie des Nombres, ils ont été étudiés

par beaucoup de géomètres ; nous nous bornerons à citer

1C1 EULER 2 , LAPLACE 3 , HERSCHEL 4 , GRUNERT 5 et SCHLÖ-

MILCH 6 . Dans nôs jours, feu M. THIELE 7 a appliqué, du

même point de vue que STIRLING, les Cå+1 et les g+i, et

à la demande de THIELE, l'éminent calculateur M. N .-P . BER-

TELSEN a donné une extension très considérable des petite s

tables de STIRLING . Le dernier article du présent Mémoir e

donne le commencement des tables de M . BERTELSEN .

i Methodus Differentialis : sive Tractatus de summatione et inter-

polatione serierum infinitarum. Londres 1730 .

2 Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. 13 . Institutiones

calculi differentialis, p. . 485-486 ; Pétrograde 1755 .
3 Histoire de l'Académie, année 1777, p. 99-122 .
4 Philosophical Transactions 1814 1, p. 440-468, 1816 I, p. 25-45 .

5 Mathematische Abhandlungen, p . 63-93, Altona 1822 .

6 Journal de Crelle, t . 44, p . 344-355, 1852 .

7 Interpolationsrechnung, p . 31-32 . Leipsic 1909 .

1*



4

	

Nr.12 . NIELS NIELSEN :

Les nombres de STIRLING étant intimement liés an i

nombres de BERNOULLI, j'étudie depuis plus de trente ans ,

ces nombres compliqués, sur lesquels j'ai publié plusieurs

notes, savoir :

Om Potenssummer af hele Tal . 1

Recherches sur les polynomes et les nombres de Stirling . '

Note sur quelques applications analytiques :des poly-

nomes de Stirling.

Sur les séries de fonctions de Stirling.

Or, ayant mené à une terminaison relative mes recher-

ches systématiques sur les nombres de BERNOULLI 5 , je me

suis décidé à revenir aux nombres de STIRLING, beaucoup

plus difficiles encore .

	

En effet, l'étude systématique des nombres C;'+ 1 et

	

+I ,

le rang p étant supposé fixe, est réduite à l'étude d'u n

seul polynome T2ji (x) du degré 2p par rapport à x, poly-

nome qui se présente sous la form e

d?2p(x) = (x+1)x(x	 1) . . . (x-p+l)lp-i(x)

où 4p_i (.x) est un polynome entier du degré p-1 par

rapport à x. C'est-à-dire que la détermination des nombres

de STIRLING du rang p renferme implicitement la détermi-

nation d'une factorielle de l'ordre p, inférieur à l'ordr e

des CYI et C ',+ 1 .

Quant aux polynornes vl,(x), que je désigne comme le s

polynomes de STIRLING, soi t

Yp (x) = ap, o xPT ap 1 Xp- 1 + . . + Œp, r oe ' + . + ai,, p ,

i Nyt Tidsskrift for Mathematik, t . 4 B, p . 1-10 ; 1893 .

2 Annali di Matematica, 3e série, t . 10, p . 287-318 ; 1904 .
5 Id . p . 319-325 ; 1904 .
4 Annali di Matematica, 3e série, t . 12, p . 101-112 ; 1905 .

5 La guerre a retardé la publication de mon livre : Traité élémentair e

des Nombres de Bernoulli. Dans le Mémoire présent je cite plusieur s

fois ce Traité, en indiquant les numéros des articles dont il s'agit .
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et soit r un nombre fixe, il existe un polynome (3 2 1' O
.degré 2r par rapport àæ, tel que

	 P2r(p)	

(pH-0! 2P±l

et. ce polynome P 21.(x) se présente sons la l'orme

P 2,(x) = x(x-1) . . .(x-r+1)or(x) t

où car (x) est un nouveau polynome entier du degré r pa r

rapport à x. C'est-à-dire que la détermination du coeffi-

cient ßp, r exige aussi la détermination d'une factorielle ,

étant de l'ordre r inférieur à p .

Ces remarques montrent clairement que la nature ana -

lytique des nombres de STIRLING est très compliquée .

De plus, j'ai donné une théorie élémentaire des nombre s

de BERNOULLI, en les débarrassant entièrement des élément s

transcendentaux, mais je n'ai pas réussi à résoudre ce

même problème relativement aux nombres de STIRLING .

'C'est pourquoi j'ai été obligé d'appliquer, dans le présent

Mémoire, et une méthode élémentaire et une méthod e

transcendante.

Quant au Mémoire que j'ai l'honneur de présenter ic i

à notre Académie, il !contient tous les résultats donné s

dans mes publications susdites, souvent dans' une form e

généralisée, et beaucoup d'autres . Or, je ne mentionne pas

les séries de factorielles de STIRLING, données dans mon

Traité de la fonction gamma et c'est la même chos e

pour la belle généralisation de ces formules, savoir

F (x) F (g)

	

- T (x) + F(x+s+(x.-f-s-1)
r0-x-}-1)0-:x)x

	

y y(y+1) . .(y+s)

1 Handbuch der Theorie der Gammafunktion, pp . 259, 285-288 ;

Leipsic 1906 .

7

du



6

	

Nr. 12 . NIELS NIELSEN :

où les i1)s_ 1 (x+s-1) sont les polynomes de STIRLING et

où il faut supposer

91 (g) > i(x) > -1.

Cette formule est indiquée par M . . RUTGERS 1, mais sa

démonstration, une intégration terme à terme d'une séri e

infinie, n'est malheureusement pas rigoureuse, et je . n'ai

pas réussi à la compléter. De plus, il ne me semble pas

sûr que les conditions indiquées par M. RUTGERS soient

exactes .

En appliquant, dans les articles VIII, IX, X du présent

Mémoire, des séries de LAGRANGE, dans lesquelles les

nombres de STIRLING jouent un rôle fondamental, je saisi s

l'occasion d'attirer l'attention des géomètres sur une fausset é

littéraire qui rattache le nom de BÜRMANN aux séries de

la forme

(a) f(x) = Ao+ At 1P(x)+ A2(cp (x))2+ . . .+An(cp(x))n+ . . . ,

appliquables aux environs de x = a, zéro simple de l a

fonction analytique q1(x), et dont les coefficients sont à

déterminer par les expression s

Ao - f(a )

An = Dx
(b) n l

	

(x) l of 1(x) ..1 x

La source de cette fausseté littéraire est peut-être à

chercher dans une citation trompeuse de LACROIx 5 , citation

qui fait croire que BÜRMANN ait publié un mémoire dan s

le tome II, p . 15 des Mémoires de l'Institut .

Or, le tome susdit (de l'an IV) ne contient qu'une

recension, faite par LAGRANGE et soussignée également par

1 Nieuw archief voor Wiskunde, 3 e série, t . 8, p . 106 1907 .
2 Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, t . III, p . XX I

(Table), 2e édition, Paris 1819 .
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LEGENDRE, de deux mémoires manuscrits que BORMANN a

envoyés à l'Institut . Et, dans la page citée par LACROIX ,

on lit textuellement :

»Cette formule [savoir une formule équivalente à (a) ,

suppléée par les expressions (b) des coefficients] étant très

générale et susceptible d'un grand nombre d 'applications

utiles dans la théorie, des fonctions, nous avons cherch é

si elle ne s'étoit pas présentée déjà aux regards des ana-

lystes : nous avons bientôt reconnu qu'elle ne différoit pas

essentiellement du théorème donné par Lagrange dans les

Mémoires de Berlin, année 1769 [1768?]. Nous avons trouvé

également qu'elle pouvoit se déduire très aisément d'u n

théorème que le citoyen Laplace a donné sans démonstra-

tion dans les Mémoires de l'Académie des Sciences année 1777.

Il résulte de là que la formule de M . Bürmann ne peut

être regardée comme une découverte nouvelle en analyse ;

mais on ne sauroit refuser à l'auteur la justice de recon-

noître qu'il est parvenu à ce théorème par ses propre s

recherches, et qu'il en a donné une démonstration nou-

velle et ingénieuse . «

Quant à la citation inexacte de LACROIx, je remarque

expressément que cet auteur désigne i la formule en question

comme théorème de LAGRANGE.

Examinons maintenant la littérature plus ancienne qu e

le Traité susdit de LACROIX .

KLÛGEL, dans son Dictionnaire Mathématique 2 ne men-

tionne pas BORMANN, mais indique correctement que LA -

GRANGE 3 a démontré le théorème général:

1 Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, t. I, p . IV (Table) ,

2 e édition, Paris 1810 .

2 Mathematisches Handwörterbuch, t . I, p . 625-636 ; Leipsic 1802 .

3 Mémoires de l'Académie de Berlin, année 1768, p . 275 ; voir auss i

année 1769, p . 207 .
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Soit x une racine quelconque de l'équatio n

(e)

	

a =

	

41 (x) ,

oit «x) est une fonction »quelconque « de x, et soit f (x)

une autre fonction »quelconque <c de x, il résulte le déve-

loppement
n

(d)

	

f(x) = f(a )
n=1

Dx I [\ `l' (x))n f'(x)]x= a .

De plus, KLÜGEL remarque, qu'en substituant, dans (c) ,

y 1[)(x) au lieu de x, savoir en étudiant cette autre équatio n

a =
x- y 1)(x)

on aura plus généralement

n

( f)

	

f(x) = f (a) + 11n D„-1 KIT) (x))"
f'(x)],c'=

a ,

n

généralisation immédiate qui était donnée déjà par LA-

GRANGE . 2

Soit maintenant y = cp (x) , ce qui donnera, en vert u

de (e),

(x)

	

(p (x) ,

on voit que la formule (a) est une conséquence immédiate

de (f), la détermination (b) des coefficients A. y comprise .

Remarquons encore que J.-W . PFAFF 3 en reproduisant

la dernière démonstration de LAGRANGE, ne mentionne pas

BÜRMANN et c'est la même chose pour GRUNERT, dans l e

second volume du Dictionnaire Mathématique 4, et pour

1 Loc. cit. p . 625 .

2 Théorie des fonctions analytiques, p . 101-105 ; Paris, an V (1797).
Sammlung combinatorisch-analytischer Abhandlungen, herausgege-

ben von Carl Friedrich Hindenburg . Zweyte Sammlung, p . 195-229 ;

Leipsic 1800 .

4 Mathematisches Handwörterbuch, Supplement Bd . I, pp . 55, 80 ;

Leipsic 1833 .

(e)

x-a
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PUISEUX 1 , dans son Mémoire fondamental sur les fonction s

algébriques .

C. RAMUS 2, l'érudit professeur danois, indique, sans don-

ner des citations, mais évidemment inspiré par LACltolx, que

les formules (b) sont dues à BORMANN, ce qui est [faux, mai s

RAMUS dit expressément, que la série (a) n'est autre chos e

qu'une transformation immédiate de celle de LAGRANGE .

La désignation : série de Biirmann est appliqué eexplicite-

ment par ScHLÖMJLCH 3 qui, à cette occasion, fait la re-

marque suivante :

»Die Formeln 62), 63) und 64) [savoir les formules (a)

et (b)] wurden 1796 von BORMANN (in Mannheim) auf an-

derern Wege entwickelt (Mémoire de l'Institut, tome II,

pag . 14) jedoch, dem damaligen Standpunkte der Wissen-

schaft gemiiss, ohne Angabe der Gültigkeitsbedingungen

far die Gleichung 62) [savoir la formule (a)] . Neuerdings

ist PUISEUX (Liouville's Journal Bd . 15) etc . «

On voit que cette remarque du savant géomètre saxo n

est très étourdie, et il est évident que SCHLÖMILCH n'a jamais

vu la page 14 du tome II des Mémoires de l'Institut !

Quant à l'inexactitude (certaine, mais pas mise en plein e

lumière parce que le Mémoire n'est pas publié) des con-

ditions de BORMANN, on est tenté de désigner comme des

fantaisies sa propre démonstration . Et, sous ce point d e

vue, c'est très curieux, ce me semble, que SCHLÖMJLCH men-

tionne la démonstration rigoureuse et moderne de PUISEUX .

Or cette démonstration étant désignée comme récente, i l

est évident que la remarque de SCHLÖMILCH est écrite peu

de temps après 1850 .
1 Journal de Liouville, t. 15, p . 365-480, 1850 (voir p . 380-383) .
2 Algebra og Funetionslære, p . 108-112 ; Copenhague 1840 .
3 Compendium der höheren Analysis, t. II, p . 102 (3' édition) ; Bruns-

wick 1879.
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Curieusement, KLÜGEL remarque que CONDORCET, dans

l'Encyclopédie Méthodique (article séries), attribue à d'ALE M

BERT la série de LAGRANGE .

Quant A BÜRMANN, désigné, dans la recension susdite,

comme professeur de commerce à Manheim, je sais seule -

ment qu'il a publié, dans l'Archiv für reine und ange-

wandte Mathematik, t . II, un mémoire intitulé : Berechnung
des Kreises .

Copenhague, le 26 juin 1919 .

NIELS NIELSEN .



PREMIÈRE PARTIE

Les nombres de Stirling .

I .-Définitions et propriétés fondamentales .

Soit n un nombre positif, les factorielles des ordres ± n
sont à définir comme sui t

de plus, nous poson s

(1 bis)

	

oo (x) = 1.

Étudions tout d'abord la factorielle d'un ordre positif,

puis posons

(2)

	

~ en+t(x) =

Cn+1 xn+1+Cn+1xn T . . . + Cn+1xn-P+1 + . . . +Cn+1 x ,

les positifs entiers Cn+1 sônt désignés comme les coefficients

de factorielle, ou les nombres de STIRLING de première

espèce, de l'ordre n+l. Nous aurons évidemment

~n(x) = x(x-~--1) (x-}-2) . . .(x+n -1)
(1)

	

co-n(x) =	 1
x(x+1) (x+2) . . . (x--n-1) '

I
l

(3)
Cn = 1 ,

Cn
n

+1 = n!,
n 0

tandis que le coefficient général Cn+1 est la somme de s

produits formés de p facteurs inégaux pris parmi , le s

nombres 1, 2, 3, . . ., n .

Quant aux factorielles d'un ordre négatif, je dis qu e

nous aurons un développement de la forme
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Z-0s ,,+ 1
(4)

	

co-n-i (x) =

	

~ ~_"
s= 0

où les coefficients L+ i , les coefficients de factorielle, ou

les nombres de STIRLING de seconde espèce, de l'ordr e

-n-1, sont déterminés par les expression s

`
s_ n

= - .L(-1)s (',) (n-s)"-I- r
n .

(6)

puis appliquons la série géométriqu e

1

	

1

	

s

	

s2

	

(	 1)" sin
(6 bis) x+ls = - xS2 + x3 - . . . + x°~+ I +

valable pour 1

	

s n, pourvu que lx! > n, le coefficien t

de la puissance (- 1)m

xr"+I

qui figure dans l'expression, obtenue à l'aide de (6), de -

viendra
s=n

	

1l

~ •~(-1)s
\S/

(n-sym
s= 0

Cela posé, les valeurs limites évidente s

(7 bis)

	

lim (xn' co_,Z_1(x)) = 0,

	

1 < m < n ,

montrent clairement que l'expression (7) s'évanouira pou r

1 <1n < n, ce qui donnera immédiatement la formule (4) .

Remarquons que la valeur limite (7 bis) a, pour m = n

la valeur 1, nous aurons de plu s

~n=1,

	

n>0.

>n ,

(5)

s= 0

En effet, prenons pour point de départ l'identité evidente
s= n

1

	

1

	

(-1)s (n)
x(x+1) . . . (x-+n)

	

n! . x+s s

(7)

(8)
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1 3

Curieusement, M . UNFERDINGER désigne comme théo-
rème de LEGENDRE cette dernière formule; or, ce résultat
numérique est certainement plus ancien .

Soit ensuite a un nombre complexe quelconque, nou s
posons plus généralement

con+1(x+a) =

/

	

1
Cn +1 (a) xn+1 + Cn+1(a) xn + . . .+ Cn +1 \a) x+ Cn+

n+
1 (a) ,

s-•~

(9 bis)

	

e n-i (x+a)

	

(- 1)s	 s1(a)
xn+s+ 1

s-o

oia. il faut supposer, dans cette dernière formule,

Ixl >la-{-si,

	

0<s<n ,

il résulte évidemmen t

(9) {

11

C;;+1 (0) = C;;+ 1

` CC;+1(0) = +l,

0 <r<n ,
r > O .

(10)

Quant au coefficient général C ;:+1 (a), il est la somme
des produits de p facteurs inégaux pris parmi les nombre s

a, a -+ l , a-H2, . . ., a-f- n

ce qui donnera particulièremen t

(11)

	

C
n
1(a) = ~~ n+1 (a) .

Appliquons ensuite les séries géométrique s

-}- a-- s

	

x

nous aurons de mêm e

l.

	

1_	 + (a is)2

x 3x - . -

(12) g+i(a) = n!

l-1) s ns J (a-~n

1 Wiener Sitzungsberichte t. 67 II, p, 365 ; 1873 .
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de sorte que g+i (a) n'est, abstraction faite d'un simple

facteur, autre chose que la n1ème différence de (a+n)np,

savoir

(12 bis)

	

Gû41 (a) = 1 • On (a+n)n+pn

Cela posé, ordonnons, d'après des puissances descen-

dantes de a, le second membre de (12), la formule bino-

miale donnera
s= r

(13 )

	

g+1(a) -1 (it;)n

	

a
r

Quant aux coefficients C +1(a), appliquons l'identité

s = o

s= n

(N.+,

	

s

	

n-s~ 1
+1 (x+a) =

	

Cn-I-1 (x+ a)

	

,
s=0

tirée directement de la définition (2), la mème méthod e

donnera
c

}Cn+1(a) -LJ
(n-s+11 CSn+1 ar- s

r- )
s= 0

On voit que la formule (11) détermine les coefficient s

Co n+1 (a) par des expressions explicites, tandis que les

Cn+i (a) ne sont définis que par des méthodes combina-

toires. Or, il faut ajouter que les expressions explicite s

susdites sont peu commodes pour un calcul direct des

~n+1 (a) . C'est pourquoi nous avons à chercher des formule s

récursives qui nous permettent de calculer successivemen t

et les C';,4- i (a) et les 'n+-l (a) .

A cet effet, appliquons les identités évidentes

(x+a f n) u~n(x + a) = con+1(x + a)

(x+a+n) co_n-i (x + a) = -n (x -{- a) ,

(13 bis)
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puis cherchons, aux deux membres de ces formules, l e

coefficient de la puissance xn-r+1 respectivement x-n- r, il

résulte, pour les Gn+1 (a) ,

Cn+i (a) = cri; (a) -}- (a +n) Cn i
(a),

	

1

	

r n

(14)

	

Cn+1(a) = Cn (ci) = 1

Ci(a) _ (a+n) Cn (a)

	

con+1 (a) ,

et pour les g +i (a)

(14 bis) { et+1(a) = en (a) = 1

l

	

n (a) = C5n+1(a) - (a + n) +i (a) , r > 1 ,

d'où, en supposant a = 0,

Cn+i = Cn + n Cnl

	

1 < r < n- 1
n- 1

(l o )

	

C
n
n+i=nC =n !

Cn+1=Cn =1, n>0 ; Ci =O, r>1 ,

et il est évident que la première de ces formules, suppléé e

par la valeur initiale, indiquée dans la dernière, détermin e

successivement tous les nombres de STIRLING de premièr e

espèce .

Quant aux nombres en+1, il résulte de même

1 Gn = ~n-F1 - n ~n+l ~ r > i
(15 bis) 0

+1=~n = 1, n>0 ;

	

---- 0, r>1 ,

et il est évident que ces formules déterminent successive -

ment tous les nombres de STIRLING de seconde espèce, ce

qui donnera la proposition suivante :

1 . Les nombres de Stirling de seconde espèce ,

1 5

savoir le s

entiers .

~n+1, sont pour n

	

1, des positifs
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II.- Formules récursives générales .

La définition même de la faculté d'un ordre quelconqu e

nous permet de développer une suite de formules récur-

sives beaucoup plus générales que les précédentes .

En premier lieu, prenons pour point de départ le s

identités évidente s

1

	

x

	

w n -I-1 (x r a) _ ~n (x + a)
-+ - a -+- n

	

,x

	

• o-n(x + a) = ~-n-1(x ~-- a) ,
-~- a-~- n

puis appliquons la série géométrique

1

	

_ 1 a + n (a+n) 2
x+a-Ë-n

	

x

	

- x`' +

	

xs

	

lx! - 1a-1-n1 ,

nous aurons respectivemen t
s-r

(-1)s (a	 jn)sCnF1 (a) - C (a) , 0 r ~ n ,(1 )

(1 bis)

s= 0

1(a+ n)S C;-s (a) =
s=o

O+1(a) , r>0.

On voit que la dernière de ces deux formules donnera ,

pour a = 0, une nouvelle démonstration de la proposition 1

de l'article précédent concernant la nature des nombres d e

STIRLING de seconde espèce.

(1) ,Quant à la formul e

cette autre
s = ll+1

elle peut être suppléée par

1) : (a+ n) s Cn
n+
-s

1
+i

a) -=--- 0 ,(2)
s- 0

obtenue en cherchant, dans le premier des produits sus- -

dits, le coefficient d'une puissance négative de x ,

D 'autres formules récursives plus importantes sont des

conséquences immédiates des deux identités évidentes
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1 7

cup (x+ n + 1)

co p(x-f-n +1) ,

coti+p+1 (x)-n-1 (x) -

W n-p-1(x) 0D n+l(x) -

ou, ce qui est la même chose ,

a+sp+1x
n+p-s+7) (

s=p- 1

ICl; (n

s - n
(-1)s	 ~n+p+1) . j

	

~ s

	

n-s +l~ _xn+p+5+i

	

\\\~/ Cn+l x
s = o

Cherchons maintenant, aux deux membres de ce s

formules, le coefficient de la puissance respective -

ment x-l'-r , les seconds membres donnent Cpr (n-1--1), et

(-1)r p (n+1), d'où, en vertu des formules, obtenues des

(13) et (13 bis) de l ' article précédent, en y posant n = p -1 ,

a=n+1 ,
s=r

\3 )

	

~(-1)s Cn+p+1 Gri+1 - (Pr
1) r-s Cs

p
s= U

L
S S(3 bis)

	

r
(

	

~n+n+1 C~
S
=+1 =

s = o

Dans ces deux formules , il faut, pour des valeurs plu s

grandes de r, supprimer les termes contenant des coeffi-

cients G 1 , dans lesquels m > q. Soit particulièrement n = 0,

les premiers membres des deux formules en question se ré-

duisent à leur premier terme, ce qui donnera respectivemen t

P + r- 1
r-s

) (n + l)r s

(4) rCl_) - f-1

s =

(4 bis)

	

@p+l -=--

	

(p	 r-1) ~ s
s J

s= U

Vidensk . Selsk . Math .-fysiske Medd . II . 12 .
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Une autre formule essentielle peut être déduite de (3) en

y posant r > p, de sorte que le second membre de cette

formule s'évanouira, d'où, en remplaçant n + p par m,

s = r

(5)

	

c;;+1 g+i = o,

	

r > m-n > 0 ,

tandis que l'hypothèse r = p, savoir r = m -n, donnera

S=

(n +r) i

(5 bis) . (-1) ' C,ria
_

-r + 1 CS~+1 =w,' 0+1) -

	

n !
•

s = U

Revenons maintenant aux développements (2) et (4) d e

s= u

s = F

o3-n(x)

	 	 1) s

(x-l)"+"
,

d'où, en cherchant, aux deux membres de ces formules, le

coefficient de la puissance x"'' respectivement x-n-r

S=T'

-~ s

	

r~-

L

s
Cn =(-i)s

(n
	

S
	 r )

C n+
s = o

l 'article précédent, puis posons x-1 au lieu de x, nous

aurons, en divisant, respectivement multipliant par x-1 ,

w„ (x) (x- 1)n-s
n+ 1

s= u

(6 bis)
s (n+r- s) r-s

s

	

~n+1 ,

formules qui représentent les inversions des formules (4) .

Posons ensuite, dans (6) et (6 bis), r-{-1 au lieu de r ,

puis éliminons, en vertu des formules récursives (15) e t

(15 bis) de l'article précédent, C2+I respectivement L+i, i l

résulte
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5= 0

tandis que la même méthode donnera, en vertu de (4) ,

s= r

(7 bis)

	

n C z =

_os (n -s r
.+

-I-S
) C

r
a+

-s
1

	

~

n +r- $ 1'- S
-1)'

ç
( s + 1 )~a+t ,

(8)

	

n Cri; =
s= 0

s =

~ n-s

/ Sr-s-+ 1 Ca

(8 bis) n C~rr +i =
n + 1

(, -s	 1)
s

'a ,
s

formules qui représentent les inversions des formules (7) .

Dans l'article XII nous avons à donner des application s

intéressantes des développements numériques que nous

venons d'établir ici .

III .-Applications élémentaires .

Les formules numériques, développées dans l'articl e

précédent, conduisent immédiatement à des applications

intéressantes des nombres de STIRLING.

En premier lieu, prenons pour point de départ la for -

mule (5) de l'article susdit, il est très facile de démontrer

le théorème :

1 . Cherchons, des équations linéaire s

0
JI = C I ,

p2 = C 2 x2 + C2 x t ,

( 1 )

	

y, = C 3 x3 + C3 x2 + C3 xl ,

0

	

2

	

n- 1
Ca xrr + Ca

1
xn-I + Cn xn-2 +. . } Cn xi ,ÿn =

2"
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les quantités x1 x, x 3 . . . x,,, il résult e

= e iJl

x2 - C) g2 - C- Jt

(1 bls) ~ x3 -

	

Y3 _- 0'3Y 2 +

	

yl

- cn±1 un - ÿn-I + . . . + (	 1)n-1

	

ÿ1 ,

et inversement .

En effet, introduisons, dans la formule générale (1), le s

expressions indiquées dans (1 bis), la formule susdite d e

l'article précédent donnera une identité . De même, intro -

duisons, dans la formule générale (1 bis) les expressions

indiquées dans (1), nous aurons aussi une identité .

Quant aux nombres e; -f-1 , il est facile de démontrer le

théorème :

I .1 . Développons, d'après la formule poly -

nomiale, l'expressio n

(a1 + a2+a3

	

. . .+ap)n

où n et p désignent des positifs entiers, puis dé -

signons par Q ,71 la somme des coefficients poly -

nomiaux qui correspondent aux termes divisible s

par le produit al a2 . . . ap, nous aurons générale -

men t

(2 )

	

QP, n - p i C P+ 1

Soit particulièrement p = 2, on aura directemen t

Qn-2 = 2 I 3
n 2

Z,n - Z

appliquons ensuite l'identité évidente

s=n

	

`
}

(a 1 I- a 2 + a3+ . . . + ap)n =

	

I
/

1 S
)

a l (ag H- a 3 + . . -,- ap)".-S ,
s=0
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il résulte, pour les Qp,n , la formule récursiv e

s = 72-] T 1

et la conclusion de n à n +1 est une conséquence immé-

diate de la formule (8 bis) de l'article précédent .

Dans la formule (12 bis) de l'article I nous avons

développé la différence An (x+ n)P d'après des puissances

descendantes de x; le calcul aux différences finies donnera

aussi facilement cette autre formule

s =1 272

1

-i

(3)

	

x ri =L (l) S G :,-s+i ton- .s(x)
s= 0

qui peut être considérée comme l ' inversion de la définition

de coi , (x), savoir la formule (2) de l'article I . Dans l'ar-

ticle IX nous avons à déduire, d'un autre point de vue ,

le développeraient (3) .

IV.-Introduction d'une variable continue .

Remarquons que l'équation algébrique du (n + 1) iè'

degré

c0 72 +1 (x) = xn+l +I Cn+i x71 + C2 +1 xn-i ± . . + Cn+ix = O

a les n + 1 racines

0, -1, -2,

	

3,

	

., -n ,

puis posons pour abréger

(1) Sp(n) = lp + 2p + 3 p + . . . + np ,

il résulte, en vertu des formules de NEWTON ,
r =
~i

(2) L(-1) rC rt+1 sp-r(n)+(-1)pp Cn 1 = o ,
r=u

f2P, =

	

(l)
Qp-1, n-s

1 <p < n ,
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formules qui nous permettent d ' introduire, dans l'étude

des nombres de STIRLING, une variable continue au lieu

du positif entier n .

A cet effet, poson s

(1)1(x) = x

x 2 .x
2 (x) _Ø

où les B,,, désignent les nombres de BERNOULLI, tandis

que x est une variable complexe quelconque, JACQUE S

BERNOULLI a indiqué la formule générale

(4)

	

Sn-I (n) _ cljp (n) , p ? 2 ,

où n désigne un positif entier quelconque .

Cela posé, étudions le système d'équations linéaires
s= p-i

il. est évident que ces équations deviennent identiques aux

formules numériques (2), si nous posons x = n, où n est

un positif entier, égal à p au moins . Or, je dis que T 2 p(x) ,

déterminé par les équations (5), est un polynome entier d u

degré 2p par rapport à x.

En effet, supposons vraie cette propriété de ill 2,.(x) pour

1 < r < p-1, il est évident que le term e

(	 1)P-I (D2 (x) W2p-2 (x)

est un polynome entier du degré 2p par rapport à x ,

1 Ars conjectandi, p . 97 ; Bâle 1713 .

(5) -1)2 Øp-s+I (x) Tzs (x) + ( 1 )Pp qf2p (x) = 0 ,
s =

où nous supposon s

(5 bis) To(x) = 1 ,

(3)
2 + 2

<=1
= 2
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tandis que tous les autres termes figurant sous le signe

sommatoire au premier membre de la formule susdite son t

d'un degré inférieur à 2p .

De plus, nous aurons, en vertu de (5) ,

(6) W 2p (0) - 0 , p > 1 .

Cela posé, il est facile de démontrer une suite de théo-

rèmes fondamentaux concernant les polynomes T2p (x) ,

savoir :

1. La suite des polynomes W2p(x) est une géné-

ralisation des nombres de Stirling et de premièr e

et de seconde espèce, parce que nous aurons, e n

désignant par n un positif entier ,

(7) W2p (n) =

	

p, p 0 ,

(7 bis)

	

'If2p(-n-1) = g+1, p > O .

La première de ces deux formules est évidente, parc e

que les deux systèmes d'équations (5) et (2) deviennen t

identiques pour x = n > p > 1 . Quant à la seconde des

formules en question, je dis que les polynomes T2p(x)

satisfont à l'équation fonctionnelle :

(8) lp2p (x + 1) = %p (x) (x + 1) W2p-2 (x) , p > 1 .

En effet, soit x égal au positif entier n > p, l'équatio n

(8) n'est, en vertu de (7), autre chose que la formule ré -

cursive (15) de l'article I ; c'est-à-dire que l'équation algé-

brique (8), du degré 2p au plus, admet une infinité d e

racines inégales .

Posons ensuite, dans l'identité (8), -x-1 au lieu de x ,

il résulte

qf2p(- x) = iY2p( x-1)-xW2p-2(-x-1) ,

ce qui donnera immédiatement, en vertu de (15 bis) de
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l'article I, la formule (7 bis), formule qui est évident e

pour p=0.

II. Les équations fonctionnelles (8), suppléée s

par la valeur initiale Wo(x) - 1 et par la condi-

tion W2p(0) = 0, déterminent parfaitement la suit e

des polynorne s

Wo(x), W2(x), W4(x) .

	

1f2n(x '), . . .

définis par les formules (5) .

En effet, supposons donné le polynome W2 p_ 2 (x), la

formule (8) est une équation linéaire aux différences finies ,

et cette équation du premier ordre détermine le polynom e

1f2p (x), abstraction faite d'une constante additive, dont l a

valeur est déterminée par la condition W2p (0) = 0 .

Dans ce qui suit nous avons à appliquer indistinctemen t

les deux définitions que nous venons de donner pour le s

polynomes ilf2p (x) .

III. Les coefficients a,,,,• du polynom e

( W 2n (x) - a n, 0 x2n an, x2n-7 + +. . . an , p x2 n - P
(9)

Sl

	

+ an, 2n-1 X

sont des nombres rationnels, dont les dénomina -

teurs ne contiennent que des facteurs premier s

égaux à n-;-1 au plus .

Ce théorème est une conséquence immédiate de la .pro-

priété bien connue . des coefficients numériques du poly-

nome Øm (x), savoir que ces coefficients sont des nombre s

rationnels, dont les dénominateurs ne contiennent que de s

nombres premiers égaux à m+1 au plus ,

Quant aux coefficients an, r qui figurent au second mem-

bre de (9), introduisons, dans l'équation fonctionnelle (8) ,
les expressions tirées de (9), puis cherchons, aux deux_
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membres de la formule ainsi obtenue, les coefficients d e

la puissance x2n-,•-1, il résulte la formule récursive général e

2n -r+sl

	

i
s+ 1 ) an, r-s = a,t-l, r T an-1, r-1 ,(10)

où il faut supposer r > 1, tandis que l 'hypothèse r = 0

donnera
2 n an, o

	

o ,

savoir

(11 )

	

a n, o = n 112n'

	

li > 0 .

On voit que la formule récursive (10), tirée de la dé -

finition (8), est très compliquée pour le calcul successif

des coefficients a15,,•• Quant å la définition (5), elle donner a

immédiatement

(12) a211±1, 4n+1 == 0 ,

parce que tous les termes qui figurent . sous le signe somma-

toire sont divisibles par x De plus, nous auron s

Ø n-x-1(0) + 2n TL (0) = 0 ,

ce qui donnera, en vertu de (3) ,

(-1)n &(12 bis)

	

a2n, 4n-1 =

	

2n

Déterminons encore le coefficient an,2n-2• A cet

posons, dans (5), p = 2n-H-1, la puissance x2 provient

seulement des quatre terme s

Ø2n+2 (x), -T 2 (x) Ø2n+1 (x) , (I)1(x) W4n (x) ,

	 (2n+1) W4n+2(x) ,

tandis que tous les autres termes sont divisibles pa r

ce qui donnera, en vertu de (12 bis) ,

	 (-1)' (2n-1) B n
(13) a2n+1, 4n -

	

4n

effet,
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Soit ensuite, dans (5), p

	

2n, la puissance x2 provient

seulement des termes

2 n 4tz (x) , cb2n-s+1 (x) W4s (x) ,

	

1 < s < n -- 1 ,

tandis que taus les autres termes sont divisibles par x 3 , de

sorte que nous aurons, en vertu de (12 bis) ,
s = n- 1

	

(-1)n

	

Bs Rn-s
2n

.

	

2 s
s= 1

Remarquons que les polynornes (4)rn(x) satisfont à l'équa -

tion fonctionnelle

( 1)°`Øin(-x-1) =

	

,(x) ,

il résulte, en vertu de (8) et (12), le théorème :

IV. Soit n un positif entier, les polynome s
llf 4n (x) sont divisibles par x(x-f--1), tandis que le s

polynornes Won+2(x) sont divisibles par x 1 (x+1) 2 .

De plus, introduisons, dans (5),	 x	 1 au lieu de x ,

il résulte

(13 bis) agn, 4n--2 = n>2.

s = p-1

p i1J 2p (-x-1) p-s + L (x) T2s( .x-1) ,

s= o

d'où, en posant x égal au positif entier n ,
r -p-1

( 14)

	

p n -i =

	

~n
r
+1 Sp--r (n) ,

r= o

formule qui est analogue à celle de NEWTON concernant le s

nombres de STIRLING de première espèce .

Soit maintenant p un nombre premier impair, on sai t

que les sommes de puissances Sn (p) satisfont aux deux
congruences

Sn(p)-0 (mod p), 1<n<p- 2

S2n+1(p) = 0 (mod p2), 1<n p 2 3 , p5,
ce qui donnera, en vertu de (2) et (14), le théorème :
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V. Soit p un nombre premier impair, le s

nombres de Stirling de première et de second e

espèce satisfont aux congruence s

n
cp

n
+I = ~p+1 = 0 (mod p), 1 < n <p-2 ,(15)

(„ _+I

	

z),

	

p	
2
	

3- , p

	

5 .(15 bis) CP2n+
+

1
i =---= p+ I

z

	

~mod p 1 n <

	

>

La première des congruences (15) n ' est autre chose qu e

le lemme célèbre de LAGRANGE ' , appliqué dans sa démons-

tration, la première connue, du théorème de WILSON .

Quant à la première des congruences (15 bis), WOLSTEN-

HOLME a connu le cas particulier qui correspond à

2n+1 =--p-3, conséquence immédiate des congruences d e

LAGRANGE du reste 3 . Ignorant qui est l'inventeur de la

congruence générale en question, je me permets de remar -

quer que j'ai trouvé cette congruence, il y a trente ans à

peu près .

Remarquons ensuite que les formules (2) et (14) don-

nent les congruences modulo p :

2n 2,~

	

2n z n

P
cp+1 - P ~ I =-

P
Szrz (p)

2n + 12R+1	 1

	

1

	

1
p z	 cp+1 = pz S z „+1(p ) --21p San (p) +

2p Ç
2"p+1 ,

2n +1 ,2n+1
-

Pz

	

p+t = -p, sznal(p)
1

	

1

	

2 n

2p Szn (p) +
2p

@'p+ ,

il résulte, en vertu des résultats bien connus ,

I Nouveaux Mémoires de l'Académie de Berlin, t . 2 (1771), p . 125-

137 ; 1773 .
2 Quarterly Journal of Mathematics, t . 5, p, 35-39 ; 1862 .
3 Voir mon Traité élémentaire des Nombres de Bernoulli, article

LXXXII.

4 Nyt Tidsskrift for Mathematik, t. 4 B, p . 1-10; 1893 .



28

	

Nr . 12 . NIELS NIELSEN :

1

P
SL71 (p) -	 (	 1)n`1 Bn

	

(mod p)

	

1,
S2n (P) _ (

	

	 1)n-1'(II + 2 )Bn
P"

cet autre théorème, supplémentaire au précédent :

VI . Soit p un nombre premier, nous auron s

les congruences modulo p :

1 2n

	 	 1)"Bn
(16)

	

, 21 1	 - P ~~ - ( 2n

P) ~(mod

(16 bis)

..r

	

1

	

2n rl	
p2 Cp-{-I ==

1

	

1

	

2n-~1	
It

	

~ ~p+ ?
P`

(-i)n-1 (2n	 1) Biz

4n

(-1)11-1 (2n+1)Bn
4n

il faut suppose r

1<n< P
2

3 .

Ces résultats concernant les nombres Cp+1 sont dus à

M ., .GLAISHER, 1 Les deux congruences évidente s

Cp' ~ 1 - +1 = u (mod p)

nous conduisent à l'étude des deux nombres C~
-I et G

remarquons que les nombres CP , G et Sn (p-1) satisfont

aux mêmes congruences que les Cp .+ I , et Sn(p), les

formules analogues 1 (2) et (14) donnent immédiatement

- (p-1) Cr.

	

Sp-1(P-1) - (P-1) -1 (mod p 2) ,

de sorte que la congruence évident e

Sp (p -l) = p1 - -1 (mod p)

donnera les deux autre s

(17) CP
-1 = -1 (mod p),

	

= 1 (mod p) ,

dont la première n'est autre chose que le théorème de WILSON .

1 Quarterly Journal . of Mathematics, t .. ;31, p . 321-353 ; 1900 .

oû
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Posons ensuit e

(18) cri = -- t ip WP,

	

P-I
_ 1-ß--p VP ,

les W p et les VI, sont des nombres entiers, et la congruence

Sp (p-1) -- (-1)
'

	

p (mod p 3 ), p = 2n ,

donnera après un simple calcu l

(19) TITI, -	 vP = (-1)'B,, +

	

'
p

-1 (mod p) .

La congruence concernant le nombre Wp, le quotient

de WILSON, est également due à M . GLAISHER 1 et retrouvé e

par M . LERCH . 2

Dans mes recherches sur les résidus quadratiques 3 j'a i

donné des analogies aux congruences que nous venon s

d'étudier ici .

V.- Les polynomes de Stirling .

Le calcul direct des coefficients du polynome I1 1(æ)

étant très compliqué, nous avons à étudier, d'un autr e

point de vue, les polynomes en question .

A cet effet, revenons à l'équation fonctionnelle (8) de

l'article précédent, savoi r

(1) W2n(x +1) _ W2n(x) + (x+1) '2n-2(x), n 7 1 ,

suppléée par les conditions ultérieure s

(1 bis)

	

Wo (x) = 1, W2,,(0) = 0 ;

je dis que nous aurons le théorème général :

1 . Soit n > 1, le polynome .1-P 2 , (x) est toujour s

divisible par la factoriell e

(xi 1) x (x-1) (x-2) . . . (x	 n+1) ,

1 Quarterly Journal of Mathematics, t . 31, p . 321-353; 1900 .

2 Mathematische Annalen, t . 60, p . 488 ; 1905 .

3 Annales de 1 ' École Normale, 3 e série, t . 31, p . 198-200 ; 1914 .
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de sorte que nous auron s

(2) W2n(x) _ (x+ 1) x (x-1) . . . (x -n+ 1) -11),, ._1(x)

où tt),1 _ 1 (x) est un polynome entier du degré n 1.
En effet, supposons n > 2, la formule (1) donnera

T:?n ) _ W 2,, (0) + 1f2n-2 (0) - 0 ;

c'est-à-dire que W 2 „ (x) est, pour n

	

2, divisible par x- 1 ;

supposons ensuite n > 3, puis introduisons, dans (1), x =

nous aurons W2n(2)	 0, de sorte que tlf2n(x) est, pour

n > 3, divisible par x	 2 . Continuons de celte manière ,

la conclusion de n

	

n +1 est évidente .

Dans ce qui suit nous désignons comme polynome s

de STIRLING la suite infinie de polynomes

0 (x),

	

1(x ),

	

2 (x), . . ., i,n (x), . . . ,

définis par les formules (2) .

Soit particulièrement, dans (2), n = 1, on trouvera

(3) *o (x ) = 2

Introduisons ensuite, dans (1), les expressions tirées d e

(2), puis posons n + 1 au lieu de n, il résulte les équations

fonctionnelle s

(4) (x 1	 2)11b,, (x+1)

	

(x-n)+(x)+(x+1)

	

(x) ,

et il est très facile de démontrer le théorème fondamental :

II . Les équations fonctionnelles (4), suppléée s

par la valeur initiale 11) 0 (x) = Z, déterminent par-

faitement la suite des polynomes de Stirling.

En effet, poson s

(5) *n(x) = an,o
xn

I an,lxn-1 + . . .+ a n , .xn-r+ . . .+an.,i ,

l'équation fonctionnelle (4) donnera immédiatement

(6) (2n + 2) an, o = an-1, 0 ,

1
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et, pourvu que p > 1 ,

(2n-p -f- 2) a,,,p =

s =p-i
= a, : -l, I+a„-i, p- i -

tL \Pti S+1 / l +2
(
p
n-

s
s)_ a,, . S ,

s o

formules qui nous permettent de déterminer successivement

les coefficients an, p , pourvu que les an-i, p soient connus .

Soit p = n, il faut, dans (6 bis), supprimer le terme illu-

soire a,, ._ I, n ; de plus, le premier coefficient binomial qu i

figure sous le signe sommatoire s'évanouira .

Remarquons que le théorème IV de l'article précédent

donnera immédiatement cet autre :

III . Soit n> 1, les polynomes de Stirling à l ' in -

dice pair, savoir les 11)2n (x), sont divisibles pa r

x(x+1) .

On voit que la . détermination des coefficients du poly-

nome 11 72 (x) est très compliquée, aussi compliquée que l a

détermination des coefficients des polynomes 'V2,, (x) . De

plus, supposons connue la suite dès polynomes de STIR-

LING, nous avons à déterminer, en vertu de la formule (2) ,

les 'V2n (x), ce qui exige le développement d'une factoriell e

du rang n, savoir le problème que nous nous sommes propos é

de résoudre . Néanmoins, les polynomes de STIRLING jouent

un rôle essentiel dans la théorie de la fonction exponen-

tielle et du logarithme, nous le verrons bientôt .

Quant à ces applications transcendantes des polynome s

de STIRLING, nous avons besoin de plusieurs formules

numériques qui sont des conséquences immédiates de s

définitions .

En premier lieu, il résulte, en vertu de (2) et des for -

mules (7) de l 'article précédent,



32

	

Nr. 12 . NIELS NIELSE N

(n+1)!
tP

P
_S(72),

	

n > p > 0
(n-p) !

(7 bis) Cs ;°+f = (	 1	
(n 	

1

(1~^P) 1 l~~l~ 1 ( n 1) ,

	

p > 0 .

Quant aux coefficients an, Z ., la formule (6) donnera

immédiatement
1

an' °

	

(n+1) ! 2n+1 '

formule qui est aussi une conséquence de l'expression d e

an+i, o, indiquée dans la formule (11) de l'article précédent .

De plus, le théorème III donner a

(9) 2n (0) - a2n, 2n = 0 ,

tandis que les formules (12 bis) et (13) de l'article précé-

dent donnen t

(10)

	

)2n-1 (0) = agn-1, 2n-1 = (	 1)n-1 Brt
(2n) !

(-1)„- ' (2n 7- 1)Bn
(10 bis)'n (0) = a21,, 2n-1 - (2n) ! 4n

Dans l 'article XI, nous avons à déterminer d'autre s

valeurs numériques qui se rattachent aux polynomes de

STIRLING, ce qui nous conduira, dans l'article XIV, à une

formule récursive très curieuse pour les nombres de BER -

NOULLI .

(8)



DEUXIÈME PARTIE

De la fonction exponentielle .

VI .-Nouvelles définitions des i),, (x) .

Les polynomes de STIRLING que nous venons d'intro-

duire par une méthode élémentaire, savoir à l'aide des

nombres de STIRLING, proviennent aussi comme coefficient s

de certaines séries de puissances élémentaires, propriété s

des 11),,(x) qui sont essentielles dans nos recherches sui -

vantes .

En premier lieu, je dis que nous aurons, quelle que

soit le variable complexe x,
n-co

{l)
(1-e=a\ - I = 1 ±(x + 1 ) :11)n_1(x)a", Ial < 2x,a

Remarquons tout d'abord qu'il existe une série de puis-

sances de la forme indiquée et ayant son rayon de con-

vergence égal à 27 ; de plus, les coefficients de cette série

deviennent des polynornes entiers de x, d'un degré égal à

l'indice . Supposons ensuit e

I x I < K,

où K désigne un nombre positif, aussi grand qu ' on le veut,

je dis qu'il existe un autre nombre positif k, tel que la

série qui figure au second membre de (1) est uniformémen t

convergente par rapport à x, pourvu que

IaI <k.

A cet effet, posons pour 'abrége r
5Tidensk. Selsk . Math,-fysiske Medd . II, 12.

	

3



(3) (ea -1 V
a - 1 Î(x+ l ) '

	

( l)" 1t),, _1(x) an ,
n= 1
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(2)

	

f(a) = 2~

	

a

	

a 2 a3.+3~+4~ +

nous aurons évidemment

et -1
_ f(a)+ l ,

de sorte que la formule (1) donnera

n =

de plus, nous aurons, en appliquant la formule binomial e

n =
(eE	 1 x-1 i +I ( 1)n ~x-+(X+11 )

a }

	

n

Posons ensuite, conformément à la définition (2) ,

(5)

	

f(a) = a"(gn,o+(In,la+ . . .+gn,pap+ . .) ,

la série de puissances ainsi obtenue est toujours conver-

gente, et les coefficients q,, , p sont des nombres positifs et

rationnels .

Soit maintenant K un nombre positif, aussi grand qu'o n

le veut, il existe un nombre positif k, tel que les deux

séries

f(a))-K-1
= i + (K

n =co

(l - f(a))-K -1 = 1 ~
(K

II
)(f(a)) "

n =

sont uniformément convergentes, pourvu que al < k, de

sorte que nous aurons, en vertu de (5), et en appliquan t

un théorème bien connu de WEIERSTRASS ,

S = I l

i) _

	

\K
+ n-s -- 1

S =U
n- S + 1 J q n -S+I, S .

(4)
n = 1

(K 1) G. (K
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Cela posé, soit 1x l < K, nous aurons évidemment

(x+nn
< (K+ n v

n

	

-

	

72

c'est-à-dire que la série qui figure au second membre d e

(4) est absolument convergente, pourvu que lai < k, de

sorte que nous aurons, en vertu de (3) ,

(6) (x+ 1 ) 1 (x) =~~(-1)s
\

s = 0

Remarquons maintenant que les coefficients g211,1• sont

des nombres positifs, nous aurons par conséquen t

(x <1) (x) < (K -}-1) G,1 (K) ;

c ' est-à-dire que la série qui figure au second membre d e

(1) est absolument et uniformément convergente par rap-

port à x, pourvu que nous ayons à la foi s

1 x l < K, IaI < k .

Cela posé, multiplions par a'' les deux membres de

la formule (1), puis différentions par rapport à x, term e

A. terme, ce qui est permis, nous retrouvons, pour les

coefficients ti)n,(x), l'équation fonctionnelle (4) de l'articl e

précédent ; de plus, nous aurons évidemment

114o (x)

La seconde série de puissances en question, savoi r

n>0 ,

+17-S+1 )ti-s

	

gll--s--S, s •
-- 1

(lo(l_a)yr

	

1+ x
a ~~71

(x ~ n)

an -i-1,

n= u
(7) 1 ai< 1 ,

peut être démontrée par la même méthode que la précé-

dente .

Différentions par rapport à x les deux membres de la

formule (7), puis posons x = 0, il résulte

3*
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(8) - log (ïog
(1 a )l

11= u

il est très facile d'exprimer, à l'aide des nombres connus ,

le coefficient général de cette dernière série de puissances . '

UBBO MEYER 2 a étudié, le premier que je sache, les

deux séries de puissances qui figurent aux seconds mem-

bres des formules (1) et (7), et, sans introduire les fonc-

tions 14) (x), il a vu la dépendance entre les deux suite s

de coefficients. Plus tard, CAYLEY 3 a étudié la série de

puissances (8) et celles obtenues de (7), en différentiant

r fois par rapport à x, puis posant x 0, cependant i l

n'a pas trouvé la loi générale pour la formation des coef-

ficients des séries de puissances ainsi obtenues .

Les dérivées, regardées par CAYLEY, et plusieurs autres

du même genre sont contenues, comme des cas particuliers ,

dans les deux suivantes

Ja= o

x

(10) ii! x Û tt_ 1 (x+n-1) = D na I
(log(1-a)

,
L\

	

-a

	

la = o

tirées directement des formules (1) et (7) .

Posons, dans (9) et (10), x = p respectivement x =p,

où p désigne un positif entier, il résulte, en vertu de s

formules (7) et (7 bis) de l'article IV ,

I

	

n (1- a
l
- P- 1

(11) Cf ,+1 =

	

1

	

e

1p /

Da

[\

	

--

l

	

p ? tt 'a

	

a_o '

K
g (1 -a) n

(12)
~Pi nH 1 - (-1)71

(P1)
Da

lo5 	
)

	

P n { 1 ;
-a

	

a- o

I Voir mon Handbuch der Theorie der Gammafunktion, p . 77 ;

Leipsic 1906 .

2 Archiv de Grunert, t. 9, p .101-112 ; 1847 .

3 Quarterly Journal, t . 3, p . 366-369 ; 1860 .

a x 1

(9)

	

n! (x-+--1)~n_i (x) = Dä

	

a	 ~
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la première de ces formules est due à SCHLÖMILCH . 1 Ces

deux dérivées connues, il résulte, en vertu de (1) et (7) ,

les séries de puissances

p !

(1	 e,)P+ I

s	
- 1)s(/1-s) 1 (;p+I

	

a	

x13-.s+i

	

+ (p + 1) !Z+s (p) x s
s= o

	 p!	

{

	

( log ( 1 +x))p+`
_

(14) { nr-1)s

	

a	

(p -s) ! ~p- s

	

,
xP-s+ 1

	

I (AT1) ! (- 1 ) P i s ~P+s(s
s = o.aolii

dont les rayons de convergence sont égaux à 2 t respective-

ment à 1 ; la première partie de la série de puissances qu i

figure au second membre de (13) est également due à

SCHLÖMJLCH ` et plus tard étudiée par SYLVESTER . 3

Les deux formules (1) et (7) donnent de mêm e

n fp	 n)
Da

((1	 e-a'P

la/ a,- o

( 1 6)

	

Cn+~

	

( F i

	

/l

	

-IllDa {(
	 log (1a--

	

J

a)
l
1P 1

a= o

où p désigne un positif . entier, de sorte que nous aurons

les deux séries de puissances très connue s

)s c sp +s xp{-s1

P !

	

.~I

	

(p-i- s) !
s
s	

(18)

	

( ex- 1 ) P _

	

1 CN+1xP+ s

P !

	

(p+s) ! '
S = o

1 Archiv de Grunert, t . 9, p . 333 ; 1847 .
2 Journal de Crelle, t . 44, p . 350 ; 1852 .

3 Voir le .Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, t . 15 ,
p . 195 ; 1883 .

(17)

1) xs
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dont la première a le rayon de convergence 1, tandis qu e

la seconde est toujours convergente .

Pour mettre en pleine lumière le rôle fondamental qu e

jouent les nombres .de STIRLING, pour la fonction exponen-

tielle et pour le logarithme, nous citons les deux formule s

différentielles très connue s

(19)

	

Df f (log x)

	

„ •

	

f (n-s) (t) t =log x

S = n- 1

. (20)

	

Dx'f (e2)

	

e (n-s) :a

C
i-s f ~ f (n - .. .5) (f)t =

e x -
4 -

Nous avons encore, dans cet article, à développer un e

suite des formules qui sont une conséquence directe de la

série de puissance (1) et qui jouent un rôle fondamental

dans nos recherches suivantes .

En premier lieu, prenons pour point de départ l'identit é

évidente

n-1

ea(x 1 ll +1)

\ea-

11-x i
/f

-
e a g

f1 -
a

	

/J

e- a 1-x-1
l\

	

'

puis cherchons le coefficient de la puissance an+ 1 , il ré -

sulte l'identité algébrique

s= n
( (x+y+1)n+1-

(x+1)

S=

	

l)s(x	 ~	
1)n

-s

	

( 21 )]

	 (n	 +--1)

	

(n	 s) !

	

ys (x)
-

S= n

	

~

	

(n +1) ! I

(x+1)

	

y(n s~s)
	 (x)

'
s =

où x et y sont des variables complexes quelconques .

En second lieu, l' identité

(1-
e-al-x-l(1- e-a\-J-1

	

(1 e-a\-'-U- 2

a

	

a

	

a
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donnera de même

(x+ J + 2 ) tl)n(x y l 1 ) _ (x +l) `n (x) + (9+ 1 ) II),: (y) +

(22)
1)

s n-1

-h (x+1) (y t~s (x) 4,n-s-1 (y) .

On voit du reste que cette dernière identité n'est pas

caractéristique pour les polynomes de STIRLING, parce

qu'elle est valable pour les polynomes y'n (x) définis pa r

le développement

(1-a f(a))-z 1 - 1 + (x+ 1)

	

(pa-1(x)an ,
- a

où f(a) est une fonction holomorphe aux environs d u

point a

	

0 .

En dernier lieu, nous avons à appliquer les polynomes de

BERNOULLI définis par les deux équations fonctionnelles

xn-1
Bi,(x) = Bn-1(x), Bn(x)-Br,(x-1) = (n-1) , n 1 ,

et intimement liés aux polynomesn (x), appliqués dans

l'article IV, parce que nous aurons

(x) = (n	 1)!(Bn(x)	 B. (0)) .

A cet effet, prenons pour point de départ la série d e

puissances
n = ~

eax a
1 - e-a =1 (x) a", 'al< 2Tr ,

qui conduira immédiatement aux deux équations fonction-

nelles susdites, puis appliquons l'identit é

eaxa, (ea	 1 -x-y-1 - ~1 - ea -x-

1

	

e-
a

	

a lI

	

a

	

!}
(
el-1

a
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nous aurons, en cherchant: le coefficient de la puissance

an+ i

s

B"+1(x)-(x+y+1) •~(-1)slls(x	 y) Bn_s (x)	
s = o

(23)

	

= (x + 1)li(x) - (- 1 )" (J+ 1) +(y)

- (x + 1) (J+1) • .(-1)sl~s(y)
s o

Quant aux polynornes de BERNOULLI, nous avons encore

à appliquer cette autre identité évidente

(x+l) a

	

a
e

	

2 a/1-e-ao-x

	

(e 2 - e
1 e-a

	

a

remarquons ensuite que la fonction qui figure au second

membre est une fonction paire de a, nous aurons

Bsn+1(-x
	

1J+x .
a
»(x 1)B2,1-s

d'où, en posant x -j-1 au lieu de x ,

(--)

	

s =2,~

(24) B2"+1

	

= (x+ l)

	

1)'

	

' t1 ls (x) B2n s

	

1 ,

s= u

car nous aurons, quel que soit l 'indice n ,

B11 (- x -1). - (-1) 7' B11(x) .

VII .--Sur une série d'Euler .

Pour donner des éclaircissements sur une série de puis -

sances, regardée par EuLER 1, SCIIERGK 2 et W0RPITZKY 3,

nous avons à étudier la fonction

Institutiones calculi differentialis, p . 485-486, Pétrograde 1755 .

2 Journal de Grelle, t . 4, p . 302 ; 1829 .

8 Journal de Grelle, t . 94, p . 225 ; 1883 .

a

a

0 ,

s=o
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1
(1)

	

y = b+aex '
où a et b sont des constantes quelconques . Un calcul di-

rect donnera

ab y' = y ' + ay

2(ab) 2 y 3

	

y"	 3ay ' +2a2 y

6 (ab)" y' = y"' + 6 ay" + 11 a' y'

ce qui nous conduira à poser généralement

s= n

(2)

	

ri n+1

	

~n ! (ab)y = ~ Cri+i a s y ("-s) .

s= o

Quant à la conclusion de n à n+1, supposons vraie la

formule (2), puis différentions par rapport à x, il résult e

(n+1)! (ab) ri y i2 (aby2-y)

	

s

	

s~{r~-s +l> ,n+1 a y
s

et la formule .récursiv e

Gn
s
+2 = s + (72 + en

-
)

s
en+l

	

1

	

+

conduira immédiatement au but .

Inversement, nous auron s

y ' = aby2 -a y
y" = 2 (ab) 2 y 3 - 3 a (ab) y2 a2 y
y"' = 6 (ab) 3 y'-12 a (ab) 2 y3 + 7a'(ab)y' -

ce qui conduira à la formule générale

6a3 y ,

s n

(3) Y) .~ 1 ri) =

	

1`
~ (- ) s (72 - s) !

	

s+z a S (ab) n-s
J ri-S+ 1

s =

En effet, supposons vraie la formule (3), puis différen-

tions par rapport à x, il résulte

(n. -1-1) _ 1) S
(n - s

	

S
-s+2 aS(ab )+n-s

y
n-s

(ab y 2---1) ! C~t2"-ay) ;
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ordonnons ensuite, d 'après des puissances descendantes de g ,

le second membre de cette dernière formule, la relatio n

(~ s

	

s

	

-
`11-s+3 = ~n-s 2 T (n - s -j- 2) o'n

s
- 's+ 3

conduira immédiatement au but .

Étudions plus amplement le cas particulier

b - -a, où a est un nombre complexe différent d e

mais arbitraire du reste, il existe un développement de l a

forme

a = 1,
l'unité ,

11 = 00

cp 11 (a) xa

a-ex

	

n! (a -1)
11+f

11= 0

(4) a$1 ,

et . nous aurons, en vertu de (3) ,
s	 =l i

(5) Y. (a) = al: (-1)s (n - s) ! @' n-s+2 an-s (a-1
s= o

tandis que la formule (2) donnera

s=11

~(6) n . an =

	

G,s,.+i (a 1) s
y„-s (a) .

Quant au polynome cp,,(a) , défini par la formule (5) ,

posons

(P1, (a) = Co +ci a+c2 a2 + . .+crar-- . . .

nous aurons généralement, en vertu de (5) ,

s=7 '

(7) _~(1) s (r-s) t (n -''+6)Cr

	

r-s+2 ;s
s= o

ordonnons ensuite, d'après les puissances (r - s -- l)n+ L ,

l 'expression indiquée pour cr, le coefficient de cette puis-
sance se présente sous la forme

	 ( r	 µ)!

	

(R 7- r d-1-1)(r µ + ll
r- µ+l)!

	

F;

	

1 s

	

l '

s
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ou, ce qui est la même chose,
= s

(-1)`

	

(n	 r ~ µl (r-µ) _ (	 1 ) S (n ~ 1
r-s 1

	

µ

	

s--µ

	

r
= D

ce qui donnera finalement
S = , .

(8)

	

Cr

	

(-1)S (n + 1 ) (r	 s+1)" ,

de sorte que nous auron s
s-11

c12 =~ (- 1) s (n - s) ! `Il-s+ 2

s= DD/

Cela posé, il est évident que yn (a) est un polynome

du degré n-1 par rapport à a, savoir

(10)

	

(Pn(a) = co + ci a + c2 a2 + . . . 1 en-1 an- 1 ;

on voit que l'expression générale des coefficients Cr n'es t

pas formellement la même que celle indiquée par EULER . 1

Dans l'article IX noùs avons à étudier, par une autr e

méthode, les polynomen [pn (a) .

VIII.-Deux séries de Lagrange .

Pour mettre en pleine lumière le rôle fondamental qu e

les nombres de STIRLING jouent dans la théorie de l a

fonction exponentielle et du logarithme, nous avons tout

d'abord à étudier la série de LAGRANG E
n =

(1) F(x)

	

An (ex-1)n

Il = D

A cet effet, supposons que la série de puissances

(2) f (x) = An x",

dont les coefficients sont les mêmes que ceux de la séri e

1 Institutiones calculi differeutialis, p . 485-486 ; Pétrograde 1755 .

s= o

(9) = O .
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de LAGRANGE en question, ait le rayon de convergence

r 0 ; il est évident que le , domaine de convergence de

la série (1) est la partie du plan des x déterminée par la

condition

(3) lex- ll < r ,

d'où, en posant x = a-H i P , où a et (3 sont des variables

réelles,

(4) e 2a - 2 ea cos p + 1	 r 2 < 0 .

Cela posé, il est évident que le domaine de convergence

ainsi déterminé est composé par une infinité de domaine s

convergents . En effet, soit Ko (r) la partie du plan des

x, définie par l ' inegalité (4), suppléée par la conditio n

ultérieure

(5 ) -,~<p < T ,

il est évident que l'on obtiendra un autre des domaine s

en question Kp (r) en posant, dans Ko (r), P + 2plr à la

place de [3, où p désigne un nombre entier quelconque .

Dans ce qui suit nous désignons par ko (r) la frontière

du domaine Ko (r), savoir la courbe définie par l'équation

en coordonnées rectangulaire s

(6)

	

e 2L -2ea cosp+1-r2 _ 0 ,

suppléée par la condition ultérieure (5) ; c'est-à-dire qu e

la frontière kp (r) du domaine Kp (r) peut être déduite d e

k 0 (r) en y remplaçant (3 par P + 2pr . De plus, nous dé-

signons par Lp(r) l ' ensemble du domaine Kp (r) et de sa

frontière kp (r) .

Quant à la courbe ko (r), que nous avons à étudier plu s

amplement, il résulte, en vertu de (6) ,

2(e 2a -ea cosp) da 	 1 2e E sinp - 0 ;
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c'est-à-dire que les valeurs maximums et minimums de a

correspondent à [3

	

0, 13 = ± ar respectivement .

Cela posé, nous avons à étudier séparément les troi s

cas suivants :

1 ° r c 1 . Dans ce cas la courbe 4° (r) est fermée et ses

points d'intersection avec l'axe réelle et l'axe imaginaire

sont déterminés par les valeur s

a = log (1+0, (3 = ±arc cos 2
2 r ,

2

de sorte que nous aurons constamment

log (1-r) < a < log (1+r) .

Dans ce cas la série (1) représente généralement de s

fonctions différentes dans les domaines différents Ki, (r), à

moins que la fonction F(4 qu'il s ' agit de développer n'ait

la période additive 27ri, savoi r

(7)

	

F(x+2ti) = F(x).

2° r = 1 . La courbe k° (r) est une branche ouverte ayan t

les asymptotes 1 _ W T , et dont les points d' intersection

avec les axes sont déterminés par les valeur s

a=log2, (3= =- '3

Du reste, la série (1) a, dans ce cas, les mêmes pro-

priétés que dans le cas précédent .

3° r > 1 . Le domaine de convergence de la série d e

LAGRANGE en question est formé par une seule partie in-

finiment grande du plan des x, de sorte que la somme

F(x) de la série (1) est, dans ce cas, une fonction pério-

dique de x, satisfaisant à la condition (7) .

On voit que les valeurs maximums et minimums de a ,

qui correspondent à (3 = 2pn, respectivement [3 = (2p+1)n,

deviennent
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a = log (r-~-1), a- log (r-1 )

Soit maintenant

(8) f (x) = ao+ al x+ a2 x2 + . . . + xn+ . .

une fonction analytique aux environs de l'Origine, il exist e

toujours un développement de la form e

(9) f (x) -

	

A s (ex -1)s ,
s

convergent dans un domaine Ko (r), et dont les coefficient s

An sont à déterminer, d'après la formule de LAGRANDE 1 ,

faussement attribuée à BÜRMANN 2, par les expression s

Ao = ao

1

	

t_1

	

x
An = -Dx

	

f ' ( .x )n!

	

ex 	 1

d'où, en vertu de la formule de LEIBNIZ ,

sn-1
1 (n	 11 (n	 s) ! an-sDx

ll

	

n

n

	

s
J

	

s ~ex -1 x o '
s o

ce qui donnera finalement, en vertu de la formule (11)

de l'article VI ,

(10)

x= o

An =

s
n an-s •

Inversement, prenons pour point de départ la série de

LAGRANGE, qui figure au second membre de (9), cette séri e

est uniformément convergente dans le domaine Lo (r-b),

1 Mémoires de l'Académie de Berlin, année 1768, p . 275 .

2 C . RAMas : Algebra og Fnnctionslxre, p . 108-112 ; Copenhague 1840 ,

ScHLÖMILCH : Compendium der höheren Analysis, t. II, p . 102, 3 e édition -

Brunswick 1879 .
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où b est une quantité positive arbitrairement petite, ce qui

donnera, en vertu de la formule (18) de l'article VI,

ao = A o

s= n-1
17-5)I s

an

	

-
n !

	

Ln-s 1 An-s .

En second lieu, nous avons à regarder cette autre séri e

de LAGRANGE

(13)

	

F (x)

	

An log (1+ x))'
n =

convergence est déterminé par la con-

où r désigne le rayon de convergence de la série de puis-

sances (2) ; on voit que le domaine en question contient

toujours le point x = O .

Supposons, dans ce cas, la série de puissances (8) dé-

veloppée comme suit
s c.o

f (x) =~ As (log (1	 x)) s ,

s = 0

nous aurons, en vertu de la formule de LAGRANGE

1

	

R{ //n-1

	

/
x	 	

! ~ l )An -=
72 ~

- Dæ K
log (l

+
x)) x s= o

d'où, en appliquant la formule de LEIBNIZ, puis introduisan t

les dérivées indiquées dans la formule (12) de l 'article VI ,

Ao=ao

(12)

dont le domaine de

dition

(14) log (1+x) 1 c r ,

(15)

s+l a,~ S ~
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tandis que les formules inverses deviennent, en vertu de

la formille (17) de l' article VI ,

ao = A o

s=n-1

41 (-1)s(n -s)! s
an

	

n-s .
Il !

s '= U

IX.-Applications diverses .

Soit par exemple

(17)

n =

(1) f(x)

	

exx1

	

2
n=i

(	 1)niBnx
2
n

(2n) 1

	

Ixl < 27i,

où les Bn sont les nombres de BERNOULLI, l ' identité évi-

dente

f (x)
log (1+ (éx -1))

e x	 1

donnera, en vertu de la série de MERCATOR ,

(2)
	 x=1(- 1)n

(ex-1)n ,ex1 fff~~~~((( Ti + 1

développement qui n'est applicable que dans le domain e

K,(1), tandis que la série de LAGRANGE en question repré-

sente d'autres fonctions dans les autres domaines Kp (1) .

Dans ce cas les formules générales (11) de l 'article pré-

cédent donnent, après une simple réduction, la formul e

(3)
(n

2n

! (n -1) _41(C;: zs
BS

s = 1

due à SLÖMILCHH 1 et retrouvée par A. RADICKE 2; dans

i Archiv de Grunert, t . 9, p . 334 ; 1847 .

2 Die Recursionsformeln far die Bernoullischen Zahlen, p . 15 ; Halle
a . S. 1880 .
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l'article XIV nous avons à déduire, par une autre méthode ,

une généralisation très étendue de la formule (3).

Quant aux formules générales (12) de l'article précédent ,

nous aurons ici une expression explicite des nombres d é

BERNOULLI, savoir
s =

(4)

	

(- 1)n-1 Bn =
s

et la formule récursive

(- 1)•s(2n -s)1
gn -s } 12n- s + 1

49

1)s(2n-s-{-1)! s

2n-s+2
~Yn-s-F2 •(5) 0 =

Étudions, comme second exemple, la fonction

1

	

a $ 1
a ex

	

a-l (ex -1) '

	

'
(g) f (x) -

1

il résulte la série de LAGRANGE

(7)

applicable dans l'ensemble de tous les domaines Ky (r), où

nous avons posé pour abréger r = I a	 11, car la fonction

f(x), dont il s'agit ici, admet la période additive 2iti:

Posons, conformément à la formule (4) de l'article VII ,

n= w

(3)

	

1	 q). (a) xn

a-ex

	

n 1 (a- 1)n+1
>

n =ll .

il résulte par conséquent, en vertu des formules générale s

(1.2) de l'article précédent, pour cp n (a) l'expression

S=11-1

(9)

	

cp a (a) -

	

(ns) ! Gn-s-I-1 (a 1) s ,

formellement différente de celle indiquée par la formule (5)

de l'article VII, tandis que la formule inverse deviendr a
Vidensk . Selsk . Math : fysiske Medd . II, 12 .

	

4
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s=n-1

(10)

	

n !

	

(- 1) s Cri pn-s (a) (a	 1) s
,

s = o

formule qui est très curieuse, comparée à la formule (6)

de l'article VII .

Revenons maintenant à la formule (9), puis posons,

conformément à l'expression (10) de l'article VII ,

(11)

	

yn (a) = co + ci a 1 c2 a2 + . . . + Cri- I a"- 1 ,

nous aurons immédiatement

s= o

et le coefficient de la puissance (n-r-µ)r` qui figure dans

cette expression deviendra

s= o

de sorte que nous aurons finalement

	

(12)

	

c, =Al (-1)µ (n
µ
	

1) (n-r-µ)" ,
µ= o

ce qui donnera, en vertu de la formule (8) de l'article VII ,

Cr = Cn-r-1 ;

c'est-à-dire que nous avons démontré la proposition, due à

SCHERE ' :

La fonction yn(x) est un polynome réciproqu e

du degré n-1, savoi r

(13)

	

xn~1 ~n
(-

x
)

	

yn (x) .

EULER 2 a calculé les huit premiers des polynome s

yu (x), savoir

Journal de Crelle, t . 4, p . 302, 1829.
2. lnstitutionès calculi differentialis, p . 485-486, Pétrograde 1755 .

Cr

s=n-r-1
r+s

	

-
-+

S
1(-1)S (n-r-S) ! &r+-sr S )

s= n

(
	 1)µI(,	 s)

(lt;I s S)

	

(-1 1.,(jl µ 1) ,
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~Po (x) = 1

'Pl(x) = 1

y2 (x) = x	 1

~Ps (x) = x2 + 4xi 1
T 4 (x) =x3 	 11x 2 -f- 11x± 1

frps(x) = x4±26x3 +66x2 +26x--f-- 1

T6 (x) - x 5 -+-57 x4 -}-302x 3	 302x2 ±57 x-{- 1
y7 (x) = ;0+120 x 5 -}-1191 x 4 +2416 x 3 -{-1191 x 2 120x-hl .

Désignons, comme ordinairement, par T1, les coefficient s

des tangentes, l'hypothèse a = -1 donnera, en vertu de (8) ,

	

Y2rt--I (-1)

	

( 1) n-1 Tn

	

'Po (- 1) - 2 ,

	

(P2n (	 1) = 0 ,

de sorte que nous aurons, en vertu de (9) ,
s= 2n-2

(14) (- 1)n.-1 Tn =L

	

1) s (2n -s 	 1)! 2 s Cn-s
s - o

s=-21n-- 1

(15)

	

0 =L (-1)s (2n -- s) ! 2 s
s =

tandis que la formule (10) donnera de mêm e
< n-1

)S 211-2S-1 Ts +1 C11 .
s

La formule (14) est due à LAPLACE . 1

Nous avons encore à développer la transcendante entièr e

f(x) = e "T ,

où a est une constante quelconque ; les formules générale s
(11) du paragraphe , précédent donnent, dans ce cas ,

s -n-1

An -2, (- Ils an- .S

s

	

a\
J

	

C, n =
l2

	

n ,
s= O

1 Mémoires de l'Académie des Sciences pour l'année 1777, p . 109--
110 (1780) .

4*
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de sorte que nous aurons la série de LAGRANGE, valable

dans le domaine Ko (1) ,

(17) n

évidente du reste . Quant aux formules (12) de l 'article

précédent, nous aurons, en changeant le signe de a,

S

s

savoir la formule de STIRLING, mentionnée dans l'article III ;

on connaît plusieurs démonstrations modernes de la for -

mule (18), par exemple celle de CAUCHY .

Cherchons encore, dans la formule (17), le coefficien t

de la puissance a n, il résulte le développement

(18) +1 co ,z-s (a) ,

s =co
	 (- 1) s Ci+s

(ez- 1)n -I-s
,(n+s) !

(19)

savoir la formule (17) de l 'article VI, ce dernier développe-

ment est aussi valable dans le domaine Ko (1) .

Les deux séries de LAGRANGE qui figurent aux second s

membres des formules (17) et (19) sont intéressantes, parc e

qu'elles donnent des développements d'une transcendant e

entière d 'après les puissances d'une autre transcendant e

entière, et les séries en question représentent des fonction s

différentes dans chacun de leurs domaines de convergence ,

propriété analogue à celle des séries de FOURIER .

X.-D'autres applications .

Nous avons encore à étudier deux autres application s

des formules générales développées dans l'article VIII ,

1 Résumés analytiques, p . 34 ; Turin 1833 .
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applications qui mettent en pleine lumière la nature trè s

singulière des polynomes de STIRLING .

Combinons tout d'abord les deux séries de puissances (1)

et (7) de l 'article VI, posons dans la première de ces série s

a - -log (1+t) ,
il résulte

(log (1I0)x-F1

	

n

t

	

- 1+(x+1)

	

(-1)"±'tl.)n(x)(log (1+f))n+1,

-

tandis que la dernière des séries susdites donner a
n

(log
(1T

f)Jx 1

.1

	

1 (x r-1)

	

(-1)r~+ l ,ii (x+n + l) to+i .t
,

Cela posé, nous aurons, en vertu des formules générale s

(17) et (18) de l 'article VI ,

s= U

(1) .tMx i- n +1) =
(12-s -f-l) !

(n+
1) ~ C1+1 Y 1T -S (x) ,

s
`
= 	 n

(1 bis) t~n(x) =
.L.2

(-1)s(ns+1)!
n-s+zl,r-s(x+n-s+1) ,

0

	

(Il +1) 1s _

ou, ce qui est la même chose ,

(2) 11)n (x	 ~n+l) = t,b„(x) + n-s+l) lN-1( ► 2 ) 1 ~n (x) ,
s -

n +1) -

s-2) 11)n-s (x -}- n - s +1) ;
s= 1

dans les deux dernières formules il faut supposer naturelle -

ment n>1 .
Étudions ensuite le développement

n	

(3) (1 - a)---'X =�2 CPn(x) (eu_ ,
) `~

n
n= O

ou, ce qui est la même chose,
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-

(3 bis)

	

(1- log (1 +a))-'a))-x

	

(x) a rr .

n= 0

c'est-à-dire que la série (3) est applicable dans le domain e

Ko (1) .

Différentions par rapport à a les deux membres de la

formule (3 bis), puis multiplions par a 	 11, il résulte pou r

les y ni(x) l'équation fonctionnelle

(4) x ~Qn(x + 1 ) _ cp R+1(x + n G7 n(x ) ,

tandis que les formules générales (11) et (12) de 1'articleVll I

donnent

(5) c 'n (x)
s o

s =R-1

	

(5 bis)

	

~
iS)

	

On (X) _u ~
J
R-s=-I Tn-s (x) ,

s = 0

c'est-à-dire que p R (x) est un polynome du degré n par

rapport à x, et divisible par x, pourvu que n ? O.

Posons

	

-1

	

rt-l '
(6) Øn (x)

	

= an , 0
XIL +an, 1 xn + . . .+ an, r x

	

+ . . .±an , n-I x ,

il résulte, en vertu de (5) ,
s= r

(7) an r
=~

(-1)8 cn en-s ,
s - o

ce qui donnera

(7 bis)

	

an, o

	

1,

	

an, i = O .

Supposons maintenant, dans (7), r > 2, puis introdui-

sons au second membre les polynomes de STIRL NG, nous

aurons

an,, . = n () -1) . . . (n-r)((1+(-1)r) r-1(n- 1 ) +

sr-1

(8) +

	

(- 1)s (n - s)11s-1 (n -1) tl) r_s_ i (n - s

1)s
%rn 0) t2 -s (x)

s=i
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ce qui nous conduira à étudier la fonction

gr (x) _ (1	 (-1)'') i r (x) -

s- o

go(x)
_

0 ,

1) s (x- s) ~s (x) ~r•~t-i (x - s- 1

parce que nous aurons, pour r > 1 ,

(10)

	

an, r --= l1 (n -1) . . . (n - r) gr-1(n

	

1) .

Quant aux polynomes gr (x), remarquons que les for-

mules (4) et (5 bis) donnent les- formules récursive s

s r-2

(11) C1n ~1 ,

	

an, r (l'-1) an, r-1 =_11r s ) an sr ~~ 9̀
S

s= o
s

(11 bis)

	

i n --f~ C -s-FS an-s, r-s ,
s= UU

de sorte que nous aurons, en introduisant les polynornes

l hrn (x) et gm (x) ,

(x+ 2) gr (x+1) - (x-r) gr(x) + 1' gr-1(x) =

s(12) 1

	

-r-2(x- s) gs (x)

	

_
( -' i) I

+S=
.o

	

(r-s) !

il)r (x) = gr (x) .+

1) s (x-s) gr- s-1(x- s)~~s (-x+s -1)+

dans ces deux formules il faut supposer r 2 respective -

ment r> 1 .

On trouve par exemple

1 .

	

1

	

5x -~-4
go (x) = 0, gi (x)

	

3

	

9'2
0. ) _

	

41 7 g3 (x)

	

'
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ce qui donnera
n

	

n
\

1an , o = 1, an,l = 0, an,2 = 3 ), an,3 =

	

4 ! ,

(n) 5n-1
an,4 = 5

	

3
que nous auronsde sorte

(Po (x)

(x)

(P2 (x)

IP3 (x)

(P4 (x)

Y5 (x)

= 1

= x

- x'

= x3 + x

- x 4+4x'̀-x

- x' + 10x'- 5x' + 8 x
(6 (x) = x6 +20x4 	 15x3 + 58x2 -26x.

Soit, dans (5), x = -1, on aura généralemen t

(13) (Pn(-1) = (-1)n(n-1)! ,

formule qui peut servir comme contrôle des calculs pré-

cédents .

Quant au polynome gn(x), on voit que son degré est

toujours inférieur à son indice . Or, une étude plus profonde

de cette question nous conduira beaucoup-trop loin ici .

En dernier lieu, poson s
n =oc.

(14)

(L
a)

-x-~ (

1)n~Z

(x) an

	

l a l C
2

'

,t= o

l'identité évidente

(1	

2

	 ea
)
-x 11	 1	 ea\ x

donnera la série de LAGRANGE
,E'=

(14 bis) (-1)
(ea_ 1)„,

n=o

	

J

valable dans l'ensemble des domaines Kp (2), parce que la

fonction, dont il s'agit ici, admet la période additive 2ni .



Recherches sur les Polynomes de Stirling .

	

5 7

Cela posé, il résulte, en vertu des formules générales

(11) et (12) du paragraphe VIII,
s	 =n-1

(15) cpn (.x) =L ( 2)s @n-s+1 mn-s (x)
s o
s
`
~n-1

~
(15 bis)

	

con (x) _

	

2 s C;1 cp n-s (x) ,
s= o

tandis que nous aurons l'équation fonctionnell e

(16) ~Pn-I-1(x) = 2x cp„ (.x) - x cpn (x i-1) ,

obtenue immédiatement en différentiant par rapport à a

la formule (14), puis appliquant l'identité évidente ea =

(e n+1)-1 .

Posons ensuite, conformément à (15) ,

(17) ~pn(x) = an,ox" +an,lxiil+ . . .+an,px 1z P+ . . .+an,nix,

il résulte, en vertu de (16),

an+i, o = an, - 1

an +1, r - an, r
(18)

tandis que les formules (15) donnent respectivemen t

s =7'

(19)

	

an, r =
S

	

r-S( 2)s C--s-1 Cn- s
s= o
s- r

(19 bis) Cn
r

=- .1 s
2 G„

	

r-s .
s= O

On voit que les coefficients an, ,•, dont il s'agit ici, sont

de la même forme que ceux de l'exemple précédent, d e

sorte qu'il existe une expression analogue à celle indiqué e

dans la formule (10), mais le polynome g,•(x) correspondant

est toujours du degré r par rapport à x. On trouve ici
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.n~

(3 )
nl3n 9

1 , an , l '( 2 ,

	

s=

	

4

et les premiers des polynornes y,, (x) deviennen t

=

• = x

• - .x 2 - x

• = x 3 -3x2

•

	

= x' 6.x 3 + 3x 2 -}-2x

x 5 -10x1 +15x3. 10x 2 .

Remarquons que l'équation fonctionnelle (16) donnera

cil+i (0) _

	

cpn ( 1), yn (2) = 2y,, (1) - ~Pn+1 (1) ,

il résulte, en vertu de la série de puissance s
71=,.0

1

	

41(on Tn a2n- 1

1-{-e a

	

2 +

	

(2n-1)!22n , ~
a l< 21 ,

n= 1

où les Tn sont les coefficients des tangentes, les valeurs
numérique s

~P2n (0) - (--1)n Ta ,

	

~p2n } 1(0) - 0

(20) ry'2,1(1) =-L o

	

(? 2n+.1 (1) = (-1)n Tn { 1

72n (2) = (--1) n-1 Tn-{-1 , (11 2n+1 (2) - (-1)n 2 Tn+1 .

On voit que ces formules donnent, en vertu de -(15), des

expressions explicites des coefficients des tangentes, expres-
sions que j'ai étudiées dans une autre occasion . '

Posons, dans (14), x =	 1, il résulte cette autre valeur
numérique

(21) cpn(-1) = (-1)n 2 n
-1

1 Annali di matematica (3) t . 19 . p .197-200 ; 1912 .



TROISIÈME PARTI E

Les polynomes de Stirling.

XI.-Évaluation des valeurs numériques .

Dans nos études suivantes sur les polynomes de STIRLIN G

nous appliquons indistinctement la définition élémentaire ,

à l'aide des nombres de STIRLING, et la définition transcen-

dante, à l'aide des deux séries de puissances (1) et (7) de

l'article VI .

Les recherches plus profondes sur les polynomes 1,1 (x)

exigent des valeurs numériques qui sont des conséquence s

immédiates de la définition élémentaire .

En premier lieu, la formule (7) de l'article V, donnera

(1) 11)1L (11+1)
2

= n+
2

(1 bis) 1)n (n --h 2) =

	

1

	

1
~ ~ +++ . . . +n+3 1

II + 2 I,

tandis que la formule (7 bis) du même article nous con -

duira à ces deux résultats
(

	

1 )n
(2 )

	

n (- 2) - (n +2)
!

n n{ 2 _ 1)
(2 bis)

	

~n (- 3) - ( 1 (n 3)

En second lieu, il est évident que l 'équation fonctionnell e

(3) (x	 1	 2)Il).(x+1) = (x--n) 1)n(x)+(x+1)y'n-1 (x)
.

nous permet de déterminer d'autres valeurs numériques.
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En effet, prenons pour point de départ les expression s

(4)

	

1) 2n-1 (0) - (
1)n-1Brc
(2n)

	

2n (0) - 0, n

	

1 ,

indiquées dans les formules (9) et (10) de l'article V, nou s

aurons, en posant, dans (3), x = -1 ,

(5) *2n-1(-1) -

	

(-1 ) = 0, n > 1
(2n) ! 2n '

	

2"

	

'

tandis que la valeur

(6)

	

2n(0)

	

(	 1)n-i(2n-1)B,' '

(2n) ! 4n

	

ii > l '

indiquée dans la formule (10 bis) de l'article V, donnera,

en vertu de la relatio n

N. (0) = - (2n --f -1) 11ån (-1) + 2n-1(-1) ,

tirée directement de (3) ,

(6 bis)

	

in (-1) - (-1)tt-1 Bn .
(2n) ! 4n

Soit ensuite, dans (3), x - 0, la formule (4) donnera

(7)

	

(1) - (	 1)(2n(2n)n!-21)Bn

	

n > 2 ,

(7 bis)

	

1)2n (1) = (- 1)i-1B`I

	

n > 1
(2n) ! 2

	

'

	

'

tandis que nous aurons

1) ( l ) = 2

	

ßi ( 1 ) = 24 '

Posons, encore, dans (3), x = 1, nous auron s

3*„ (2) - - (n-1) 11)n (1 ) + 2 11 n-1(1)

d 'où, en vertu des formules (7) ,

(8 )

	

2 n (2) _ '2n-1(1) -
(-1)n (2n-1)Bn

(2n) ! 2
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(8 bis) i 2n_1 (2) _ (	 1)n-1(2n-1)(2n-2)Bn	 (-1)"B,	 1

2n! 6

	

(2n-2)!3 '

où il faut supposer n > 2 . Quant aux valeurs exclues qu i

correspondent à n = 0, 1, 2, un calcul direct donnera

10(2 ) = 2 ,

	

1(2 ) = _3 ' 42(2) = 8
.

Étudions maintenant les coefficients an, r du polynom e

11),7 (x), savoi r

(9) ` 11(x) = an,ox n I an 1xi-1~- . . .+an , .xn r + . . . an, n ,

nous avons, déjà dans l'article V, indiqué les résultat s

(10) an, e = (n
+ 1) !

272+1 '

(11) agn-1, 277-1

	

(`(2n) !
	 Bn

,

1

agn, 2n = 0 ,

	

n

a 27î, 2n-1
(- 1)n-'

(2n--1)B77

(2n) t 4n
n > 1 .(12)

Déterminons encore la valeur de

agn 1, 2n-2 = i1) 0-1 (0) ;

à cet effet, prenons pour point de départ la formul e

1-114n (x) - (x +1 ) x (x - 1) (x 2) . . . (x - 2n + 1 )211-1 (x ) '

tirée directement de la définition de 4)11_ 1 (x), savoir la

formule (2) de l'article V. Appliquons ensuite le déve-

loppement

(x--I-1)x(x- 1) . . .(x- 2n-+-1) _

2n-1

	

2n-2

	

2n-1)
2- c2n x + (Cin - c2n x I •

il résulte, en vertu de (9) ,

11f4n(x) =

	

C.' 2n-l a2n-1 ,2n-l x +

((C2 n
2n-2 a"- 1

	

2n- 1
) a2n- 1, 2n-1 - C+2n a2n- 1, 2n-2 x2
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de sorte que les deux derniers coefficients de l'expression

T on (x) - a2n, 0
x4n __ a2n, i x41-1 +. . .--f - a2n, 4n-2 x2 -]- a2n, 4n-1 X

deviennent

a2n, 4n-1 = (2n --1) ! a2n-1, 2n- 1

a2n, 4n-2 - (
Cr

-2- (-+n--1)!) a2n-1, 2n-1- (2n -1)! a2n-l, 2n-2 .

Cela posé, nous aurons évidemment

(	 l )n-1 C 2 Bn
n a2n, 4n-2 _

	

(- 1)nBn -- (2n) ! a2n-1, 2112,2
(2n

	

1) .

d'où, en vertu de la formule (13 bis) de l'article IV,

2n-2

	

s=n- i
(13) (-1)n-i (2n)!azn-l,2n-2 = (

2nc'll)1
BnB

s
s- 1

ou, ce qui est la même chose ,

J

	

(-- 1)n-1(2n) ! qit-i (0) -
s = n- 1

(13 bis)

	

1

	

1

	

1

	

1

	

~Bs Bn_s
2

	

3 4 . . .+
2n
	 1 Bn } 	 	 2 s

s= 1
dans ces deux formules il faut supposer naturellement n > 2 .

L'expression ainsi trouvée pour a2n-r, 2n-2 montre claire -

ment que la nature des coefficients a,, , , . est très compliquée ;

dans l'article XIV nous avons à étudier, d ' un autre point

de vue, les coefficients a2n-1, 2n-2 .

Quant aux coefficients an, ,., remarquons encore que les

expressions 1) 11 (1)	 ibn(-1), formées en vertu des for -

mules (5) et (7), donnent immédiatement

( i )n-1 Bl

	

t t

a2n-l, a--f- a2n-i, s-{- . . . -}- CG 2n-1, 2n-2 =

	

(2n) 14n

a2n,1-f+ â in, 3 H- . . . + a2n, 211-1 =

	

(2n !) 4

(-1)" (2n -1) (n-1) Bn

a2n, 0 -i- a2n, 2 *-	 1 a2n, On =

	

(2n) ! 4

(--1)n-1 Bn
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(-1)'' (2n -1) (n -}-1) B„a2n-1, 1+ a2n-1, 3+ . . . + a2n-I, 2n-I =---
(2n) 1 41i

Il saute aux yeux que les valeurs numériques, qu e

nous venons de démontrer, montrent clairement que le s

coefficients an , i- sont intimement liés aux nombres de

BERNOULLI, mais qu 'ils sont d 'une nature beaucoup plus

compliquée .

Revenons maintenant à l 'équation fonctionnelle, (3), pui s

posons x+n au lieu de x, il résulte

(x n+2) .1 ii(x+n+ 1 ) =x n(x±n)+(x+n+1.)4n-i(x+n) ,
formule récursive qui donnera immédiatemen t

S
`

= n

(14) (x+n+2) ~,, (x	 n+1) = 1+x •LÛ)s(x+s) ;
s= o

posons, dans cette dernière formule x = 0, puis x = 1 ,

nous retrouvons les formules (2) .

XII.-Applications des nombres de Stirling .

Le calcul direct des polynomes de STIRLING étant très

compliqué, nous avons à développer une suite de formules

récursives qui nous permettent de calculer successivemen t

les polynomes en question .

En premier lieu, remarquons que l 'introduction des

polynomes W2 . (x) nous permet de généraliser beaucou p

les formules numériques (3) de l 'article II . A cet effet,

écrivons, en vertu des formules (7) de l'article IV, la pre-

mière des formules en question sous la form e
s- r

~(-1)s T2,•-2s (n+p) w2s(- n

s-o
s =

P-S) (n +1)- T2s (p- 1 )~
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je dis que nous aurons tout d 'abord l ' identité algébrique

où y désigne une variable complexe quelconque, tandi s

que n est un positif entier fixe, mais arbitraire du reste .

En effet, l'équation algébrique (1), du degré 2r par

rapport à y au plus, admet comme racines toutes les valeur s

de la forme y - n +p, où p est un nombre entier plu s

grand que r.

Cela posé, nous aurons l'identité algébrique beaucoup

plus générale

-1) s T2s(x) T2r-2s(y)

=LI(-1Y' (x+ y-S 1) x, ._s W2s(x +J)1
s= o

	

r -s )

où x est une nouvelle variable complexe quelconque . En

effet, soit y un nombre fixe, l'équation (2) admet comm e

racines x = -n -1., où n désigne un positif entier quel -

conque .

Soit maintenant, dans (2), y - 0, le premier membr e

se réduit à son dernier terme, de sorte que nous auron s

la formule récursive
s = r-1

(3) (1	 (	 1) r ) W2r(x)

	

(- 1 ) 8 (x r.

S

S 1) xr-s 2s(x) ,
s o

d ' où, en introduisant, en vertu de la définition (2) de l'ar-

ticle V, les polynomes de STIRLING, puiS posant r+1 au

lieu de r,

-1)s T2,• -2s (y) w2s (- n 1) =

-n-Sl (n--1 /\r-s ty2s(t~ -n-1) ,r-s l

(1)
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xr+ I

(-1)r ) (x-r) iPr (x) =
s=r-1.

,1(-l)S(x

s)
(r-s)

l

.
s= 0

où il faut supposer naturellement r > 1 .

Posons ensuite, dans (2), y = x, puis supposons impair

le nombre r, le premier membre de la formule en questio n

s 'évanouira, et nous aurons, en remplaçant r par 2r+ 1
et xpar

x
,

s= 2 r

(5)

	

4r+2(x)

	

l)S (x-2s+i

	

)
2

~`
~1W4,-2s(x) ,

s-0

	

`

	

Jl
ce qui donnera, pour les polynomes de STIRLING ,

(x - 2r) 1 1) 2r (x) _ =
s = 2r- 1

Quant à la formule (3 bis) de l'article II, savoir

(6) -

	

x2r+I

.>r 1+(x
-2r s+1)( x~s+,l)2i- s_i(x) .

(2r}1)[2='+

	

(s~1) ! -

	

2

	

4

s o

s = r211(
1 ) s 11-12 (n) ilf2r-2s (-- 12 -p

s= 0

-nous poson s

n=x, -n p-l-J, -P- x+ y + l ,

et une simple réduction donnera l ' identité algébrique
s=r

	 1)8
q-'2s (x) t112r- 2 .s (J)

s = O

_1)r-s (x+ uI.-s
-F-1)

(x-r- 1 ) r-5 qf
2s (x +J+1 ),

.s= o

-où x et y sont des variables complexes quelconques .

Posons, en premier lieu, y = -1, il résulte

Vidonsk . Seisk . Math .-fysiske Medd . II, 12 .

	

5

P+ 1'- l
r-s )(''+IY-sw2s( p ,

(7)
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s=r- 1

(8) (1	 ( 	 1)')11'2r(x)

	

( l) ~r	 S ) ( x + l ) ,_sT2s(x) r
s= o

d'où, en introduisant les polynornes de STIRLING, puis.

remplaçant r par r 1 ,

( 1 +(- 1 )r ) * r (x )
r-1

- (x+l)' -~(
. 1)S(x+1)	(r+1) !

	

_ 0

	

(r s) 1

où il faut supposer naturellement r > 1 .

Soit ensuite, dans (7), r un nombre impair, l 'hypothèse

y = x donnera
S = r

0

	

(2x -s±r
(x+ 1 )

'-s
2s (2x + 1 ) ,

s=oo

d 'où, en introduisant 2 -

	

au lieu de x, 2r	 1 au
lieu de r,

s =

( 10) T4r-l-2 (x) _ x

	

S

	

'r -- s -r 1

2r-s(x
+~-\

	

lY2s (x ) r

s- 1

de sorte que nous aurons pour les polynomes de STIELIN G
s =	 2r- 1

(11)2r

(x)

	

(x	 1)2'

	

(_ 1
) .s j

	

1 2t'- s

(2r+1)! 22r+'

	

`,

	

J '1)s (x) -

I1 est curieux, ce me semble, que les formules récur-

sives, tirées de l'identité (7), soient des conséquences immé-

diates de la théorie des polynomes symétriques, nous l e

verrons dans l'article qui suit . De plus, posons, dans

l'identité (21) de l'article VI, y - 0, nous retrouvons pré-

cisément la formule (9) .

Quant aux quatre formules récursives, ainsi obtenues.

pour les polynomes de STIRLING, il est évident qu ' elles

nous permettent de calculer les 4)2,• (x) à l'aide de i .S (x),
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où s < 2r, tandis que ces formules ne présentent aucu n

moyen pour le calcul des 1Nr+i(x) à l 'aide des polynome s

précédents . Pour obtenir des formules récursives de ce

genre nous posons, dans (2), x _ -1, puis introduison s

x+1 ait lieu de y, ce qui donner a
s -

(
\

/
\

r

J

-

~

i

~2r (x--~- 1) - w2, (x)

	

Ix-S+1\
~2S (x) .r-s

s= o

Appliquons ensuite l'équation fonctionnelle (8) de l'ar-

ticle IV, puis remplaçons r par r+1, il résulte finalement
S=I'-- 1

( 12 )

	

r W 2r -~(r-s	 1+1) IV" (x) ,
s= o

ce qui donnera pour les polynomes de STIRLING, Si nous

remplaçons encore une fois r par r+l ,
s = r-1

1

	

(x-s), (x)
(13) (r+1)tr(x)

	

(r+2)!
,
L1 (r.-s+1)! .

Une autre formule de ce genre peut être déduite d e

l'identité (2), en y posant y = -1, puis remplaçant x par

x	 11, ce qui donnera, en vertu de l'équation fonctionnell e

(8) de l'article IV,

(x-r+3) 'P-2r(x)

f

	

s=r

(14) x
s±I

+1 (x+ 1 ) 5 1P27•-28 (x) ,

d'où, en introduisant les polynomes de STIRLING, puis

posant 0-1 au lieu de r ,

formule qui est plus compliquée que la précédente .

(x-,'-{-2) 'q), .(x) =
(-,)

(rr

-

--

1(

2)

x 	 1) a -I-

I

(17/
I

	

r1 _ s- I
1 )

	

(x -1- 1 ) s
(x

	

s)

5"
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XIII.-Applications des polynomes symétriques .

Remarquons que le polynome du degré n

f(x)

	

(x++1)(x++1)
. . .(x+n+1) '

ou, ce qui est évidemment la même chose ,

1

	

n-1

	

r

	

n-r

f(x) - xn+cj++l + . . . ` (n +1)r + . I (n + l)n

est symétrique, savoir qu'il satisfait à l'équation fonctionnell e

f(-x-1) = (- 1 )n f(x)

les formules générales, valables pour les polynomes symé -

triques 1 , donnent immédiatement, dans le cas spécial dont

il s'agit ici ,

(1) (1-(-1)

r

) cn-Fi = )s
(n
	 s) (n+ 1 ) 7•

-s

C,t-h i

s=2r

	

O Gn i2+
1 =1(__ 1)s

(
n-s

) (n
	 1),,_s+1

C s2

	

2 s -~-- Ir -

	

s=0

	

2

r

(

2 r %- t(-1 Cn-~-t -
(n+ 1) (n- 2r) v

2

	

tl-I-1

s = r- 1

1(- 1)s (n - 2s +

2l'	 2s 1 (n +1)2r -2 s

	

C4-iiBr-s ~- I

s=U

(-
t

Cn-~-L =1 )2r}I
-

	

s

	

n- 2s

	

n~- -1 \ 2t•-2s-}-1

	

1) (2r-2s -+-1) ( 2 /

	

GRT,-s I I

	

,

où les Bs et les Ts désignent les nombres de BERNOULL I

respectivement les coefficients des tangentes .

On sait que ces quatre formules sont équivalentes, de

sorte qu'une seule de ces formules entraîne nécessairemen t

1 Voir mon Traité élémentaire des Nombres de Bernoulli, article s

XXI et XXIV .

(3)
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les trois autres . De plus, il est évident que les formules en
question permettent de calculer les Cn+4;1 à l 'aide des Cn+t
aux indices inférieurs .

Cela posé, la méthode ordinaire donnera immédiate -
ment les identités algébriques

69

1)r-s w 2s (x)

8=2 r
~

	

s

	

x

	

S

	

- 1
~4r+~ (x) -

	

(-1) ~2r-s-+-1)
(X+

2
)2r-s T

2s (x)
e= 0

(	 1 ) r W4r 'r 2 (x) - (x-~- 1 )~x	 21')
T4v (x))

s=r-1

=~(-1 )8(x -2sH_ 1) (x_I l)2-28 Br-8 1174+2
(x)I

(-1 )r

	

(x) _

1 8

	

x- 2s
)

(	x+ 1)2r-28-I -1
- ) 2r-2s+1

	

9

	

TT-8+1 W 4s (x),

où x désigne une variable complexe quelconque, ce qu i
donnera pour les polynomes de STIRLIN G

I

	

8=r-

(9 ) ( 1 -~(-1 ) r ) 1,)r(x) _ (x l)r-~(-1)s(x+1)r-
s

(r + 1 ) !

	

(7 -s) !

	

-8 (x)

s - 2•-y

_ (x + 1 ) 9r	 -~ (	 1)8 l~Js(x) lx+ 1)2r-8
(2r-0) r 22r+1

	

s-o

(2rs)

	

2

(- 1 )r (2r(x) x9 l 1 2r-.1 (x)) -

1)
8 (x+ 1) 2

r
-

2s(2r - 9s) 1

	

~Br' ~23 {x)

(6)

(7)

(8)

(10) 11
,2,(x)
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(- 1 ) r ~2r (x )

s = r-1

-~

(-1)s Ts
(2r- 2s-1) (

s=o

T,+1
(x	

i
1)2r

(2r--1)1 22r+ 1

(x_,-1 )2r-2s-1

2

	

11)29 il (x) .

Il saute aux yeux que la dernière de ces quatre for -

mules récursives est la plus simple, parce qu'elle perme t

de calculer l 2s(x), seulement A. l'aide des 1)2r+1(x) qui cor -

respondent à des indices inférieurs . On voit du reste que

les formules (9) et (10) sont identiques à (9) et (11) d e

l'article précédent .

Soit x = 0, il résulte, en vertu de (9), (10), (12) ,

< -
2

r-1
=(

1)s-1(r -fi) B S

s=i '

(13)

(14)

	

2r

(15)

'2r	 1~ 2s
B\ 2s

	

2

	

s

	

2

	

s_1

	

2 s

TTT1

s= 1

s =21, (21'+1 ` 22r-2s ~~r s

	

,2s

	

/II

s0

1)s-1

tandis que la formule (11) ne donne qu 'une nouvelle dé -

termination de la valeur numérique 4)2r_1(0) .

La formule (13) n'est autre chose que la formule ré -

cursive de JACQUES BERNOULLI I , faussement attribuée à

MOIVRE 2 respectivement à JACOB' 3, selon que r est sup -

posé pair ou impair ; la formule (14) est due à EULLR 1.

Revenons maintenant aux formules récursives contenan t

les polynomes W2m(x), puis posons x = -n -1, où n

1 Ars conjectandi, p .97 ; Bâle 1713 .
2 Miscellanea analytica ; Londres 1730 .

3 Journal de Crelle, t . 11, p. 265 ; 1834 .

4 Opuscula analytica, t . II, p .264-265 ; Pétrograde 1785 .
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désigne un positif entier, il résulte, pour les nombres d e

STIRLING de seconde espèce,

-1

(16) (1-(-1)r) Ln+1 =~(-1)s
(n +s+ 1

	

8

-s ) nr-s

s = 2r

formules qui sont analogues à celles indiquées pour le s

nombres de STIRLING de première espèce, et que l 'on peut

déduire aussi, à l 'aide de la théorie des polynomes symé-

triques.'

XIV.--D'autres formules récursives .

Une autre classe de formules récursives peut être établi e

à l'aide de la définition des nombres de STIRLING de pre-

mière espèce, savoi r

x (x+1) (x---2) . . . (x+ P) = xp+l	 Cip-l x2' I	 . . . + Cp _1 x.

A cet effet, posons, dans cette formule, successivement

x= 1, 2, 3, . . .,n,

1 Voir mou Traité élémentaire des Nombres de Bernoulli, articl e

LXXXII .

( 17 ) Ln r-,-11 ~-~ (
3= 0

r ( 2r+ 1
(--1) L .n = 1

S = r-1

_,l
(-1)8

1

tt	 2s 1 2r-2s
,2r-2s I I

)8 I~1	
55~11 \ ( 2 )2r--8+1

n+ 1

n (l1-}- 2r j1)
Ln+1 J =2

DT-8 Ln
2a

1
-~ 1

+

(-1.) r
Ln 1 =

)s (I1 +2s+1\ n 2r-2s+ 1

21'-2s---1/ ~ 9 ~

	

7r-s+ 1 4+1,

71
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puis ajoutons toutes les équations ainsi obtenues, il résulte ,

en vertu d'une formule élémentaire bien connue,

n(n i	 1) . . .(n+p+1) -
---

	

p
1 2

`sp-F1 (n) + 4+ 1 Sp(n) + . . . + Cp+1 .S 1 (n ) ,

équation numérique qui est applicable, pourvu que n

soit un positif entier quelconque, et qui est par conséquent

équivalente à l ' identité algébrique

x(x+1) . . .(x+p+1 )
p+ 2

~p+2 (x) + CpTl cep+1 (x) + . . . + Cp- 1a)_ (x) ,

où x désigne une variable complexe quelconque .

Cherchons maintenant, dans cette identité algébrique ,

	

le coefficient de la puissance x

	

F2, il résulte, pourvu qu e

2 < r < p

(1)

Cp ; 2 _

	

p+1	 Cp + 1

p -i 2

	

p	 r+ 2

	

2

<
- 2~(1) 8 B8

2s
/p	 r+2s
\

	

2s	 1
1 r-2s

I Cp+ 1
s

le cas particulier r = 1 conduira à une trivialité, tandis

que l'hypothèse r = p-{-1 donnera la formule de ScHLÖ -

MILCH
p+ 1

(2)

	

2p+
4 = / ' l 1 ) s-1 Bs

Cp 2s 1

1 ,

savoir la formule (3) de l'article IX .

Revenons maintenant à la formule général e

éliminons, en vertu de la formule récursive

Cp+2 - Cp+1 -{- (P--F 1)

(1), puis
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le nombre Cp +2, il résulte, après une simple réduction ,

r CP+l - p(p-r	 2) cl
p 1	 2

	

2p+ 4

	

-l
+

(3)

	

< z
(1)8 (p-- S-) 2S +1\ B8

Cp+l s
~

,

~ 5

équation numérique qui est valable, pourvu que p soit un

positif entier plus grand que r-1, et qui est par consé-

quent équivalente à l'identité algébriqu e

où x désigne une variable complexe quelconque, la valeu r

x = -2 étant exclue, mais multiplions par x+2 les deux

membres de la formule en question, il est évident que cett e

valeur de x est aussi applicable .

Quant aux polynomes de STIRLING, il faut, dans (4) ,

étudier séparément les deux cas qui correspondent à des

valeurs paires et impaires de n . Appliquons ensuite les

valeurs de 4. (0), indiquées dans l'article Xl, il résult e

finalement

) 1) (x-r) il), (x) =
x (x

2r+1) vr__l (x) -(x+ 2)r(O)+

(o)

	

2 ~_ 1)8 (x r + 2s)

1 (x+ 2) .~

	

2s) i

	

B8 tp r-2~ (x) ,

où il faut supposer naturellement r > 2 .

Posons encore, dans (4), x = -p-l, où p désign e

un positif entier plus grand que 1, il résulte, pour le s

nombres de STIRLING de seconde espèce ,

r T2 r (x)

	

x (x + r - 2) T2r-2 (x)

x+ 2
	 =	

2x	 4

	

+

< 2
- r +2s+ 1 1

2s

	

J i3,• T
2r-4s (x) ,
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l' C;+1 _ (p +1)(P-j'+3) 4
P   1

	

2p	 2

Ç 2

1(-t)B (P+2s1'
1 ) Bs eis ,

formule récursive qui est analogue à la formule (3) con -

cernant les nombres de STIRLING de première espèce .

Revenons maintenant à la définition transcendante de s
polynomes de STIRLING, la formule (22) de l'article VI

donnera pour y = 0

(x+2)(x+1) _
s=-r-1

(x + 1 ) (x) + II), (0) 11 (x +1)

	

ßs(0) Ur-s-1(x) ,
s= o

d'où, en éliminant, en vertu de l ' équation fonctionnelle (3 )

de l'article XI, la fonction lr

,,

(x± 1) ,

(r +1)
1tt

1' r (x )

2(_1)IB,( 7 )

	

5±1 r-1(x)

	

(0) + (x+1) s _1 (2s)I

	

r-28 (x) ,

formule récursive qui est analogue à (5), mais plus simple ,

parce que le facteur de 11,(x) est une constante .

Or, on voit qu'une combinaison de ces deux formules

conduira à une relation encore plus simple . En effet,

multiplions par x + 2 les deux membres de (7), pui s

soustrayons (5) de la formule ainsi obtenue, il résult e

2-j-1 )x-j-1) ~r-1(x)-I-

(8)

+(x. + 2)

( r + 1 ) ( r + 2 ) -Mx)
T

s
(- 1 )s (r	 2s+1) Bs

(2s)
i

	

11)1-28 (x)

Il est évident que cette dernière formule récursive con-
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duira à des relations numériques intéressantes . Soit, en

premier lieu, r un nombre impair, savoir r = 2n -1 ,

l'hypothèse x = 0 donnera

s =n-1

(9) n (2n +1) B. =

	

2n- 2s) ris Bns ,

où, ce qui est évidemment la mème chose ,

s = n-1

(10)

	

(n

+

	 1
2

Bn -fs/
(2n2-s 1

) B, 13,, .
a- 1

Écrivons maintenant dans l 'ordre inverse les termes

qui figurent au second membre de cette dernière formule ,

nous aurons
s =n-1

(10 bis)
(n +'T) Bn =

2n 1 ,

2s-1) Bs Bn-~ ,

d'où, en ajoutant (10) et (10 bis) ,

8=n-- i

(11)

	

(2n+1)

	

n
~~ Bs Bn-s ;

cette formule est due à EULER 1 , et il est évident qu'ell e

est équivalente à (10) et à (10 bis) .

En second lieu, posons r = 2n, puis différentions pa r

rapport à x les deux membres de la formule ainsi obtenue ,

nous aurons, en posant x = 0 ,

(2n-}-1) (2n-}-2) ~ 'sn(0)

(-1)n B. , 9

~ (210! 2 1

(n + 1 ) ~2nr1 (0) + Y2,1 (0) Î
(-1)s (2n- 2s+1) Bs

û~n-2s (0 ) ,(2s) ,

	

-

d'où, en multipliant par (2n)!, puis appliquant les valeurs

numériques indiquées dans l'article XI ,

1 Opuscula analytica, t . II, p .266 ; Rétrograde 1785 .
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(2n-{-1) (n . f1) (2n 	 1)B.	 2n +1
Bn + (-2n

	

2
=n-1

( )B B Bn_s .2n-2s

Appliquons ensuite la formule (9), il résulte finalement
8=n-1

(12) (-1)n(2n)!1~2n-1(0) = 2i~+1Bn-2s} Ba Bs,
= 1

expression qui est formellement différente de celle qu e

nous avons développée dans la formule (13 bis) de l'ar-

ticle XI. Or, ajoutons les deux formules en question, i l

résulte

1 \. . .+- 13n -

((2n)

	

~ B 8 Bn-s
2s -1 ,

	

2s '

cette formule récursive pour les nombres de BERNOULLI ,

' très curieuse ce me semble, est certainement nouvelle .

Nous avons encore à étudier le cas particulier de la for -

mule (23) de l 'article VI, qui correspond à y - 0, savoir

2n j

Bn-}-i(x) - (x-{-1) •~

	

1)8 IN (x ) Bn-s (x)

(15)
	 (x+ 1) •-1)s û,(x) B2,,, (x) ,

~- o

tandis que l'hypothèse n impair donnera de mêm e

(13)

1

	

1

	

1
1(+± 3

-

13 2n,+ 1 (x) = (2x- 2n -1- 1) l1)2n (x) -I-

s = 2n-1

2n) -4-1 (0 ) +)n-1

s = n-1

_ (x+l)n(x)-(-1)'aIn(0)-(x+1) ~ ( 1)8 Is(0) 4n-s-1(x)
s= 0

appliquons ensuite la formule (7), il résulte pour n pair
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B2n (x) _ - 2n 11)2n-1(x) +

s = 2n-2

(x +1)
.~

(-1) 8 11)8 (x) B 2 -a-1 (x) .

s= 0

Dans ces deux formules, il faut supposer n > 1 .

Différentions maintenant par rapport à x les deux

membres de (15 bis), puis posons x = -1, nous aurons

2n ~
'
y~ `'2n-1

	

1) _

d'où, après une simple réduction,
=n-

1

	

B Bn-s
(-1)n 2n . (2n)! tl2n-1 (-1) _

	

( l	2s	 8	 2s
ou, ce qui est la même chose ,

s=n-12: 2n -1	 B8 Bn-S
2s

	

2s (2n

savoir
s=n-1

(-1)n (2n)! 11)2n-1(- 1 ) =

	

(2n-11 B8 Bn~s
2s-1) 2s(2n 2s) '

ce qui donnera finalement le résultat numérique curieux
s =n-1

(16) (-1)n (2n) ! t'2,1. (--1)
= 2

1 N I (2n \ 13 9
.

	

\ 2s / 2s (2nBn	 2s)
s= 1

analogue à (12) du reste . Ajoutons ces deux formules,

nous aurons

(17) 1~2n-1 (0)	 2n 2n-1(-1)

	

(	
1) n (2n+1) B

n ,(2n) ! 2n
ce qui donnera, pour les coefficients a2,1 , g du polynom e
11)2n-1 (x),

s=2n-3

(18)a288 1 2n-2

	

(-1)2nr

	 1s-1) a
2n+1, 8 = ((2n)
	 rBn

s=0

	

'

l 2s +1 (- 1) B2n-2s-2 (- 1) ,

8= 1

(-1)n (2n)! ~2m 1( 1)

	

- 2s) '
s=1
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d 'où, en vertu de la formule (5) de l'article XI
s=22-3

(19)

	

(s + 2)
a

2
n-1,

	

(-1)n-1(n+1)(2n+1)Bn
.

(2n) ! n

Ces résultats numériques montrent clairement que le s

coefficients compliqués an, T sont intimement liés aux nom-

bres de BERNOULLI .

XV.- Expressions explicites .

La littérature extrêmement riche qui traite plus ou

moins profondément les nombres de STIRLING, présent e

plusieurs expressions explicites des nombres susdits .

CAUCHY I a par exemple pris pour point de départ

la formule (18) de l'article VI ; introduisant, au premier

membre, la série de puissances de la fonction exponentielle ,

puis appliquant la formule polynomiale, il obtient un e

expression explicite de mais cette expression es t

parfaitement inapplicable pour un calcul pratique . Remar-

quons que la même méthode donnera, en vertu de l a

formule (17) de l ' article susdit, une expression explicite

de C .
SCHLÄFLI

2 a donné d'autres expressions explicites de s

Gp	 but this law is a very complicated one - dit CAYLEY 3

et avec raison, parce que SCHLÄFLL exprime les Cn par des

sommes multiples . Or, les formules de CAYLEY ne disent

rien sur la nature des nombres Cf, et c'est la même chose

pour les expressions, formées à l ' aide des déterminants, don -

nées par VON ZEIPEL . 4 C 'est pourquoi nous avons à établi r

Exercises de Mathématiques, IIl e année, p . 145-147 ; Paris 1828 .

Journal de Crelle, t . 43, p . 1--22 ; 1852 .

Quarterly Journal of Mathematics, t . 3, p .308 ; 1860 .

Annuaire de l'Université de Lund (en suédois) 1870 .

s=
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d'autres expressions explicites des polynomes W2n (x)

des 1 (x) .

A cet effet, prenons pour point de départ l ' identité

f(x) = x (x+")

	

(	
n

	

x

	 ~sl (_

)) s -o J

où f(x) désigne un polynome du nième degré par rap-

port à x .

Étudions tout d'abord la fonction W 2n(x), les valeurs

numérique s

W2n(0) 0, W2n(-1) = 0, W2n(-S) _

	

s > 2 ,

donnent immédiatement, en vertu de (1) ,
s= 2 n

2nß

	

(-1}s 1 2n) n

x+s s
~3

On voit que cette formule est un peu compliquée, parc e

qu'elle n 'indique pas directement que W2n (x) est divisibl e

par le produit

(x-1) (x-2) . . . (x-n+1) ;

c'est-a-dire que nous aurons les formules numériques
s=2n

(3)

	

2: (-1)8 (2a) o .,
= 0

	

1 < r < n-1 ,
r+s s

tandis que la valeur

11J 2n (n) = C
:

1 1 = n 1

donnera de même, en vertu de (2) ,
s=2 n

(3 bis)

	

(a 1() Î)	
n i

(2n) !

	

(T~1SR (2S J ~$

6= 2

Il saute aux yeux que la formule (2) ne donne aucune

expression simple des polynomes N (x) . Or, appliquon s

1 Voir mon Traité élémentaire des Nombres de Bernoulli, articl e

VIII .

(1)

s= 2

s=2
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l'identité (1), les valeurs numérique s

1)2n(0) = 0 , 1)2n(-1) = 0 ,

)n (-s)
_ (-1)n-1 (s 	 2) ! (Sn + 1

donnent immédiatemen t

(x+

	

s =2n
(4)

	

n(x) =
x

	

2n) `' (-1)8(211) (s-2)! 8nß 1
2n /IL x+s s /I (2n+s) !

s= 2

Quant à 11>2n-1 (x), il résulte de même, en vertu de s

valeurs numériques

.)2,n_ I(0)

	

(	
1 )nBn

(2n) !

	

' 1~2n-1 (-1)	
(211) ! 211 '

indiquées dans l 'article XI, l 'expression explicit e

)2n-1(x)

	

x(x

2n

2n-
1 1) ((

1) (21)! ~(2x( +l)
+21t)

(4 bis)

	

s`= 2n-1
(-1) s (2n-11	 (s	 2)! Sen

s-2 x--s

	

s f (2n+s	 1)!) ,

expression qui est plus compliquée que (4) . Dans la for-

mule (4 bis) il faut naturellement supposer .n 2 ; soit

n = 1, la somme qui figure au second membre est à

supprimer .

Appliquons maintenant les valeurs de 11r 2. (0) et de

y2n(-1), indiquées dans l 'article XI, il résulte, en vertu

de (4), les deux expressions explicites des nombres d e

BERNOULLI :

s= 2n

(5)

(5 bis)

	(-1)3 r 4n 1
d''41 =

(-1)n-1(2n-1) (4n
)-1) s 2n- s

	

4n

	

2n Bn

	 8	 (
4n

	

2n-~-1

	

( 21 n-1 411

>-1)2 s \2n
s)

~s

	

=	 ~2n) Bn ,

s>2,
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d'où, en soustrayant,
s= 2n

6 '	 (-1)3( 4n ) ~2n11

	

(-1)ßx (4n-11O

	

(s-1)2 s' 2n	 S ~8

	

2n

	

2n J Bn .

Quant aux polynornes W2m(x), la formul e

W2,n(x) _ (xH-1)x (x-1) . . . (x-m+1)li),n_1(x)

donnera immédiatement, en vertu des formules (4), des

expressions explicites, dont celle de T4,,(x) devient un peu

compliquée .

Revenons maintenant à la formule (4) de l'article VI ,

savoir

C a
-a \~:

	

+~(x
+l` /1	 å ')r

r

	

1 (̀
nous avons démontré, dans l'article susdit, qu'il existe ,

pour une valeur fixe niais quelconque de x, un nombre

positif k, tel que la série qui figure au second membre

est uniformément convergente, pourvu que lai é k, de

sorte qu'il est permis d'ordonner formellement, d'après des

puissances ascendantes, de a, la série en question .

A cet effet, appliquons l'identit é

s=2

s=r
/ 1-eh1 -
\

	

a (-1)
( r ) (1-B

a
J
l `

s

	

a

	

~

il est évident que le coefficient Ar , n de la puissance an,

provenant de ce terme, deviendra, en vertu de la définitio n

(1) de l 'article VI,
=r

1)8-1 ( rs ) S	 	 S-1) ,(7 )

OU, ce qui est la même chose ,

(7 bis) Ar, n =
r(1(1+1)

1
s = 1

Vidensk . Selsk . Math .-fysiske Medd . If, 12 . 6
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ce qui donnera l ' expression explicite de IP,i-1(x) :

2;8=n (x+s)

±

A 3, n,

	

n

	

1 ,
s

Cela posé, cherchons, ail second membre de (8), l e

coefficient a,. de la fonction ihn_1 (-r-1), il résulte, en

vertu de (7) ,

(8)

	

(x + 1 ) 1),.,_I (x) _

(	 1)r-1 l,
s =

}

n-r

L..l
(r+s) (x+s s

rar =
s= o

ou, ce qui est la même chose,

ar - (-1)9`I 1.

s =n-r
(x±r+s)

s
8= o

de sorte que nous auron s

ar

	

(-1)r-1 (x+r) (x n 12 1 1 ) ,

savoir

ar = --

ce qui donnera

) r-1r (x	 1 1)(x
x +r + 1

n+1) (n \

n

	

r ~

1 ~n 1 (x) _
=n-1
	 1)S (s+1) ( n )

nrl(-s- 2
x

	

) .
+ + ~

n + 1
n

Appliquons ensuite les formule s

1,1 n-1 (n+s	 1) _ (	 1)n-I

(
1

2 n
	 S 	

s)
1)gns 1

il résulte finalement, en vertu de (9) ,

s=n-1

( 10) , n-1(x) -
con

(x + 2)

	

(- 1 )s (2n)
	 Gn-s } 1

(2n)1

	

s x+n-s+l '
s o

d'où, en vertu des valeurs de iNn_ 1 (0) et 1- 1212-1(-1), les

expressions explicites de nombres de BERNOULLI :
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(-1)n-1 (4n)
(11)

	

2n + 1 ~2n~

==2n-1 2n

-~(-1)s
(4n)	

n2n s+ 1
s= o

s =zn

(11 bis)

	

( 2n)n
(2n) Bn =

tandis que les valeurs numérique s

lY2n(0) = 1IJ2n(-1) = 0

s J 2n-s

2n- 1

donnent de même

o -	 2n- 2

( 12 )

	

0
_

	

(- 1) (4nL2n-s
s

)-2
2n	 s=o

2n
a (4n1	 ~2n-s+ 1

(12 bis)

s = 2n- 2

0 = Al (-
a=o

~2n-s
s

	

2n-s-1 '

Revenons maintenant à la formule générale (10), un e

simple réduction donnera

11f 2n (x)
=

~Il
+

l

	

2n	
x+n -s+1 '- (x	 n-}-1)

\

(13)

d'où, en supposant x égal au positif entier p > n ,

(14) i
Cp

n
+

p+n + l ~HP-n + 1)\ 2n

s=n- 1
~

	

(2n1	 Gn-s	(_1)g
s /1 p 	 n -s-{-1 ;

o

cette formule, due à SCHLÖMILCa . 1, représente évidemment

l'expression explicite la plus simple connue pour les nom-

bres de STIRLING de première espèce .

1 Journal de Crelle, t . 44, p . 352, 1852 . Compendium der höheren

Analysis, t. II, p . 28, 3 e édition, Brunswick 1879 .

6"
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XVI.-Séries de polynomes 11),,(x) .

Remarquons que la série de puissance s

T(1-e_ 1
a - i

	

(x+1) .

	

11)n(x) an+ I

o
a son rayon de convergence égal à 2 n, il . résulte, quel que

soit x,

(1)

	

lim . sup . I )n(x) I =
1

n-co

Or, il est possible d'obtenir des résultats beaucou p

plus généraux, concernant la valeur de iYn (x), pour ri

extrêmement grand . En effet, soit CT la circonférence, pris e

dans le sens direct, du cercle 1 x 1 = r, où r < 2rr, l'inté-

grale de Cauca-iY donnera

(1

e-a -x-1

	

21ni

	

t)-x-l dt
a )

	

2xi .

	

(t-a) t-x-1 .

Supposons maintenant SJt(x) < 0, l'intégrale curvilign e

susdite a un sens pour r - 2 n et représente par conséquent

la fonction analytique dont il s'agit, ce qui donnera

(x+ 1) I,bn.(x) - 27r i
(1-

	

dt

tn-x
C2 Tt

d'où, en posant t = 2xeei

.2 n

(2) (2n)'b-x(x+1),L(x) -

	

(1-e
27[e ° % \-x--l C~x-n+I)Oid

0 ,
o

1

de sorte que nous auron s

(3) (2n)n ' I(x + 1 )tn(x )I <

	

1(1-P.
2neea)-x-l

e lxle de ,
0

parce que nous avons supposé 51(x) < 0 .

Éludions maintenant l'ensemble

	

des valeurs de .x

qui satisfont aux deux conditions
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SJt(x)< -b < 0, I x I< p ,
où b et p sont des nombres positifs, dont le premier es t

arbitrairement petit, le second arbitrairement grand, l ' inté-

grale définie qui figure au second membre de (3) a, dans

l'ensemble une valeur maximum M, ce qui donnera ,

quel que soit l ' indice n,

(5 )

	

4(x+l) n(x)I <	
M

(2n)n

où nous aurons évidemment, pour b très petit, M > 1 .

Cela posé, prenons pour point de départ la formul e

récursive

( rz + 1 ) l.Yn(x)

< 2

= x 2
+I y~n-i(x) ~n(0) +

(x+1)

	

(

	

µ

(2µ)

Bµ
l~n-2µ (x) ~

u =

savoir la formule (7) de l'article XIV, puis appliquons la

formule eulérieiine bien connue

Bµ (2O2µ

	

(11

	

1	 1

	

1
	 = 2	 +	 +	 2	 + . . .I = 2s2 ,

(2µ)t

	

1 21 '

	

2 21 '

	

3 µ

	

/

	

µ

nous aurons immédiatement, en vertu de (5) ,

(6) (li + 1 )( 2TC )n I~?n(x)I < TM+(2TC)n n(0)I + 2M
.

µ
Soit maintenant n un nombre pair, on trouvera

2n(0) = 0

s 2µ ~sz

	

< t ,

ce qui donnera, en vertu de (6) ,

(2 :r)2n I t 2n (x) I < n M .

? Introductio iu analysin infinitorum, t . 1, 13168 ; 1748 .

(4)

< 2

i
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Soit, au contraire, n un nombre impair, nous aurons

(2 Tr)2n-I -l I .11)+1 (O) I = S2n +2

	

so

\

	

2n
27. -- 2g

Tr

- 12 <
Tt

'

de sorte que nous trouvons, dans ce cas 1 ,

(2 t)2n+1 1 1)2n+1(x ) I < ai M,

de sorte que nous avons démontré la proposition suivante :

1 . Supposons que la variable x appartienne à

l'ensemble le polynome 11)n(x) satisfait, que l

que soit l'indice n, à l'inégalit é

(7) (2it) n . I y'n(x) l < zM,

où M désigne la valeur maximum de l'intégral e

définie qui figure au second membre de (3) .

Soit plus généralement * l'ensemble des valeurs de x ,

déterminées par les deux conditions

(8) SJt(x)<-r-b, IxI<p ,

où r désigne un positif entier, nous aurons évidemmen t

(9) I x+r•I < Ix+r-1j < . . . < Ix+ll < I x l

(9 bis) I n-xl > l a	 x +ll > . > In-x+rd > n.

Cela posé, nous avons à démontrer la proposition

générale :

II . Supposons que la variable x appartienne à

L'ensemble les polynomes de Stirling satisfont,

quel que soit l'indice n, à l'inégalit é

(10) (270 4 In(x) I
< (27c 1) r pr-1 X112

72 7

1 Nous supposons M > 1, ce qui est évident ; or, désignant par M

le plus grand des nombres 1 et la valeur maximum de l'intégrale qui

figure au second membre de (3), on voit que les résultats suivants sont

exacts, parce que la valeur numérique qui figure au premier membr e

de (7) est plus petite qu'une constante fixe .
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Étudions tout d'abord le cas r = 1, l'équation fonc-

tionnell e

(x+2) 4>n(x+1) - (x	 n) t1)n(x)-f-(x-E-1) l?,1 (x)

donnera immédiatement, pourvu que x $ n ,

(11 ) I i{)n(x)I <
I(x+2)tn(x+1)I +I(x+ 1 )In-1(x ) l

In-x l

Or, remarquons que les deux nombres x et x + 1

appartiennent tous deux à l ' ensemble , pourvu que x

appartienne à

	

il résulte, en vertu de (7) ,

(27r) n ' I n (x )I < (2ir+1)IM

ce qui donnera immédiatement, en vertu de (9 bis), la

formule (10) pour r = 1 .

Supposons maintenant valable, dans l 'ensemble Lm ,

l'inégalité

(12) ( Z TE)n liN.(x )I <
(271+1)m p m- 1 rr M

(2Tf) n 11 1,)n(x)I <
(2Tr+1)m+l p m rUM

	

(21r+1)m+l pm im M

I n-rn-x lm+1

	

m+i

Quant aux valeurs positives de A(x), désignons pa r

Er l'ensemble des valeurs de x qui satisfont aux deux

conditions

n=1n-f-l-xlm

puis supposons que x appartienne A l'ensemble i l

est évident que x+1 appartient toujours à l'ensemble gy m ,

de sorte que la formule est applicable si nous y rem -

plaçons x par x +1, ce qui , donnera, en vertu de (11) ,

(2 ~)n I 11) n (x) I <
(2 g +1)m pm ?rM

	

1

	

2 t
<

	

In-xi

	

\I n-m-x I Th + In	 rn+1-xl m
/ '

Øe sorte que nous aurons, en vertu de (9 bis),
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(13) r	 1-b < 9t(x)

	

r-b, Ix) < p ,

où r désigne un positif entier, nous aurons cette autre

proposition, supplémentaire à la précédente :

III. Supposons que la variable x appartienn e

à l ' ensemble Er, les polynornes de Stirling satis-

font, quel que soit n, à l'inégalit é

(14) (2r)n 1i,,(x)I < ( 2r+1) r nr rM.

Étudions tout d'abord le cas, où x + 1 appartient à

l'ensemble Ei , il est évident que x doit appartenir à l'en -

semble

	

savoir satisfaire aux condition s

-1-b < %(x)

	

< 0,
Ixl

< p ,

de sorte que l'équation fonctionnelle des yin (x) donnera

immédiatement

( 2

	

111). (x-f- 1)I <
(2r)nl

IN (x) 1
+ l x+21

~(x I 1)lZ-1(x)l ,

et nous aurons par conséquent

l x +21 > lx+11, Ix+21 > p- 1

I n-.xl < n+p < (p-1)n .

ce qui donnera

(2n) r`~1n(x+1)I < nrM+2n2 M < n(2n+1)rM ,

savoir la formule (14), pour r = 1 .

Supposons maintenant vraie la formule générale (14) ,

puis supposons que x'H-1 appartienne à l'ensemble Er+ i ,

de sorte que x est évidemment situé dans l'ensemble Er, .

nous aurons par conséquent, en vertu de (15) ,

(2 r) n lvn(x+i)I < (27 1)7+1nr+lrM,

et la conclusion de r à r +1 est établie .

n-x
x+ 2
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Combinons maintenant les deux propositions II et III,

il résulte le théorème général :

IV . Supposons loci < p, les polynomes de Stir -

ling satisfont, quel que soit l'indice n, à l'in -

égalit é

	

(16)

	

(2T) n I tN (x)I < (2r+1)P 11 P pP-l M.

Cela posé, il est très facile de démontrer cette autr e

théorème :

V . Soit

(17)

	

lim . sup . Van! = o < 27r ,
n = ~

la série de polynomes de Stirlin g

(18) F (x) = a o tk0 (x) + a1111(x) + . . . + a,, tl)n (x) + . . .

est absolument convergente, quel que soit x, e t

uniformément convergente, pourvu que I x 1 < K, d e

sorte que F(x) est une transcendante entière.

La convergence absolue de la série (18) est une con -

séquence immédiate de (1) et (17), tandis que la conver-

gence uniforme résulte de l'inégalité (16) .

Quant à la série (18), elle ne peut jamais converger,

pourvu que q > 2r, tandis que l'hypothèse d = 2r, exige

des recherches ultérieures .

Posons par exemple, dans la formule

1

	

a -x-1

	

aa = o0

\ a ~

	

= 1 + (x + 1) .

	

)n (x) an+l

n 0

a = 2ri, la série ainsi obtenue est absolument et uniformé -

ment convergente, pourvu que x appartienne à l'ensemble

2 , de sorte que nous aurons
n-ar,

(	 1) n (9r)2n 11)2n(x ) = 0(19)

n=0
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n - m

(-1)n (2 r)2n+2
*2n+1

(x) - x
+
	 1

n= 0

formules qui sont valables, pourvu que 3t(x) < 	 2 .

Supposons maintenant remplie la condition (17), puis

posons, conformément au développement (18) ,

(20) f(x) = a 0 + a lx + a2 x 2 + . . . + anxn + . . . ,

la formule (2) donnera immédiatement

S :(l_e 25e0i _a(x) _

	

e +)O i

de sorte que les deux fonctions analytiques F(x) et f(x)
sont liées par l'équation intégral e

,2z

(21)
( Z
	 )x F(x) = (1- e 2ne oe(x+1)0t

f` e ' Oi~
et e/f

où il faut supposer naturellement 9t (x) < O .

On voit que cette formule intégrale n'est pas applicabl e

pour les deux séries (19) et (19 bis), séries qui correspon-

dent à l'hypothèse

	

2 r .

Citons encore, eu terminant cet article, une intégrale

curviligne qui représente le nombre ~n+1 .

A cet effet, appliquons les valeurs limite s

(19 bis)

n tn+r-1
(22)

a~ p (t-1) (t	 2) . . . ( t -n)
R(-1)'-P

(

1P /

pn+r

puis désignons par C la circonférence d'un cercle ayan t

son centre dans l'Origine et son rayon plus grand que n ,

il résulte immédiatemen t

Sc (t-i) (t-2) . . . (t-n) _ ~n+1 .
n } tn+r- 1 dt

(23)

	

1
tri
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Du reste, on voit que les valeurs limites (22) donnen t

cette autre formule plus générale

(24)	 1	 ~	 n! f (t	 -I-a) d t
2 7di

	

t(t-1) . . . (t-l2)

	

s 0

où [(a + t) est holomorphe sur la circonférence et dan s

l'intérieur du cercle C.

s=n

	

ll(^ls(s/f(a +n
s) ,



QUATRIÈME PARTIE

Résultats numériques .

XVII . -Les coefficients des '1 7, (x) .

Quant aux coefficients an, r du polynome il)n (x), savoir

(1) il)n (x) = an , o x n + an, xn-1 + . . . + an, n- 1 x -{- an, n ,

il est évident que les expressions explicites, développée s

dans l'article XV, donnent des expressions explicites d e

ces coefficients .

Prenons par exemple pour point de départ la formule

(8), savoir

(

	

s=n

	

1(x + 1 ) Yn-1(x)

	

(/
` x S JS

	

As >

S = s	

r 1 (ri	 1) 1	 (rl -j- r

	

n

AS'
n

	

(n -~ r)!

	

s!

	

r-s) 8+i
= 1

puis posons s pour abrége r

(x + 2) (x- 3) . . . (x Î r) = cr, o xr-1 -j- cr, 1x7-2 -I- . . . cr> r-li

il résulte l'expression explicit e
s = p

a =n-1

con(2n)
2)

	

(-1)8( sn)x+
n
	 8	

s-{-1
,

8=0

	

/

donnera un résultat plus simple.

(2)

	

an-1,P

s= o
qui est un peu compliquée .

La formule (10) de l 'article XV, savoir

s= 1

où
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En effet, posons pour abrége r

m n (xT2) = dnkn xn-1
+ ~nk)1

xn-2 + . . . + C11n
kn ,x+ k

où il faut supposer naturellement 2 < k < n + 1, nous

aurons 8=n-1

-(1)8 (2"
)

S
~n_s_1

d,ip 8+1
)

8 - o
expression qui est aussi assez compliquée pour un calcu l

direct des coefficients an-1, p . De plus, on voit que les

expressions explicites que nous venons d'indiquer contien-

nent des nombres de STIRLING qu'il s'agit précisément de

déterminer .

Cela posé, nous avons à revenir à des formules récur-

sives qui permettent de déterminer successivement les co -

efficients an, p .

A cet effet, remarquons que nous avons déjà donné

une formule récursive de ce genre, savoir la formule (6 bis )

de l 'article V, formule qui se présente aussi sous la form e

(2r	 p T 2 aT, p . =

r =	p-1

+

	

l r-s r-H-p-2s -!- 2
= ar 1, p T aT-1 , p-1 -

	

~p-s~ p-s + 1~
ar ,

et qui n'est autre chose qu'une équation aux différence s

finies, linéaire et du premier ordre, pourvu que les coeffi-

cients
ar, 0, ar, 1,

	

. , al', p-1

soient connus pour des valeurs quelconques de r .

Or, il est évident que les formules récursives que nou s

venons de développer, pour les y)n(x), donnent plusieurs

autres équations du même genre .

En premier lieu, appliquons la formule (7) de l'articl e

XIV, savoi r

(4)

8=0
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(r'+1) II)r(x) =
~ r
= 2

_ s

- x

2

IN--I (x)

	

1',)? (0) + (x + 1)

	

(	
(2s) !

Bs ~r-2s (x) ,

nous aurons

(r+1) a r, P

< P+1
= 2

ar_I,	 P	 9ar	 P-1

	

-1)8
$8 . a r-2s, P -2s--I +

Ç 2

	

l/ 11

( (2S)
	 B.

ar-2s, P-2s ~

-

où il faut, pour p - 1, supprimer la dernière somme qu i

figure au second membre . Multiplions maintenant par 2

les deux membres de (5), puis soustrayons (4), il résult e

la formule récursive

8 o

< P+1
= 2

2

	

(-1)' B3

(2s) 1
arss, g-2a+1 +

<= 2
2

	

(-1)8
$8

(2s) !
ar2s, P -2a

formule qui permet de déterminer direçlement le coefficien t

ar, p, pourvu que les coefficients précédents soient connus .

On aura par exemple

r (r-5)	(r+1)12''+1 . 6 .

lieu, étudions la formule (13) de l'articl e

(5 )

(6)

8=p-1

(r

	

sl r-{- p

	

2s -}- 2
p ar,P

	

p
- s

	

p-s+1 ar,s +

8=1

s= 1

(7 ) ar ,

En second

XII, savoir
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(r	 1	 1) ~r (x) = (r {
	 1 	

2) ?
-~ -L

yx-rTS 11) ?r --1(x)
(s+2) 1

nous aurons de même

(r + 1) ar, p

s=p-1
ar-s-1,	 p-s

	

~ (l -5-1) ar-s-1, p-8- 1
-(s +2)f

	

(s-I-2) ?
s - o

donnera, en vertu de (4) ,

p ar, p -- ar- 1, p-1 +

r °P- 1
r -s` r + p- 2s 2

ar- 8 -1,p-8-1
p- s) p-s+ 1

	

s =p

	

s-p-1- 1

	

+
l 2	 ar-s-l, p-a

	

(2r- 2s- 2) ar-s-l, p - 	y- 1

8-1 (s+2)!

	

S=O

	

( s + 2) !

En dernier lieu, prenons pour point de départ la for -

mule (7) de l'article II, savoir

n C,n = ) (n -r + S r- s1

	

s ~..1

	

G n+l ,

ou, ce qui est la même chose ,

8 = r

x l-r2r (x -1) e (x- r + sl
-1)

	

s	 1 ) tIf2r-28 (x) ;
s =

introduisons ensuite les 1xrm(x), puis posons r + 1

de r, nous aurons

au lieu

(10) x11)r(x -1) = (x+ 1) .

ce qui donnera

(- 1 )'11)r-8(x)

	

(--1)r
(s-{-1)

	

(r+2) '

p s + 1, ar'
8

8= o
(il) '

	 1 )' ar, -s,p-s+1
(s + 1) ?

1
8 =p

.
� (-1)p-s+1 r-S (J1) 8 ar-s,p-R

(s -i-1) !

s=p
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de sorte que nous aurons, en vertu de (8) ,

=p- 1

~

	

s
r-p-f-s-+-1 '

(P+ 1 ) ar, p =

	

1) (

	

s+2

	

) ar, p $ -

s= o

< p-1
= 2

2 a r-2s -2, p-28- 1

s o

	

(2s+ 3) ?

'--s+l +(-1)s)	
(s+2)!

	

,

où il faut supposer naturellement p > 1 .

XVIII .	 Nature analytique des coefficients .

Les formules récursives que nous venons d ' établir son t

très compliquées pour un calcul successif des coefficient s

ar, p. Or, les formules en question donnent des éclaircisse -

ments intéressants concernant la nature analytique des ar, p.

A cet effet, posons, conformément à l'expression ob -

tenue pour ar , 1 ,
(1) ar	 	 P r,p 	

p

	

(1.+ 1)! 2 r+1 '

nous aurons évidemment

(2) I3 r, 1 =

	

r (r
6

5) ,

	

jar, o = 1 ,

et la conclusion ordinaire de p Å. p +1 donnera, en vertu

de la formule (12) de l'article précédent, la proposition

générale :

1 . Les nombres Pr , p, définis par la formule (1) ,

se présentent toujours sous la forme d'un poly-

nômé entier du degré 2p par rapport à r .

Posons, conformément à cette propriété de N p ,

(3) 132p (" )
ar,p

	

(r + 1) ! 2 rt1 '

(12)

+

8=0
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il résulte, en vertu de la formule (4) de l 'article précédent ,

que le polynome ß 2p (x) satisfait à l'équation aux diffé-

rences finies du premier ordre

(2x-p---2) 132p (x)'- (2x+2) P2p(x-1) -

s=p-1

x s x-f- p-2s+- 2
P ß2p (x)

-~p-S~ p 	 s}

	

ßtis (x)
5= 0

Remarquons maintenant que le coefficient as, p n'a au-

cun sens pour 0 < r + p -1, il . est évident que le poly -

nome ß 2p(x) s'évanouira pour de telles valeurs de x, de

sorte que nous aurons la proposition suivante :

II . Soit p > 1, le polynome ß2p(x) est toujours

divisible par le produi t

x(.x

	

1) . . .(x---p+1) ,

de sorte que nous auron s

(6) ß2p (x) = x (x -1) . . . (x-p +1) op(x), 13 0 (x) -- do (x) :

où op(x) est un polynome du degré p par rappor t

à (x).

On voit que cette propriété de ßlp (x) ne se présent e

pas comme une conséquence immédiate des formules (4)
Vidensk . Selsk . Math .-fysiske Medd . II. 12 .

	

7

(4)
= (2x + 2) ß2p-2(x --1)

x-1-p-2s+ 2
p-s

+1
ß28 (x) ,

s= o

tandis que la formule (6) de l'article susdit donnera l a

formule récursive

s 28+1 (x± 1 1
1) 2

	

2s /I BS p2p 4s+2 (x -2s +1) +

s 22s+1 x
-1)

	

2s Bs ß2p-4s (x - 2s) .

+ p+l
= 2
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et (5) . En effet, posons, dans (4), x - 0, nous aurons, e n

vertu de (6),

	

(~
P 2P( 1 ) =

	

f32P- 2 ( 1 )

ce qui donnera

(7 )

	

P 2p(-1 ) _ (- .1)P ,

de sorte que nous auron s

6p (-1)

	

1

P l

Supposons maintenant dès à présent donnée la valeur

I3 2p( 0) - 0, p> 1 ,

la conclusion de p à pH-1, donnera immédiatement, en

vertu de (4), l'expression générale (6) .

Quant aux polynomes ßP (x), définis par la formule (6) ,

la valeur numérique

a2P, 2p

	

0 ,

	

p > 1 ,

donnera la proposition :

III . Soit p > 1, le polynome i2,(x) est toujour s

divisible par .x -- 2p .

Introduisons maintenant, dans (4), les expressions tirées

de (6), il résulte l'équation aux différences finies du pre-

mier ordre

(2x -p-1-2) GP (x) _

_ 2(a+Ix(xp) GP (x 1)
	 2(x+1)

	

(

	

1 )

s=p- 1

lx+p- 2s -f-2
os(x) ,(p -s-- - li

qui, suppléée par la valeur numérique (8), détermine par-

faitement le polynome (x), pourvu que les polynome s

précédents soient connus .

(8)

(9)
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La formule (5) donnera de même
s =p-- I

6
p (x)

	

x-~-p- 2s--~- 2 0
) +P

	

=

	

(p_s	
11) 1

	

s(x
s= 0

- p+ 1
= 2

(-1)s 22s+1., Bs

s =1

	

(2s )
~--	 . . .~p-2s-1-1(x--s-}-1)-}-(10)

~ p
-

2
(-1)s 223+1B ,

s-1

	

( 2s) 1
~p-2,(X- 2s) .

Nous renonçons aux autres formules récursives pour

les c5p (x), obtenues des formules (9) et (12) de l'articl e

précédent, parce qu'elles deviennent aussi compliquées qu e

celles que nous venons de développer .

Revenons encore une fois à la formule (6) qui nous

donne lieu à une remarque sur nos recherches précédentes .

En effet, dans notre étude des nombres de STIRLING du

rang n +1 et de l'ordre p, savoir les Cp+1 et les en+l , nou s

avons remplacé le positif entier n par une variable continu e

x, ce qui à donné les polynomes W2p (x) . En introduisant

ensuite les polynomes de STIRLING, savoir

T2p (x) _ (s+1) x (x-1) . . . (x-p+ 1 ) 1 1)p- 1 (x) ,

la détermination des W2p (x) a l'aide des r1)p_1 (x) renferme

une factorielle du rang p, dont l'étude est précisément l e

problème que nous nous sommes proposé de résoudre .

De plus, l'étude directe du polynome 1j), .(x), savoir l'étud e

de ces coefficients a8, p nous conduira de nouveau, comme

le montre clairement la formule (6), à une factorielle d u

rang p .

Ces remarques montrent clairement qu'une étude appro-

fondie des nombres de STIRLING est un problème extrême -

ment compliqué .
78
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XIX.-Les premiers polynomes 'hn (x).

En appliquant la formule (9) de l'article précédent j'a i

trouvé les cinq premiers des fonctions 0p(x), savoi r

0 0 (x) - 1

01(x) _ x- 5

6

d (x)
	 (x- 2) (x	 11)

2

	

32, 8

1
0 3 (x) _ - 64 5 (5 x 3- 120x2 + 619 x - 336)

	 x- 4
04 (x)

	

61	 63 (5 x 3 -170 x2 + 1271 x + 150) ;

comme contrôle on aura la formule (8) de l'article précé-

dent, savoir

0p (-)

	

P 1

Quant aux coefficients des polynomes de STIRLING ,

savoir

4)r( æ) = ar, O x'• + Œr . l xr 1 -- . . . + ar , r- l x -~ ar r

_

(r-P) ! (°+ 1 ) 2'•+1 '

de sorte que les résultats précédents nous permettent d e

calculer successivement les cinq premiers des 11),(x) .

Or, le calcul des polynomes susdits peut être étendu

plus loin å l'aide des formules récursives que nous venons

d'établir, et parmi lesquelles la formule (7) de l'article XI V

est la plus commode .

En appliquant les valeurs des premiers nombres d e

BERNOULLI, savoi r

_ 1

	

_ 1

	

1

	

_ 5
B1

	

6 ' B2

	

30 ' B3

	

42 ' B4

	

30'
B5

	

66 '

1

on aura
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j'ai calculé les sept premiers des polynomes de STIRLING ,

savoir

6 1	 23 (15x 3 -{-15x 2-lOx

x(x +1)

= 6 ! 2 4 (3x2- x-0

=-
9

~	 ~ 3 (63x5	 315x 3 -- 224x 2 + 140x -I- 96)

= x (x -~-1 )

91 2 4
	

(9 x4 - 18 x 3 - 57 x2	 34x + 80) ,

ou, ce qui est la même chose,

1.

2

44'•2 (x) 48- 48

19x 2

	

x
+ 967680 72576 '

~~ (

	

x 3

	

x2

	

x

	

1
1 ° x) =

	

+384 384 576

	

720

xl

	

x'

	

7x 2

	

x
3840 + 5760 11520 1920

x5

	

x3

	

x 2

	

x

	

1
46080 - 9216 12960 + 20736 + 30240

645120 387072 5806080 +

5x4

	

23x'
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On voit que 115 (x) ne contient pas la puissance x 4 ,

ce qui est une conséquence de la valeur de 01 (x), savoir

c 1 (5) = 0 .

XX.-Tables de Stirling et de M. Bertelsen .

Quant au calcul direct des nombres de STIRLING, la

méthode la plus commode est un calcul successif, à l'aide

des formules récursives (15) de l'article I .

Abstraction faite des valeurs évidentes

C2 =1, G°-1, n>0 ,
on trouve pour les Cn :

pn=3

	

n=4

	

n=5 n=6

	

n=7 n=8

	

n=9 p
1

	

3

2

	

2

3

4

5

6

7

8

6

	

1 0

11

	

35

6

	

50

24

15

	

2 1

85

	

17 5

225

	

735

274

	

1624

120

	

1764

720

28

	

3 6

322

	

546

1960

	

4536

6769

	

22449

13132

	

67284

13068

	

118124

5040

	

109584

40320

1

2

3

4

5

6

7

8

p n=10 n=11 n=12 p

1 45 55 66 1

2 870 1320 1925 2

3 9450 18150 32670 3

4 63273 157773 357423 4

5 269325 902055 2637558 5
6 723680 3416930 13339535 6

7 1172700 8409500 45995730 7
8 1026576 12753576 105258076 8

9 362880 10628640 150917976 9

10 3628800 120543840 1 0

11 39916800 11
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p n=13 n = 14 n = 15 p

1 78 91 105 1

2 2717 3731 5005 2

3 557 .70 91091 143325 3

4 749463 1474473 2749747 4

5 6926634 16669653 37312275 5

6 44990231 135036473 368411615 6

7 206070150 790943153 2681453775 7

8 657206836 3336118786 14409322928 8

9 1414014888 9957703756 56663366760 9

1o 1931559552 20313753096 159721605680 1 0

11 1486442880 26596717056 310989260400 1 1

12 479001600 19802759040 392156797824 1 2

13 6227020800 283465647360 1 3

14 87178291200 1 4

Quant aua . nombres
S =7L

vn)+1 =

	

\ 1

n~

	

(-1)s
n

s
s= 0

nous aurons

0-1,0

	

Gp=0,

	

p>1.

= 1, p > 0

P = 2p+1- 1 .

Abstraction faite de ces valeurs spéciales, on trouver a

pour les g :

p n = 3 n = 4 n=5 n = 6

	

p

3 6 10 1 5

2 7 25 65 140

	

2

3 15 90 350 1050

	

3

4 31 301 1701 6951

	

4

5 63 966 7770 42525

	

5

l1-s)n+p ,
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p n=3 n= 4 n= 5 n=6 p
6 127 3025 34105 246730 6

7 255 9330 145750 1379400 7

8 511 28501 611501 7508501 . 8

9 1023 86526 2532530 40075035 9

l0 2047 261625 10391745 210766920 1 0

11 4095 788970 42355950 1096190550 1 1

12 8191 2375101 171798901 5652751651 12

13 16383 7141686 694337290 28958095545 1 3

14 32767 21457825 2798806985 147589284710 1 4

p n=7 n= S n=9 p

1

	

21 28 36

	

1

2

	

266 462 750

	

2

3

	

2646 5880 11880

	

3

4

	

22827 63987 159027

	

4

5

	

179487 627396 1899612

	

5

6

	

1323652 5715424 20912320

	

6

7

	

9321312 49329280 216627840

	

7

8

	

63436373 408741333 2141764053

	

8

9

	

420693273 3281882604 20415995028

	

9

Io

	

2734926558 25708104786 189036065010

	

1 0

11

	

17505749898 197462483400 1709751003480

	

1 1

12

	

110687251039 1492924634839 15170932662679'

	

1 2

13

	

693081601779 11143554045652 132 5-11015347084

	

1 3

14 4306078895384 82310957214948 114239907999.162Q, .1 4

p n=10 n11

	

p

1 45 55 1

2 1155 1.705 2

3 22275 39325 - 3

4 359502 752752 4

5 5135130 12662650 5
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p n = 10 n =II p

6 67128490 193754990 6

7 820784250 2758334150 7

8 9528822303 37112163803 8

9 106175395755 477297033785 9

10 1144614626805 5917584964655 1 0

11 12011282644725 71187132291275 1 1

12 123272476465204 835143799377954 1 2

13 1241963303533920 9593401297313460 1 3

14 12320068811796900 108254081784931500 1 4

p n = 12 n = 13 p

1 66 78 1

2 2431 3367 2

3 66066 106470 3

4 1479478 2757118 4

5 28936908 62022324 5

6 512060978 1256328866 6

7 8391004908 23466951300 7

8 129413217791 411016633391 8

9 1900842429486' 6833042030178 9

10 26826851689001 108823356051137 1 0

11 366282500870286 1672162773483930 1 1

12 4864251308951100 24930204590758260 1 2

13 63100165695775560 362262620784874680 1 3

14 802355904438462660 5149507353856958820 1 4

p n =14 p
1 91 1

2 4550 2

3 165620 3

4 4910178 4

125854638 5
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Nr. 12 . NIELS NIELSEN :

p n=14 p

6 2892439160 6

7 61068660380 7

8 1204909218331 8

9 22496861868481 9

10 401282560341390 1 0

11 6888836057922000 11.

12 114485073343744260 1 2

13 1850568574253550060 1 3

14 29206898819153109600 14

STIRLING a calculé les nombres Cp de n = 1 å n = 9 ,

il indique la valeur Cs - 105056, ce qui est faux, parce qu e

nous aurons Cs = 118124, faute de calcul qui . a été ob-

servée par BINET 2, dans son grand Mémoire sur les inté-

grales eulérieunes. STIRLING
S a aussi calculé une petite

table des nombres CA R , . il indique faussement
2	
- 461 ,

tandis que nous aurons - 462 .

Les autres valeurs numériques, données dans les table s

précédentes, sont calculées par M . N.-P . BERTELSEN ; une

partie des tables de M . BERTELSEN est publiée par feu

M . THIELE 4 qui indique, qu'une copie des tables complètes

est conservée dans la bibliothèque de l'Observatoire de

Copenhague . Or, une telle copie n'étant pas trouvable dan s

la bibliothèque susdite, M . BERTELSEN 5 m'a montré l'ama-

bilité de faire, une seconde fois, les calculs nécessaire s

pour suppléer aux résultats publiés par THIELE, concernant

les nombres s ;j .

Methodus differentialis, p . 11 ; Londres 1730 .

Journal de l'École Polytechnique, cahier 26, p . 231 ; 1839 .

a Methodus differentialis, p . 8 .
4 Iuterpolationsrechnung, p . 31--32 . Leipsic 1909 .

5 Je prie mon ami d'agréer mes vifs remerciements et pour ses
nouvelles calculations et pour sa correction des épreuves de cet article .
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Quant aux nombres

2 n
r nI -

s=n

-1)s
1 1 2s1

(n- s)ni

s =

2[;ii =0,

	

n>112
7n

	

ni- n2( n = n ! C~n +7 ,

	

1ii > n ,

savoir

ce qui donnera
21i„ =1 m>1

2f,n-n!
,

J .-F.-W. HERSCHEL '. a calculé cette petite table des valeur s

des 2a :
p n=2 n=3 n=4 n===5 n=6

	

p

2 2 0 0 0 0

	

2

3 6 6 0 0 0

	

3

4 14 36 24 0 0

	

4

5 30 150 240 120 0

	

5

6 62 540 1560 1800 720

	

6

7 126 1806 8400 16800 15120

	

7

8 254 5796 40824 126000 191520

	

8

9 510 18150 186480 834120 1905120

	

9

10 1022 55980 818520 5103000 16435440

	

1 0

p n=7 n=8 n=9 n=10

	

p

7 5040 0 0 0

	

7

8 141120 40320 0 0

	

8

9 2328480 1451520 362880 0

	

9

10 29635200 30240000 16329600 3628800

	

10

Plus Lard GRUNERT 2 a calculé une partie de cette même

table des 2[p .

1 A collection of examples of the applications of the calculus o f

finite differences, Cambridge 1820. La table de Herschel est reproduite

dans les Nouvelles Annales des Mathématiques, t . 13, p .272 ; 1854 .
2 Mathematische Abhandlungen, p . 71 ; Altona 1822 .
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