Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskab.
Mathematisk-fysiské Meddelelser. I, 15.

LA THEORIE DE GAUSS

APPLIQUEE A LA REFRACTION PAR INCIDENCE OBLIQUE

PAR

M. TSCHERNING

K@OBENHAVN

HOVEDKOMMISSIONAER : ANDR. FRED. H@ST & SON, KGL. HOF-BOGHANDEL .
BIANCO LUNOS BOGTRYKKERI
1919






EN exposant la théorie de la réfraction de Gavuss on
suppose en général que le systdme rélringent est
centré, que Dlincidence est centrale el normale et que le
diamétre du faisceau incident est trés petit. Dans la suite
je montrerai que la théorie a une application beaucoup- plus
large quon ne se le figure en général. La seule eondition
nécessaire est que le faisceau incident soit de petit diamétre.
Lorsquun faisceau étroit a traversé une surface réfringente,
il est soumis aux lois exprimées par la théorie de Gauss et
il le restera tant qu’il existe, quoi qu’il lui arrive plus
tard. — En général, le faisceau est astigmate: le point qui
envoie le faisceau.a pour ainsi dire deix images, correspon-
dant aux deux lignes focales. Un systéme optique se divise
ainsi, en général, en deux. J'appellerai le systéme qui corres-
pond & la premiére ligne focale, le systéme A, celui qui
correspond 3 la deuxidéme ligne focale, le systéme B. Les
points, distances etc. du systéme A seront marqués par le
gigne /, ceux du systéme B par le signe .

L

Surfaces réfringentes.
Remarques historigues.
On sait que ¢’est TH. YoUNG qui le premier a attiré
Pattention sur Pastigmatisme de l'ceil hbumain. On sait peut-
8tre moins que c’est également lui qui le premier a établi

les formules exprimant ’astigmatisme par incidence oblique
p gr p q
1*
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sur une surface réfringente sphérique. Ses prédécesseurs ne
s'étaient occupés que »du foyer géometrique des rayons
obliques«, ce que nous appelons la premiére ligne focale.
Youne fait remarquer que c’est en effet & cet endroit que
se forme image la plus nette d’un objet circulaire, mais
gue l'image d'une droite, coupant I'axe, se forme plus en
arriére, 4 lendroit de ce que nous appelons la deuxiéme
ligne focale. 1l établit ensuite les formules permettant de
trouver la position des deux lignes focales. On trouve les
formules ainsi que leurs démonstrations dans le deuxidme
volume de ses Leetures on natural philosophy, London
1807, p. 72—75. Je les transcris ici, en les modernisant un
peu: on a de la peine & reconnaitre ces formules dans leur
forme ancienne. '

. Je désigne
la distance de I'objet & la surface par ............... fs
- = - lasurface 4la premiére ligne focale par... f,
- — - - ~-— . -— deuxiéme — — - ... fI
, - ) )
Pangle d’'incidence par...........................L 4
langle de réfraction par ............. . ... ... ... r
le rayon de la surface par............ P R,
Tindice de réfraction par..................... e ..on

Systéme A. Soient A,, Fig. 1, un point lumineux, CS la
~ surface réfringente et A,B le rayon incident; aprés la ré-
fraction ce rayon prend la direction BP,. A,C est le rayon
infiniment voisin de A4,B, situé dans le plan passant par
cette droite et le centre de courbure de la surface, O; ce
rayon prend la direction CP,. P, est alors la premitre
ligne focale et .on a AB = f,, BP, = {,. On abaisse les
perpendiculaires OF sur le rayon incident et OG surle
rayon réfracté; on prolonge OF jusqu’en M et OG jusqu’en
H. La figure montre qun OF — R, sini, et OG = R, sinr,.
Le rapport de OF & OG est donc égal & n et le méme rap-
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port doit exister entre EM et GH qui sont les »accroisse-
ments des deux sinus par suite du déplacement du point B
jusqu’en C«.(*) On a

EM GH GH

B _EM iy G L
M A= o = F TR cosiy 8PP = G T TR, cosry
done ’

teMAE  EM f,—R,cosr,  f,—R cosr,

tgCP. B~ GH f,+R,cosi, ' f,FRcosi,

Fig. 1. Réfraction par une surface sphérique. 4, le point lumineux,
P, la premiére ligne focale. — D’aprés Tu. Youxe. ‘

Comme Parc BC est infiniment petit, on a

%ﬁﬁ - f LR Q'RI;OS % et comme 2 CKB— 2 CLB,
=} L 1

tgCKB  tgCLB [,
tgCP, B tgCP,B 2R cosr)

tgMAd . o0shy

tgCP,B ~ ficosry
Par conséquent, en combinant cette expression avec celle

done

trouvée ci-dessus, )
focosi, _  f,—Rycosr,

- —p.2 17771
fi cosry fo -+ Ry cos )

2 25 ;
(£Sl1+12 COSTry . MOOST, — COS iy 1)
fl fz 'R]
Systéme B. Soient A,B (Fig. 2), comme avant, le rayon
incident, BP] le rayon réfracté, et P le point dans lequel

ou

() EM _ dsini,  dnsine,  ndsing
GH dsinr, dsine, T dsinry T
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ce rayon vient couper 'axe. Clest la distance f, — BP)
qu’on cherche. On marque le point M, sur le rayon inci-
dent, de sorte que OM = nR,; ~ BMO est alors égal & r,,
puisque _

sin MBO._ nl, _ sing,

sinBMO R, ~  sinBMO
On a
MB = MD —BD = nR,cosr,— R,cos 1,=R,(ncosr,—cos1,),

Fig. 2. Réfraction par une surface sphérique. P} la deuxiéme
hvne focale — D’aprés Ta. YOU\IG

On trace A,£ parallelement & BP]. A E est egal i nf,

car on a
AE _ sing

AB  sinr,.

Les triangles BOP" et A,EOQ sont semblables, parce que
A E est parallele & BP] et les triangles BMO et BAE,
parce que ~ BMO — ~ BEA, — r, et ~ BOM — ~ BA.E

— i, —r,. On a par conséquent
fn E_f; e nhfy ot R, _ MB _ Ri(ncosr,— cosiy)
R, OF 2 OFE i BE R + OE ’
OF = f, (ncosr, —cos i) —
"o n’lel
done fs = fi (ncosr, — cos i) — R, ou
1 n_ ncosr,—ocosi, o
TR R ®

51 la lumiere vient du coté opposé, il faut remplacer f,
par f, et f, par f, en (1), et f, par /7 et f. par f, en (2).
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Relation des points conjugués.

On peut simplifier ces formules en introduisant les di-
stances [ocales. On en obtient les valeurs

Systéme A.
o R, cos? 1, , _ nR cos’r
h neosr,—cost  * 7 GOS T, — COST;

Systéme B.
P = B U , B — _onRy
* 2 7 COS Ty, — CO8 I
en mettant tour & tour f, et f, égaux A Vinfini.

Les formules (1) et (2) prennent alors la forme simple

FVI F! F’Y FU
i V7 1 o = 1'
A A
La relation des points conjugués peut donc, dans les
deux cas se mettre sous la forme ?—+?— — 1. — On peut

rendre cette expreqsmn encore plus simple, en désignant la

Fig. 3. Réfraction par une surfaceAsphérique. 8 le centre optique.

distance de l'objet au foyer antérieur par I, la distance du
foyer postérieur & l'image par /, (Fig. 3). On a alors f, =
L+F, f, =1, F, et I'expression devient [, — F.F,
= const. — On reconnait ces formules, elles sont identiques
4 celles qu’on obtient dans les cas d’incidence normale. On
donne parlois & la dernitre formule le nom de la formule
de Newron. Elle exprime que le produit des distances
. des points conjugués jusqu’'aux foyers respectifs
€st constant et égal au produit des distances focales.
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Centre optique.

L7 expressmn Iy + = 1 indique, pour chacun des deux
systémes , Vexistence d'un centre optique, c'est & dire
d'un point par lequel passent toutes les droites,: joignant
des points conjugués.

Soient en effet 4,83 (Fig. 3) le rayon incident, BA, le
rayon réfracté, P, le foyer antérieur de l'un des systémes
et P, le foyer postérieur du méme systéme. Tracons par P,
et P, des droites paralltles aux rayons incident et réfracté.
Ces droites joignent P, et P, & leurs conjugués qui sont a
Pinfini. S%l existe un centre optique, ce doit donc étre le
_ poiht £ point d’intersection de ces droites. £ est en effet le

centre optique, car si on trace par un point quelcongue sur
le rayon incident, 4., la droite A, 4, passant par £, 4, est

conjugué a A,: les triangles 4,P, £ et A,BA, étant sem-
blables, on a 2 = P8 g b= P encore

o Fa )l il esitte que BA, — fu' — Les tri-

T - BAL que fa- es tri-
' angles A L2 et QP A, donnent directement la formule de

NewToxN: on a % = Q-I;f ou AP -PA, = P 2P,

ou encore [, — F.F,. :

Grossissementl. Plans prineipaux.

Soient GM (Fig. 4) la surface 1efr1ngente A B le rayon
incident, BD le rayon réfracté, P, le foyer antérieur, P, le
foyer postérieur et S;4, = O un petit objet. Pour construire
Pimage de cet objet nous tragons 1°) le rayon S,P;, — aprés
la réfraction en B’ ce rayon prend la direction B"S,, pa-
rallele & BD — et 2°) le rayon 8B’ parallele & A, B — ce rayon

passe, aprés la réfraction, par P, et vient couper B”S, en
' 8,5, est Vimage de §; et 4,5, = I ést I'image de O.

Figurons nous deux plans passant par B, le premier A,
perpendiculaire sur le rayon incident, et le second, A,, per-
pendiculaire sur le rayon réfracté. §,8' coupe £, en X, &
une distance de B égale & O; §,B" coupe k, en Y,, & une
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distance de B que nous désignerons par I'. Marquons sur
k, les points X, et Y,, de sorte que BX, = BX, — O et
BY, — BY, = I'. Tragons les droites X,5,, passant par
P,, et Y,S,, paralltle & BD. S, A, est alors égal & I'. Les

[

Fig. 4. Réfraction par une surface sphérique. Construction de I’image
de l'objet O.

triangles 4,8,P, et BY, P, étant semblables, ainsi que les
triangles X,BP, et A,S,P,, on a, en désignant 4,P, par [,
et P, A, par I,

13

o F,

I Fy
Zl

Plus P'objet est petit, plus S, se rapproche de §,, 4, de
A4, et [ de I. Si.Tobjet est trés petit, on a donc le gros-
sissement '

1 Fo
0 l F;

Nous désignerons %, sous le nom de premier el /2, sous
le nom de deuxiéme plan principal '

Si Yobjet S, 4, se déplace parallelement & lui méme, S5,
glisse sur S, X, et 5, glisse sur X,S5,; lorsque S; est en X,
S est en X,; X,B est l'image de X B: I'image d’un petit
objet situ¢ dans le premier plan principal se forme dans le
deuxiéme plan’ principal; elle est de méme grandeur que
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I'objet et orientée comme lui. Par cette derniére expres-
sion je veux dire que I'image est située de telle sorte qu'on
Paméne & coincider avec I'objet en faisant subir au rayon
refracté, une rotation autour du point B, jusqu’a ce que ce
rayon soit dans le prolongement du rayon incident. -— Un
rayon, dirigé vers un point du premier plan principal, est,
apres la réfraction, dirigé, comme sil venait du point du
deuxiéme plan principal, situé en face.du premier.

Systemes optiques.
Relation des points conjugués.

Si, apres avoir traversé une surface, le faisceau rencontre

une deuxiéme surface et subit une nouvelle réfraction, on

Fig. 5. Réfraction par un systéme combiné de deux surfaces.

peut se figurer les deux surfaces combinées de manidre 3
former un systéme optique. Le systéme a un foyer antérieur,
un foyer postérieur et des points conjugués; le produit des
distances des points conjugués .aux foyers respectifs est con-
stant, comme c’est le cas pour une simple surface.

Soient 4,8, fig. 5, le rayon incident, BD le rayon une
fois et DE le rayon deux fois refracté, P,,, P, et £, les
foyers et le centre optique de la premiére surface, £y, Py,
et £, les foyers et le centre optique de la deuxitme sur-
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face! et A, un point quelconque sur le rayon incident. La
droite A,2, coupe BD en A, point qui est conjugué d A,
par rapport & la premidre surface. La droite A&, coupe DE
en A,. Ce point est conjugué & A par rapport & la deuxiéme
surface et en méme temps & A, par rapport au systéme
combiné. Le foyer postérieur de ce systéme est le point 7,
dans lequel la droite P,£, vient couper DE, car P, est
Pimage, formée par la premiére surface, d'un point, situé a
Tinfini sur A4,B, et [I, est I'image de P,,, formée par la
deuxidme surface. De méme, le foyer antérieur est le point,
I, dans lequel P,,2, coupe le rayon incident, A,B. En
mettant P,B — F,,, BP,, — F,,, DP,, = F,,, DP,, = F,,
APy =y, APy = lyy, APy = lﬁ, APy = by, IhPy, = py,
ILP,,— p, et P, Py, — 4, on a d’aprées la formule de
NEwTON

FFyy = lylyy = pid et FpFyy = Lily, = pyd,

by — Py _ Allﬁ

done
Ly _ P — ot @:Bg__l]z_“ljz___flzlzz
4 Loy d—ly L 4 Ly d—1y by’
ce qui donne

Adl = Pl oy 4, p, — Piba,

Ly

o

- l22
par consequent

A - AT = iy Pl PPy = cOnst.

l21 l22

La loi que nous avons établie pour une surface que le
produit des distances des points conjugués aux foyers re-
spectifs est constant, est done valable aussi pour un systéme
combiné de deux surfaces et on peut en répétant le rai-
sonnement montrer qu’il en est de méme pour un nombre
quelconque de surfaces. '

La figure suppose que le rayon deux fois refracté soit

1 Je désigne les foyers et les distances focales de la deuxiéme

surface, comme si la lumiére venait en sens inverse, pour garder la
symétrie des formules qu’on lira plus loin.
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situé dans le plan pagsant par le rayon incident et le rayon
une fois refracté, mais ce n’est pas une cordition nécessaire.
Il est facile de voir qu’on peut fajre subir & DF une rota-
“tion autour de BD comme axe, sans que cela change en
rien le rapport des points conjugués.

Méthode pour tronver les points conjugués.

Figurons nous deux droites, L, et L,, situées dans un
plan. Sur L, est marqué un pomt P, sur L, le point P,.
A un point quelconque, A,, situé sur L,, correspond un
point conjugué A,, situé sur L,. Les points conjugués sont
liés par la condition que le produit A,P,-A,P, doit é&tre
constant. Plus A, se rapproche de P,, plus A, s’éloigne de
P, et lorsque A, atteint' P,, A, est & I'infini; P, et P, sont
done les foyers. — Le point d’intersection des droites re-
présente deux points ’'un appartenaht & I'nne des droites,
Pautre & Pautre. Deux cas peuvent se présenter: ces deux
points peuvent &étre conjugués ou non conjugués. Nous
allons considérer chacun de ces cas séparément.

a. Le point d'intersection représente deux points
conjugués. Nous avons déja traité ce cas qui entre autres
se présente, lorsque le rayon incident rencontre une surface
réfringente ou une lentille infiniment mince. Ce cas est ca-
ractérisé par 'existence d’un centre optique.

b. Le point d’'intersection représente deux points
non conjugusés.

Soient L, et L, fig. 6, les deux droites, P, et P, les
deux foyers et %, et A, une paire de points conjugués. Dé-
p]é(;ons L, parallelement & elle méme de maniére & faire
. coincider £, avee A,. Soient L) la nouvelle position de L, et
P, la nouvelle position de P,. Tracons par P la droite 2.,
paralléle .a L, et par P, la droite A;, paralléle & L. Le
point d’intersection de ces drottes, k;, est le centre optique
correspondant & L, et L: en tragant des droites par %; on
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- peut marquer, sur L), les points A}, B, C), etc., conjugués
au points 4,, By, C; ete. sur L,. En laissant [, revenir &
son ancienne position, les points trouvés restent conjugués
aux poinis situés sur L,, car la relation des points conjugués
ne concerne que les distances de ces points aux foyers, di-
stances qui ne changent pas par le déplacement. Si on laisse
k, participer au déplacement, il prend la position k., et les
droites k,A,, k.B, ete. seront paralltles & Ak, Bk, ete.
Les points &, et &, jouissent done de la propriété des
points nodaux: si on joint &, & un point A, sur L, par
une droite, wne paralltle & cette droite, par k, coupe L,
dans le point conjugué A4, On a en effet AP, - A,P; =

. Fig. 6.

Pk, Pk, = const. parce que les triangles 4,Pk, et A, P.k,
sont semblables. Comme Pk, = Puh, et Pyty = Pihy, on a
aussi AP, APy, = P.hy - Poh,.

Si, au lien de &, et &, on fait coincider une autre paire
de points ednjugués, on obtient une autre paire de points
jouissant de la propriété des points nodaux. Il existe donc
un nombre infini de paires de points de ce genre, tous situés
sur A, et A,. Ges points sont conjugués entre eux. Les deux
systémes de points sont interchange ables: on a déja
compris que les droites L, et L, représentent le rayon inci-
dent et le rayon sortant d’un systéme optique, mais on peut
aussi bien prendre 4, et 1, comme rayons, L, et L, jouent
alors le rble de 4, et 4,, les points % deviennent les points .
conjugués et inversement. Comme il suffit de connaitre les
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foyers et une paire de points jouissant de la propriété: des
points nodaux pour trouver n’importe quelle paire de points
conjugués, on peut aussi trouver n’importe quelle paire de
points, jouissant de la propriété des points nodaux, si om
connait les foyers et une paire de points conjugués: des
droites paralleles entre elles, passant par deux points con-
Jugués, coupent A, et 4, en des points, jouissant de la pro-
priété des points nodaux. Ainsi, une droite, joignant deux
points conjugués, coupe toujours A, et 2, en des points
jouissant de cette propriété. Cette remarque nous servira
tout & l’heure. '

Pour plus de clarté, j’ai commencé par supposer L, et
L, situés dans le méme plan, mais ce n’est pas une condi-
tion nécessaire: quelle que soit la direction de L,,» on peut
toujours la déplacer parallélement & elle méme de maniére
a faire coincider ki, avec A,.

Par le déplacement de la droite L, nous avons ramené
le cas ot le point d’intersection des droites me représente
pas deux points conjugués & celui d’une simple surface ré-
ringente. Mais il faut ajouter une condition pour que les
deux cas soient tont & fait analogues. Nous avons vu (p. 9)
que dans le cas d'une simple surface I'image et ’objet sont.
de la méme grandeur, au moment o ils se rencontrent au
point d’incidence. Pour obtenir une analogie compléte il
faut donc non seulement que 'image d’un petit objet, placé
en hy, se forme en A,, mais aussi que cette image soit de
la méme grandeur que ’objet. Nous désignerons les deux
points conjugués qui satisfont & cette condition comme
points principaux et les plans perpendiculaires sur L, et
L,, passant par ces points, comme plans principaux; les
distances séparant les poinfs principaux des foyers seront
designées comme distances focales et les points %, %,
qui correspondent aux points principaux, comme points
nodaux.
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Combinaison de denx surfaeces réfringentes ™

Soient comme avant 4,B (fig. 7) le rayon-axe du faiscean
incident, BD la direction que prend ce rayon aprés la ré-
fraction par la premiére surface et DE la direction qu’il
prend aprés la réfraction par Ja deuxiéme surface. Soient
Py, Py, £y, Fiy et F,, les foyers, le centre optique et les
distances focales de la premiére surface, P, Po, 25, Fys et
Iy, les foyers, le centre optique et les distances focales de
la deuxiéme surface. Nous trouvons comme avant les foyers
du systéme combiné, If, et [, en tragant les droites P,,%2,

Fig. 7. Constructions permettant de trouver les points cardinaux
d’un systéme combiné de deux surfaces.

et Py&2,. Par [, et I, nous tragons les droites A, et 1,
paralléles aux rayons incident et sortant. Soient ky et &y les
points ot ces droites coupent la droite £,8,, qui joint les
centres optiques des surfaces. Nous allons démontrer que
ces points sont les points nodaux.

Remarquons d’abord que les points %, et £, jouissent de
la propriété des points nedaux. Les points T, et T’y olt £,2,
coupe les rayons incident et sortant, sont conjugués: la pre-
miere surface forme de 7, une image 7, située quelque part
sur £,2,; Vimage de T que forme la deuxiéme surface doit

1 11 est bien entendu qu’on ne peut combiner que deux systémes
de méme nom, deux systémes A ou bien deux systémes B.
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également étre située sur 2,2, et aussi sur DE; cest done
T, 0,2, joint done des points conjugués et doit par consé-
quent couper les droites 4; et A, en des points qui jouissent
de la propriété des points nodaux.

II reste & prouver que les points %, et &, qui ‘correspon.-
dent & k; et k,, sont les points principaux, ¢’est & dire que
I'image d'un objet, situé en %, soit de la mérne grandeur
que 1’objet. On trouve A; en faisant A /], = k,[I, et h, en
faisant Ay fl, — k£ ;. Comme 7, et k, sont des points con-
jugués, ils ont une image commune, /. On trouve cette
image en tragant 2.2, (ou %,2,). — Figurons nous un petit
objet, O, placé en f et soient [, et I, ses images, placées
en %, et k. On a (v. p. 9)

0O HP O Hp,, . HP HQ,  HP,, H2,
LR LT R ™ R T R T ony

par conséquent -

L ok T, T oh
La condition pour que I, = I, est que
He,  HBY,
Dby R A
c’est & dire que Ak, soit paraliele.a 2,8, Cette condition
est satistaite, lorsque les points nodaux sont situés sur 2,82,,

pulsque hihy est toujours paralléle & &k, (v. fig. 6). — Comme

Py O ot 1, — I, HPy P ) )
Ir For’ Te Fan = fp 01 2 HPs ~ Fa' € pom
H divise Py Py, (4, Vintervalle opthue) dans le rapport

des distances focales postérieures des surfaces.

Les plans principaux_peﬁve,nt servir a la construction de
Iimage d’un petit objet placé sur AB. Soit $,Q0, = O un
tel objet; tragons les rayons S§,G,, paralltle & AB, et S,R,,
dirigé vers I,. D’aprés ce que nous venons de dire, G, et
Ry, les images de G, et R, doivent 8tre situés dans le deuxieme
“plan principal et on doit avoir Guh, = Gk, et Ry, = R.A,.
Le rayon §,G, aura aprés la réfraction la direction /1,G,, le

0 __HL . 0 _ Ho,
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rayon S,/ aura la direction UR,, péralléle a DE, et le
s Sera limage de S,. @, Fimage de
(., se trouve en tragant k,Q, paralléle & Q1ky; 0,8, = [ est
Iimage de O. Si on se figure DE déplacé parallélement &

point d’intersection, S

elle méme de maniére & faire coincider A, avec hy, le cas
devient identique & celui de la fig. 4, ce qui peubt servir i
trouver l'orientation de I'image dans les cag plus compliqués:
Image §,Q, est toujours paralléle & Rk, comme Dobjet
8,0, est paralléle & Ry, et R, doit aprés le déplacement
&tre situé en face de R, ,

En désignant le grossissement par G, —h Ml par @,
— Ihhy par @, Q1L pav 1, [LQ, par Ly, Qi par ¢, ot
— Qoh, par ¢, on a :

L =0k
(A Q.8 /1, semblable & A &R /I, et A hyG,ll, semblable
& D QuS:11h).
Par conséquent
lez‘: @,0, = const. et (/_)1_{_@2: 1.
Y1 P2

On a déja vu (p. 11) que le produit des distances des
points conjugués aux foyers respectifs est égal & une con-
stante; on voit ici que cette constante est égale au produit
des distances focales, comme c’est aussi le cas pour une
simple surface.

Combinaison de deux systémes optigues.

On trouve les points nodaux du systéme résultant de la
combinaigon de deux systémes optiques en joignant les se-
conds points noddux des deux systémes par une droite et
en tragant des paralléles a cette droite par les premiers
points nodaux. La paralléle par le premier point nodal du
premier systéme coupe 4, en un point qui est le premier
point nodal du systéme combiné. Le second peint nodal est

le point olt la paralléle par le premier point nodal du second
Vidensk. Sclsk. Math.-fysiske Medd. T, 15. 2
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systéme coupe 2,. — Si les systémes & combiner sont centrés
autour d’un axe, les points nodaux sont situés sur cet axe.

Soient A, B,B,D.D,E (Fig. 8) le rayon-axe du faisceau,
Ry Ry, kpy, Fap, Pay et Py les points cardinaux! du premier
systéme et Ay, Bogy Kygy Kop, Pip €6 P,y les points cardinaux
du deuxiéme systéme. Figurons nous ie rayon incident, 4,74,
déplacé parallélement a lui méme de maniére a faire coin-
cider 2y, avee Ay, et kyy avec kyy. Soient A’k la nouvelle

!

direction du rayon incident et A,,E’ la direction correspon-

dante du rayon sortant. On peut considérer la droite coupée,

Tig. 8. Constructions permettant de trouver les points cardinanx
d’un systéme combiné de deux systemes optigues.

Al by ol comme 1tn rayon réfracté, analogue au rayon
ABDE, fig. 7. On obtient ainsi un systéme optique fictif.
Au moyen des constructions que nous venons d’indiquer on
détermine les points cardinaux de ce systéme; 2], &, et /7),
appartenant au rayon incident, et &, %, et [/}, appartenant
au rayon sortant. En laissant le rayon incident et le rayon
sortant revenir a leurs anciennes positions, on obtient les
véritabies points cardinaux du systéme combiné, A, &, et
Il pour le rayon incident et A, k&, et I, pour le rayon
sortant. Il est clair qu'on peut se servir de cet artifice pour
trouver les pointg cardinaux; nous avoms vu qu'on peut

1 On désigne ainsi les six points qui caractérisent un systdme
optique, les points principaux, les points nodaux et les foyers.
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trouver les points conjugués de cette maniére, et les points
I, et h; ne sont pas autre chose que les points conjugués
a Py, et H par rapport au premier systéme, comme- [, et
h, sont les conjugués & P, et M par rapport an second
systéme. ‘

D’aprés ce qui précede, il n’y a pas de difficulté a trouver
les points cardinaux par construction. Une droite par k,
paralléle & P,ok,, coupe le rayon incident en f7;. Pour trouver
ky on trace par ky; une droite parallele & %y ky,. Le point
dans lequel cette droite coupe 1y est k. On trouve /7, et £,
de la méme maniére. La position de &, et de %, est déter-
minée par la condition que hyfl, = kyfly et h, /T, = k1T,

Formules déterminant la position des points eardinanx de systémes
combinés. '

On a va que le point H divise la distance P, P,, — 4
dans le rapport des distances focales postérieures des sy-
stémes composants. On a par conséquent ‘

HPy, HP, HP,+HP, 4 Fod
o B FatFu iy P
comme %, est conjugué & H et [, & P,y on a, d’aprés la
formule de NewtoN, AP, - Hle = Fanl = [P, - 4, done
P = F—EI(F);i_LFw) P, = A =, et, en retranchant, [5A,
= F”F“ Les expressions de [LP,, et de ILh, s’obtiennent
de la méme maniére. — En désignant /,P,, et [P, par
Yy et y,, Ik, et Ihh, par @, et @, les formules, déterminant
la position des points cardinaux, sont donc

Iy 7 F Fy
e T e T
~ ~ p 3
5&}1,2&3 D — 512F21 ( )
Yo = 4 0 aT T

Ces formules sont identiques & celles qu’on obtient dans
le cas d’incidence eentrale et normale (v. TscHErNING, Phy-
sinlogic Opties, Philadelphia 1900, p. 21).
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Résumé,

Lorsqu’un faisceau étroit rencontre une série de surfaces
réfringentes, qui n’ont pas besoin d’étre centrées, les ravons
se divisent en deux sysbtémes correspondant aux deux lignes
focales. Les rayons appartenant a4 I'un comme & l'autre sy-
stéme sont soumnis 4 la loi exprimée par la formule de NEwTON
que le produit des distances de points conjugués aux foyers
respectifs est constant. Chaque systéme posséde six points
cardinaux, dont trois, le premier point principal, le premier
point nodal et le foyer antérieur sont liés au faisceau inci-
dent, tandis que les trois autres, le second point principal,
le second point nodal et le foyer postérieur somt liés au
faisceau sortant. Les foyers sont les points oll se réunissent,
aprés réfraction, les rayons d’un faisceau incident & rayons
paralleles, les points principaux sont les points conjugués
pour lesquels le grossissement est égal & 1, et les points no-
daux des points tels que des paralléles passant par ces points
coupent les axes des faisceaux respectifs en des points con-
jugués. Les foyers et les points principaux sont situés sur
les axes des faisceaux, tandis que les points nodaux sont
situés sur des droites, paralléles aux axes et passant par les
foyers.

Si on réunit les points principaux et les points nodaux
par des droites, on obtient un parallélogramme (2,2.k k,
Fig. 9 I1). — En réunissant les trois points cardinaux anté-
rieurs par des droites et en faisant de méme pour les trois
points cardinaux postérieurs, on obtient deux triangles égaux
dont les cités sont paralléles deux & deux. Il n’est pas né-
cessaire que l’axe du faisceau sortant soit dans le méme plan
que I'axe do faisceau incident. En ce qui concerne les foyers
et les points nodaux la seule condition est q‘ué le faisceau
soit de petit diameétre. Pour les points principaux il faut
ajouter la condition que l'objet soit -petit. _

La fig. 91 montre.la position des points cardinaux d’une
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surface réfringente et la fig. 911 les points cardinaux d’un
systéme optique complet. Sur la fig. 9 11T sont représentés
les points cardinaux d’un systéme centré dans le cas d’inci-
dence centrale et normale. Les distances focales sont les
mémes dans les trois cas. On peut obtenir la fig. 91I en
coupant la fig. 9 I en deux suivant la droite B2 et en dépla-

Il

7 }:’ 7 Z IT1

o

1
i
[l
[}
!
I
7t
(
1
f

I
Fig. 9. I. Points cardinaux d’une surface.
11. Points cardinaux d’un systéme optique.
II1. Points cardinaux d’un systéme optique dans le cas d’inci-
dence centrale et normale.

cant la moitié droite de la figure parallélement & elle méme.
On peut obtenir la fig. 9 111 en faisant subir & £,P,, fig. 9 II,
une rotation dans le plan du papier, autour du point %,, en
se rappelant que Pk, doit rester paralléle au rayon sortant,
Py, paralléle au rayon incident; le second plan principal
doit rester perpendiculaire sur le rayon sortant. — Si, enfin,
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on se figure la moitié droite de la fig. 911 déplacée paralléle-
ment & elle méme en dehors du plan du papier, on obtient
le cas, ol les axes des faisceaux incident et sortant ne sont
pas situés dans le méme plan.

Il

D’aprés ce qui précéde on peut déterminer la position et
la grandeur de l'image d'un petit objet, formée par une
série de surfaces, centrées ou non, si on connait la marche
du rayon-axe du faisceau et la position des points cardinaux
du systéme résultant. Pour construire la marche du rayon
il suffit de pouvoir construire le rayon réfracté par une seule
surface, puisqu’on peut répéter la construction pour chaque
nouvelle surface que rencontre le rayon. D’autre part on
peut déterminer les points cardinaux du systéme résultant,
si on connait les points oardinaﬁx, des surfaces composantes.
Le probléme se réduit donc a celui de déterminer la marche
d’un rayon réfracté par une surface et de trouver les points
cardinaux, c¢’est & dire les centres optiques, de cette surface.
Je montrerai d’abord comment on peut résoudre ces pro-
blémes et j’en tirerai ensuite les conséquences dans le cas
des lentilles.

Surfaces réfringentes.
Construction du rayen réfraeté.

Il existe différentes méthodes pour construire le rayon
réfracté. Je me borne & rappeler la suivante. On la trouve
déja  chez TH. YouNG; je ne sais, si elle est de Iui ou de
ses prédécesseurs. '

Soient ‘GE, fig. 10, la surface réfringente, O, son centre,
Ry son rayon de courbure, n lindice de réfraction, 4B le
rayon incident, ¢; Pangle d’incidence et r, I'angle de réfrac
tion. Pour trouver la direction du rayon réfracté on trace
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autour de Oy comme centre, les deux ares de cercle HK et
LM; le rayon du premier est égal a nR,, celui du second a
%—. Soit B; le point d’intersection du rayon imcident avee
TYarc HK. On trace la droite O.B,. Si D est le point dans

L

Fig. 10. Construction du rayon réfracté.

lequel cette droite coupe 'are LM, BD est le rayon réfracts.
Remarguons d’abord que .~ BB,O; = r,, car le triangle
0,BB, donne la relation sin BB,0, = Rlns'glb =
part, les triangles BB,0, et BDO, sont semblables, comme
langle BO,B; est commun, et quon a en outre la relation
B.0O, _ BO, _
B0, DO,
Les angles des deux iriangles sont donc égaux deux &
deux, par conséquent ~ O.BD — 0,B,B — r,. BD est done
le rayon réfracté.

— sinry. D’autre

n.

Centres optiques.

Le centre optique du systéme B est le centre géo-
métrique de la surface. Nous avons vu que les distanses
focales ont les expressions

Frr . R]_ FN . n-Rl

2

' peosr,—eost,” Y neosT,— COS Iy
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En tragant par le centre O,, Fig. 10, les droites O,P) et
O,P}, paralléles aux rayons incident et réfracté on a’

0P —BP'—R, ot LN
sin (£, —ry) 7 COS Iy — CO8 Iy
BP! — 0,P" — R, — sin ¢, _ nR, . (AOBPH,
2 sin (i, —7y) 7 C0S Fy— COS T,
par conséquent BP) = F" BP,— .

P! et P! sont donc les deux foyers, P'O, et PlO, les
droites que nous avons désignées par iy et i, et O, leur
point d’intersection, le centre optique.

 On trouve le centreoptique dusystéme A delamaniére
suivante. On construit d’abord le rayon réfracté, BD (Fig. 11)

ﬂ;

Fig. 11. Construction pour trouver le centre relatif & la premiére
ligne focale, 0.

comme je viens de l'indiquer. On abaisse de O; la perpendi-
culaire, O,L, sur le rayon incident, et de L la perpendi-
culaire LO, sur 0.B8;. O, est le centre optique‘; les droites
O, P, et O P, paralltles aux rayons incident et réfracté,
sont les droites iy et A, et P! oet P, sont les foyerst.
Nous savons que les distances focales s’expriment par
B _ Rycos’iy o _‘_an cos’ ry

T oneosr,—ecosi, % Mmcosr;— oS i,

1 La consfruction m’a été communiquée par mon fils Reng
TscaerNING. TH. Younc abaissait de O, une perpendiculaire sur la
droite LN, tracée de maniére & diviser les deux cordes BC ct BM
en moitiés égales.
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Remarquons que
B,L= B,0,cosr,= nR,cosr et B,0, — B,L cosr,— nR cos’r,
En tracant la droite P.0), parallele & BP), on a

, 1
L5 COoS Ty — COS 1y

sinry
“sin (I,—7y)
nR;cos?ry

T ncosr,— CoS Iy = £ (& PLOBY).

PO, = BP, = B0,

1

P, est donc le foyer postérieur. — On a de méme, en
tragant P,0) paralléle & AB,
’ ‘ sin ¢
PO = P\B= DO, ———— (A O DP,
mais . ! ' sin (Ll_rl)( D)

DO, = D0,—0,0,, D0, = %, 0,0, = LO,sinr, = nR, sin"ry,
done ’
'__‘I_{_l___ '2_5_1_2'2 __Rl 27
DO = - nlR,sin? r;= o (1—rPsin?r) = ~, 608" 1.

En mettant cette valeur de DO}, dans l'expression de
PB, on a

) R, cos?y sin g R, cos?i;sinr
P B — 1 1, 1 — 1 1 1
: n sin (1, —ry) sin (i, —7ry)

g
_ Rycos’t, o
R COS Ty — GOS8 1 *

ce qui montre que P, est le foyer antérieur. O, le point
d’intersection des droites PO, et P,0, (4, et 2,), est done
‘le centre optique.

Cas spéeiaux.
La distance entre les deux centres est, comme nous
venons de voir, 0,0, = nR,sin*r,. Lorsque l’angle d’inci-
dence diminue, cette distance diminue également, le centre
du systéme A se rapprochant dun centre géométrique; & l'in-
cidence normale les deux centres coincident et les ex-
pressions des distances focales prennent la forme bien connue
Ry Fo— nR,
n—1 "% n—1

Fy—
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Si la surface réfringente est plane les foyers sont
4 l'infini et la construction que Je viens d’indiquer ne peut
pas servir. Les formules (1) et (2) prennent la forme
c0s* 1, , rcos’r,
h TR
]—'—|—z = 0 ou f”—% ——nf .
o' fs o '

2

nf; cos?r;
cos? i)

:07011]"2:—— ?

et

On‘peut trouver la position des images d'un point donné
A, (Fig. 12) de la maniére suivante. Si GE est la surface

D

Fig. 12, Construction pour trouver les lignes focales dans le cas
de réfraction par une surface plane, GE.

réfringente, et A, B le rayon incident, on trace 4,/V, normale
a la surface réfringente et on marque sur cefte droite le
point A7, de sorte que A7B — n-A,B. A[B est le (pro-
longement du) rayon réfracté et A7 I'image de A,, formée
par le systéme B (la deuxiéme ligne focale). Pour trouver
Yimage formée par le systéme A, (la premiére ligne focale),
on abaisse de A” la droite A7C L LB et de C la droite
CH L A7B. On marque le point M sur le rayon incident,
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de sorte que BM = BH. On éléve LM L BQ ot LQ L BL.
En marquant le point A’ de sorte que BA, = BQ, A] est
Pimage cherchée, car on a
BC — BAT cosry = nf, cosry
BH = BCcosr, = nf,cos*r, = BM,
BY_ nfyeos'ry

LB = =
COS Iy COS 1y
, LB nf, cos’r
BA, = BQ = .:flo.l.
cOS 7y cos® 14

Le signe négatif des expressions indique que A et A}
sont situés, non pas sur le rayon réfracté, mais sur son pro-
longement en arriére.

Lentilles.
Constructions permettant de trouver les poinis eardinaux.

On trouve les points cardinaux d’une lentille au moyen
des constructions que nous avons déja indiquées. Prenons
comme exemple le systéme B de la lentille biconvexe de
la fig. 13. On construit d’abord la marche du rayon ABDE.
On marque sur le rayon une fois réfracté les foyers posteé-
rieurs des deux surfaces, P, en tragant par le centre O, la
droite O,P., paralléle au rayon incident, et P}, en tracant
par le centre 0, la droite O,P],, paralléle au rayon sortans.
Le foyer antérieur du systéme B est /77, le point, on la
droite P,0, coupe le rayon incident, comme le foyer po-
stérieur, est I, le point, oit la droite P, 0, coupe le
rayon sortant. Lie premier point nodal est %y, le point, olt
une droite (4;) par [I7, paralléle au rayon sortant, coupe
I’axe, et le deuxiéme point nodal, &7, le point d’intersection
de l'axe avec une droite (4,) par 1, paralléle au rayon in-
cident. Le premier point principal, &, est situé sur le pro-
longement du rayon incident, 4 une distance de /7 égale a
UK, et le deuxiéme point principal, %;, sur le prolongement
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du rayon sortant, & une distance de [/, égale a 7K. —
Pour le systédme A on commence par déterminer les centres
optiques des surfaces, O, et 0, au moyen de la construction
indiquée p. 24. Les positions des points cardinaux s’obtien-
nent par les mémes constructions que pour le systéme B,

Systéme B,

Systéme A.

Fig. 13. Points cardinaux d’une lentille épaisse.

en remplagant O; et O, par O, et O,. Les points nodaux
sont situés sur la droite 00, qu’'on pourrait désigner
comme axe secondaire.

Formules permettant de trouver les points cardinaux.

Pour établir les formules déterminant la position des
points cardinaux on n’aurait qu’a introduire les valeurs des
distances focales des surfaces dans les formules (3) (p.19). Ilest
pourtant préférable au lieu de y, et y, d’indiquer les dis-
tances des points principaux aux surfaces correspondantes.
OnahB =y +0,—F, et b,D = y, + &,— Fy,. 1l est
commode aussi de remplacer 4 par sa valeur 4 —=F, 4 F,,—d,
en désignant, par d, la distance BD, le parcours du rayon
dans l'intérieur de la lentille. Avec ces changements les
formules (3) prennent Paspect suivant:
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. " dF Py T
h B — 11 , O, — 411?,.2__’
* F21+F22’—d * F21+F224”d (3 a)
. dF, L FipFyy
mD = O P Fu

Pyt Fo— &

En désignant par R, 1, et ry le rayon, 'angle d’inci-
dence et l’angle de réfraction de la deuxi¢me surface, on
obtient, en introduisant les valeurs des distances focales
des surfaces, les expressions suivantes.

Systéme A.
WE— AR, cos?i,(ncosr,—0costy) 0 — nB.R,cos? i cos?r,
1~ T N' 3 1 A/n
, dR,cos%iy(n cosr,—Ccos . nR.R,co8%i,co8?r
D= 2 L Vo gy Mt 2 1
¥ N’ T N )

La valeur du dénominateur est

N' = nR, cos?r, (ncosr, — 08 iy) -+ nR, cos?ry(ncos r, —cos )
— d (ncos ry— cos 1;) (n.0S r;— COS Iy).

Systeme B.
Wp — Wlncosrs—coshy) gy 2l
WD — dR, (n Goj\gweos Z])’ o — 0.

La wvaleur du dénominateur est

N = nR,(ncosr,— cos ;) + rR, {n cos r; — cos i)

—d (ncos ry — €08 1,) (7 608 r'y — COS 1y).

On remarque que les distances focales du systéme A ne
sont pas égales entre elles et que les points principaux des
deux systémes ne coincident pas. Si les foyers des deux
systémes coincident d'un coté de la lentille, les distances
focales correspondantes ne sont done pas égales et les foyers
de D’autre cdté ne coincident pas. ‘
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Cas spéeiaux.
I. Si i, = i, on a aussi r, — r, et le rayon sortant est
2 1 2 1 y
paralléle au rayon incident. La droite 4, coincide avec le

S

Systéme B,

pE:4

Systéme A,

Fig. 14.

rayon incident, 1, avec le rayon sortant. Les points nodaux

sont les points dans lesquels les rayons incident et sortant
coupent la droite 0,0, (0\0)) (Fig. 14). Ces points sont en
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méme temps les points principaux, puisqu’on a k,Py= 4P,
les distances focales antérieure et postérieure étant égales.
Dans ce cas on ne peut pas employer les points nodaux
pour trouver des points conjugués.

IT. Dans le cas d’incidence centrale et normale
les deux systemes se confondent en un senl, dont fes points
cardinaux sont situés sur l’axe. Les formules prennent-la
forme connue

B dR, 0 — nRR,
YRR Ry —(n—1)d Tt (n—1)(n(R+Ry)—(n—1)d)
heD dh, — 0,

" T n(RLR) —(n—1)d

Les points principaux coincident avec les points nodaux.

ITI. Lentilles infiniment minces. Lorsque ’épaissevr
de la lentille est négligeable, on a d — 0; on obtient les
formules suivantes

Systéme A. Systéme B.
. RR, cos? i, cos?r, y R.R,
B =0, & = s , hB =0, @] = N
R R, cos?i,cos?r .

3 A 1 2 Dy 2 1 S ks

h,D =0, &, — 7 , h,D = 0, &, = &),
N = R, co8*r,(ncosr,— cos i,) N =R, (ncosry~ cosiy}

-+ R, cos?r, (ncosr, — cos i;) -+ R,(ncosr; — cos iy).

Les points principaux coincident tous les quatre au point
d’incidence B. Les points nodaux du systéme A coincident
entre eux de manitre A former le centre optique & (Fig. 15)
ceux du systéme B forment le centre optique £”. On peut
trouver ce dernier point par une construction trés simple;
c’est le point out la bissectrice de P’angle, formé par le rayon
incident et le rayon sortant, coupe l'axe; comme les di-
stances focales sont égales, le quadrilatére. /7, BII,2" est en
effet un losange et BL" par conséquent bissectrice de I'angle
I BII;. Remarquons encore que linverse de la distance
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focale du systéme B est égal & la somme des inverses des
distances focales antérieures des deux surfaces, comme c’est
le cas pour lincidence centrale et normale.

a2
e il

Systéme B,

e
;

Systéme 4.
Tig. 15. Points cardinaux d’une lentille infiniment mince.
Dans le cas d’incidence centrale, oblique, les formules
deviennent trés simples, lorsque 1’épaisseur de la lentille est
négligeable. Elles peuvent s’écrire

Systéme A.

11 (iJ_i)ncosrl—cosil_
o, ¢, \BR, 'R, cos? i, '
Systéme B.

1 1 1 1 .
i — (L= _ 3
A & (Rl ! Rz) (m cos 1y — COS 1y).

Tu. Youne avait déja établi ces derniéres formules qu’on
a souvent attribué & Hermany (Ueber schiefen Durchgang
von Strahlenbiindeln durch Linsen. Ziirich. 1874.)

I
Comme la présence des termes trigonométriques rend
Pemploi. des formules exactes peu commode, j’ai développé
des formules d’approximation pour les surfaces réfringentes
ainsi que pour les lentilles dont on peut négliger I’épaissenr.
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Surfaces réfringentes.

Soient GM (Fig. 16) la surface réfringente, O son centre
géometrique, 4,5 le rayon incident, BNV, le rayon réfracté
et 1, et ry les angles d’incidence et de réfraction. Choissisons
un axe arbitraire NO. Au leu des angles i, et r, nous
allons introduire dans les formules 1°) la distance, y, du
point d’incidence jusqu’a l'axe et 2°) la distance NS = g,
la distance du point d’intersection du rayon incident avec
Taxe jusqu’a la surface. Il faut d’abord exprimer les fonec-
tions trigonométriques de i, et r; par des termes contenant

s

Fig. 16.

4 et a. Dans le calcul nous négligerons les termes contenant
des puissances de y plus élevées que la deuxiéme. On sait
que dans ces conditions Vi y*k — 1 - *f2y%. Le triangle
ONB donne les relations '

a-+ Ry

a- at- Ry
NB

NB 'R/

SN il —_ sin w ==

NB® — (a+ R)* 1+ R}?

2(a+ R) R, cos e

— 0+ B Bi—2(at Ry R (1= %)

ay? o
= a2+}§/;+y‘

1
“Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. 1, 15. 3
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-el=4l )

11

- 2 (Bl ‘ Zz)'

En introduisant cette valeur de NB dans Pexpression de

sin 7, on a

Lo e TRy

sin 7, == N5 R
- a-+ Ry ¥
a—}—‘i i

On obtient ainsi les expressions suivantes

%_]?f) GOS8 1, = 15—( + = )
,1,

L b i )
T = (T A cos =1 2n? —I—Bl ’

1

sing;, = y (

nl\ae ' R a
- S f1 L\
sin® 3, — ¥* (— +E)

. 1 132
G 2/=A—— 2(:‘7)).
) e = 1=y (5 )

. 21 12 m' 21(12
e 1

expressions qu’il faut introduire daps les formules (1) et (2).
Le deuxiéme membre de ces formules prend la forme

| SN
ncosrlmcosil_ ( ( +R>> 14 2 a+Blﬁ
Rl - . Rl '
n—1 - n—1 /1 1)\%
S LYY o
R Zany (a+31)-'
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Pour le premier membre de la formule (1) on a

1 2(.1J~i)3 n_yj(}#l)”
©c0s? i, ncos? cos’ry AVE Ry n\e ' By
h TR T 2 | 2

S N RENS (L)
fl fg @ fl nfa

Dans le cas d’incidence centrale et normale on a cosi; =eosr,
= 1 et ¥y = 0, done

1, n n—1
'1+fzo R

ou L_n—1l 1
» ‘ fzo nky  nfy
Comme f, ne différe pas beaucoup de f, on peut rem-

1
fao’

dans le terme qui contient

7
n—l)

placer flT’ par cette valeur de
% On a alors

cos’iy | neos’ry ¥l

T, f+f (ot g) (-
%*i*f@ 7) (5
A )

nf,

+
1

wH

4+

T h

La formule (1) prend la forme

f1+f Y 2n9n,1(1 - 1171))(272224'%31)

_n—-1,n-1 /1 1 3_;
~ R, (a+ 1) RS
1 n  n—l1 n—l N 1_]_,];)2 2n,7—i—2
E e el U am mt )
_an—1  n—1 }_Ligi_z_—}—}_l_nﬂ) b
m T (a‘Rl)(fl F3R,)s (b
et la formule (2) devient
1 n—1 n—1 ,/1 1
o ol 9
AtE = E TaanY (o FBl) (2b)

3¥
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L’expression de lastigmatisme se trouve en retranchant
(2b) de (1)

n_n _n—1, 1_1__1_)2(”#!‘"1¢i. ‘
ot rlete) (o tR) @

Si le point lumineux qui représente 1'objet est situé sur

Iaxe, en N, Fig. 16, et si [V, est le point ol se réunissent
les rayons centraux, on a, en désignant les distances SN,
par b, et SN, par b, I'expression suivante pour l’aberratlon
de sphéricité longitudinale (v. VErDET, Conférences de phy-
sique, 1)

== ) )

Le degré de lastigmatisme est dans ce cas le

double de celui de laberration longitudinale, la
différence entre a et f; (dans le dernier facteur) étant négli-
geable dans les conditions données.

Lentilles infiniment minces
En introduisant dans la formule —1—|— -2 — 1 les valeurs
des distance focales d’une lentille mﬁmment minece (v, p. 31)
on obtient les expressions suivantes

Systéme A.
cos? i, L co8%ly  REOSTy— COSLy | RCOSTy— COSl
pico8ir, | @, costr, R, cos?ry Rycosir,
Systéme B.
L*l-"l‘ . ncosrl——cosi1+7zcosr2——cosi2
<R R, R,

expressions dont il faut chasser les termes trigonométriques.
Nous avons déja vu comment il faut procéder pour Ies
termes qui concernent la premitre surface. On procéde de
la méme maniére pour la deuxiéme surface en se figurant
la lumiére venant de droite et en remplagant la distance
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NS = a par NV, § — «. Dans les termes qui confiennent y®
on remplace NS = a par N, § = «,, en désignant par
Ny, le point on se réunissent les rayons centraux provenant

de V.

On a
Eﬁﬁhiﬂ%ﬁw,”_l.”_lz(L;ly
R, =~ R, +2nRy Z R, (voir ci-dessus)
neosry—eost, n—1 n—1 2(1 L)g
R, 7 Towm,Y \o TR
n—1 n—1 /1 1\°
neosr,—eost, R +2any (a+R1)
R, cos®r, 1—y—2(1 . L)Z
n\a ' R,
n—1, n—1 .1 1\*n-+2
=B Tw (&*Rﬁ 2R,
ncosrz—coszout_]_ n—‘»1'2(3+_l)2'n+2
R,cos’r, R, n? ay ' Ry 2R,
cos® i, L

gr005'T, ( 2 )
¢a( ! n“ a+R
1 1 “+1
Ta G+ﬁ)
: Jﬁﬁﬁ,g,}__ﬁj} (1,,W)n+1
¢ @, cos’ry a, ' R,
5 -
on Icos fL _ (l _)n+1
¢, cos?r, ay ' R,

en désignant par Azo, fig. ,[7, le point ol se réunissent des
rayons centraux provenant d’un point, situé sur l'axe & la
distance =— ¢, de la lentille, — et par ¢, la distance de 4,
b 0 o
jusqu’d la lentille,

On obtient ainsi pour le systéme A

c0s? i, cos? 7,

o 008" r; ' @, cos?r,

_ L1 a—1 01 1\ el Lyet!
U S (e y[(&—.LB—l) “j‘““‘“( +Rz) P2,

i
-r—=
i




38 Nr. 15, M. TsC¢HERNING:

RGOS Ty— COS Ty | 7.COST,— COS Iy ( (Lo ) :
= n— Dl5 + 5
Rycos?ry ‘ R, cos?r, R, TR, T

n—1 [yl 1\in42 (1 1\ nt2
+ = (a+Rl) SR, +(a;+R2) 5T, |

et

Fig. 17. Réfraction par une lentil]e convexe infiniment mince (BG)*

Par conséquent

Ll by et (1 )
R N e
n

1 P R
=g+ g )+ Y

n
Ly
‘ a, Ry 2R,]|
. 1,1 ' 11
ou 4+ = (n—1 <*+~)‘
‘F1+Sﬂz ) R, v

(o) (R A (b

Pour le sys‘wme B on a

FLCOS Ty~ COS Iy | 72 COS I'y— COS I,
= + S - +
o 1

R,
_“n,——]. n—1 /1, 1)\ 1 —1 , n—1 1;_1_..)2L
R, In? (&—T—E)‘ Rz+ R, T 2n? (ao " R,/ R,

N L, 1y, n-1 .01, 11 (1 L)i]r
—(r—1) (R]._{_Rz) AT K&*R‘l) B (a0+Rz 7,|®P)
! On est prié de corriger la figure en remplagant x par « et z, par a,.

2 Pour obtenir une meilleure approximation on psut répéter le
calcul, en mettant la valeur trouvée de ¢ & la place de Pa,-
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En retranchant (5b) de (5a) on obtient I'expression de
Iastigmatisme

S e

¢y ,
(iﬁﬁz) & :20 *32”' ®)

L’expression de 1’aberration longitudinale d’une lentille est

SR ) ) A

(v. VERDET L. ¢.).

Lorsque le point lumineux est situé sur Paxe, la valeur
de lastigmatisme est donc le double de celle de
Paberration longitudinale, comme nous l'avons
déja trouvé pour une simple surface.

On peut employer la formule 5 pour trouver la forme
qu’il faut donner a une lentille pour faire disparaitre V'astig-
matisme par incidence oblique ou pour réduire cet astigma-
tisme & un minimum, dans les cas olt on ne peut pas le
faire disparaitre complétement. Pour obtenir ce résultat il
faut que le terme entre les crochets de la formule (5) soit
égal & zéro ou devienne minimum. En désignant par ¢y, la
distance focale de la lentille dans le cas d’incidence centrale
et normale, on a

1 (n———l)( 1) ulz—l———-l.

(])20 R, "R R, ?, (n——l) R,

Si on met cette expression 3 la place de 7 dansla formule
(5) on peut trouver la valeur de R, qu1 *fait disparaitre
I'astigmatisme. Le calcul est assez long mais sans difficultés,
Je ne le communique pas ici, parce qu’il conduit & une ex-
pression que j’ai déja établie d’une autre manitre, en posant
la condition que les courbes focales doivent avoir le' méme
rayon de courbure (v. Archiv fir Optik I, p. 404, et Ency-
clopédie francaise d’ophtalmologie 111, p. 245).



40 Nr. 15, M. Tscaerning: La théorie de Gauss.

Dans le cas d’incidence centrale les formules que
nous venons de développer deviennent inutilisables, puisque

y = 0. — En désignant la distance du point lumineux qui
représente L'objet, jusqu’a 'axe par 5, on a
sini; = T — sin Iy, SInry = L R A
ZI n L1
cosi; = L — %, neosr, = n—gzﬁ,
1 n—1 1
neosr,—cost, = n—1-} o o
2
. (1 )
RGOS Iy COS Ly (n ) ( T3 vi/
cos? 1, 1 77;
P1
— (n— L T T
(2 n-+ 1)
==m—4“1+iazﬁfj
—1 2n -+ 1
— -1 2
n + 55, 7 P
et les expressions de la page 38 prennent la forme

ot o e )

1 1 1 n—1 1 1y 1
“;1—}—50— (n———l)(R R) A T .VZ(R;+R;)'¢E'

1

En retranchant on obtient P’expression de I'astigmatisme
1 1y7
)

?, 902 2/ @
~(m~n( R)ﬁﬂg
Dans le cas d’incidence centlale le degré de
Tastigmatisme est donc égal & l'inverse de la di-

stance focale de la lentille multiplié par le carré
du sinusg de l'angle d’incidence.

Peerdig fra Trykkeriet d.16 Oktober 1919.
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