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1 . MARTIN KNUDSEN» hat 1909 seine grundlegenden Un-
tersuchungen über die stationäre Strömung reiner Gase durc h
kreisförmige, zylindrische Rohre veröffentlicht ; in dieser Unter-

suchung sind zum ersten Mal die Gesetze für die reine Molekularströ -
mung theoretisch behandelt und durch experimentelle Resultat e
bestätigt worden ; gleichzeitig wurde für die Gase : Wasserstoff,

Sauerstoff und Kohlensäure, der Übergang der Molekularströ-

mung in die PoIsEUILLE'sche, laminare Strömung experimentel l
untersacht, wodurch das Strömungsbild in dem ganzen Gebiet :

0 < R < oo, experimentell festgelegt wurde . R bezeichnet den

Radius des kreisförmigen Rohres, während )1. die mittlere frei e

Weglänge des reinen Gases ist .

Die experimentellen ` Ergebnisse sind von MARTIN KNUDSE N

durch die semi-empirische Formel ;
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wiedergegeben worden : -

In dieser Formel bezeichnen :

Qt : die in der Zeiteinheit durchströmende Gasmenge, gemessen

durch das Produkt von Volumen, V, und Druck, p, be i

der Temperatur der Rohrwand, t °C .

pl und p2 : die Drucke des Gases an den Enden des kreisförmigen ,

zylindrischen Rohres mit der Länge, L ; ferner gilt :
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P1 >P2 ,
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Bianco Lursos Bogtrykkeri A-S . MARTIN KNUDSEN : Ann . d. Physik 4, B 28, S . 75, 1909 .
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Nr. 2

a: Der Koeffizient des POISEUILLE ' schen Ausdruckes, also :

r 1 R 4
8

	

L '

)7 : Der Koeffizient der inneren Reibung des reinen Gases bei de r
Temperatur, t °C .

b: Der Koeffizient der reinen Molekularströmung, also :

b-4V2n-1 R3

3

	

L

das spezifische Gewicht des reinen Gases bei dem Druck ,
p = 1 Bar., und der Temperatur, CC .

Alle Einheiten sind absolute Einheiten .

Die in der Zeiteinheit durchströmende Masse des Gases, G ,
in Gramm gemessen, wird also bestimmt durch :

Qr
= rQ • Tl = G ,

Pl -P2

wenn die Druckdifferenz, p,-p,= 1 Bar .
c1 und c 2 in der Formel (1) sind druckunabhängige Kon-

stanten . Unter Berücksichtigung der Messgenauigkeit der ver-
schiedenen Messreihen und nach Ausgleichung hat MARTI N
KNUDSEN aus allen Beobachtungen für die untersuchten Gas e
die folgenden Mittelwerte abgeleitet :

c1 = 2,00 . V -le -R und c, - 2,47 . Vie . R .

Nach den Berechnungen von S . CHAPMAN I) und unter Ver-
wendung der gewöhnlichen Terminologie2) ist :

= 0,499 -Nm .~A ti 2 -NmDA,

1) S . CRAPMAN & T . G . CowLING : The mat . theory of non-uniform gases .
(Cambr . Univ . Press) 1939 .

2) Vgl . : J . H . A . TER HEEIDT : Dissertatie, Utrecht, 1923 .
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und also :
273,1 + t 1 + '~

PA
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IA

	

12o( 273,1 )V I e

In diesen Formeln sind : in die Masse des Moleküls, N die
Anzahl der Moleküle per cm3 und S2 die mittlere Geschwindig-
keit1) der Moleküle bei der Temperatur, t, während IA die mittlere
freie Weglänge im Gase beim Druck 1 Bar . bezeichnet .

Wir werden nun die KNUDSEN'sche Formel (1) näher be -
trachten und in diese die CHAPMAN'sche freie Weglänge, A, ein -
führen ; hieraus ergibt sich :

3 ~ R
1+2,00 2 . R

-

	

. - +
64 2 1+2471/2 R

oder

3n R 1 +2508 - R
- •- +
64 A

	

R1+3,097 -

woraus erhellt, dass Tl in dem ganzen Druckgebiet eine ein-

deutige Funktion von R ist . Wir erhalten auch aus (2 a) durch

Umschreibung :

1+2,508 . R

1 +3

	

R 4 R1+3,097 - -
A

Aus (2 a) und (2 b) ergeben sich die folgenden Grenzwerte :

Für R± 0 :
3

Tl±o- 3V2-n '

	

[1-0,442 . ~ + . . . 1 ,
1 e

1 ) Der Mittelwert einer Grösse wird durch einen horizontalen Strich übe r
der Grösse angedeutet.
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Rund für r oo :

4
:Tr

Tl * ~ = $ l L 'I~l-+-k2 . 4
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wo

k2 = 3~
32,5 0
,09î = 1,375 = ca.

3

.

Für R/2 oo erhalten wir also den bekannten Ausdruck fü r
die PoisEUILLE'sche Strömung mit Gleitungskorrektion .

Der Gleitungskoeffizient : =k 2 -2, wird demnach aus de n
Messungen von KNUDSEN bestimmt zu :

= k 2 . 2 = 1,375 • 2, übereinstimmend mit : c1 /c 2 = 0,81 .

Wenn c1 /c2 = 0,785, ein Wert, welchen MARTIN KNUDSE N1) auch ;

für CO 2 gefunden hat, wird C. = k2 -2=- 1,333 . 7 = 3 .1 .

Aus der Formel (2), die das Beobachtungsmaterial vo n
MARTIN KNUDSEN ziemlich befriedigend wiedergibt, erhellt, das s
T1 einen Minimumwert, TI min ., hat für den Wert (R/A) min . . Auf
bekannte Weise gelangt man, wenn :

a' = 2,47 0 = 3,097 und ß' = 2,00 2 = 2,508 ,

zu :
(11\

	

1	 8

a ' [1/371'
und

T
Tl, min. = 0,952 • T10 , oder

	

I ' i = 0,952 .
TI,o

Wird T1 als eine Funktion von R/2 graphisch dargestellt, sieht
man, dass das Minimum ziemlich flach ist, so dass man leich t
eine gute graphische Bestimmung der Grösse, Ti, min., erhalten
kann, während es schwieriger ist, durch eine graphische Dar-
stellung die genaue Lagé des Minimums, bezw . (R/A)min ., zu be-
stimmen ; diesen Wert kann man also am besten mit Hilfe einer

1) Vgl . TER HEERDT, loc . cit . Seite 86 .

Nr . 2 7

guten Interpolationsformel für

	

das
stimmen .

Beobachtungsmaterial be-

Die von MARTIN KNUDSEN aus seinem Versuchsmaterial be-
stimmten Werte von Ti., min . und (R/2) mi, sind innerhalb der Mess-
genauigkeit in befriedigender Übereinstimmung mit den au s
Formel (2) berechneten Werten, wenn in Betracht gezogen wird ,
dass MARTIN KNUDSEN in dieser Arbeit nicht die CHAPMA N'Sehe
freie Weglänge, 2, sondern die O . E . MEYER'sche freie Weg -
länge, Am ey, , verwendet hat ; wie bekannt, ist :

Meyer = 1,615 • 1 Chapman

Eine einwandfreie molekular-kinetische Erklärung für di e
Entstehung des Minimums,, bezw. dessen gaskinetische Berech-
nung, und die theoretische Deutung der KNUnsEN'schen semi -
empirischen Formel ist mit Ausnahme der Grenzwerte fü r
R/2 = 0 (die reine Molekularströmung) und für R/2 - oo (die lami-

nare POISEuILLE-Strömung mit Gleitungskorrektion) bis jetz t
nicht gegeben worden l) ; ich werde im folgenden u . a. diese
Probleme näher behandeln. -

2 f(R) .

Dr. E . MELKONIAN2) hat aus sämtlichen Beobachtungen vo n
MARTIN KNUDSEN, unter Verwendung der CHAPMAN ' SChen mitt-
leren freien Weglänge, 2, die Grösse, S, für jede Beobachtung

1) MARTIN KNUDSEN : The kinetic Theory of Gases, Methuen & Co., Ltd . ,
London, Seite 24, 1934 .

2) E . MELKONIAN : Vgl . W. G . POLLARD und R. D . PRESENT : Phys . Rev . Vol.
73, 1948, Seite 762, bezw . Zeichnung, Seite 771 u . 772. Ferner : E . MELKONIAN :

Manhattan Project Report M-1485, 11 . Jan., 1945.
Auch bei dieser Gelegenheit möchte ich Dr. MELKONIAN für seine Mitteilun-

gen, wie auch für die Überlassung der Tabelle I, meinen herzlichen Dank aus -
sprechen .

ß' - 11 = 0,323

§ 2 . Aus der Formel (2) folgt, dass :
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(3)



8 Nr . 2 Nr. 2

	

9

Dr . MELKOMAN hat mir mitgeteilt, dass für RR < 3 alle obser-
vierten Werte weniger als 5 °/° von der mittleren Kurve ab-
weichen ; für R/A > 3 liegen die Beobachtungen viel näher a n
der mittleren Kurve . -

Verwenden wir die Werte der Tabelle I für eine graphische
Darstellung, gelangt man leicht zu (vgl . Fig. 1, Kurve II) :

(-R)

	

= 0,310 und 7'1 min• = 0,920 • Ti Q ,
2 min.

und ausserdem k2 = 1,33 = ca .
3

, und dementsprechend : ci /c 2 =

0,785, also zu Werten, die innerhalb der Messgenauigkeit mi t
den Werten von KNUDSEN übereinstimmen .

berechnet ; die hierdurch erhaltenen Werte hat er für eine gra-
phische Darstellung des ganzen Materials verwendet und di e
wahrscheinlichste, mittlere Kurve gezogen . In dieser Weise kann

die Funktion S = 3 f (R I mit R als Abszisse dargestellt werden .

MELKOMAN hat aus dieser graphischen, -ausgeglichenen Kurv e
die folgenden, korrespondierenden Werte bestimmt :

Tabelle I .

R S-3

	

f (Rl

~ s-3
t (R) ~ S-

3•+t ( l

0 . 0000 0.667 1 . 0 0 . 642 7 .0 1 . 1 8

0 . 0001 . 665 1 . 5 • 678 10 . 0 1 . 44

0 . 001 .658 2 . 0 •717 20 .0 2•44

0 . 01 .654 2 . 5 •763 50 .0 5 . 34

0 .05 .632 3 . 0 , • 805 100.0 10•4

0 . 10 .618 3 . 5 •853 200.0 20 . 6

0 . 20 .615 4 .0 -903 400 .0 39 . 9

0 . 50 .618 5 .0 -996

Untersucht man die obenstehenden Mittelwerte von MEL-
KoNJAN näher, z . B . mit Hilfe einer graphischen Darstellung ,
stellt es sich heraus, dass diese Mittelwerte bei grösseren Werte n
von R/2, d. h . in dem Gebiete der laminaren PorsEuiLLE-Strömung
mit Gleitungskorrektion, nicht so regelmässig liegen, dass ein e
gute Bestimmung des Gleitungskoeffizienten vorgenommen wer -
den kann . Diese Unregelmässigkeiten hängen wahrscheinlic h
damit zusammen, 'dass ,die KNuDsEN'schen Messreihen, insbe-
sondere bei grösseren Werten von R/), bezw . bei grösserem Mittel -
druck, p, nicht gleichwertig sind ; man hätte wahrscheinlich in
der Mittelwertbildung, wenn möglich, den verschiedenen Mess -
reihen verschiedenes Gewicht beilegen müssen . -

MARTIN KNUDSEN hat selber hierauf hingewiesen (loc . cit .
S . 118 und S . 90) und hervorgehoben, dass die Messunge n
mit dem Rohr No . 4 (Bündel aus 24 Rohren) die besten sind ;
insbesondere gilt dies für die Messungen mit CO 2 , auch be i
höherem Mitteldruck, weil die Druckmessungen in diese m
Falle, wegen der kleineren Durchströmungsgeschwindigkeit vo n
CO2 , mit befriedigender Präzision ausgeführt werden konnten .
Es erhellt weiter, dass diese Messungen mit dem Rohr No . 4
und die Messungen für CO 2 mit dem Rohr Nr. 3 (Länge ca .
12 cm, R = ca. 0,01415 cm) gute Übereinstimmung zeigen, ins -
besondere für R/). < 0,6, so dass angenommen werden darf,
dass dieses: Material gut brauchbar ist . -
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MARTIN KNUDSEN hat auch für die C02-Messungen mit Rohr

Nr . 4 und Rohr Nr. 3 die druckunabhängigen Konstanten in

seiner semi-empirischen Formel durch Ausgleichung nach der

Methode der kleinsten Quadrate bestimmt .

Nach Neuberechnung und Kontrolle des KNUnsEN'schen Ver-

suchsmaterials mit Rohr Nr . 4, bezw. Rohr Nr. 3, für Kohlen -

säure und mit Hilfe der semi-empirischen Formel und gra-

phischer Darstellungen haben sich mir die in der Tabelle II an -

gegebenen Werte für S als die wahrscheinlichsten ergeben (vgl .

Fig. 1, Kurve I .) :
Tabelle II .

R
S_3

	

t /R\

	

I
`

	

J
R S

	

~

	

, (Rl
J

R s

	

3

	

(R}
J

0 . 00 0 .6667 0 .80 0 .6430 8 .00 1 .33 0

•01 .6540 0.90 .6505 9 .00 1 .42 8

• 05 .63 50 1 .00 .6590 10 .0 1 .52 5

~70 .6260 1 .50 .7020 20 .0 2 .506
•20 .6205 2 .00 .7480 50 .0 5 .45 1
•30 .6180 3 .00 .8430 100.0 10 .35 9

•40 .6195 4 .00 0 .9395 200.0 20 .17 5

•50 .6235 5 .00 1 .037 400 .0 39 .81 0

•60 .6295 6 .00 1 .13 4
•70 .6360 7 .00 1 .232

Hieraus ergibt sich (für Rohr Nr. 4) :

(L',)

	

= 0,310,

	

= 0,925 • T11 ,min .

	

,0
A min .

und ausserdem cl/c 2 = 0,812 ± 0,06, woraus :

k2 = 1,378 ,

während man auf diese Weise aus den ' Werten für CO 2 mit .dem

Rohr Nr . 3 erhält :

cdc 2 = 0,785 und dementsprechend : k2 = 1,333 = 3 .

In diesen ersten Messungen von MARTIN KNUDSEN waren di e

gesättigten Quecksilberdämpfe im Versuchsapparat leider nich t

entfernt, bezw. ausgefroren, so dass es nicht ganz ausgeschlossen

erscheint, dass die durchströmende Gasmenge, G, bei den aller -
niedrigsten Werten von R/2 hierdurch beeinflusst worden ist, weil
in diesem Gebiet der Einfluss des gesättigten Quecksilberdampfe s
bei der Temperatur des Strömungsrohres - ca . 25° C . - gegen-
über dem Mitteldruck, p, des reinen Gases, nicht ganz vernach-
lässigt werden kann . Zur Orientierung kann erwähnt werden ,
dass der Quecksilberdampfdruck bei 25° C . ca. 0,00181 mm Hg
oder ca. 2,4 Bar. beträgt. Es ist also möglich, dass in einzelne n
Messreihen die gemessenen Werte von Ti in der Nähe der reine n
Molekularströmung, d . h . R/A 0, zu niedrig ausgefallen sind. Be i
dem Rohr Nr. 4 ist es' aber ausgeschlossen, dass die Lage und di e
Grösse des Minimums hierdurch nennenswert beeinflusst worde n
sein können, weil der Mitteldruck p von CO 2 bei dem Minimu m

(P_

	

0.31) ca. 0,33 min Hg oder ca . 450 Bar . betrug .

Die Frage nach dem Einfluss der Quecksilberdämpfe ist
aber sowohl von MARTIN KNUDSEN als auch von W. GAEDE in
gesonderten Experimenten näher untersucht worden .

MARTIN KNUDSEN1) wollte in erster Linie untersuchen ,
ob die Anwesenheit von Quecksilberdampfe1 in seinen erste n
Untersuchungen die Lage und die Grösse des Minimums beein-

flusst hatte, während GAEDE3) auch in Verbindung mit seine n
Strömungsresultaten für einen rechtangulären Spalt festzustelle n

MARTIN KNUDSEN verwendete bei seiner Präzisionsunter-
suchung (1911) Wasserstoff ; die Länge des Strömungsrohres
war : L = 29,81 cm und der Radius R = 9,729 .10-3 cm, also
2 R

L
durch ein Wasserbad auf 26,25° C gehalten . Das Strömungs-
rohr war an beiden Enden glatt abgeschnitten, und der Queck -

I ) MARTIN KNUDSEN : Ann . d . Phys . 4, 35, S . 389, 1911 .
2) WILLARD J . FISCHER : Phys . Rev . XXXI, No . 5, S . 586, 1910 .
3) W . GAEDE : Ann . d . Phys . 4, 41, S . 289, 1913 .
4) M . vox SmloLUCHOwsKI : Ann . d . Phys. 33, S . 1559, 1910 .

wünschte, ob der beobachtete Grenzwert, T1 o für R = 0, für

kreisförmige, zylindrische Rohre, genau mit der theoretischen
Formel von MARTIN KNUDSEN, bezw. von M . VON SMOLUCIIOwSI{I 4) ,

übereinstimmte .

= 0'000653 ; die Temperatur des Strömungsrohres wurd e
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silberdampf und andere eventuelle Dämpfe im Apparat wurden

während der Messungen, deren jede ca . 48 Stunden dauerte, au f
einwandfreie Weise durch flüssige Luft ausgefroren .

Die Resultate sind in der Tabelle III wiedergegeben :

Tabelle III .

(Pr 4- Pz )

= p (Bar .)

0 0 0 . 01160* 0 . 0114 8

32 .26 0 .0323 0.01152 0 . 01134
133 .5 0 .105 0.01117 0 . 01124

0 .322 0 . 01080* 0 .01094 , ., Min .
520 .2 0 .402 0 . 01099 0`01095
970,2 0 .750 0 . 01127 0 .01123

Die mit * versehenen Werte sind interpoliert .

In Kolonne 1 ist der mittlere Druck p angegeben ; in Kolonne 2

das Verhältnis R/2, und in den Kolonnen 3 und 4 die beobachtete n
und berechneten Werte nach der KNunsEN'schen semi-empi-

rischen Formel (2). In der Kolonne 3 sind ferner die graphisc h
interpolierten Werte für R/). = 0 und R/2 = 0,322 angegeben. Es
erhellt hieraus, dass die Lage und die Grösse des Minimums

bestimmt sind durch :

(L .= 0,322 und T1, min .
= 0,935 • T I o ,

also in befriedigender Übereinstimmung mit den früheren Beob-

achtungsresultaten bei den Messreihen, worin der Quecksilber -
dampf nicht ausgefroren war .

In Verbindung mit den Resultaten, die sich W . GAEDE au s
seinen Strömungsuntersuchungen mit einem kurzen, rechtangu-

lären Spalt ergeben hatten, schien es ilun zweifelhaft, ob ein kon-

stanter, oberer Grenzwert für R/A = 0 vorhanden sei, und er hielt e s

für möglich, dass die Konstanz der Werte von T,bei den niedrigsten

Drucken in den KNunsEN'schen Beobachtungsreihen vielleicht
der Anwesenheit von Quecksilberdampf oder anderen Dämpfe n
zugeschrieben werden müsse .

GAEDE hat darum die Strömungsversuche KNunsEN's mit
kreisförmigen, zylindrischen Rohren für R/A ± 0 und unter Ver-
wendung von sehr reinem Wasserstoff und Stickstoff wiederholt und
auf diese Messungen, bezw . auf das Ausfrieren des Quecksilber -
dampfes, auf die Herstellung eines konstanten und sehr hohen
Vacuums, auf die Messung der niedrigsten Drucke u . s . w . alle
Sorgfalt und Präzision verwendet.

Die Strömungskapillare hatte eine Länge, L, von 5,67 cm un d
einen Radius, R, von 0,02064 cm im Mittel, also 2 R/L = ca. 0,0073 .
Die konischen Erweiterungen an den Enden der Kapillar e
wurden genau ausgemessen ; sie erhöhten den Strömungswider -
stand der Kapillare um 3 0/ 0 , so dass die beobachteten Wert e
von Tl um 3 °/0 erhöht werden müssen, um einen Vergleich
mit der KNUnsEN 'schen Formel für R/A = 0 zu ermöglichen . Die
Temperatur, t, der Rohrwand war in den Versuchen mit Wasser-
stoff, 18° C., und in den Versuchen mit Stickstoff, 16° C . Die
Resultate von GAEDE sind in der Tabelle IV wiedergegeben.

Tabelle IV .

Hz , (P Alt = 12,19, t = 18° C .

	

Nz, (pA)t = 6,25, t = 16°C .

P
m . m . Hg .

P
Bar .

R/A Ti P
m .m . Hg.

P
Bar .

R
A

Tl

0 . 007 9,31 0 . 01580 0 . 538 0 . 008 10,64 0 . 0350 0 .143 1
•003 4,00 `00676 . 543 •006 8,00 •0264 • 143 8
•001 1,33 •00225 • 546 •003 4,00 •0132 -1473
• 0009 1,20 •00203 . 554 •0023 3,06 •0101 • 1484
0008 1,06 •00179 . 555 •001.2 1,60 •0053 -149 7
0007 0,93 •00157 -552 •0006 0,80 •0026 • 151 1

•00055 0,73 •00124 •546 •00046 0,60 •0020 • 149 8
•00050 . 0,67 •00113 •550 •00034 0,45 •0015 •151 6
00040 0,53 •00090 -551 •00025 0,33 1

	

•0011 151 1
•00028 0,37 •00063 •55 1
•00026 0,35 •00059 . 554
-00023 0,31 •00052 •54 7
•00019 0,25 • 00042 •55 1

R

A Ti , bezech.Ti, boob.
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Hieraus ergibt sich für R/2 = 0 :

Für H 2 (Wasserstoff) : T10 (beob.) = 0'551 + 3 0/0 = 0,568 ,

während man aus der. KNuDsEN'schen Formel für die reine

Molekularströmung :

4v2c .	
1 R 3

3 ~ L
erhält :

T10 (ber .) = 0,5684 .

Für N 2 (Stickstoff) ergibt sich auf dieselbe Weise :

T10 (beob.) = 0,1508 + 3 °/o = 0,1553,

	

-

während :

T1,0 (ber .)

	

= 0,1520 .

Aus dieser Untersuchung erhellt, dass die bei den niedrigsten

Werten von R/2 beobachteten Werte von T1 ~ 0 konstant sind ,

und dass die beobachteten und berechneten Werte befriedigen d

übereinstimmen .
Nach Auswertung erhalten wir aus der Tabelle IV die fol-

genden Werte :

Tabelle V.

Ti/T i,o Ti/ Tx, o

Hz N 2

0 . 000 1 . 000 1 . 00 0
0 . 010 0 . 982 0 . 98 3
0 . 015 0 . 972 0 . 97 5
0 . 025 0958
0 .035 0 . 944

In Verbindung mit der theoretischen Berechnung dieser

Werte werde ich später auf diese Tabelle zurückkommen . -

Der theoretische Wert von T, ,0 , d . h. die durchströmend e

Menge in der reinen Molekularströmung, für welche R/A = 0 g e

setzt werden kann, ist abhängig von dem Zurückwerfungsgeset z

der Moleküle an der festen Wand . Unter Voraussetzung der

absoluten Gültigkeit des Cosinusgesetzes hat MARTIN KNUDSE N
den theoretischen Ausdruck :

in Übereinstimmung mit MAXWELL1) voraus,

die Wand stossenden Moleküle nach
Wand zurückgeworfen wird, und der
spiegelnd von der Wand zurückge -

3

Ti0=
2-f T10_ 2-f

4 v2a . 1

	

.
f

	

f 3

	

V Io L

Wäre z. B . der Wert von (1- f) = 0,02, so hätte sich al s
beobachteter Wert für H 2 in der KNuDsEN'schen Präzisionsunter-
suchung ca . 0,0120 anstatt 0,0115 für R/2 = 0 ergeben müssen und
in dem GAEDE'schen Versuch als T10 = 0,591 anstatt T10 0,568 ;
eine so grosse Abweichung in den Beobachtungen darf aber al s
ausgeschlossen betrachtet werden .

In dieser Verbindung kann vollständigkeitshalber auch erwähnt
werden, dass es nach den theoretischen Untersuchungen vo n
W. GAED E 2) , P . EPSTEI N 3) und P . CLAUSIN G4) Zu erwarten Ist, dass da s
Cosinusgesetz für 'die Zurückwerfung der Moleküle von der Wand

gelten muss in einem Raum, worin Temperatur- und Druckgleich -
gewicht herrschen ; , es kann dann auch angenommen werden, dass
das Cosinusgesetz, jedenfalls mit grosser Annäherung, gültig ist
in einem durch ein Rohr stationär strömenden Gas, worin nur ei n

	

kleiner Druckgradient vorhanden ist, d . h . wenn PI	 P2 1	 0 .	 L

p

Am Ende dieser Übersicht über das vorliegende experimen-
telle Material kann vollständigkeitshalber noch erwähnt werden ,
dass HIROSHI . ADZUMI5) 1939 eine orientierende Untersuchung

1) Vgl. z . B. : EARLE H. KENNARD : Kinetic Theory of Gases : S . 306, New York ,
1938, .und : LEONARD B .LOEB : The kinetic Theory of Gases : S . 325, New York ,
1934.

2) W . GAEDE : Ann . d . Phys. 4, 41, S . 331, 1913 .
3) P . EPSTEIN : Phys . Rev . 23, S . 710, 1924 .
4) P. CLAUSING : Ann . d. Phys . 4, S . 533, 1930 .
5) HIROSHI AnzuSi : Bulletin of the Chem. Soc . of Japan : Vol. 14, S . 343, 1939 .

TI,o =

4 /	 1 R3
T10 = 3 y 2 n•	

Y 1e L
für
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Setzt man aber

dass ein Teil, f, der gegen

dem Cosinusgesetz von de r
übrigbleibende Teil (1	 f)
worfen wird, erhält man :
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über das Durchströmen von Wasserstoff durch Metallkapillar e
durchgeführt hat, hauptsächlich bei niedrigen Drucken .

ADZUMI verwendete Kapillare von Silber, Aluminium, Kupfer

und Eisen. Aus diesen Versuchen, die nur als orientierend e

Experimente betrachtet werden können, weil die Quecksilber-

dämpfe nicht ausgefroren waren und weil die Messgenauigkei t
nicht sehr gross war, geht hervor, dass kein prinzipieller Unter-

schied zwischen den Resultaten mit Glas- und Metall-kapillaren
besteht ; dies wäre auch nicht zu erwarten . Untenstehend sind

die von mir, nach graphischer Ausgleichung der Versuchsergeb-
nisse von ADZUMI, gefundenen Resultate wiedergegeben :

1° Silberkapillare ; L = 7,70 cm, R = 0,027 cm,

(Ç)

	

= 0,31, Tlmin= 0,98 Ti 0min.

2° Aluminiumkapillare ; L = 5,40 cm, R = 0,029 cm ,

R
= 0,31, T1, min . = 0,92 • T1 0

min.

3° Kupferkapillare ; L = 9,80 cm, R = 0,030 cm ,

(Ç)

	

= 0,32, T1, min. = 0,905 . Ti.,,
min .

4° Eisenkapillare ; L = 9,96 cm, R = 0,029 cm,

(Ç)

	

= 0,32, Ti, min.

	

0,870 . T1,0 •
min .

Die Temperatur des Strömungsrohres war in diesen Ver-
suchen, worin Wasserstoff verwendet wurde : t = 15,5° C .

Hieraus erhellt, dass die Lage des Minimums, bezw . der
Wert von : (R/%)min ., mit dem Resultat der KNunsEN'schen Mes -
sungen übereinstimmt ; dies gilt auch der Grössenordnung nac h
für die Grösse des Minimums, weil die Genauigkeit dieser Mes -
sungen von AnzuMl nur auf 5 A. 10 °/o geschätzt werden darf .

Von den theoretischen Arbeiten über die Molekularströmung
der Gase muss ausser den älteren Arbeiten s) von MARTIN KNUD -

1) VgI . u . a . : J . H . A . TER HEERDT, Dissertatie, Utrecht, 1923 .
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SEN und M. VON SMOLUCHOWSKI über die reine Molekularströmung
insbesondere die spätere interessante Arbeit von W. G . POLLAR D
und R. D . PRESENT 1) erwähnt werden .

POLLARD und PRESENT (im folgenden zitiert als P. und P . )
lenken die Aufmerksamkeit darauf, dass die reine Molekular-
strömung als die untere Grenze, d. h. der Grenzwert für R/2 = 0,
einer Diffusionsströmung in einem Kapillarrohr aufgefass t
werden muss ; sie nennen diese Diffusionserscheinung »Wand -
diffusion« .

Ausgehend von diesem Wanddiffusionszustand berechnen si e
den Einfluss der gegenseitigen Zusammenstösse der Moleküle au f
die Molekularströmung und erhalten hierdurch den Ausdruck
für die von mir in dieser Abhandlung genannte Druckdiffusions-
strömung (CHAPMAN), bezw. für reine Gase Selbstdiffusions-
strömung .

Sie gewinnen auf diese Weise eine theoretische Formel für di e
Variation dieser Strömung durch ein Kapillarrohr mit dem Druc k
p des Gases, bezw . für die Variation des Selbstdiffusionskoeffi-
zienten, D11, p , mit dem Wert von R/A . Um numerische Werte zu
erhalten, sind die Werte der in der Formel vorkommenden be -
stimmten Integralen` durch numerische Integration für mehrere

Werte von
R

berechnet, wodurch die theoretische Kurve (D11, p ,

R/A) gezeichnet werden könnte (Fig . 2, Seite 771, Abh . P. und P.) .
Es erhellt hieraus, dass diese Kurve annäherungsweise mi t

der laut P . und P. von C. H. BOSANQUET 2) angegebenen Inter-
polationsformel für-11,p in einem Kapillarrohr :

1

	

1

	

1
-F-

	

, iibereinstimmt .

16

Dil, p

	

D11,0 Du, p + .9

Ausserdem untersuchten P . und P . den Einfluss der endlichen
Länge, L, des Strömungsrohres auf den Diffusionskoeffizienten ,
D11, p±o, also in dem Zustande, charakterisiert durch :

R «L «A , wo A -->- oo

.P. und P. haben aber nicht damit gerechnet, dass die von
gegenseitigen Zusammenstössen kommenden Moleküle im In -

1)W. G . POLLARD und R. D . PRESENT. Phys. Rev., Vol. 73, S. 762, 1948 .
2) -Vgl . P . und P. loc . cit., Seite 770 (C. H. BOSANQUET : British T. A . Repor t

BR - 507, September 27, 1944) .
Dan . Mat.Fys .Medd. 28, no .2 .
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neren des Rohres eine gemeinschaftliche Massengeschwindigkei t

(zusätzliche Geschwindigkeit), vx , in der Richtung des Druck -

gradienten erhalten haben, wodurch die von mir in dieser Arbeit

genannte »Gleitungsströmunga entsteht .
Im Laufe dieser Arbeit werde ich mehrmals auf die Unter-

suchung von P . und P. zurückkommen und die Resultate von P .

und P. mit einigen der von mir erhaltenen Resultate vergleichen ,

insoweit diese miteinander vergleichbar sind . -

§ 2 . Wie bekannt, geht bei grösseren Werten von R/A, bezw.

.A/R->- 0, die Molekularströmung von KNUDSEN in einem langen

Kapillarrohr in die hydrodynamische, laminare Strömung von

POISEUILLE über ; für diesen Grenzfall wird, wenn die Strö-
mungsgeschwindigkeit des Gases an der Rohrenwand, v, , gleic h

Null gesetzt wird, die pro Sekunde durchströmende Gasmeng e

bestimmt durch die Formel :

4
G (Pl -P2) = 1P ' Tl ,(P1 -P2) - 8 . ~ ' R P (P1-P2) • (4)

Ausgehend von dem obengenannten Grenzzustand, bezw .

R/A--)- oc, muss diese Formel für G, wenn der Wert von R/A kleine r

wird, nach den Untersuchungen von KUNDT und WARBURG° fü r

die Gleitung des strömenden Gases an der festen Rohrwand korri-

giert werden, d . h. in diesem Falle darf in der Ableitung der For -

mel (4) für G die Strömungsgeschwindigkeit des Gases an der Wand

und parallel mit dieser, v u„ nicht mehr vernachlässigt werden .

Nach KUNDT und WARBURG kann in diesem Zustande für di e

Geschwindigkeit, v u„ angenommen werden :

	

dv

	

dU
VI» =

	

( C~r

	

= ~ .	 (	
drWand

	

r± R

(dv/dr)r ,.R ist der Geschwindigkeitsgradient des Gases an de r

festen Wand in der Richtung der Normale dieser Wand ; (du/dr)r R
muss dicht an der Wand, aber im vollen Gase genomme n

werden, d . h . dort, wo der Geschwindigkeitsgradient nicht mehr

durch die an der Wand zurückgeworfenen Moleküle beein-

flusst ist, also an der Stelle, wo (dv/dr) r± R von dem Zurückwer -

1) A . KUNDT und E . WARBURG : Pogg. Ann ., Bd . 155, S . 337 und 525, 1875 .

Nr. 2

	

19

fungsgesetz der Moleküle an der Wand unabhängig geworde n

ist ; dies wird in einem Abstande von der Wand, der einigen

freien Weglängen des Gases entspricht, der Fall sein .
Diese Gleitungsgeschwindigkeit, v u, , muss also aufgefass t

werden als eine über den Querschnitt konstante Massengeschwin-

digkeit oder »zusätzliche Geschwindigkeit« von allen Molekülen

im Rohre ; die Richtung dieser zusätzlichen Geschwindigkeit ,
v u„ und des Konzentrationsgradienten im Gase ist dieselbe, und

also für ein zirkulares Rohr die Richtung der Achse .

Der Koeffizient, wird der Gleitungskoeffizient genannt, un d
hierfür ist von KUNDT und WARBURG experimentell gefunden :

C = k A ,
P

wo p der Druck ist ; k ist eine Konstante in dem Gebiet : R/A-± oo .
Aus den KNUDSEN ' SChen Messungen mit Kapillarrohren vo n

sehr verschiedenen Dimensionen erhellt, dass der Wert vo n
k von dem Radius des Kapillarrohres, bezw . von der Krümmung
der festen Wand, unabhängig ist, so dass angenommen werde n
darf, - jedenfalls in erster Annäherung -, dass der hieraus be -
stimmte, experimentelle Wert von k auch für eine plane Ober-
fläche Gültigkeit hat : ,

Die gaskinetische Theorie der Gleitung ist im MAxwELL'schen
Zustand der Gase mathematisch sehr kompliziert, und bis jetz t

besteht hierfür nur die angenäherte Theorie von MAXWELL ;
diese ist später von R . A . MILLIKAN T) auf sehr einfache und über-

sichtliche Weise dargestellt worden. Diese Theorie von MAXWEL L
ist aber nur eine angenäherte, und solange das Gesetz der Ge-

schwindigkeitsverteilung der Moleküle in den an die feste Wand

grenzenden Gasschichten nicht hinreichend bekannt ist, wird e s
kaum möglich ,sein, eine exakte und einwandfreie Theorie für
die Gleitung -aufzustellen) ; es ist aber einfach zu beweisen, das s

in dem MAxwELL'schen Zustande der Gase jedenfalls k < 2 sein
muss, wenn das Cosinusgesetz für die Zurückwerfung der Mole-
küle an der Wand Gültigkeit hat .

Dass k von dem Zurückwerfungsgesetz der Moleküle an de r

1) R. A . MILLnCAN : Phys . Rev . 21, S . 217, 1923 .
2) H. A . KRAMERS : Il Nuovo Cimento : Vol . VI, Ser . IX, S . 297, 1949 .

2*

(5)

±UI

oll
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Wand abhängig ist, hat bereits MAXWELL dargetan und er hat,

ausgehend von teilweiser Zurückwerfung nach dem Cosinusgeset z

und teilweiser, spiegelnder Zurückwerfung, nach seiner oben -

erwähnten Theorie abgeleitet : 1 )

_ 2-

'V22 .
	 ~

v - 2- f
fp

-

	

=

	

,`Chapman . '
f

	

iP

und also, wenn das Cosinusgesetz absolute Gültigkeit hat, d . h :
f=1 :

oder k = 1 - -

Zieht man in Betracht, dass das Cosinusgesetz für die Zurück-

werfung der Moleküle an einer festen Wand in der reinen

IV loleliularströmung, praktisch gesprochen, absolute Gültigkeit

besitzt, besteht keine Veranlassung anzunehmen, dass in de m

MAxwELL'schen Zustande der Gase für dieselbe Wand ein anderes

Zurückwerfungsgesetz, z . B . teilweise spiegelnde Zurückwerfung ,

gültig sein sollte, weil der kinetische Zustand an der feste n

Wand - auch im MAxwELL'schen Zustande der Gase - inner -

halb eines Abstandes von der Wand, entsprechend der mittleren

freien Weglänge, A , ganz analog und vergleichbar ist mit dem

Zustand an der Wand in der reinen Molekularströmung .

Ergibt sich also im MAxwELL'schen Zustande für k experi-

mentell ein Wert von k > 1, darf hieraus nicht abgeleitet werden ,
dass ein Teil der Moleküle spiegelnd zurückgeworfen wird 2) ;

dies ist sicher nicht erlaubt, solange eine einwandfreie Theori e

der Gleitung in dem Gebiet R12 -- oo noch nicht vorliegt . MAtcwEL L

selber hat darauf bereits aufmerksam gemacht .

In dieser Verbindung kann die Arbeit von W . P. J . LIGNAC 3 )

erwähnt werden . LIGNAC hat u. a . eine Übersicht über alle be -

kannten Messungen und Bestimmungen von k gegeben und dies

Material kritisch bearbeitet ; ich werde später hierauf in Ver-

bindung mit den Bestimmungen von k nach der kapillare n
Durchströmungsmethode näher zurückkommen, weil diese Me-

thode scheinbar im Mittel grössere Werte für k ergibt als di e

1) Vgl . EARLE H. KENNARD : IOC. Cit ., pag . 296 .
2) Vgl . EARLE H . KENNARD : loc . cit ., pag. 299 .

3) W . P . J . LIGNAC : Dissertatic, Leiden, 1949 .
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anderen zur Bestimmung der Gleitung benutzten Methoden, wie
z . B . die Ablenkungsmethoden der rotierenden Scheibe oder de s
rotierenden Aussenzylinders, die Methode der schwingenden
Scheibe u . s . w .

LIGNAC hat aus dem gesamten Material für den Wert von
k nach allen Methoden : k > 1, gefunden .

Aus dem von ihm veröffentlichen 'Material scheint weiter her -
vorzugehen, dass im Mittel : k = ca . 1 .20 ; die Bestimmungen
von k nach der Durchströmungsmethode ergeben aber im All -

gemeinen : k = ca . 3 .
Wir können also vorläufig am besten für den Zustand :

R/2--*. cc, den Ausdruck :

	

_

	

dv

	

dv

	

vw =

	

dr)

	

•= k2 A
. drr3R

	

r~ R

verwenden, mit dem Zahlenwert von k2 , der aus der Beobach-
tungsreihe hervorgeht . -

Wenn wir den Einfluss der Gleitungsgeschwindigkeit, va,, auf
die Formel von POISEUILLE berechnen wollen, können wir ein
Raumelement 2 nr dl • nr2 (vgl . Fig . 2) im Rohre mit Radius, R ,
und Länge, L, betrachten . Ist der Zustand stationär, erhalte n

T----2R	 P-i	 ÿ --- -Achs e

wir, weil die Kräfte in der Richtung der Achse in diesem Fall e
im Gleichgewicht sein müssen, die folgende Gleichgewichtsbe-
dingung :

nr2•
d1

. dl = 2 nr dl 1.1	•d
v

dr

woraus, weil dp als eine Konstante angesehen werden kann ,

20 2 1

f- v

dv

	

r dp
=

dr

	

2 . dl '
ode'. nach Integration :12
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v = 4~ [(R 2 -r2 ) -F- 2 U?] d1 (P1 -P2) _ 'mN ~ • 2 nr dr = 8 .
R71   4 PP [ 1 + 4

R

G dp
dl

23

2

Da

	

1 NlQ und
dp

= ? mSZ dN wird :
2

	

dl

	

8

	

d l

n
v- vp + viv 16

R2 rs
Ndl + k2 8

RU
Ndl

Die Strömungsgeschwindigkeit, v, des Gases im Rohre be -

steht also aus zwei Gliedern ; das erste Glied, vp , ist die Geschwin-

digkeit, herrührend von der hydrodynamischen, laminaren Strö-

mung, und also :
2

v p =
16

R2 r
S2

dN
woraus sich

A

	

Nd l

für r = R, up, n = 01) , und für r = 0 (Achse des Rohre s
2 _ dN 1 R2 dp

vp, Achse = 2

R
.Q Ndl

	

ergibt, während die mittlere Ge -

schwindigkeit über den Querschnitt, r R 2 , wird :

_1 R 2 dp _ 7r . RD dN R
vp, mitt . - 8 ~ dl
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Ndl .1

Das zweite Glied, VW , ist die Gleitungsgeschwindigkeit der

Moleküle im Rohr :

vW = ks 8n RQ
dN .

Nach Einführung des experimentellen Wertes von k2 = ca .
3

,

ergibt sich :
~

	

dN _ 7c._

	

dN
v w = ks 8 RSZ ' Ndl

ti
6

R~
Ndl

Aus dem Wert von v erhält man für G den bekannten Aus -

druck :

1) Da vp = 0 für r = R (Wand des Rohres), erhellt hieraus, dass die hydro -
dynamische Strömung sich auch mit dem Cosinusgesetz für die Zuriick'werfun g
der Moleküle an der festen Wand verträgt .

bezw.

2TC

	

3 dNr3ac

	

~cG (Pl - P2) = 3
mS2 • R 3

dl IL
64 À ~ 16 k2] '

oder, wenn k

	

4
23

4	 	 R 3

	

) ~ 3 n R nl
G (P1 - P2) = V2 V ' L(P -P2 64 ~

-I

§ 3 . Bei näherer Betrachtung von G sehen wir aber, das s
diese zweigliedrige Formel noch nicht vollständig ist, weil i n
diesem Ausdruck für die Strömung von POISEUILLE Mit Glei -
tungskorrektion noch ein Glied fehlt, nämlich ein Glied, her -
rührend von der Selbstdiffusion in dem laminar strömenden Gas e

zufolge des Konzentrationsgradienten, dN

Dies Glied ist bei grösseren Werten von R/), , verglichen mit den
zwei anderen Gliedern, zahlenmässig ohne wesentliche Bedeutung ;
bei kleineren Werten von R/). gewinnt aber diese Selbstdiffusions-
strömung überwiegende Bedeutung und geht für R/A = 0 in die
reine 1Vlolekularströmung von MARTIN KNUDSEN über. Wir wer-
den darum dies Glied näher untersuchen .

Betrachten wir ein reines Gas in dem MAxwELL'schen Zu-
stande, mit konstanter Temperatur und mit einem Dichtheits- oder
Konzentrationsgradienten, dN/dl, bezw. einem Druckgradienten,
dp/dl, und nehmen wir an, dass dieser Druckgradient keine Tur-
bulenzströmungen in dem Gase veranlasst, muss eine stationär e
Diffusion in der Richtung des Druckgradienten, bezw. Konzen-
trationsgradienten, von statten gehen . Eine Berechnung. nach der
einfachen kinetischen Theorie ausgehend von der Annahme ,
dass die Moleküle als harte, elastische Kugeln aufgefasst werden
können - ergibt für ein reines Gas in dem stationären Zustand ,
dass die durch ein Flächenelement, dS, senkrecht zur Richtun g
des Konzentrationsgradienten, dN/dl, diffundierende Gasmenge in
dem MAxwELL'schen Zustande des Gases wird :

a!'



wo D11,oo den Selbstdiffusionskoeffizienten des reinen Gases i n
dem MAxwELL'schen Zustande des Gases darstellt .

In einem reinen, ruhenden Gase im MAxwELL'schen Zustand e
ist dieser theoretische Diffusionszustand selbstverständlich nich t
möglich, bezw. stabil, aber anders wird es, wenn man es mit einem
laminar strömenden Gase zu tun hat .

In diesem Falle, z . B . in der Strömung von PoisEUILLE, hat
man in jeder zirkularzylindrischen, strömenden Lamelle, 2 ardr • L ,
einen Konzentrationsgradienten, dN/dl, und in jeder Lamelle muss
also, solange keine Turbulenz entsteht und die laminare Strömung
zerstört, eine Druckdiffusion von statten gehen, so dass unab-

hängig von der hydrodynamischen Strömung und der Gleitungs-
strömung ausserdem eine Diffusionsströmung stattfindet.

Ist das strömende Gas ein reines, unvermischtes Gas, wird dies e
Diffusion eine Selbstdiffusion .

Wir können annehmen, dass diese drei Strömungen, d . h .
die hydrodynamische Strömung, die Gleitungsströmung und di e

Diffusionsströmung, einander nicht beeinflussen, so dasS der voll -
ständige Ausdruck für die totale, stationäre Strömung - in dem
Zustande : R/) -- oo, d. h . in dem MAxwELL'schen Zustande des
Gases, - durch Superposition der drei einzelnen Strömungen ge-
funden wird und also :

Der besseren Übersicht wegen werden wir zuerst degn obener-
wähnten Wert des Selbstdiffusionskoeffizienten nach der ein-
fachen kinetischen Theorie ableiten, indem wir von einem reine n
Gase in dem Zustande : R/Å- oc, z . B . einem laminar strömenden
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Gase mit einem Konzentrationsgradienten, dN/dl, ausgehen . Durch
ein Flächenelement, d S, senkrecht zu dem Konzentrationsgradien -
ten,, werden per Sek . , der Druckdiffusion wegen, gehen :

n i • dS Moleküle, die von links kommen (Gruppe II) .

Wir erhalten leicht, da wir von der konstanten Massenströ-
niung absehen können, vgl . Fig. 3 :
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2 gt 2

	

1;2'7

//
(nr-ni) dS dS-2NLS2A

dl
ds cos' 0sin0d6~

A
•e dl~)

o

	

~o

	

o

	

`̀

= dS
3

S2A .
d1

In derselben Weise lässt sich auch die in der Zeiteinheit vo n
einem Rohrstück, 2 R dl, empfangene Bewegungsgrösse, herrüh-
rend von der Diffusionsströmung, leicht berechnen ; diese Be-
wegungsgrösse in der Richtung des Dichtheitsgradienten wird i n
dem stationären Zustande :

M= 1M•27rRdl = 16 mS2,1 dN•2nRdl .

Bei dieser einfachen Berechnung stellt es sich also heraus ,

dass D 11 ø
= 3 DA

'
geltend für den MAxwELL 'schen Zustand

des Gases .

Die exakten Berechnungen für den MAxwELL 'schen Zustand
der Gase von D . ENSKOG und S . CIIAPMAN1) ergeben aber für de n
Fall, dass die Moleküle kugelsymmetrisch sind und einander nac h

dem Gesetz : 1 , abstossen, dass :

D11 ø = 1,543 • ~ = 0,772 • ,S2A .

Sind aber die Moleküle als harte, elastische Kugeln aufzu-
fassen, ergibt sich :

D1100 = 5

	

= 1,20 . 2

	

= 0,60 • .A .

Es ist einfach zu sehen, dass diese Lösung die richtige dar -
stellt, weil es bekannt ist2>, dass die gegenseitige Diffusion der
Moleküle der zwei durch dS strömenden Gruppen , I und II , un-
abhängig ist von den gegenseitigen Zusammenstössen der Mole-

küle in der Gruppe I bezw . in der Gruppe II. Lassen wir, die

1) Vgl . EARLE H. KENNARD, l0C. Cit ., pag. 195 .
2) Vgl . EARLE H. KENNARD, 10C. Cit., pag. 191 .
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gegenseitigen Zusammenstösse der Moleküle der Gruppe I, bezw.
der Gruppe II, ausser Betracht, dann sind nur die Zusam-

menstösse zwischen den Molekülen der Gruppe I und den Mole-
külen der Gruppe II von Bedeutung ; in diesem Falle erhält
man, wie früher von mir abgeleitete) :

1- dN 1
m- (nr- n i)dS= dS• m -3S2A

	

•dl

D 11 ø = - S2A . - d. h .

D 11 ø = ca . 0,595 ShA -

Einfachheitshalber werden wir aber in den folgenden ange -
näherten Berechnungen über die Abhängigkeit der einzelne n

Glieder der Formel (6) von R/A in dem ganzen Gebiet : 0 < < oo ,

die Formel (7), d . h . D11,ø = 3 DA , verwenden . -

Wir werden nun zuerst für die laminare Strömung, wenn
R/A ->-oo, die-'einzelnen Glieder der vollständigen Formel (6) :

G' = G3 f G2 f Gi = 23 m.~l .R3 dN H3
A 16 2 2R ]

wo G (pl-p 2)'= G', näher betrachten und überlegen, wie dies e

Glieder sich in dem Gebiet, 0 < R < oo, mit R/A ändern; uni

hierdurch eine Annäherungsformel zu erhalten, die mit der semi -
empirischen Formel von MARTIN KNUDSEN vergleichbar ist .

a) Das Diffusionsglied : Gi = n R' • mD11, r • dN wird für

1 ) Sorxus WEBER : D . Kgl . Danske Vid . Selskab ; Mat.-fys . Medd. XXIV ,
No . 4, pag. 50, 1947 .

'2) W. P. J . LIGNAC : Dissertatie, Leiden, S . 22, 1949. In dieser Arbeit wird
für den Mittelwert von S 1 angegeben :

(
S1 =SLW = Z L~vr-11 =0, 56 .
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G' =
2

Inn - R3
d1V

~

	

wenn D

	

= 1

	

, bezw .1, co

	

3

	

dl 2R~

	

n, .

	

3

u =

	

• 1 A 1D

	

, weil3
P

Für kleine Werte von R/2 ist der Rohrdurchmesser, 2 R, gegen-

über .1 nicht mehr gross, so dass wir nach den Überlegungen vo n

MARTIN KNUDSEN 1) über den Einfluss der festen Wand auf de n

Wert von 2 diesen annähernd durch :

ersetzen müssen .
Wir erhalten hieraus :

1

	

1
D11 = DAp 3 1+ -

2R

Da wir aus den experimentellen Untersuchungen von MARTIN
KNUDSEN und W . GAEDE wissen, dass der theoretische Wert für
R

= 0 :

	

_
A

	

G1 o =
23

mS~ R3 d1 = 3 1/2 I/-re '

in vollständiger Ubereinstimmung mit dem experimentellen Wer t

für : R/2=>-__ 0, ist, können wir hieraus schliessen, dass für R = 0,
sowohl :

G3 0 = 0, als auch : G2 , o = 0 .

Die Formel :
1 -

	

1
D 11 n = 3

1+ 2 R

kann für kreisförmige, zylindrische Rohre auch geschriebe n
werden :

1 ;, =pR• - 3 pl	 p2

L

und also :
r

G I p= ~cRQ • In D11 l,' dl -
23

mSZ R3
dN

dl 1 -F- 2 R/R (8)

1 _ 1

	

1
+ 	 ,

D11, p

	

D11,a D11, ~

(9)

Der Wert dieses Ausdrucks für R/A= 0 ist aber der von MARTI N

KNUDSEN auf direkte Weise abgeleitete Wert für die durchströ-
mende Gasmenge in der reinen Molekularströmung 2) .

Ob der Ausdruck von D11 p, der in Übereinstimmung ist

mit der Druckabhängigkeit der inneren Reibung und der Wärme-

leitfähigkeit der Gase, befriedigende Resultate in dem ganzen

Druckgebiet : 0 < R
< oo, ergeben wird, kann man a priori

nicht wissen, auch weil experimentelle Beobachtungen über di e

Variation des allgemeinen Diffusionskoeffizienten, D1,2 , mit dem

Druck p immer noch fehlen. Es wird sich aber später heraus-

stellen, dass in dem Gebiet : R/R 0, die Variation von D11, p nur

annäherungsweise durch diese Formel befriedigend wiederge-

geben werden kann (vgl . Seite 106) .

1) MARTIN KNUDSEN : Ann . d. Phys . 31, S . 222, 1910 .
2) MARTIN KNUDSEN : Ann . d . Phys . 28, S . 111, 1909 . Dieser, in jeder Hin-

sicht einwandfrei abgeleitete, Wert wurde durch Addition der einzelnen durch den .
Querschnitt strömenden Moleküle berechnet .

so dass wir für. Dll, p einen Ausdruck erhalten, der ganz analog
ist mit der von mire) angegebenen und untersuchten Forme l

für die Druckabhängigkeit des Wärmeverlustes von einer plane n
Oberfläche :

1 = 1

	

1
+	 .

4p

	

qo q,,

Hierin bezeichnen, wenn TI - T2 = 1 ° C :

qp : den Wärmeverlust pro Sek . und cm 2 bei dem Druck p ,
q 0 : den Wärmeverlust pro Sek . und cm 2 in dem molek . Zust .
q. : den Wärmeverlust pro Sek. und cm2 in dem MAxwELL'schen

Zustand .

Die obenstehende Formel (9) für D 11 . p ist auch bei POLLAR D
und PRESENT2) in Verbindung mit theoretischen Betrachtunge n
von BOSANQUET erwähnt ; vgl . S . 17 .

1) So pnus WESER : D. Kgl . Danske Vid . Selsk ., Mat .-fys . Medd . XIX, No . 11 ,
S . 6, 1942 .

2) W. G. POLLARD und R. D . PRESENT : Phys . Rev ., Vol . 73, S . 770, 1948 .
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b) Wir werden nun das Gleitungsglied G2 betrachten ; dies
Gleitungsglied ist im MAxwELL'schen Zustande, R/A-> oc, aufzu-

fassen als davon herrührend, dass alle Moleküle im Rohre ein e

gemeinschaftliche, konstante Geschwindigkeit, vu, (zusätzliche

Geschwindigkeit) in der Richtung der Achse besitzen ; diese
Gleitungsgeschwindigkeit ist in dem Zustand, R/A -> oc :

dN
vü, = v 2 = k2

S RD ' Nddl '

wo sich für - oc, experimentell ergeben hat : k2 = ca. 3 . Die

durchströmende Gasmenge der Gleitung wegen wird also fü r

R-soc :
G2 . = mNv 2 . 7cR 2 = ?tt R4•lo p•4k 2 dp .

8

	

R dl

Wenn das Cosinusgesetz gültig ist, und dies erhellt aus der
Übereinstimmung zwischen dem experimentellen und theore-

tischen Wert der reinen Molekularströmung, wissen wir, dass di e
an der Wand zurückgeworfenen Moleküle im Mittel keine ge-

meinschaftliche Geschwindigkeit (zusätzliche Geschwindigkeit )
in der Richtung der Achse besitzen, so dass nur die Moleküle ,
die von gegenseitigen Zusammenstössen mit anderen Moleküle n

kommen, eine Gleitungsgeschwindigkeit besitzen können . Der

Einfluss der Wand auf den Ausdruck für G2 kann also annähe-
rungsweise auf Grund folgender Betrachtung abgeleitet werden :

Betrachten wir eine Längeneinheit des Rohres, wird di e
Wandoberfläche 2 v R und das Volumen n R 2 ; die Anzahl der
gegenseitigen Molekularstösse in dem Volumen, n R2 . 1 cm, wird

n l =
NA

n R 2 , während die ganze Anzahl der Stösse, wen n

auch die Stösse gegen die Wand mitgezählt werden, beträgt :

n =

	

• nR2 ~-2nR•4NS2,

und also :

n l _

	

1

n 1+R

31

Wir ersehen hieraus, dass die durchströmende Gasmenge G

bei dem Druck, p, da von der totalen Anzahl, n, der Stöss e
nur n,_ für die Gleitung von Bedeutung ist, wird :

G2,p

	

G2,co

	

G 2 ,n

	

.

	

A
,

1+ -
2 R

i

schreiben können :

~ R 4

	

A dp
G 2 .P = g '

	

' 4k2 -R .
dl

	

A
1 F 2 R

2 R
2n

	

dN 3 n= m R
s

	

K	
3

	

dl 16 2
1+

2 R

A

oder, wenn k
4

2= 3 :

	

2_R

	

2 R

G ' = 2nmS~R3dN

	

n

	

A
2,p

	

3

	

dl 4 1+2R
- Gi .o 4' 1 2R

	

(10 )

	

A

	

+ --

Wenn R = 0, folgt hieraus : G2,0 =

k ür
R

- .0, erhalten wir somit :

2 p-->o - Gio
7 2R = 2z m

D
R3 dN ac 2 R

4 A

	

3

	

dl 4 A

= 4 mNûo • ,~R2 • R, wo ûo = 4 RS2 Ndl '

Wir werden später diesen letzten Ausdruck für R
0 auch

auf direkte Weise ableiten .

c) Betrachten wir nun das hydrodynamische Glied, G3' , p , er-
halten wir nach der hydrodynamischen Ableitung und als o
jedenfalls gültig für grössere Werte von R/A :

ND

so dass wir

H,;
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n R 4

	

dp 2g-r

	

dN 3n 2 R
G3> p

	

g-' Iep ' dl

	

3
m~

•
„n-

d1 128 A

3n 2 R
10 128 A

Hieraus erhellt, dass G', . p proportional ist mit,
2

AR , bezw.

wird dieser Ausdruck auch für kleinere Werte von
R

ver -

wendet, wird

für
R-

= 0 : G3 0 = 0 ,

wie auch auf Grund der Beobachtungen erwartet werden mus s

(vgl . S. 29) .

Man kann a priori nicht wissen, wie das hydrodynamisch e
Glied, G3 ., n, in dem Gebiet : R/A --- 0, genau verläuft . Man darf

aber annehmen, dass die hydrodynamische Strömung, G3 ,

nicht einsetzen kann, solange man es nur mit vereinzelten, gegen-

seitigen Zusammenstössen der Moleküle zu tun hat . Da dies der

Fall ist in dem Gebiet : R/2-4-0, muss man auch für :
R-A
	 0 ,

G3 n	 0 erwarten .

Das Einsetzen der hydrodynamischen Strömung wird wahr-

scheinlich erst dann stattfinden können, wenn die Anzahl der ge-

genseitigen Zusammenstösse in einem Raumelement, z . B . in der

Mitte des Rohres, eine hinreichende Grösse erreicht hat, wodurc h
der Anfang eines »Kontinuums« von Molekülen im Rohr ermög -

licht wird ') ; bei welchem Wert von R/A in dem Gebiet,
RA

0, die -

ser Zustand eintreten wird, kann man aber im,Voraus nicht wissen .
Es wäre dann auch sehr wohl möglich, dass das Glied, ,p ,

in dem Zustande : R/A->- 0, nicht genau proportional mit R/A ist ,

sondern eine andere Abhängigkeit von R/A besitzt ; andererseit s

wird die numerische Grösse des Gliedes :

3n 2 R
G 3, A/G =
	

1,0

	

128

	

A

1) Vgl . u . a . : J . JEANS : An introduction to the kinetic theory of Gases, chapt .
IX, p . 225, 1948 (Cambridge University Press) .

Nr. 2

	

3 3

in dem Gebiet : RIA 0, mit eins verglichen sehr klein, und als o
ohne grossen Einfluss auf die Summe aller drei Glieder .

Bevor ich hierauf näher eingehe, werde ich erst die Summ e
der zwei gaskinetischen Glieder, G3 p und Gl, p , in der drei-
gliedrigen Formel :

näher betrachten .

Wir erkennen leicht, dass die Summe (G I' , n + G2, n) als Funk -

tion von
R

kein Minimum (oder Maximum) hat, weil :

1+
4
-x

2 RG'
P + G

2,
p

	

G1,4 1 -I- x' wo

	

=

	

;

dies erhellt u. a . daraus, dass der Differentialkoeffizient :

1- 4
. n) - - G •

G
1
'

(1 + x) 2

in dem ganzen , Gebiet : 0 < R/A < oo, negativ ist und erst für
x = oo gleich Null wird .

Die Summe : (GI' n + G2, p), wird also in dem ganzen Gebiet :

0 <
R

< oo, gleichmässig von G1 0 für = 0 auf 4 • G1 0 für = oc

abnehmen .

Dies ist auch in Ubereinstimmung mit der semi-empirische n

Formel von MARTIN KNUDSEN, da die Summe : b • 1+cl p , der
1+ c2 . p

entsprechenden Glieder in dieser Formel auch kein Minimu m
hat, und regelmässig mit wachsendem Wert von p abnimmt ,
weil c1 < c2 .

Es erhellt aus diesem Verlauf der Summe (Gi , p + G2, p )
mit R/A, bezw. aus der Summe der zwei entsprechenden Gliede r
der semi-empirischen Formel von MARTIN KNUDSEN, wie auch
aus den späteren, exakten Berechnungen von G,' , p und G2, n

Dan .Mat .Fys.Medd . 28, no .2.

	

3

P ;
G3,p+G2,v+Gl, ,

, n
d,

( G
dx
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dass die Entstehung des von MARTIN KNUDSEN gefundenen Mini-

mums bei R/A = ca . 0,3 nach aller Wahrscheinlichkeit nicht vo n
dem Verlauf der Gleitungs- und Diffusionsströmung, bezw .
(Gi p + G2,p), herrührt, also auch nicht durch die gegenseitig e
Wechselwirkung der Moleküle in dem Gebiet : R/A -->- 0, wie von

MARTIN KNUDSEN angedeutet, bewirkt ist . -

Die Entstehung des beobachteten Minimums, Gm in = ca.

0,93G 0 bei \ /
mzn =

ca . 0,30, ist somit dadurch zu erklären ,

dass das hydrodynamische Glied : G3 ,p , welches proportional

mit R, bezw. p, wächst, zu der Summe (Gi,p + G2 p ), welche

gleichmässig mit R/A, bezw. p, abnimmt, hinzukommt . -

Da die aus der angenäherten theoretischen Formel berech -

neten Werte von G min " und R
1

I

	

mit den beobachteten Werte n
min .

	

3 ac 2 R
gut übereinstimmen, wenn G', , p = Gi,o • 128

	

gesetzt wird ,

darf also angenommen werden ; dass die hydrodynamische, lami-

nare Strömung, G3 , p , bereits bei einem Wert von R/A = ca. 0,2

à 0,3 ihren vollen theoretischen Wert :

2 R
G 3, p

_ (r̀l,o .
128

	

A.
,

erreicht hat .

Wir werden darum im folgenden von der Annahme ausgehen ,

dass in dem ganzen Gebiet : 0 < R < co :

2 R
G

_
G3, p- 1 .0 128

	

A
,

gesetzt werden kann und jedenfalls als eine brauchbare An-

näherung in dem Gebiet
R
	 0 verwendet werden darf .

Auch MARTIN KNUDSEN hat in seiner semi-empirischen,,.` For -

mel (1) diese Lösung verwendet . -
Wir entnehmen also hieraus, dass die dreigliedrige, theore-

tische Formel in erster Annäherung geschrieben, werden kann :

2 R
3a 2R vz

	

R
128 A + 4

	

2R +

	

2 R
1-F

A
- 1+

A

während die semi-empirische, allgemeine Formel von MARTI N
KNUDSEN, wie früher erwähnt, folgendermassen lautet :

2 R
3n 2R

	

A

	

1
128

	

1+ 1,548
~-{

1-I-- 1,548 •
Z R

Wir ersehen hieraus, dass die dreigliedrige, theoretische
Formel und die semi-empirische Formel von MARTIN KNUDSE N

der Form nach vollständig übereinstimmen .
Aus der Formel von MARTIN KNUDSEN erhellt :

= 0,32 3
A

	

und G min . = 0,952 G l,o ,min .

während die theoretische Formel ergibt :

(-R,)

	

= 0,353
min .

	

und G

	

= 0;963 G'mm. =

	

l,o •.

Experimentell wird im Mittel gefunden :

R

	

= 0,310 und G' = 0,930 . G'
1 A)

	

min .

	

1 ,o .
min .

Die Übereinstimmung kann als befriedigend angesehen wer -
den, wenn in Betracht gezogen wird, dass die Zahlenfaktoren
von R/A in der theoretischen Formel Annäherungswerte sind un d
die semi-empirische, allgemeine Formel von MARTIN KNUDSE N

eine mittlere Formel ist, d . h., dass die Zahlenfaktoren von R/A in
dieser Formel Mittelwerte sind .

Durch Änderung der Zahlenfaktoren von R/A in den zwei gas -
kinetischen Gliedern der semi-empirischen Formel MARTI N
KNUDSENS kann eine bessere Übereinstimmung mit den Beob-
achtungen der einzelnen Messreihen leicht erreicht werden ; so

3 *

1

}
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werden z . B. die Präzisionsmessungen für CO 2 mit dem Rohr
No. 4, die in der Tabelle II wiedergegeben sind, befriedigen d
durch die folgende, semi-empirische Formel :

2 R

3712 RA +2,247	
2R +

	

2 R1+ 2,767 -
A

	

1+ 2,767 •

dargestellt ; aus dieser Formel folgt z . B . :

= 0,300 und Gmin. = 0,927 • Gl,o ,
À. min.

Nr . 2

	

37

mit der obengenannten Beobachtungsreihe mit CO 2 und Rohr
No . 4 (Tabelle II) .

§ 4 . In der dreigliedrigen Formel (12) können wir die beiden
gaskinetischen Glieder, nämlich 1 ° das Gleitungsglied, und 2 °
das Diffusionsglied, noch näher betrachten .

1° : Das Gleitungsglied. Aus der Formel ersehen wir, dass da s
Gleitungsglied, d . h. die der Gleitung wegen durchströmende Gas -
menge, nicht konstant, sondern von R/A abhängig ist .

Für R/A-- oo ergibt sich, in Überstimmung mit dem Gleitungs-
glied, für die Gleitungsgeschwindigkeit der Moleküle, d . h. die
konstante, zusätzliche Geschwindigkeit aller Moleküle im Rohre :

1
G ' = G'1, 0

und für
2R„ oc : G~co=

G io (18 2R +0,8121, U2
= (dr

)
r ~ R = IC2 '(dr l

,R
k2 8 R

D

' Ndl

während _sich aus der graphischen Darstellung der Beobach-

tungsreihe ergab :

und c,_/c 2 = 0,812 .

Für die Messungen mit CO 2 und dem Rohr No . 3 wurde für

das Gebiet :
R-

>0,5, gefunden :

2 R

37r 2R
+1,217	 }	

128 A

	

1+ 1,548 • ~{ 1+ 1,548 •
2 R

Aus dieser Formel folg t

für
2R--oc

; G em . = Gi o
[ 37r
28

_-
2R

+0,786 ,

also : c l/c2 = 0,786 . -

	

J Für diese Beobachtungsreihe(CO2 - Rohr 3) sind die Beob-

achtungen in dem Gebiet, R/A < 0,5, in guter Übereinstimmung

Die Beobachtungen von MARTIN KNUDSEN ergeben für di e

untersuchten- Gase in dem Gebiet : R/A--)- co, k

	

4
2 = ca. 3 , während

man aus der MAxwELL'schen Theorie, die aber nicht exakt
ist, für R/A-* Ø, k 2 = 1 erhält, unter der Voraussetzung, dass da s
Cosinusgesetz absolute Gültigkeit hat .

Es wäre möglich, dass das Gleitungsglied und das Diffusions-

glied durch die vorliegende, semi-empirische Formel von MARTI N
KNUDSEN nicht ganz einwandfrei aus dem Beobachtungsmateria l
bestimmt sind, weil in dieser Formel für den Nenner beider
gaskinetischen Glieder derselbe Wert (1 + c2 -15) angenommen
ist : auf den Wert von k2 für : oo, wird dies aber ohne Ein-
fluss sein, da das Diffusionsglied in dem Gebiet : R/A-)- oo, dem
Gleitungsglied gegenüber nicht von wesentlicher Bedeutung ist .

Für R/A = 0 wird, wenn das Cosinusgesetz gilt, das Gleitungs-

glied gleich Null, weil nur die Moleküle, welche von gegen-
seitigen Zusammenstössen mit anderen Molekülen im Rohr korn-
men, im Mittel eine Gleitungsgeschwindigkeit besitzen können .

Für R/A--0, 0, in welchem Zustande nur vereinzelte, gegenseitig e
Zusammenstösse der Moleküle stattfinden, erhält man für dies e
Moleküle, wie später (S . 77) abgeleitet werden wird :

7r

	

_
UZ

~0 = R

ti dN
Ndl -

vx
;0

0,310, Gmin. = 0,925 • Gi o

G' = Gt,o
A

11
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und also wäre für

	

k 2 = 2, wenn wir die Formel :

v 2 = k2
8

R S2 Nd1, auch für diesen Zustand verwenden .

Es erhellt hieraus, dass experimentelle Bestimmungen von

k2 im Allgemeinen, und insbesondere in den Durchströmungs-

methoden, nur dann Wert haben, wenn hei einer Bestimmung

von k2 auch angegeben wird, in welchem Bereich von R/A die

experimentelle Bestimmung von k2 durchgeführt wurde, so dass

beurteilt werden kann, ob der gefundene Wert von k, dem

Grenzwert der Gleitungsgeschwindigkeit, v 2 0o , für R/A o0

entspricht .
Bei zukünftigen, experimentellen Bestimmungen von k 2 muss

die Aufmerksamkeit hierauf gelenkt werden .

Es wäre darum von Bedeutung, in dem ganzen Gebiet :

0 < R < oc, den Gleitungskoeffizienten und seine Abhängigkeit

von R/A nach den verschiedenen Methoden, die hierfür in Betracht

kommen, experimentell zu untersuchen und die nach den ver-

schiedenen Methoden erhaltenen Resultate für k2 miteinander zu

vergleichen .

Die verschiedenen Methoden) zur Bestimmung von k2, kann

man in zwei Gruppen einteilen, nämlich :

a) Die Methoden, in welchen ein Druck- bezw . Dichtheits-

gradient vorhanden ist ; zu dieser Gruppe gehören die hie r

behandelte Durchströmungsmethode von POISEUILLÉ und MARTI N

KNUDSEN und auch die Methode der Bestimmung des Luftwider -

standes, K, gegen die langsame Bewegung kleiner Kugeln (für

a/2,-* oo : K = 6 rria• U, bezw. das Gesetz von STOKES), weil auch

in diesem Falle eine laminare, hydrodynamische Strömung in

dem die Kugel umgebenden Gase vorhanden ist .

Der Druckgradient in den Lamellen dieser laminaren, hydro -

dynamischen Strömung wird auch in diesen eine Selbstdiffusion s

strömung verursachen und aufrechterhalten . -

In dieser Gruppe muss auf Grund der Beobachtungen eine

Sonderung zwischen der Gleitungsströmung und der ,Selbstdiffu-

sionsströmung vorgenommen werden, so dass k 2 aus der Glei-

tungsströmung bestimmt werden kann .

b) Die Methoden, in welchen kein Druckgradient von B e

1) Vgl . an Literatur u . a . : W . P . J . LIGNAC : Dissertatie, Leiden, 1949 .

deutung anwesend ist ; hierzu gehören u. a. die Methode der i n
sich selbst schwingenden, kreisförmigen Scheibe (die Method e
von MAXWELL) und die Methode der koaxialen, kreisförmige n
Zylinder, von welchen der Aussenzylinder mit einer konstanten
Geschwindigkeit um die gemeinschaftliche Achse rotiert ; in dieser
Methode wird durch die Rotation des Aussenzylinders der inner e
Zylinder abgelenkt, und wenn dieser an einem Torsionsfade n
aufgehängt ist, entsteht eine stationäre Ablenkungsmethode, di e
sehr genaue Resultate ergeben und durch welche die Gleitun g
bestimmt werden kann. Sind die Radien der Zylinder R I und

R 2 und ist :	 R2-R1	 << 1, kann die Abhängigkeit zwischen k 2

2 (R 2 + RI )

und R2
A

Rl
leicht experimentell bestimmt werden .

Es wird wahrscheinlich schwierig sein, eine brauchbar e
Theorie für die theoretische Abhängigkeit zwischen bezw . v2 ,

und R/A in dem ganzen Gebiet : 0 < R < oo, aufzubauen, weil de r

Zustand des . Gases in dem Gebiet R/2 -> oo hydrodynamisch ist,
während der Zustand des Gases in dem Gebiet R/2---> -,0 rein gas -
kinetisch ist . LIGNACI) hat mit Hilfe der Methode der in sic h
selbst schwingenden Scheibe eine hübsche, experimentelle Unter-
suchung mit mehreren Gasen (He, H 2 , N2, 02 und G 2 H 4) durch-
geführt. Der Verlauf der Dämpfung in dem ganzen Gebiet :

0 < d < co, wurde gemessen, und die Resultate für die Gebiet e= A -

d/A-* 0 und d/A -* oo mit den vorliegenden Theorien verglichen .
Die Übereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung i n
diesen Gebieten ist sehr befriedigend ; das Zwischengebiet muss
aber theoretisch noch näher geklärt werden . -

Eine vollständige, expërimentelle Bestimmung der Variatio n

von dem ganzen Gebiet : 0 < oo, liegt aber durch di e

direkten (MARTIN KNUDSEN und SOPHUS WEBER) und die in-
direkten (R . A . MILLIKAN, J . MATTAUCH U . A.) Untersuchunge n
über den Luftwiderstand, K, gegen die langsame Bewegung
kleiner Kugeln (Gesetz von STOKES), vor . MARTIN KNUDSEN und

1 ) W . P . J. LIGNAC : IOC . Cit.
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SOPHUS WEBER 1) haben durch Beobachtung der Dämpfung vo n
schwingenden Glaskugeln gefunden :

	

C .
al

	

1

K = 6~~a• U[1-E . A--B . e

	

~/
l

Ja

a ist der Radius und U die konstante Geschwindigkeit der
Kugel .

Wird die CHAPMAN'SChe freie Weglänge, 2, verwendet, ergib t
sich :

A = 1 .10, B = 0,57 und C = 1,1 5

oder annäherungsweise :

A=1,10, Å = ca . 2 und C = 1,1 5 .

Der Form nach ist diese Formel später von MILLIKAN 2) und
auch von MATTAUCH 3) völlig bestätigt worden, obwohl die Werte
von MILLIMAN und MATTAUCH für A, B und C etwas von de n
von KNUDSEN und WEBER gefundenen Werten abweichen .

Aus dem Ausdruck für K wird leicht abgeleitet :

Für a/A->0 : Ko=A+B

	

•~
a 2 •U,woA+B=1,67,wäh-

rend MILLIMAN : A + B = 1,65 , und MATTAUCH : A + B = 1,73 ,
gefunden haben .

Für a/A -* oo (Gesetz von STOKES Mit Gleitungskorrektion) wir d

aus der Formel von K abgeleitet : K =	 6 zcna U
, wo A = k2 . -

3oo

	

1 +A•A/a
P. EPSTEIN 4) hat für a = 0, unter Berücksichtigung des zwei-

ten Hauptsatzes der Wärmetheorie, und unter Voraussetzung der
Gültigkeit des Cosinusgesetzes, den folgenden, theoretischen Aus -
druck abgeleitet :

1) MARTIN KNUDSEN und SOPHUS WEBER : Ann . d. Phys . (4) 36, S . 981, 1911 .
2) R . A . MILLIRAN : Phys . Rev . (2) 22, S .1, 1923 .
3) J. MATTAUCH : Z. Phys. (6) 32, S . 439, 1925 .
4) P. EPSTEIN : Phys. Rev., Aug. 1923, vgl . auch MARTIN KNUDSEN : Ann . d .

Phys . 4, 46, S . 641, 1915 .

	

a

	

4 7r) _Für

	

= 0 : Ko ber . = 3 (-+-
6 • S • 7ra 2 • U

= 1,857 , O .S~ . 7r a 2 U,

während nach dein obenstehenden :

3
Ko, beob . _ A ,+ B e.SG

Ti 7G a 2

= 1,82•el•aca 2 •U.

Es scheint demnach, als ob der von KNUDSEN und WEBER
eingeführte Akkommodationskoeffizient für die translatorische
Energie, a 1 , gleich Eins sei - jedenfalls für atmosph. Luft .

Schreiben wir, ausgehend von dem hydrodynamischen Zu-

	

stande, - ->- oo :

	

6 70 a
K =

	

U,
+0.

1+k 2 •
a

ergibt sich also aus den Beobachtungen, dass :

a B _c a\
k2 =A+B e A

=A 1+~•e i.

wo A, B und C Konstanten sind.

Wir erhalten hieraus :

für

	

= 0 :

für a - ao : k2
so

=A ,

k2,o _ A+ B_ 3,
weil annäherungsweise B_ 1

k2,

	

A

	

2

	

A

	

2

Es wäre in vielen Beziehungen von Bedeutung, die Messunge n
von KNUDSEN und WEBER mit anderen Gasen zu wiederholen ,
insbesondere mit H 2 und He, und auch die verwendeten Kugel n
durch andere Körperformen, z . B. plane, kreisförmige Scheiben,
zu ersetzen . - Auch eine Präzisionsuntersuchung mit Hilfe de r

k2 .o =A+B ,
und

woraus

A
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Ablenkungsmethode des rotierenden Aussenzylinders für ver-
schiedene Gase wäre in dieser Verbindung von grossem . Inter -
esse . -

Obwohl in dieser Untersuchung über den Luftwiderstand, K ,
gegen die langsame Bewegung kleiner Kugeln dem Einfluss der
Selbstdiffusionsströmung in den Lamellen der laminaren, hydro-
dynamischen Strömung des umgebenden Gases nicht Rechnun g
getragen worden ist, wird wohl kein grosser Fehler gemacht
werden, wenn wir annehmen, dass für die Variation von k 2 mit

in dem ganzen Gebiet : 0 < - < oc, die Formel :

a

1 - ~Y Ak2 =k2 . 1-{-e

	

) ,

verwendet werden darf . Wir werden später hierauf näher zurück -
kommen (S . 102) .

2° Das Diffusionsglied : Dies neue Glied in der Formel vo n
POISEUILLE - herrührend von der Druckdiffusion, bezw . für
reine Gase, von der Selbstdiffusion in den im Kapillarrohr strö-
menden Lamellen ist annäherungsweise bestimmt durch da s
Glied :

2 R

3 S2R ,n d1 •	 ~ 2R .nR' .` 1-I-a 1 T

Für R/2 = 0 erhält man hieraus : GÎ ,0 =
23 in R3 -

dl ,
d . h . den

Ausdruck für die reine Molekularströmung .
Dieser Ausdruck für R/A = 0 kann auch folgendermassen

geschrieben werden :
)

G1 0 = 3niS2R• dN•~R 2 = D11,0 'nt dN
R2 ,

wenn :
2

D110 = 3-DR,

	

.

Nr . 2

	

4 3

Für R/A-)- oo wird für al = 1 :

1

	

dN

	

dN
G1= 3DAm dl •7r R 2 = D11 ~• m dl •acR 2 .

und für

a 1 = S 1 : Gi = 3 ,QA • S1 m dl R2 = DiI . .m ddl • nR 2 .

Der Wert, Du, . = 3522, stimmt mit dem Ausdruck für de n

Selbstdiffusionskoeffizienten, abgeleitet nach der einfachen kine-

tischen Theorie der Gase, überein, während Di l, œ = 3 S2A 1 IS, _

ca . 0,60- DA, mit S1 = 0,56, der exakten Theorie für harte ,
elastische Moleküle im MAxwELL'schen Zustande der Gase
entspricht .

MARTIN KNUDSEN hat in seiner semi-empirischen Forme l
einen Mittelwert von a 1 = 1,548 angegeben ; dieser Wert ist aber

wahrscheinlich zu klein für das Gebiet .
R

-> 0, und zu gros s

für das Gebiet : R -roc .

In den nachstehenden, angenäherten Berechnungen werde n
wir., in Übereinstimmung mit den vorhergehenden, angenäherten
Berechnungen, denMittelwert . a l = 1 verwenden, weil es sich i m
folgenden nur um eine orientierende Berechnung handelt .

Ob es überhaupt möglich sein wird, durch Analyse der be-

obachteten Kurve : G' = Gi ,0 • f
(q),

eine befriedigende Scheidun g

der beiden gaskinetischen Glieder zu erreichen, und eine n
befriedigend konstanten Wert für al , geltend für das ganze Gebiet
0 <R/2< oc, festzustellen, kann erst näher untersucht werden ,
wenn neue Präzisionsmessungen für das ganze Gebiet :

0 < R < oc, vorliegen .= =
Im Allgemeinen kann aber angenommen werden, dass di e

Variation von D11, n mit R/A sehr kompliziert ist, auch in Ver-
bindung mit dem Übergang von dem molekularen in den MAx-
wELL'schen Zustand . Da ausserdem der Faktor C1 in der exakten

G
x

= 23 InS2R3 dl r

	

2 R
1-I-a i • T
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Formel : D11,ø = Ci DA, in dem MAxwELL'schen Zustande der

Gase von den intermolekularen Kräften abhängig ist, wird di e

Funktion f
lR)

in der Formel : G' = GI ,o f (
R
-)

'
nur in erster An -

näherung eine eindeutige Funktion von R/A, geltend für alle Gas+ ,

sein ; im Praxis aber sind, wie auch von MARTIN KNUDSE N

experimentell gefunden, die Abweichungen zwischen den vel

schiedenen Gasen sehr gering, auch weil bei grösseren Wertem

von R/A das Diffusionsglied, dem Gleitungsglied gegenüber, beinah e

ohne zahlenmässige Bedeutung ist .

Es ist aber nicht ohne Interesse, die Aufmerksamkeit ins -
besondere auf dies Diffusionsglied, in der laminaren Strömui ,

reiner Gase zu lenken, weil man früher die Auffassung hatte ,

dass die Selbstdiffusion, bezw. der Selbstdiffusionskoeffizient, nu r

als eine mathematische Grösse angesehen werden könnte, und
dass diese Grösse experimenteller Bestimmung nicht zugänglich

wäre, weil es in einem reinen Gase nicht möglich ist, die di l

fundierenden Moleküle von den Molekülen, durch welche si e

diffundieren, zu unterscheidenl) .

Man hat aber in den letzten Jahren wahrscheinlich roi l

sehr grosser Annäherung - den Selbstdiffusionskoeffizienten i n

dem MAxwELL'schen Zustande der Gase mit Hilfe der gegen-
seitigen Diffusion von Isotopen desselben Gases, wovon eine r

der Isotopen radioaktiv ist, bestimmt ; ausserdem hat man di e

gegenseitige Diffusion von Molekülen mit demselben Molekular-

gewicht, die in mehreren Zustandsformen auftreten können, wi e

z . B . Ortho- und Para-Wasserstoffe) , gemessen :

Man hat auch, um einen annähernden Wert des Selbst-
diffusionskoeffizienten zu erhalten, die gegenseitige Diffusio n

komplexer Moleküle mit derselben Masse, wie z . B. N2 ulic i

CO oder N 2O und CO23) , untersucht . Diese Messungen habei i

befriedigende Resultate und befriedigende Übereinstimmung lul l

der exakten Theorie der Selbstdiffusion gegeben, obwohl si e

1) S . CHAPMAN und T. G . COWLING : The mathematical Theory of non-unifor m
Gases, Cambridge, S . 249, 14, 5, 1939, oder EARLE H . KENNARD : loc . cit . Sett ,
194, Sec. 110, wo Kennard schreibt : *accordingly, strict selfdiffusion has in realil y
become a notion devoid of physical meaning . . .a usw .

2) P . HARTECK und H. W. SCHMIDT : Z. f . Phys . Chem. 21, S. 447, 1933 .
3) L . E . BOARDMAN and N. E . WILD : Proc. Roy. Soc . A 162, S . 511, 1937 .

zeug theoretisch gesprochen nur als sehr grosse Annäherunge n
ngesehen werden können .

Das neue, dritte Glied in der Formel von POISEUILLE, bezw .
beweist aber, dass der Selbstdiffusionskoeffizient der Gas e

aine physikalische Grösse ist, die gemessen werden kann, selbs t
n kein Unterschied zwischen den diffundierenden Molekülen
I den Molekülen, wodurch die erstgenannten diffundieren ,

,esteht ; in einem laminar strömenden Gase ist die Selbstdiffu-
i o n direkter . Messung zugänglich, weil die durch ein Kapillar-
chr strömende Menge des reinen Gases durch die Selbst -

I Illusion vergrössert wird .
Oh es möglich sein wird, durch neue Präzisionsmessungen

r laminaren, stationären Strömung reiner Gase durch Kapillar -
enge Spalten oder andere enge Kanäle eine befriedigende ,

lierimentelle Bestimmung des Selbstdiffusionskoeffiziente n
u u l seiner Variation in dem ganzen Gebiet, 0 < R/2 < oo, zu
erreichen, . ist eine experimentelle Frage, die näher untersucht
n rden muss ; in dieser Verbindung wären auch neue Unter -
.iichungen über die Variation des Selbstdiffusionskoeffizienten ,
lu i, F,, mit dem Druck, p, bezw. mit R/A, z . B . mit Hilfe der Iso-

pcnuzethode oder durch die gegenseitige Diffusion von Ortho-
J Para-Wasserstoff, von grossem Interesse . Hierdurch würde

sie F u . a . herausstellen, welchen Wert a l in dem molekularen
Sud in, dem MAxwELL'schen Gebiet hat, bezw. wie der experi-

sli ntelle Übergang von dem molekularen in das MAxwELL'sch e
[net vonstatten geht . l l

anschliessend an das Vorhergehende können wir die Mes -
,o en mit Wasserstoff von MARTIN KNUDSEN in der Tabelle III

;[,trachten. Wir ersehen hieraus, dass mit einem Kapillarrohr :
61_ Inge L = 29,81 cm und Radius 9,729 .10-3 cm, bei der Tern -
, d i ratur, t = 26°25 C, gefunden wurde, dass To = 0 .01148 für

und T = 0,01123 bei dem Druck : p = 970,2 Bar ., bezw .

= 0,75, sind .

-` 1) Vgl . : I . O . HIRSCHFELDER, R . BYRON BIRD & ELLEN L. Sporz : Chemica l
ie«',s . 44, S . 205, 1949 .
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Hieraus erhält man mit Hilfe der Formel von MARTIN KNUD -

SEN das Diffusionsglied :

GIp = To .

Für die durchströmende Gasmenge, herrührend von der

Selbstdiffusion, ergibt sich hieraus :

1To, obs . 1°

	

2 R Cp-p2) = D11 p md1 • ar R 2

1+al•
Å

oder :
L

	

1

	

dN _ p, - p 2
Dll, p

	

ar R2 ro, obs .

	

2 R '
weil m '

dl

	

le

	

L
l4 a, . T

Verwenden wir, in Übereinstimmung mit den angenäherte n

Berechnungen, a l = 1, erhalten wir hieraus - annäherungs-

weise - für Wasserstoff bei dem Druck p = 970,2 Bar ., bezw .

R
= 0,75, und t = 26°25 C :

Dtt, p = 463 cm 2/sek .

Gehen wir andererseits aus von dem Wert des Selbstdiffusions -

koeffizienten von Wasserstoff im MAxwELL 'schen Zustande der

Gase, bezw. dem gemessenen Wert der gegenseitigen Diffusion vo n

Ortho- und Para-Wasserstoff :

Dll,po = 1,28 cm2/sek, bei t = 0°C und po = 760 mm Hg ,

erhalten wir bei 26°25 C und 760 mm Druck = po :

(-
7

Di1 po = 1,28 ,
)1 '69

= 1,495 cm 2 /sek ., bei t = 26°,25 C .
0

Von diesem Wert für Dil, po ausgehend, können wir für das

selbe Rohr den Wert für D11,p bei dem Druck p = 970,2 Bar ,

bezw . R/A = 0,75, schätzungsweise bestimmen .

Nehmen wir an, dass der Diffusionszustand des Gases in

Rohr bei R/A = 0,75 dem molekularen Zustand des Gases nähe

steht als dem MAxwELL'schen Zustand, können wir schreiben :

1,0108 • 10 6

	

i
Dll,p = D11,700mm.'

	

970,2

	

S l ,

+a2 '2 R

wo Sl = 0,56 . Verwenden wir auch in diesem Ausdruck die An -

näherung : a2

	

1, erhält man damit für R = 0,75 und
t -26°25 C :

D11, p = 525 cm2/sek .

Is erhellt daraus, obwohl es sich hier nur um eine Schätzun g
handelt, weil die verwendeten Werte von a l und a 2 wahrschein-
lich nur grobe Annäherungen sind, dass bezüglich der Grössen-
ordnung der zwei Werte von D11, p Übereinstimmung vorliegt .

In den vorhergehenden Betrachtungen bin ich im Allgemeinen
von dem Zustande des Gases, charakterisiert durch : R/A--oo ,

Iso von dem MAxwELL'schen Zustande des Gases, ausgegangen .

	

Es ist aber möglich, von dem Zustande :
R

	

0, auszugehen ,

und es zeigt sich dann, dass es möglich ist, die zwei gaskine-

lichen Glieder in der Formel von POISEUILLE - jedenfalls fü r

I ri Zustand :
R

--~ 0, theoretisch zu berechnen ; es wird sich

Irer auch durch die folgenden Berechnungen zeigen, dass di e
, riation von D11, p mit R/A, bezw. mit dein Druck p, für das

(i ehiet: 0, , nicht ganz so einfach ist, wie es hier der besseren
hersieht wegen angenommen worden ist .

Wir werden nun - auch als Einleitung zu den folgende n
erechnungen - die Theorie der reinen Molekularströmung be-

tlachten . -

Für ein kreisförmiges Rohr mit Radius, R, und Länge, L,

d der rein molekulare Zustand durch : A-- oo, bezw . R = 0 ,

lLarakterisiert, d. h . im Inneren des Rohres kommen kein e
g, genseitigen Zusammenstösse der Moleküle vor . Ist ausserdem
~Ne Bedingung : R/L « 1, erfüllt, kommen alle Moleküle im

1

1 + a l -
2 R

t

,I
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Rohr - praktisch gesprochen - von Stössen gegen die Rohr -
wand her, weil der 'Einfluss der Endfläche des Rohres dann ver-

nachlässigt werden kann .

Die Voraussetzungen, von welchen wir im folgenden aus -

gehen, sind :

1° Die gegen eine feste \Vand stossenden Moleküle werde n

nach dem Cosinusgesetz zurückgeworfen, d . h. jedes gegen die

Wand anprallende Molekül hat dieselbe Wahrscheinlichkeit, i n

jedem beliebigen Azimuth zurückgeworfen zu werden ; die Wahr-
scheinlichkeit eines gegebenen Ausfallswinkels ist durch das

Cosinusgesetz gegeben . -

2° Für alle von einem Oberflächenelement der Wand, dS' ,

zurückgeworfenen Moleküle, jedes mit der Masse, In, ist di e

Geschwindigkeitsverteilung durch das MAXWELL 'sche Geschwin

digkeitsverteilungsgesetz gegeben .

Aus 1° und 2° folgt, dass die gesamte Bewegungsgrösse der

Wand entlang, herrührend von den von dem Element, dS' ,

zurückgeworfenen Molekülen, immer Null wird, auch im Falle ,

dass die auf das Element, dS', einfallenden Moleküle eine ge-

meinschaftliche, konstante Massengeschwindigkeit, w, in der

Richtung der Oberfläche, besitzen, oder nicht mit der Wand i n

Temperaturgleichgewicht sind' . -

3° Ist das Gas als Gesamtheit in Ruhe und in Temperatur-
gleichgewicht mit der Wand, wird auch die von den ein fallende n
Molekülen an die Wand übertragene Bewegunsgrösse, in der

Richtung der Oberfläche, gleich Null werden . -

Ist das Gas in Strömung mit einer konstanten Strömung s

geschwindigkeit, parallel mit der Wand, bleibt -ein Komposan t

der von den einfallenden Molekülen an die Wand übertragenen

Bewegungsgrösse in der Richtung der Oberfläche, bezw . in der

Richtung des Stromes, als Rest übrig . Besitzen die einfallenden
Moleküle eine gemeinschaftliche, konstante Massengeschwindig-
keit (zusätzliche Geschwindigkeit), w, in der Richtung des Stro -

mes, wird der Komposant der Bewegungsgrösse in der Richtung

der Wand :
4

NS2 • wdS' .

1) MARTIN KNUDSEN : Ann . d . Phys., 48, S . 1113, 1915 .

4° In dem stationären Strömungszustand ist der Druckgra-
dient in dem zylindrischen, kreisförmigen Rohr konstant un d
also : dp/dl = (p 1 -p2 )/L, jedenfalls solange dp/dl klein ist ; hieraus
folgt, dass auch dN/dl konstant ist, wenn die Temperatur der
Rohrwand überall dieselbe ist . -

Für das eigentliche Problem der Molekularströmung, d . h .
die Bestimmung der durchströmenden Gasmenge in dem sta-

tionären Zustand, ist es nicht notwendig, die Geschwindigkeits-

verteilung der zurückgeworfenen Moleküle zu kennen ; dies er-
hellt u . a. aus der abgeleiteten Formel :

rt•m = 2 m . R3 • dN 2 r DR3 • d
e

,3

	

dl

	

3

	

dl '

11•M =
23

' S2R3e
dl =

23
•S2 1 ~Rs . PI

L
P2

weil hierin nur die mittlere Geschwindigkeit der Moleküle im
Rohr, 52, vorkommt ; dies wird auch bestätigt dadurch, dass e s
möglich ist, diese Formel durch Wahrscheinlichkeitsberech-
nungen abzuleiten, wie von P. CLAUSING 1) und R. DARBORD 2)

dargetan .

Wünscht man aber eine Bestimmung der durch die Mole-
kularströmung transportierten Energie und Bewegungsgrösse ,
oder führt man in die kinetischen Formeln thermodynamisch e
Grössen ein, um die beobachteten Werte mit den theoretische n
T 'erten zu vergleichen, wird es notwendig, ein Verteilungsgeset z
Ier Morekulargeschwindigkeiten einzuführen .

Wenn die Moleküle nicht unendlich klein sind, so dass gegen-
eiti,e Stösse vorkommen, und wird - jedenfalls annäherungs-

eise - angenommen, dass sich das Gas im Rohr thermisch un d
aechanisch im Gleichgewicht befindet, wird das Verteilungsgeset z3)

las MAxwELL'sche sein müssen, woraus folgt, dass :

2

3 . 11 - 3 52 2 .

1) P . CLAUSING : Dissertatie, Leiden, S . 106, 1928. - Physica, Bd. 9, S . 65,
bezw. 75, 1929 .

2) R . DARBORD : Journ . de Physique, V I I, S . 345, 193 2
3) MARTIN KNUDSEN : The Kinetic Theory of Gases, London, 1934.

Dan . Mat . Fys .Medd. 28, no .2.

	

4
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Im folgenden, wo wir versuchen wollen, den Einfluss ver-

einzelter, gegenseitiger Zusammenstösse auf die stationäre Mole-

kularströmung zu berechnen, werden wir also das MAxwELL'sche
Verteilungsgesetz für die Molekulargeschwindigkeiten benutzen .

Ausgehend von den obengenannten Voraussetzungen ha t
MARTIN KNUDSEN1) auf einwandfreie Weise durch Addition de r
Anzahl der Moleküle, welche in der Zeiteinheit durch de n
Querschnitt des kreisförmigen Rohres, r R 2, gehen, die folgend e
Formel für die durch ein kreisförmiges Rohr strömende Gas -
menge, gemessen durch das Produkt von Druck und Volumen ,

n m
4 l/2a .	 1 • R3 , PI-P2

- 3

	

VIA

	

L '
abgeleitet .

Später hat M . VON SMOLUCHOWSKI2) diese Ableitung verallge -
meinert und näher beleuchtet, indem er darauf hingewiesen hat ,
dass die durch ein Element, dS, des Querschnittes, durch-
strömende Menge, dQt , nicht über den Querschnitt des kreis-

förmigen Rohres konstant ist, sondern von der Entfernung de r
Rohrachse abhängt . -

Im folgenden werde ich in etwa der Darstellung von J . TE R

HEERDT3) folgen :

Wir wollen ein sehr langes, zylindrisches Rohr mit beliebige m
Querschnitt, für welches die Bedingungen : 2. -- co, bezw . a/2 = 0 ,

und L «( 1, erfüllt sind, betrachten ; a bezeichnet hier die mittlere

oder grösste lineäre Abmessung des Querschnitts . Für ein solches
Rohr darf man den Einfluss der Endfläche vernachlässigen .

In dem stationären Strömungszustand muss, der Erhaltun g
der Masse und Bewegungsgrösse wegen, das folgende gelten :

a. Jedes Wandelement des Rohres, dS', muss in der iZeitein -
heit dieselbe Anzahl von Molekülen empfangen und ausstrahlen,
d. h. dieselbe Anzahl von Molekülen, welche in der Zeiteinhei t
gegen das Wandelement, dS', stossen, muss auch in der Zeitein-
heit von dS' ausgestrahlt werden . -

1) MARTIN KNUDSEN : 10C . Cit . (1), S . 105-108 .
2) M . voN SMOLUCHOWSKI : Ann . d . Phys ., 33, S . 1559, 1910 .
3) J . TER HEERDT : Dissertatie, Utrecht, S . 44-48, 1923 .

b. Die an die Rohrwand übertragene Bewegungsgrösse in de r
Richtung der Achse muss der Differenz in Bewegungsgrösse de r
durch die Endfläche ein - und ausströmenden Moleküle gleic h
sein .

Unter Berücksichtigung des Cosinusgesetzes ergibt sich, das s
ein Wandelement dS' (vgl . Fig . 4), für welches 1 =0 gesetz t

+i di 	

? °

Fig. 4.

wird, in der Zeiteinheit eine Anzahl von Molekülen : 4 N .S2dS' _

v(0) dS', ausstrahlt ; andererseits wird das Element, dS', von
einer Anzahl von Molekülen, dnl , die von der rechten Seite de s
Rohres kommen, getroffen, wo :

7L

2

	

+ 2

- dn I = dS'
1

v(I)cos8sin 8 dØ dq5r ;

Q

	

_ 7L

2

v (I) ist der Wert you
4

ND im Abstande I .

Von der linken Seite des Rohres empfängt dS' die Anzahl :

Qt

',
,

ÿ /

. ,
	 G/S

2 R

i
,

'

(rechts )

yr

	

7L

2

	

+ 2

= dS' 1 v(-1)cos 8 sin8d 0 dg, ,

o
2

4*

u



5 3

+
n

dn"

	

dSl v(0)- 1-d''~ cot 0 •sin 0 cos 0 d 0 rl ,

Ist der Querschnitt kreisförmig mit Radius, R, erhalten wir
die Formel von MARTIN KNUDSEN :

. Betrachten wir ein Element, dS1 , am Rande des kreisförmigen
Querschnitts, bekommen wir, weil r1 = 2 R cos 99 :

dGr = dS1 2 mQR3 dN
'

und für ein Element, dS2 , in der Mitte des kreisförmigen Quer-
schnitts, da ri = R :

Diese Variation über den Querschnitt ist zuerst von M . VO N

SMOLUCHOWSRI dargelegt worden . -
Wird für die durchströmenden Moleküle eine mittlere, hypo-

thetische Strömungsgeschwindigkeit, v, eingeführt und wird dies e
definiert durch :

52
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und also, wenn wir für v (+ 1) schreiben :

1 dv

	

1 2 d 2 v

	

la da v
v(+l)=v(0)±lyd1+21_d12~3~	 dl+ . . . ,

dn i I- dn2 = dS' [v(o)+1l2d2v +

	

12414 d14 ._{- . . .
J

.

Hieraus erhalten wir die Gleichgewichtsbedingung für de n

stationären Zustand :

d 2 v
v (0) dS' = dS' (v (0) -F- 21 2 dl2 -}- 24 1 4 d1 4 -I-

	

• l .

Diese Gleichgewichtsbedingung muss für alle Werte von 1

gelten ; im Allgemeinen kann dies nur erreicht werden, wenn :

d2 v

	

d4 v

	

d (2 n) v

dl2

	

d14

	

d1")

dv
= konstant, und also : v (± 1) = 1 N' .Q = v (0) ±71-i

d v
oder

	

1 .
dl

	

4

	

dN

Ist die Temperatur der Rohrwand konstant, wird dl ,
bezw.

dP, konstant für das ganze Rohr . Dies Resultat ist in Überein-

stimmung mit der Voraussetzung 4°, Seite 49 .

Vo' +idi
_ _

J
ds '

~

	

- PrP .~
B

	

=w. ;
P

`'y~-~--- ~	 '
3

5,;,

	

_
'

,
--~

B L	 > n
-

	

~

/= p

	

Crechts )

Fig . 5 .

Betrachten wir (vgl . Fig. 5) ein Element, dS, in dem Quer-

schnitt, I= 0, ergibt sich auf analoge Weise, weil 1= ri cot 0 ,

dass die Anzahl der Moleküle, die von rechts, bezw. links ,

kommen und das Element, dS, durchkreuzen, beträgt :

2R

!l i

:I {

II
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erhält man :

Nr . 2

dG ' = m•N•v•dS,

dN
vMitte = 4 R" Ndl '

1

	

dN
VRand = 2

R" Nd l

und vMitcel =
2

RSZ Ndl , gültig für den ganzen Querschnitt . -

Die Aufmerksamkeit muss aber darauf gerichtet werden, das s
die Moleküle im Inneren des Rohres keine gemeinschaftliche

Massengeschwindigkeit (zusätzliche Geschwindigkeit) in der

Richtung der Achse besitzen, weil alle im Rohr anwesenden Mole -

küle direkt von der Wand kommen, wenn R/2, = 0 und L « 1 ; an

der Rohrwand sind diese Moleküle nach dein Cosinusgesetz zurück -

geworfen worden und besitzen darum im Mittel nur die mole-

kulare Geschwindigkeit, die der konstanten Temperatur der Rohr -
wand entspricht .

Besitzen die ausgestrahlten Moleküle Geschwindigkeiten i n

Übereinstimmung mit dem MAXWELL 'sehen Geschwindigkeitsver -

Fig. 6 .
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Für einen kreisförmigen Querschnitt des zylindrischen Strö -
mungsrohres ist es nicht ohne Interesse zu untersuchen, au f

welche Weise sich v und dem, wenn x die Entfernung des Ele -

mentes dS von der Achse angibt, (vgl . Fig. 6) mit dem Wert von x
ändern . -

Integrieren wir den Ausdruck für d G ' über konzentrisch e
Kreisringe, erhalten wir leicht, weil :

r1 dq~=R dØ•cosv ,

+n

vx _
1~R dN

	

R--~xcos0
dØ ,

8

	

Ndl

	

j/R2 + x 2 '-E- 2 Rx cos 0
-n

oder, wenn 0 = 201

	

k2 =

	

4Rx

	

R- ►-- xund

	

_
s .(R+x)2

	

2 R

1

	

dN 2

	

1
vx =

2 .~NdI dØ 1 -I-
-k2 sin' 01

0

2
-k 2 sin 2 Ø 1 dØi -	 1	 d0

j/1 - k2 sin 2 01

	

1/
'

0

und somit :

Nr . 2

-n
und also :

si ~
dG' = gmS~ dd dS•

	

R--xcosØ
-d0 = dS mN vyR2 + x2 + 2 Rx cos Ø

	

x

n

0

if

teilungsgesetz, werden die Moleküle mit den grössten Geschwin -
vs = 2 S~R Ndi dN

digkeiten am schnellsten durch das Rohr kommen . [(1-e)K+ E] =

	

DR

	

•s [k ' -K+El ,
Die rein molekulare Strömung ist, auch in Verbindung mit

2

	

Ndl

dem konstanten Dichtheitsgradienten, dN/dl, als eine Diffusions-

strömung mit einem von dem Druck unabhängigen Diffusionskoef-
fizienten aufzufassen ; in diesem Falle, d . h . R/.2 = 0, wird der

Widerstand nicht durch ein anderes Gas, sondern durch di e

Wand geleistet. -

wenn : k'' = 1-k', und also : k' = 1-c = R-x

K und E sind die vollständigen, elliptischen Integrale 1ster und2ter
Gattung; der Modul, k = sin a, ist gegeben durch sin 2 a =

e

	

R+ x
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Nr . 2

4 R - (R -I x)2'
während der komplementäre Modul, k ' , wird :

k' - R
R - x , da k' 2 =1-k 2 , und also : 1-s=k'-e .

Durch diesen Ausdruck für vx ist der Wert von v in jeder
Entfernung, x, von der Achse bestimmt und kann mit Hilfe der
bekannten Tabellen) für K und E berechnet werden ; in Fig . 7

Fig . 7 .

ist der Verlauf von v für einen kreisförmigen Querschnitt dar -
gestellt .

Für die Mitte des Querschnitts (x = 0, a = 2, k = 0 und

k ' = 1) und für den Rand des Querschnitts (x = R, e = 1 ,

k = 1 und k ' = 0) erhalten wir selbstverständlich dieselbe n
Werte, wie oben auf direkte Weise abgeleitet .

Verwenden wir die bekannten Reihenentwicklungen für K
und E für x --~ 0, bezw . k 0 , oder für x- R, bezw. k' -- 0, er-
halten wir den Verlauf von v in der Mitte und am Rande de s
Querschnitts . -

Wir finden z . B . an der Rohrwand, bezw. k' - O :

limvi rx-4 PRNd1
[1+ R1 [ 1+ dk' +~(d-2)Ic'2

4
-1)Ic'3-}- •

4 = In (17) .

1) Siehe z . B . : Tables of Functions by EUGEN JAHNKE and FRITZ EMnE, Fourth
Edition, Dover Publications, New York, p . 73, 1945 .

wo :

Nr . 2

	

5 7

Auf ganz analoge Weise ergibt sich :

dv

=- 4 ~ N dl k2 a [(2 -0) K- 2 E] ,

woraus folgt :

(av)

	

= oo und
Mitte

(dv)

	

- 0 ,
dx Rand

	

dx

das letzte Resultat war auch aus Symmetriegründen zu erwarten .
Es ist einfach, durch die Annäherungsformeln für K und E

für x R, bezw. k' 0, den Verlauf von dv
an der Rohrwand

abzuleiten ; man erhält, weil :

k2•E=R}x und

	

In ( 13) ,

-4DNd
R2

x~d- 2 -1 4(d~-- 1)k'2 -F-64(d-2)Ic'4 . . .
J

Es erhellt aus diesen Formeln, dass der Verlauf von v un d
-!Irr
dx an der festen Wand, selbst im rein molekularen Zustand de r

Gase sehr kompliziert ist, so dass es nicht überraschen kann ,
wenn es für den MAxwEiL'schen Zustand der Gase bis jetzt noc h
eicht gelungen ist, die Geschwindigkeitsverteilung für ein läng s
einer festen Wand strömendes Gas abzuleiten . -

In § 2 ist erwähnt worden, dass der kinetische Zustand des Gase s
[n der festen Wand - auch in dem MAxWELL'schen Zustand de r
rase - innerhalb eines Abstandes von der Wand, entsprechend
,,er freien Weglänge, 2, oder einem Bruchteil hiervon, analo g
ind vergleichbar ist mit dem Zustand an der Wand in der reinen
lolekularströmung . Besteht also in dem Gase ein Konzentra -

I ionsgradient, dl' parallel mit der Wand, und gilt für die

an der Wand zurückgeworfenen Moleküle das Cosinusgesetz ,
können wir auf Grund dieser Analogie die folgende Schätzung für

vornehmen :



Dieser Ausdruck wird, wenn das MAxwELL'sche Verteilungs-
gesetz gilt :

Hieraus erhellt, dass in der Molekularströmung die durch ei n
Element des Querschnitts strömenden Moleküle im Mittel ein e
Geschwindigkeit in der Richtung der Achse, Q, besitzen .

Für -die mittlere Energie der durchströmenden Moleküle er -
halten wir in derselben Weise :

1

	

S23

-2- m S2

Wenn das MaxwELL'sche Verteilungsgesetz gilt, ist abe r

= 3 Q • 52 2 , und demnach :

	

3

	

_

l

	

1 4

	

4 3 kT = 2k T52 =

	

E

	

,

	

1

	

m =2

	

..v

	

2

	

3

	

3 2

ein Resultat, das ich bereits früher abgeleitet habe t) .

Wir werden nun durch eine direkte Berechnung die B ewe-
gungsgrösse, welche ein Element der Rohrwand, dS', von den
strömenden Molekülen empfängt, ableiten . -

i) SoPHus 'WEBER : Z . f. Phys ., Bd. 24, S . 267, 1924 .

El =

Nr . 2

1- • dN ku 2 S2R
dN

vx

	

S2R	 =
- n 2

	

Ndl

	

Ndl
oder :

k 2, = 4 = ca. 1,27 .
n

Die durch ein Element im Querschnitt, dS, strömenden
Moleküle transportieren in der Richtung der Achse eine Be-
wegungsgrösse, dM, und ausserdem eine Energie, dE.

Die von rechts kommenden Moleküle transportieren durch ,
dS, eine Bewegungsgrösse, dM,. , wo :

d Mr = dS Nm S 22 -{-

	

' m S 22

	

rl d6

	

6ac

	

dN

	

q0
J

,
. -~ J

und die von links kommenden Moleküle eine Bewegungsgrösse ,
dM1 , wo :

+~ 1
dM1 = dS 6 Nm S22

	

dN-
1

S2	
6 n

m
~r

l d (p
J

Aus der Summe :

dM, d1Y11 = 3

	

S2+

	

Nin 2 dS = p dS

geht hervor, dass der Druck p überall im Querschnitt derselb e
ist und also auch der Wert von N, wenn die Temperatur kon-
stant ist .

Aus der Differenz : dM,. - d1Vli , erhellt, dass die totale Be-
wegungsgrösse, die durch den ganzen Querschnitt, S dS

1
, strömt :

r

S dM=Sd(M,-MI ) = 3_ m S 22
d l
	 S dS S r l d

konstant ist, weil
dl

konstant ist, und also unabhängig von 1,

bezw. unabhängig von der Lage des Querschnitts im Rohr .
Die Bewegungsgrösse pro Molekül wird für die durchströ-

menden Moleküle :
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Nr. 2

>

Fig. 8 .

Das Wandelement, dS', (vgl . Fig. 8) wird von einer Anzahl
von Molekülen, von rechts, bezw. links kommend, getroffen :

Die Anzahl von rechts wird :

dqdS' = 4 (ND=d( 1Q) • 1) cos sin y dy dq7 • dS' ,

und von links :

dq t • dS' = 41~ (No SZ - (dj~) l) cos s sin y dy d99 • dS' .

Aus der Summe :

dS' d (q~, -E- 9' 1 ) = 2~ No SZ - dS'
S
cos e sin,y dy &T. ,

ergibt sich, weil :

cos e = sin y cos 99,
+ -

2

(q + (11 ) dS' = 21 7t. No D dS' \ sin' y dy \ cos? d(p

o

	

_ n
2

= 4 No D dS' = v (0) dS' ,

in Übereinstimmung damit, dass das Element, dS', dieselbe An-
zahl von Molekülen empfängt und ausstrahlt (vgl . Bedingung a ,
Seite 50) .

Diese Moleküle geben dem Element dS' in der Richtung der
Normale von dS' die Bewegungsgrösse :

Nr . 2

	

6 1

ln = dS'

S
mS2 . 9~dtV

	

No S2 •-cos 2 s sin y dy dq~

J

	

n

+2

	

2

= dS ' .

21n
mNoQ2 sin' y dy cos' cp d q9

0

	

2
6mNoQ2 dS' = 2=

	

pdS' ,

wozu eine weitere Bewegungsgrösse,
2
p dS', nach Zurückwerfun g

der Moleküle kommt, wie auch zu erwarten war .
In der Richtung der Achse erhält das Wandelement dS' die

Bewegungsgrösse :

dMA = dS ' • 21~mD22 • dN•t2R cos' ydycosecos99dç ,

weil : 1= 2 R cos 99 cot y .

Da : cos s

	

sin y • cos 99, erhält man :

~2

	

•-I- 2
dMA = dS' 2 111 ..Q

dN
2 R cos' y sin y dy cos2 ~ dq) ,

0

	

n

oder :

dMA = BdS' = 6 m D2 dN - R dS' ,

und also für ein Ringelement der Wand :

dS' = 2n R•dl ,

dMA = B dS' = imD~ R
dN • 2nR d1 nR 2 • dp ol ,

6

	

d1

	

d l

in Übereinstimmung mit der Bedingung b, Seite 51 . -
Diese Bedingung b folgt auch daraus, dass die durch eine n

Querschnitt des Rohres strömende Bewegungsgrösse konstant ist ,
und also unabhängig von der Lage des Querschnitts . Um dies

."

	

/

i

	

l

-tj/ /

i

	

/

+	 ~ds , .
v ;

i
'
i

i e
'

	

n

E

	

y

2
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zu sehen, betrachten wir ein Raumelement, bestehend aus zwei

Querschnitten, 1 bezw . 2 , und einem Ringelement : 2 n R dl= dS'
(vgl . Fig. 9). Nennen wir die Drucke in den Querschnitten 1 un d

2, p1 und p 2 , muss für dies Raumelement in dem stationäre n

Zustande wegen der Erhaltung der Bewegungsgrösse gelten :

d/

Fig. 9 .

Ml •nR2 -I-BdS'-M2 •nR 2 = aR2 d~dl

wo dS' = 2 n R dl . Da nachgewiesen ist, dass :

M1 • ~rR 2 = M2 . nR 2 = 31n mS22 ` dS rl dØ ,

erhält = man":

BdS' = nR2 dP dl = 6mS22 IN • RdS' ;

wie oben auf gaskinetische Weise abgeleitet worden ist .
Wir ersehen also auch hieraus, dass in der Molekularströmung

die durch den Druckfall : ( dP dl I , hervorgebrachte Bewegungs-

grösse ganz und gar auf das Roh
/
rstüek, 2 n R dl = dS', übergeht .

Aus dem Ausdruck : B dS' = 6 mQ di • R dS', erhellt, das s

den strömenden Molekülen in der reinen Molekularströmun g

keine konstante Massengeschwindigkeit (zusätzliche Geschwin -

digkeit), v = 2 S2R	 dN , in der Richtung der Achse beigemesse n
3

	

Ndl
werden kann .

Wäre dies der Fall, würde man finden :

2

B' dS' = 1 ND • m 2 .QR dN
• dS ' = 1 m .Q ,

dN
, R dS '

4

	

3

	

Ndl

	

6

	

d l

2~

	

3n '
D

2 ;

6 m S22_- dN • R dS' sein muss .

Wünscht man also die Formeln der Molekularströmung nicht
durch Addition der einzelnen Moleküle, sondern durch hydro -

dynamische Betrachtungen, abzuleiten, und führt man zu diesem

Zweck eine Strömungsgeschwindigkeit, v = ds , ein, ersehen

wir aus dem Ausdruck für B dS', dass jedem Molekül eine hypo-
thetische, zusätzliche Geschwindigkeit, proportional mit der eige -
nen Molekulargeschwindigkeit, S2, beigemessen werden muss, wie

MARTIN KNUDSEN dies in seiner zweiten Ableitung getan hat ; in

diesem Falle muss also, wenn die mittlere Geschwindigkeit der

strömenden Moleküle, v - 3 2 QR
dN ,

gesetzt wird, die von MARTI NNdl
KNUDSEN ;angegebene Formel :

B dS' = 32 NmQ v • dS' ,

verwendet werden, weil sich nur dann der richtige Wert von B =

ß mQ2 • R d
herausstellt .

Die Formel B dS' = 32 Nm S2 v dS' ist später von MARTI N

KNUDSEN1) näher erläutert worden ; dies ist aber m . E . von verschie -
denen späteren Forschern2) nicht hinreichend verstanden worden .

1)MARTIN KNUDSEN : Ann d. Phys., Bd . 34, S .823, 1911 .
2)J. A. H TER HEERUT : IOC . Cit . S . 46 ; Vgl . auch EARLE H. KENNARD : IOC .

cit . S.305 .

P-P, =dP

und somit, weil :

B'dS' =

	

6mS2• dN•RdS' .

Dieser Ausdruck ist aber
8

mal zu klein, weil B dS' =

E



64

	

Nr. 2

Da die Moleküle in der reinen Molekularströmung, für welch e
RIA = 0, keine gemeinschaftliche, konstante Massengeschwin-

digkeit (zusätzliche Geschwindigkeit) besitzen, ist die Molekular-

strömung eine Diffusionserscheinung, für welche die treibend e
Kraft der Druckfall, bezw. der Dichtheitsgradient, ist, während

der Diffusionswiderstand durch die Rohrwand geleistet wird .

Die Diffusionsgeschwindigkeit der Moleküle in der Richtun g
der Kraft ist durch die totale in der Zeiteinheit durch 1 cm 2 des

Querschnitts diffundierende Masse bestimmt .
Für ein kreisförmiges Rohr mit Radius, R, erhalten wir für

die mittlere Diffusionsgeschwindigkeit, Ud, wenn
R

= 0, aus :

G ' =
23

mS2R3 • ~N = at R 2 • mN • ud

' o d=mDii

	

' ~R 2 ,
l

den Wert : Ud = 3 S2R Ndl und somit : D11 o
= 3

R .

Für R-~ oc haben wir für den Selbstdiffusion4koeffizienten -

annäherungsweise - früher abgeleitet :

D li p= 3
S2~, 	

1

2
, woraus : Dll ~ = 3 S2R ,

I+ -

in Ubereinstimmung mit dem obengenannten Resultat aus de r
Molekularströmung . -

Wir ersehen also auch hieraus, dass die Molekularströmun g

einen Grenzfall der Selbstdiffusionsströmung darstellt .

§ 6 . Wir werden nun zu bestimmen versuchen, wie die sta-
tionäre Molekularströmung beeinflusst und geändert wird, wen n

gegenseitige Zusammenstösse der Moleküle im Inneren des Rohre s
einsetzen, d . h., wenn der Zustand durch RIA -- 0 charakterisier t

ist . Ausserdem muss in diesem Falle auch die Bedingung ,

R/L -» 0, erfüllt sein .

Nr. 2
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Aus den Beobachtungen von MARTIN KNUDSEN geht hervor,
dass auch in diesem Gebiet die durchströmende Menge, Q t ,

proportional ist mit dP, bezw . dl , wenn die Temperatur konstant

ist ; dies gilt jedenfalls, wenn
d

klein ist .

Wir werden also einfachheitshalber auch für dies Gebiet an -
nehmen, dass dp/dl, bezw . dN/dl, unter den gegebenen Umständen
konstant ist ; weiter wollen wir annehmen, dass die Molekül e

als harte elastische Kugeln aufgefasst werden können, worau s
folgt, dass die Moleküle, welche von gegenseitigen Zusammen-
stössen kommen, gleichmässig in allen Richtungen des Raume s
ausgestrahlt werden, und dass das Cosinusgesetz für die an der
Rohrwand zurückgeworfenen Moleküle gilt .

Ausgehend von diesen Voraussetzungen werden wir wieder
ein Wandelement dS' der Rohrwand betrachten und nachweisen ,
dass auch in diesem Falle die Bedingung a (Seite 50), d . h. dass
dieselbe Anzahl von Molekülen, welche in der Zeiteinheit gegen
dS' stossen, auch in der Zeiteinheit von dS' ausgestrahlt wird ,
erfüllt ist .

Ein Wandelement dS" im Abstande L von dS', für welche s
1 0 gesetzt wird, strahlt in der Zeiteinheit dnl Moleküle aus ,
die gegen dS ' gerichtet sind, wo :

Wil l • dS ' = dS ' • i v( 1 )• cosadcu ,

und v (1) = 4 N, .

Dan . Mat.Fys .Medd . 28, no .2.

	

5

2R

dw
_ dS' cos e

L 2
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Sind keine gegenseitigen Zusammenstösse im Rohr vorhanden ,
werden diese dn i Moleküle dS' erreichen ; sind aber gegenseitig e
Zusammenstösse vorhanden, wird nur die Anzahl dni, wo :

_L_

dn' dS' = dS'• 1 v(1)cossdw•e À ,
zs

dS ' erreichen .

Wenn beide Seiten des Rohres in Betracht gezogen werden ,

wird die Gesamtzahl der Moleküle, welche dS' von der ganzen
Rohrwand erreichen :

r

	

L

	

L

dS ' ~dnl ' = dS' Iicv(l)•cossdwe Â +v(-1)•cossdw e

und also, weil v (± 1) _ v (0) ± 1 • d1 :

L=

	

L

dS' dnl' = dS ' • 2 v(0)cos 8 dw•e À .
.))))))L = o

Ausserdem empfängt dS', wenn gegenseitige Zusammenstöss e

vorhanden sind, eine Anzahl von Molekülen, dn 2 , +von dem Raum-

element z2 dz dw in dem Abstande z von dS' (vgl . Fig. 10) .
Für dn2 können wir in der folgenden Weise "einen Ausdruck

ableiten : Gibt es in der Volumeneinheit N Moleküle mit der

mittleren Geschwindigkeit , und ist A die mittlere freie Weg-
länge im freien Gase mit N Molekülen in der Volumeneinheit ,

werden diese Moleküle
NA

mal in der Sekunde gestossen werden .

Von den Molekülen des Raumelementes, dessen Abmessunge n

klein sind A gegenüber, gehen also in der Zeiteinheit

	

• z 2 dz d w

aus, die direkt von Zusammenstössen kommen . Von diesen ist,
wenn sie gleichmässig in alle Richtungen ausgestrahlt werden ,

ein Teil : 1
-eos'

dS ,

	

das Wandelement dS' gerichtet,
4 .n z2

	

gege

n also im ganzen eine Anzahl von :

4 :Æ
dS' °O2£ND

z2 dzdw,

67z_
wovon nur der Bruchteil e das Wandelement dS' erreichen
wird. dS ' empfängt also von dem ganzen Raumwinkel dw die
Anzahl :

~z = L

dn2 • dS' = dS ' - (v (0) -}- dl • l) d • cos E • e 2 dz ,

z = o

v(0) _Na

	

und 1 = zcosy .

Im ganzen wird also die vom Inneren des Rohres kommende
Anzahl, wenn beide Seiten des Rohres in Betracht gezogen werden :

s:c s(II)

	

dS' dn2' = dS' • v(0)

	

[1-e

	

.
o

Durch Addition von (I) und (II) ergibt sich, dass die ganze An-
zahl, die . dS' in der Zeiteinheit von der Rohrwand und vom
Inneren 'des Rohres empfängt, beträgt :

dS'~ (dn

	

')

	

2 (0)
r

i ' -I- dn 2 = dS' • ~ v

	

1 cos s dw = v(0) dS' ,

also dieselbe Anzahl, die in der Zeiteinheit von dS' ausgestrahlt
wird .

Hieraus erhellt, dass auch in dem Falle, wo gegenseitige
Zusammenstösse vorhanden sind, die Formel :

v (±I) = v(0)± T1 1 ,

in welcher dv , bezw. dN eine Konstante darstellt, in Überein -dl

	

dl '
stimmung mit der Bedingung a, Seite 50, ist . -

Die Anzahl der gegenseitigen Zusammenstösse der Molekül e

im Inneren des Rohres ist n = NS-
in der Raumeinheit und als o

an jeder Stelle proportional mit dem dortigen N; da
dN

kon-

(I)

Nr. 2

wo :

5*
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stant ist, kann also angenommen werden, dass
d1

auch unab-

hängig von l wird, wenn wir die kleine Variation von R vernach-

lässigen ; dies ist erlaubt, wenn dN klein ist . Wir haben ausser-

dem für die reine Molekularströmung gefunden, dass der Druc k

p, bezw. N, überall in demselben Querschnitt als eine Konstante

angesehen werden kann, so dass dies auch mit n der Fall sein
wird . -

Wir werden nun die Moleküle, die von direkten gegenseitige n
Zusammenstössen im Rohr kommen, näher betrachten .

Mit wachsenden Werten von R/2 werden diese Moleküle, des

Konzentrationsgradienten,
l

, wegen, eine Diffusionsströmung

in der Richtung der Achse veranlassen ; solange nur ganz ver-

einzelte, gegenseitige Zusammenstösse vorhanden sind, dürfe n

wir annehmen, dass beide zusammenstossenden Moleküle direkt
von der Rohrwand kommen und also vor dem Zusammenstos s

nach dem Cosinusgesetz im Mittel die molekulare Geschwindig-

keit S2, entsprechend der Temperatur der Rohrwand, besitzen ;

man könnte darum geneigt sein anzunehmen, wie es POLLARD

und PRESENT I) stillschweigend getan haben, dass diese Mole-

küle nach dem Zusammenstoss auch im Mittel die Molekular-

Geschwindigkeit S2 besitzen und also keine zusätzliche Geschwin-
digkeit in der Richtung der Achse erhalten haben . Bedenken wir

aber, dass wir es in diesem Falle nicht mit gegenseitigen Stösse n

in einem stillstehenden Gase zu tun haben, sondern mit Zu-

sammenstössen in einem Gase, worin ein Dichtheitsgrndient vor-
handen ist, so hat z . B . ein Molekül, von der Wand kommend ,

eine grössere Wahrscheinlichkeit gegen ein Molekül, von rechts

kommend, als gegen ein Molekül, von links kommend, zu stos -

sen. Das Resultat hiervon wird wahrscheinlich sein, dass die vo n

gegenseitigen Zusammenstössen im Inneren des Rohres kom-

menden Moleküle im Mittel eine zusätzliche Geschwindigkeit, v i ,

in der Richtung der Achse, bezw. des Dichtheitsgradienten, und

proportional mit diesem bekommen .

Wir werden darum im folgenden damit rechnen, dass dies

1) W . G . POLLARD und R . D . PRESENT : Phys . Rev ., Vol . 73, S . 765, 1948 .
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der Fall ist bei denjenigen Molekülen, die von gegenseitigen Zu-
sammenstössen im Inneren des Rohres kommen und untersuchen,
ob sich an obenstehenden Berechnungen hierdurch etwas ändert .
Weiter wollen wir untersuchen, welcher Einfluss hiervon au f
die durchströmende Menge ausgehen wird, und versuchen, mi t
Hilfe der Bedingung b (Seite 51) , den Wert von vi in dem Zu-

stand : R ± 0, zu bestimmen . -

MARTIN KNUDSEN 1) hat bereits die Grundlage dieses Problems
in Verbindung mit seinen Untersuchungen über den molekularen

ABN S-Plan

V i • COS e = U[ • COS a l .

Für LQ dL dw ist die Molekülgeschwindigkeit gegen dS :

+U l = 52+Ui• cos
a x

COS a ) .

Fig . 11 .

Gaswiderstand gegen eine sich bewegende Platte behandelt ; ob
das Gas ruht und die Platte sich bewegt, oder ob das Gas strömt
und die Platte stillsteht, ist selbstverständlich ohne Bedeutung .

Bewegt sich ein Körper mit der Geschwindigkeit, durc h
ein ruhendes Gas und ist die Zahl der Moleküle in einem cm 3 ,
N, wird ein Oberflächenelement dS in jeder Sekunde von de n
Molekülen, welche Geschwindigkeitsrichtungen gegen das Flä -

1) MARTIN KNUDSEN : Ann . d . Phys., Bd. 46, S . 641, 1915.

Nr . 2



70

	

Nr . 2

chenelement, dS, im Raumwinkel do besitzen, eine Anzah l
Molekülstösse, dn3 , erhalten .

Bildet die Normale des Flächenelementes, dS , mit der Be-
wegungsrichtung des Körpers den Winkel, a1 , und bildet weiter
die Normale des Flächenelementes mit dem Erzeuger des Raum-

winkels dw den Winkel, a, wird dn3 nach KNUDSEN bestimmt

durch :

dn 3 = dS N4 (S~-{-vl) • cos .a

= dS•N4(,S~cosa--~vl cosa l

weil :
cos a l

v i = vi .

	

(vgl . Fig . 11) .
cos a

Dieser Ausdruck ist aber nur gültig, wenn : vi «1 .

Ist al = 2, wie in unserem Fall, wo die zusätzliche Geschwin -

digkeit der Moleküle, v i , parallel mit der Rohrachse und als o

senkrecht zu der Normale des Wandelementes, dS ' , ist, wird
cos al = 0 und also :

dn3 = dS' • 4~ Nn ~ cos a do) = 4 N,~ dS' = v (0) dS' .

Es erhellt hieraus, wie bereits bekannt, dass eine zusätzliche
Geschwindigkeit, v i , in dem Falle, wo dS' ein Wandelement de s
Rohres darstellt und die zusätzliche Geschwindigkeit paralle l
mit dS', bezw. mit der Achse des Rohres, ist, keinen Einflus s

auf die Anzahl der Molekülstösse gegen das Wandelement, dS' ,

hat .

Betrachten wir aber ein Element, dS, in dem Querschnitt de s

Rohres, wird a l = 0 und cos ai = 1 ; in diesem Falle wird die
Anzahl der Molekülstösse, welche dS empfängt :

1

	

1

	

r

	

v i l
dn3 =

4
ND • dS +

2
Nvi • dS =

4
N 1-I- 2 dS

Nr. 2 7 1

Element des Querschnitts, dS, strömende Menge durch die
sätzliche Geschwindigkeit, vi , vergrössert wird .

zu-

Diese Resultate lassen sich auch auf andere Weise, worau s
auch die Grösse der Annäherung erhellt, ableiten ; wir können
z. B. diese Resultate aus dem bekannten Ausdruck für di e
MAxwELL ' sche Geschwindigkeitsverteilung eines in der Rich -
tung der X-Achse strömenden Gases ableiten ; wie bekannt gilt
hierfür :

l(~- U t) 2 + Ye +C2] de d~ d .

Berechnen wir hieraus die Zahl der Moleküle, welche in de r
Zeiteinheit gegen ein cm 2 der Y=Z Fläche stossen, erhalten wir ,
wenn

	

= x gesetzt wird :

Für

	

d. h . v i -> oc, erhalten wir, wie auch z u
erwarten wäre, pro cm 2 :

n = Nvi ,

in Ubereinstimmung damit, dass die molekulare Geschwindig-

keit, S~ =	
2	

, in diesem Falle ohne Bedeutung ist, bezw .Vnhm
dass die Moleküle bezüglich der Molekularbewegung als still -
stehend angesehen werden können .

Ist aber vi klein im Vergleich mit der mittleren Geschwindig -

keit, S- =	 2	 , wird unter Verwendung der bekannten Reihen -Vnhm

entwicklung für : Ĥ e-x' dz, leicht gefunden :
. o

9i2
. e- h

woraus erhellt, wie auch zu erwarten war, dass die durch ein
1

n =

	

[1 + 2
vi

I4

(I )
4 NS2.

	

D
3 8 2 ()

4
_ . . .
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Nr . 2

	

Nr . 2

	

7 3

In erster Annäherung erhalten wir also, wenn die höheren
Potenzen von v 1 /S2 vernachlässigt werden, den von MARTIN KNUD -

SEN angegebenen Ausdruck :

dn= 4 NS~
L

1+2~

J

dS .

Betrachten wir beide Seiten des Elementes, dS , erhält man
für die durchströmende Anzahl :

	

2dnl - dn2 = dS [4 NS~ (1 + ~ I ) -4 ND (1 -	 ~i)
J

oder : dn,_	 dn 2 = dS - N • vt , wie auch zu erwarten war . -

§ 7 . Ausgehend von dem Zustand : R/..-- 0, worin vereinzelte ,
gegenseitige Zusammenstösse der Moleküle in dem stationär
strömendèn Gase vorkommen, werden wir die Zahl der Moleküle ,
welche durch ein Element, dS , des Querschnitts gehen, berech-
nen ; werden beide Seiten von dS in Betracht gezogen, erhalte n
wir die totale, in der Zeiteinheit durchströmende Anzahl von
Molekülen . Diese Zahl besteht nur aus zwei Teilen, I und II ,

weil wir für diesen Zustand davon ausgehen dürfen, dass die
hydrodynamische, laminare Strömung noch nicht eingesetzt hat .

Teil I : Für die durch das Element, dS, strömende Netto-
anzahl von Molekülen, dqi, welche von der Rohrwand.kommen

und, ohne gegen andere Moleküle zu stossen, dS erreichen, finden
wir leicht (vgl . Fig. 12) :

n
+n L_

	

2dv 2
dq t

	

dS
~dx

	

cos2 ØdØ~r l e dcp ,

	

0

	

- n
1

	

rwo v= 4 ND, x= L cos Ø und L .=
sin Ø

Hieraus ergibt sich :

dv
((
, 2

	

+~ L

(I)

	

dqi = dS`
ndx

1 cos 2 ØsinØ dØ~ Le 'I d ip .
- n

Für R = 0 und - 0 erhält man hieraus den bekannten Aus -

druck für die reine, molekulare Diffusionsströmung .

Teil II : Für die durch das Element, dS , strömende Netto-
anzahl von Molekülen, welche direkt von gegenseitigen Zusam -
menstössen im Inneren des Rohres kommen und das Elemen t
dS erreichen, gilt nach dem vorhergehenden Paragraphen, d a
für diese Moleküle eine mittlere zusätzliche Geschwindigkeit
(mittlere Massengeschwindigkeit), vx , in der Richtung der Achs e
vorausgesetzt wird, der folgende Ausdruck :

dq2 = dS~~[v(0) +dx I cos Bl l e [cos + ~] dccw

(' 1 rr

	

dv

	

1j dl

	

rr

	

v11
SIv(0)

dx
1cosØ

J

~ e A
IcosØ-

nJ

dw ,

weil in diesem Falle : cos al = 1 .

Hieraus erhält man leicht, da :

L

	

L

	

I

	

L .

~ e l dl=

	

~ e ~d(
1)= .1 1-e

	

1+~) ,
o

	

o
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Nr. 2

	

Nr . 2

	

7 5

dq 2 = dq'2,1 + N2,2 =
i 2

	

•i 7L

	

L

-- dS ~~S2d~ cos' 0sin0d0 7 1--e

	

1-{-l dcp

(II)

	

o

	

- tto

	

I J

Wir ersehen hieraus, dass der Ausdruck für Teil (II )
zweigliedrig ist ; das erste Glied : dg2 1 , ist bestimmt durch de n

Konzentrationsgradienten dN/dx, bezw . dn/dx, wo n =
N52,

der im

Inneren des Rohres zusammenstossenden Moleküle ; dies Glie d
repräsentiert also die Selbstdiffusionsströmung der Moleküle ,
welche von gegenseitigen Zusammenstössen im Inneren des Rohre s
kommen ; 'das zweite Glied von (II) : dgl 2 , rührt von der zusätz-
lichen Geschwindigkeit, vx , dieser Moleküle her .

Aus dem Ausdruck (II) ersehen wir weiter, dass q = 0 für
L/2. = 0, wie auch erwartet werden müsste .

Durch Addition von (I) und (II) erhalten wir :

dg = dg 1 + dg2 = d (g i + g2,1) + dga;2 =

2

	

+

'7

	

L

=
2~ dx

dS cos' 0 sin 0 d O S), 1 e Al d~
o

	

- n

Ĥ
2
(

	

ac

	

L

+2~vx-NdS sin0d0 1-e À ldg~ ,dip ,

o

	

-n /
wo :

L sine = r1 , q1 = qi + q2 1 und q 2 = q2, 2

Aus dem Ausdruck für dq erhellt, dass wir für vx = 0 den
von W. G . POLLARD und R. D . PRESENT1) abgeleiteten Ausdruck
erhalten, weil sie der Möglichkeit einer zusätzlichen Geschwindig-
keit, vx, der Moleküle, die direkt von gegenseitigen Zusammen -

1) POLLARD und PRESENT, IOC . Cit . S . 766 . Formel (15) .

stössen im Inneren des Rohres kommen, keine Rechnung ge-
tragen haben .

Betrachten wir die Ableitung der Ausdrücke für dq 1 und dq2 ,

sehen wir, dass diese Ableitung sich nicht ändert, wenn die Be-
dingung : R/2 0, nicht mehr gilt ; in diesem Falle muss man abe r
damit rechnen, dass die hydrodynamische, laminare POIsEUILLE-

Strömung angefangen hat, so dass noch ein drittes Glied, dq 3 ,

der Formel für dq hinzugefügt werden muss ; wir werden später
auf diesen Zustand zurückkommen . - -

Es lässt sich mit Hilfe der Ableitung des Ausdruckes von dq
sehr einfach,nachweisen, dass auch, wenn gegenseitige Zusammen-
stösse der Moleküle vorhanden sind, die durch einen Querschnit t
des Rohres, n R 2 , strömende Bewegungsgrösse konstant und un -
abhängig von x ist, jedenfalls wenn R/L « 1, so dass der Ein-
fluss der Endfläche vernachlässigt werden kann ; in diesem Fall e

geht also auch die durch den Druckfall : (y dx, hervorgebracht e

Bewegungsgrösse vollständig auf das • .Rohrelement : . : 2 n R dx,

über s) .
Hierdurch wird es möglich, den Wert von v x zu berechnen ,

weil N, bezw. n = ~~ über den Querschnitt åls eine Konstante

angenommen werden kann . - .

Betrachten wir ein Wandelement dS' (vgl . Fig. 10), ist es
einfach zu sehen, dass dS', solange keine hydrodynamische ,
laminare Strömung von POISEUILLE vorliegt, nur die . folgenden
Bewegungsgrössen, (a) und (b), in der Richtung der Achse emp-
fängt :

~

	

n
2

	

i+
2 L

(a) dS' dMi =	 1ni S22
dN

dS' cos' y sin' y dy L e R cos ç9 dq~ ,
2n dx

o

	

• n
- 2

herrührend von den Molekülen, die von der Rohrwand kom -
men und, ohne im Inneren des Rohres gegen andere Moleküle
zu stossen, dS', erreichen ;

1) Vgl . S . 62 .
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(b)

dS' ]~ ~1 + ~/ cos 99 &I) ,

Nr. 2

dS' S ~ dllf2 ,1 + dM2 2) , wo :

	

n

	

~

	

6+ 1

	

•+ 2
m .S~2 dx dS cos2 y sin2 y dy A ~ 1 - e2

A
o 2

und

+
n

n2

	

2

	

L
1

dS' dM2 2 =
2 mS2v x NdS' sin' Jdy

	

~~1- e Âl cos q~dg~ ,
eJ

	

-o 2

herrührend von den Molekülen, welche direkt von gegenseitigen
Zusammenstössen im Inneren des Rohres kommen und dS' er-
reichen . -

Solange die laminare Strömung von POISEUILLE noch nicht
angefangen hat, d . h. solange : R/A 0, erhalten wir also, wenn
dS' = 2 n Rdx gesetzt wird :

2nRd.x~[d(Mi-f-M2

	

dibf2 2 ] = nR2 • dp dx ;
dx

oder :

2nRdx[dMi-}-dM2] = 6mS22 • d~•R•2~cRdx ,

und also zur Bestimmung von vx die Formel :

2

	

+2

	

L

2scRdx 2 mS22 d~cos2 y sin' ydy , ~ R 1-e

	

cos 9' dq~

= 2~Rdx sm dx•R .

Nr. 2

	

7 7
L

Für den Zustand : R/A- 0 und R ->- 0, können wir e

	

in Reihe

nach L/A entwickeln .

Wir finden hieraus, da L = ri /sin y und r l = 2 R cos qp , wenn
wir nur die erste Annäherung in R/A verwenden und wenn di e
zusätzliche Gesçhwindigkeit vx unabhängig von . ist :

dS ' = 6m~•Rd [1-4•R] dS ' ,

6ml'22
Rdx •2R dS,

4 NmD • v-0 = 6
mSZ 2 R

dx

2 S22 dN
vx, o = 3 R • S2 • Ndx

Da das MAxwELL'sche Verteilungsgesetz jedenfalls für die

Moleküle, welche von gegenseitigen Zusammenstössen im In-
neren des Rohres kommen, gelten muss, erhalten wir :

n -dN
vx~o = 4 12R Ndx

Wenn wir auf analoge Weise den Wert für dq für R/A- 0, dq~ o ,
bestimmen wollten, erhellt sofort, dass auf diese Weise kein e

Lösung gewonnen werden kann, weil der Ausdruck für dq,o
L

durch Reihenentwicklung von e nach R/A selbst in erster An-

näherung keinen endlichen Wert für dq± o ergibt ; nur für das

Glied, dg2,2a0, das von vx herrührt, erhält man auf diese Weis e

in erster Annäherung eine endliche Lösung.

Für dg2 ,2±0 findet man hierdurch für ein kreisförmiges ,

R
zylindrisches Rohr, wenn	 0 :

dS' hclI2 ,1 =

dS' cdM2 2 = 4 Nm • vx , •
2

dS
,

,
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Nr . 2

-~ 7L

dq a,2 -> 0 =
1~ • vx -~ o' NdS sin 0 de ~ • sine 1.1 d '

o

	

- n

1

	

1 lt'

	

1 Nvx~o 16 ~ R s
4 Nvx -' o 2 dS s rtd~

	

4 A

	

3
oder :

4

	

R
g2,2 o = 3 Nvx o • ~ • ~R2 ,

worin :

z dNvx = -R 9
4 Ndx

Diese Formel für q 2 3 , o = m
1

' G3p,o ist der besseren Ober-

sicht wegen bereits in§ 3, Seite 31, erwähnt undbesprochenworden .

Bevor wir auf die Bestimmung von q3±0 näher eingehen ,
wollen wir erst überlegen, welcher Zustand eintritt, wenn ein e

hydrodynamische, laminare Strömung in der Richtung der Achs e

hinzukommt .

Es ist einleuchtend, dass eine hinzukommende, laminare

Strömung des Gases mit einer konstanten Massengeschwindigkei t

in der Richtung der Achse keine Änderung in dem Bestehen

und in der Berechnung der Diffusionsströmung, d (q ; + qs,t) ,
und der Gleitungsströmung, dg2,,2 , verursachen wird, da dies e

Strömungen einander überlagern und einander nicht beeinflussen .

Zu dem Ausdruck für dq - die totale gaskinetisché Strömung-

wird also nur noch ein Glied, dq 3 , herrührend von dieser hydro -

dynamischen, laminaren Strömung, hinzukommen ; dasselbe wird
auch der Fall sein für eine überlagerte, laminare Strömung von

POISEUILLE, da diese für jede ringförmige Lamelle als eine hydro-

dynamische Strömung mit konstanter Massengeschwindigkeit auf-

gefasst werden kann .

In dem Zustande : R
-± oo, beträgt also die totale, durchströ-

mende Anzahl :

dq = dgi+ dgå,1+ dq2,2+ dq:3

= dgt + dq2 + dq3 ,

3n R
wo :

	

q 3 ° 64

	

qt,o

Nr . 2

	

7 9

Ausserdem muss für diesen Zustand : ->- co , ein Glied, d11 3 i

herrührend von der überlagerten PotsEuiLLE-Strömung, zu de r
Formel für die an die Rohrwand übertragene Bewegungsgröss e
hinzugefügt werden, so dass diese Formel lautet :

2 zrR dx
S

[dMt + 013 + dM3] = nR2
dx

dx,

dS ' S dM3 =
1

12
(du)

	

• dS' ,
2

	

dr ,.±. R
und also, da :

(du
),.,R =

	

dxR d
2 gcRdx`d11/3 = 4Rdx dS' = 4Rdx 2~Rdx

= 2
drdx•~zR 2 .

Für : R -* oc, erhält man somit :

dS ' S [d (Mi + Ma ,t) + dML -I- dS' S dM3 = nR2 • d dx ,
.

dS ' S (dMi + dM3 ) =

2

~R3 • dx dx ,

dS ' = 2nR•d.x

q2,2-3o =

weil auch, jedenfalls wenn R/L «1, für die stationäre POISEUILLE -

Strömung die durch den Druckfall , dx dx , hervorgebrachte Be -

wegungsgrösse vollständig auf das Wandelement : dS' = 2 n R dx,
übergeht . -

Nach der angenäherten Theorie von MAXWELL für die Gleitung
wird diese Bewegungsgrösse d1173 für ein kreisförmiges Rohr :

oder :

wo :

Bestimmen wir hieraus : vx~ , erhält man für
R co ,

wenn e

	

- 0 gesetzt wird :
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Nr . 2
8 1Nr . 2

1
mS? 2 A• dN + 1 NmS2 v = -

MR dN
16

	

dx 4

	

x 3 °°

	

12

	

dx

und demnach, wenn das erste Glied, von der Selbstdiffusion her -

rührend, in dem Gebiet : R -- oo , vernachlässigt wird :

v = ~
S~

R dN
'°° 8 Ndx

Dieser Ausdruck ist in Übereinstimmung mit dem von KUND T
und WARBURG, bezw . von MAXWELL, eingeführten Ausdruck für
die Gleitungsgeschwindigkeit an der Rohrwand .

Da der MAxwELL'sche Ausdruck für M3 nur eine Annäherun g
darstellt und jedenfalls zu gross ist, kann man eventuell zur Ver -

gleichung mit den Beobachtungen : M3 • dS' = a' .
2 dx

dx r R 2 ,
setzen und erhält dann :

-
vx

	

_(2 - a')
nc
$ S~ R 	

dN
Ndx'

d. h : k2 ,~ = 2- a' .

Betrachten wir die zweigliedrige Formel (I + II) für die
durchströmende Anzahl der Moleküle in dem Zustande : R/2-> 0 ,
sehen wir, dass das erste Glied : dq 1 = (dqi + dg2,1), die Selbst-
diffusionsströmungrepräsentiert ; für den Grenzfall : 2-> co , bezw .
R/A = 0 und L/2 -* 0, erhält man hieraus der}. Ausdruck für die
KNUDSEN'SChe, reine Molekularströmung, bezw . die Molekular-
diffusion :

1 c-dN s
dS c r dq1 ' 0 = 8 --

dx

	

s
1 cP •

Für den Grenzfall : A -> 0, bezw.
R

oo , ergibt dq 1 den Aus-
druck :

ql,~

	

3

	

dTJdS = Dll
00 dx

dS .

Das zweite Glied dq2 = dg2,2 ist der gaskinetische Aus -

druck für die Gleitungsströmung; für 2-> oo, bezw . R/A = 0 und

7 0, wird dq 2 = 0, während man für R/A -> 0 erhält :

R

	

nt _ dN
q2~o = 3 Nvx~ o ~`dS, wo vx ;o = 4 R

.Q
Ndx

Für 2-> 0, bezw . R --- cc, erhält man :

• N SdS, wo v+ . = k2 . ~ R SZ	
dN

8 Ndx

Die Grenzwerte für M1 = M I' + M2,1 , M2 = M2,2 und M3 i

für - = 0, R/A ? 0 und R/A -> CO, werden auf analoge Weis e

aus den entsprechenden Werten abgeleitet . In der folgenden
Übersiel t sind die verschiedenen Grenzwerte angegeben .
1°,0 :

2 -r dN
ntR 2

3

	

dx
Reine Molekular-
strömung, bezw.
Molekulardiffusion .

= g2,2 = 0 und

R
2°,

	

0 : q1_0 = (qi

	

-1- ,i 0 ) , vorläufig unbestimmt .

' 4

	

2 R
q 2->o = g2 ;2'~0 = 3 Nvx±o• g-cR

q2->-ao = Ux-»

,, q 1, 0

g2,t

_--Q

dN
= D"

'° dx' ncR
2 ,

q3,0 = 0

wo :

	

vx±o = ~RSL	
dN

•
4 Ndx

Gleitungsströmung .

3°,
R

= 3 S dx • ntR 2 = DII,' dx ntiR2

= N •vx± 00 •ncR2	

qs

	

= 128 q1,02

Selbstdiffusions- bezw .
Druckdiffusions-
strömung.

Gleitungsströmung .

POIsEuILLE-Strömung.
371

	

2R . . . . . . . . . . . . . . .

q I-->- ~

q2±c o

Dan. Mat .Fys. Medd . 28, no .2. 6
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Nr. 2

Die Grenzwerte für die übertragenen Bewegungsgrössen pe r

cm2 sind folgende :

Reine Molekular-

strömung, bezw.

Molekulardiffusion .

° R

	

1

	

dN
L

	

Rl ~ Selbstdiffusions-
2 ,

7
> 0 : Mi ±O = 6 m S? 2 •R dx 1-4 A J strömung .

, R= 0 : Mi ,0 = 6 m 22 R dx 2 R d~

M21 = lY122 = 1VI3 =0

Nr . 2

Die Ausdrücke für q1 und q2 , bezw .

2

	

_	

dql = 2~ Sz d~ • dS cos2 8 sin B dB .1 ~[1 - e ~ sin '9] d~

o

	

-a

und :
+ .n

2

dq .,-

	

2c
vx NdS sin 0 dØ

r ,

1- e A sin Ø d~

83

= 6m ST R
2

dx A

=
4

Nm,f2ux ,o .2 R

mit : vx÷ o =
R

4S~
Ndx

POISF.UILLE -
M3-A 	 ~ 0

	

Strömung .

R

	

1

	

dN

	

1 SelbstdifFusions -
A
~ ~ :Mi,,,, = 16 mS22/1 dx

Der genaue Verlauf von q1 und q 2 in dem ganzen Gebiet :

0 < R/A < cc , ist von grossem Interesse, auch in Verbindung mit

dem Entstehen, der Grösse und der Lage des beobachteten Mini -

mums in der Nähe von R/A = 0,30 .

sind aber - _abgesehen von den obengenannten Grenzwerte n
für R/R. 0 und R/A -* oc - in mathematischer Hinsicht nicht

einfach, weil r 3 von cp abhängt, während v x sich in dem Gebiet :

0< R/A < w, von v

	

=
76

R
D 	

x-->-o

	

4

	

Ndx
k2 gRSZ Nd ändert .

Aus der obenstehenden Übersicht erhellt, dass es nicht mög-

lich ist, durch einfache Reihenentwicklung von e- -0- nach L/2 den
Wert für q1->0 für R/2 0 zu bestimmen. Um eine endlich e
Lösung für q1,0 zu erhalten, müssen also die, in den verschiede-
nen Formeln für die durchströmende Anzahl von Molekülen
und für die auf die Rohrwand übertragenen Bewegungsgrössen ,

vorkommenden Integrale entweder in konvergenten Reihenent-
wicklungen vorliegen, oder sie müssen durch andere brauchbare ,
endliche Ausdrücke ersetzt werden . Es wäre z. B . möglich, das s

man in erster Annäherung eine brauchbare und übersichtliche
Lösung durch Mittelwertbil .dung von e-LR. , bezw. L/A , erhalten
könnte ; hiervon ausgehend ist es z . B. leicht nachzuweisen, das s
der mittlere Wert von L = ri/sin O für die durch den Querschnitt ,
a R2, strömenden Moleküle, q, in dem Zustande RR } 0 annähe-
rungsweise : L = 2 R, wird, so dass in diesem Zustande, in erster
Annäherung, der Ausdruck :

r,

	

_2R

	

2R
1

[1-e ~S'°0,	 	 11- 	durch : [1-e
1+2R 1+ 2 R

MZ,I ->- o

M2,2 o Gleitungsströmung .

M2 „~ = 4 Nm SZv~~ ,

mit : v~ ~ = k2
8

R h N

M3,,, = a' ' 1 tnS? Z R dx

WO a ' = 2 - k2,,
dp
dx '

strömung.

Gleitungsströmung .

vx--T .J _bis auf

6*
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Nr . 2 8 5Nr. 2

Wird in dem Integral :

erhalten wir :

ersetzt werden kann ; diese Annäherung ist bereits in § 3 be-
sprochen und verwendet worden . -

Für eine einwandfreie Erklärung des Entstehens des beobachte -
ten Minimums in der Nähe von R/A. = 0,3, sowie auch für die genau e

Bestimmung des Verlaufs von q 1 und q 2 in dem Gebiet : 0 < - < so ,

wird es aber nötig sein, die vorkommenden, bestimmten Integral e
der Gattung :

näher zu untersuchen, um zu sehen, ob es möglich ist, dies e
Integrale in konvergenten Reihen nach a zu entwickeln .

Bevor wir hierzu übergehen, wollen wir aber erst die

Aufmerksamkeit darauf richten, dass in den vorhergehenden
Berechnungen keine Rücksicht auf die Àqderung von A mit de n

Abständen von x und -x genommen worden ist ; es kann aber

durch einfache Berechnungen bewiesen werden, dass der Wer t
von 2, der in den abgeleiteten Formeln vorkommt, der Wer t

von A für x = 0 ist, also derjenige Wert von 2 , der zu dem be -

trachteten Querschnitt, x = 0, gehört . -

Da POLLARD und PRESENT 1) bereits den entsprechenden Be-

weis für q 1 geliefert haben, ist es überflüssig, diesen Beweis hier

zu wiederholen ; hinzugefügt kann werden, dass es einfach ist ,

auf analoge Weise diesen Beweis für q 2 und auch für den Aus-
druck zur Bestimmung von vx zu liefern . -

W(0)2 für a=0 und W(oo )=0 für =,-= cc .

1) POLLARD und PRESENT : 10C . Cit . S . 773, App . III .

n
2J	 a

W (a) = e sin° d0 z =	 a gesetzt,
sin 0

0

und also :

W(a) = 2-e +

Sae,11	 1	 1~a 2

	

1 . 3 . 1(0\ 1 . 3 . 5 1 a o
f a e

	

z + 1-2 3 z3 ) + 2 . 4 5z'' + 2 . 4 . 6 7(z7 )

Wir setzen :
a

L
, = an-1 ~ z dz
n

	

n
z

~
also wird :

CC _
2

	

2

	

3

	

4
edz =Ei(-a)= 1n(ya)-a-~

1 a _1 a + l tx

z

	

2 21

	

3 3!

	

4 4 !

wo Ei (- a) der Integrallogarithmus ist, während In y = C =
0,557216 (Die Euler'sche Konstante)1) .

Verwenden wir die Rekursionsformel :

Ln= -n 1 1 [e- " +

erhalten wir hierdurch :

1) E . JAHNKE and F. ErsDE : Tables of functions, New York, 4th Edition, S . 1 ,
1945 .

Wir werden nun erst das Integral : W (a) = e
sin° d0,

• o

§

näher untersuchen; wir sehen, dass die Grenzwerte betragen :

a~
W (a) =

2

	

z
e

	

-;- ~
e-z

arc sin
a

dz .
.

Für arc sin
a

gilt zwischen : - 1 < a < 1, die konvergente Reihe :z

a

	

a
arc sin -z

	

z
1

	

1

	

1 . 3 1

	

1-3-5 l a 7
1 .2

3(a)3+

	

z2-4
5(a'+

z)

	

2 . 4 . 6 7(z) +

dz .

;

W



- a b e_ ea[ 1 • 3 • 5

	

1

	

_ 1 3 . 5 7

	

1 .
2 . 4 . 6 7 . 6 . 5 . 4 . 3 . 2 + 2 . 4 . 6 . 8 9 . 8 . 7 . 6 . 5 . 4 +

+ abe x [1 . 3 . 5

	

1

	

1 3 . 5 . 7

	

1
2 . 4 . 6 7 . 6 . 5 . 4 . 3 . 2 . 1 + 2 . 4 . 6 . 8 . 9 . 8 . 7 . 6 . 5 . 4 . 3-H

-1- a Li

oder :

W(a) = e'
[2-

Aa +Ba2 -Da 3 -F-Qa 4 -Ra5 - - . . . ]

+aL1 [1+ 2 a2+ 320 a4+16128 aE + . . .1 .

; Nr . 2

	

87

Werden e-" und Ei (- a) in Reihen nach a entwickelt ,
erhalten wir, da :

e-" = 1 - a+2 a 6a+24a4
120 a5 +

W(a) = 2 -mi a+alna~--m 2 a2 -m3 a 3 + 2a3 1na-{-

+
m4 a4-m5 ur~ + 3120 a5 In a+ . . .

worin :

n
ml = 2 -I- A- G= 1-I- ln 2- C= 1+8 = 1 .1159 4

m2 =4-1-+-A+B = O

A

	

n

	

G_ 1
m3 .= 2 +B+D + 12 4 12 12-+ e ) (3

4
= 0,120772 .

a A B

	

5
m4= 48 + 6 + 2

+D+ Q- -
36 ° 0

A B D

	

1 C _
m =5

240 + 24 + 6 + 2 + Q + R _
32 320

320 (10 + = 0,567478 . 10-2 und

e = In 2 -C = 0,693152-0,577216 = 0,11594 .

Die Werte für A, B, D, Q und R sind in der folgenden Weis e
bestimmt :

Für - 1 < 1 < 1 haben wir die folgende Identität :
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Nr . 2

1

	

1

	

1

	

1 1

	

1 . 3 1 1

	

1 . 3 . 5 1 1aresin~= y I 1-2
.3 .83+ 2	 45 .~' + 0 	

4 6 7 7
+- . .

Wird diese Identität von y bis co integriert, erhalten wir die
folgende Identität :

J

	

2
yaresin - +In 1 +1/1-I~~ )F

= 1-{-In2-yaresin~-Zn1-F-V
/

1 -12) _
y

1

	

1

	

1 2 1 . 3

	

1

	

1 \ 4+ 1 . 3-5 . 1
1 . 2 2 . 3 ~y) + 2 . 4 5 . 4 (y)

	

2 . 4 . 6 7-6
(1)5+
y

weil für y = oo , y arc sin 1 = 1 .
Y

Aus dieser Identität erhält man für y = 1 den fdlgenden Ausdruck :

1--1n2-~-	 1

	

1 + 1 3 1 + 1 3 5 1 + 1 . 3-5-7 1
2

	

1 . 2 2-3

	

2•4 5•4

	

2•4-6 7•6

	

2 . 4 . 6 . 8 9-8 .r

Integrieren wir in analoger 'Weise die vorhergehende Identität
noch einmal, ergibt sich :

I1-+-In2-yaresin l- ln I1 +
LL

	

Y

	

LL
y

Nr . 2

	

89

und in ganz analoger Weise :

7

	

a .

	

5 = 1 . 3

	

1

	

1 . 3 . 5

	

1
12

1n2-
12 36

	

2 . 4 5 . 4 . 3 . 2 + 2•4-6 7 . 6 . 5 . 4 ~

	

D

z

	

1

	

1

	

1•3

	

1

	

1•3•5

	

1

	

_
8 { ~- .

41
n2 =

2 . 4 5 . 4 . 3 . 2 + 2 . 4 . 6 7 . 6•5-4 . 3 H

	

- Qy

aresin 1- 1 dy =
y y -

und :

und :

83

	

ac

	

449 _
ln 2 -960

	

240 960 0

1•3 . 5

	

1

	

1-3 . 577 .

	

1
2•4•6 7 . 6 . 5•4•3•2 + 2•4•6•89 8 7 6 5 4 + . ~ - - R.

Durch diese Werte für A, B, D, Q und R sind die obener-

wähnten Werte für ml, m 2 , m3, m 4 und m 5 vollständig bestimmt .

Ausgehend v6n :

W(a) = e Sin9de = 2 -In l a-{-alna-I-m 2, a2 -m3 a +

a

c' a

-{- 2a 3 ln a -+ -tn 4 a4 -m;a5 + 320 a 5 7na +

.°'

(1

	

1

	

1

	

1 . 3

	

1

	

1

	

1 . 3 . 5

	

1

	

1

	

)dy .
vy

1 2Z 3 y2+ 2 45 4 y4T 2 4 67•6 ~6+ .

Hieraus erhalten wir leicht für y = 1 den Ausdruck :

worin :

m 2 = 0 und m4 = 0 ,

n

	

1

	

1

	

1-3

	

1

	

1-3-5

	

1
4-1n2= 1 . 2 2 . 3 + 2 . 4 5 . 4•3 + 2 . 4 . 6 7 . 6 . 5

kann man leicht, entweder durch Differentiation von W nach a

oder durch Integration von SW d a , neue Ausdrücke bilden .
0

Wir können auf diese Weise die für unsere Zwecke benötigten

Ausdrücke ableiten ; wir finden z . B . :



Nr. 2

1

	

A"

	

1

	

B"= 16 -~: a ga2 -6 a3-{-~ a31na -4 a4 + 120 a5 -

240 cc' In a+ 0• ao + 840 F"
a' - 840 K"

a7 ln a-}- •

wo .:

A" = ml -i-2+3 -1 = e -I
6

=6 . 0,1582 1

B"= ml-I 2 +3
-I- 4-}-5 -6m3-8 10

	

2 e+ 120

=120 . 1,20803 . 10-2

F" m3 + 48 + 60 + 72
+ 84 -201n,-

96 11 2

24 [1051 = 840 • 0,60981 • 10-4

K"
=

48 = 840 • 0,248016 • 10 4 • -

n
i 2

	

Tn

	

L
d(qi +q2) =

	

.f12 dN
dS cos' 0sin0d0 R[1-e^7] d~p27r dx

o

	

-n

n
2

-~- 2~Ux NdS~sinBdB` [1e

	

d(p ,

wo L sin O = r1, in Anwendung bringen . -

n
n-

2
s i[sin' 0- sin' 0] d B= e1

	

n 8 sin' 0 cos' o do =
o

	

o
e sin 0

a

91

§ 9. Wir können nun die in dem vorigen Paragraphen ab -
geleiteten Formeln bei der weiteren mathematischen Behandlung
des früher abgeleiteten Ausdrucks :
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Nr . 2
93Nr. 2

Da es für einen kreisförmigen Querschnitt zweckmässig ist ,
die von E . KENNARD, bezw. POLLARD und PRESENT, angegebene

Transformation für die Integration über den Querschnitt dS an -

zuwenden, werden wir der Vergleichbarkeit und Übersicht wegen

~

	

2acos0'

= 1 dN

	

2	 	 s 	 1
dgl

	

2~ ~~ dx A - dip

	

:0s

0'd0' cos 2 y~siny,dy [1-e sn,] ds ,

woraus :

Fig . 13 .

unsere Bezeichnungen in Übereinstimmung mit den von POLLARD

und PRESENT benutzten Bezeichnungen bringen, indem wi r

setzen :

0=zy, r 1 =s und R = a .

Unter Hinweis auf die Zeichnung, Fig . 13, sehen wir, das s
wir für dS schreiben können :

dSdxdy=d(asin0')ds

und somit zur Kontrolle :

Verwenden wir diesen Ausdruck für dS und betrachten wi r
s und 0' als polare Koordinaten, erhalten wir nach einer ein -
fachen Umgestaltung :

+ 2

	

~i2 a cos 0 '

	

~i+ 9
dS = a cos0 ' d0'~ds = 2 a 2 ~ cos' 0'd0' =7r a 2 .

n o
2

	

2

2

	

2_2 a cosO '

Q (-a ) = cosO' d0' e

	

sin y
sin2 zy cos 2y dy

o

	

o

Ĥ 2

=

	

cos0' f(0')do' .
0

In ganz analoger Weise erhalten wir für dq2 :

N u
xL

1

	

2 ( a ) i n ( a) R7L11
'l

a2, wo :

7r
g

	

2a cos0 '

R (

	

=

	

costa' d0' e a Sin~ sin 2 ly dy =

	

cos 0' • F (0') do' .

o

	

0

	

0

Der Wert von vx in dieser Formel für q 2 muss durch die
Formeln für die auf die Rohrwand übertragenen Bewegungs-
grössen, M1, M2 und M 3 , bestimmt werden, wenn die Variation

von ux in dem Gebiet : 0 <
-

<

	

nicht auf andere Weise be-
kannt ist . -

Verwenden wir nun die in dem vorhergehenden Abschnit t
abgeleiteten Reihenentwicklungen für die bestimmten Integralen :

E

2~Nux dcp acos0'd0' sin2yd~y`[1 - e-2 siny,

7r-~ -

+~ + 2

	

_

	

j2acos0 '
2	 	 s

2 o

	

vo

ds



94 Nr . 2 Nr . 2 9 5
zt

2a coo '

f (0') = e

	

Slny sin2 y cos 2y dy

o

7

	

35z
5eos t O'/ncoso'd9 'In

	

= 64
5z

	

16 In 2 ,

o

1

z
f2 2 a cos e '

F ( 0' ) = e ~. sinyl sin 2y dy,
o

2a cos

die Reihenentwicklungen für :
:LE

2

	

\cosü' .
2

Q 0
,/

= Çcoso' - f(0') d0' und R(5) =

	

F(0') dB .
I

	

11 o

Bei diesen Integrationen werden u . a. die folgenden bestimm-
ten Integralen verwendet :

2

	

scos'O ' In coso'dB' =

	

2 In 2*),

	

In coso' d0' = 8 [1- 2 In 2] .

o

	

0

*) Dies Integral ist bekannt und die folgenden Integralen ' werden mit Hilfe
dieses Integrales auf einfache Weise abgeleitet. Eine einfache Ableitung von

n

	

n
n

	

z
dem Integral :

S
In tose' de' =

	

2 In 2, ist, wie folgt : A =

	

In tose' de' ; wird
o

	

o
rco

	

z
0' - --2 a gesetzt, erhält man : In sin a d (- a) _ \ In sina da = A ; ausserdem

7r,

	

0
2

n
2

2 A+ 21n 2=~ in (2 sing cos 99) dg =
0

oz
'73 _~

	

z
=

2
In sin 2qo• d (2cp)

	

2
1nsinßdß =

q)

	

o

	

e o
n

s
2
Insinßdß = A, woraus : 2A+ZIn2 - A

0
n

A = s 2
1ncose'd0' = 2In2 . -

0

~
2

cos O B ' IncosB' d9' =
38~

196 In 2

o
und

2n

	

dN

	

3

	

7 a

	

3 /a1 /a

	

8 a 2mSLa3
dx[1-4(A,>12)~~i~+4I A IIn( A)

15(~,) I

8(B,

	

120
1

~~) 3 16(~.)g1n,1+0
Q 4 I

	 1 105

	

533

	

ay'	 1

	

105

	

a\ 5

	

/ a\
+ 840 [ 2 .

F„ -	
16 K' ] ( ~,)

	

840 2	 I~" ( ( A) In 4
A

-f-
a

Gt0 1P1 2) ,

WO :

	

s= In 2- C= 0,115936
; 4 A

	

12)

	

4 E +
\ 4} '

„

	

37
-. 120)

	

8 (2 s + 12) ' 840 [125
F,, 53 3

16
K„1

	

768 CE + 241 4 )

und :
1

	

105

	

1
840 2

	

768

Setzen wir : - = x 1 und Inx1 = 2,302591og10 x1 , erhalten wir :

a
iPi(a = 1P1 = 1 - 0,274452 • .x1 - ;- 1,726943 x l logrox1 --

-0,533333 • xi + 0,142663 • xi - 0,143911 • xz 1og 10 a t +
+ 0,00237535 - x'- 0,00299816 - xi loglo xi -f- . . .

0' = a gesetzt wird, erhalten wir nach Integration

o

7

S
2

ist :

	

In 2 • dg =

	

In 2, und also :

0

oder : .

z
z
cos' 9' In cos 0' dO'

o

Wir erhalten hieraus : G i = m S dgi =

533

	

35 5t

6144

	

256 In
2 .

und

worin



9 6

oder :

G l = d
m S? a3

d • 1P1 I
a

~ = Giro • YPl = in - D 11 ,o ' dx • a 2 • 1P1 .

Hieraus ergibt sich also :

G1=mdglmS?a3dx
1P1 =

= 3m .SdAd ca2 (1-

8\ a

l + a ~1 Q \~

woraus :

Q \A} 16 6(A)+3 .112
1P1(

)

Es ist einleuchtend, dass für x1 = -- GC die Funktionen :

Q( _a)I und 'R ( I = 0 werden ; es stellt 'sich aber heraus, dass wir

in den folgenden numerischen Berechnungen bereits für : > 4,
'a

	

r
Q (-a) = 0 und R `~l = 0 setzen dürfen .

Wir erhalten nun die folgenden Grenzwerte für Q
/
` a J und

1P1 , da xl lnx 1 = 0 für x1 = 0, wenn n> 0 ist :

	

\ ///

Für x1 = = 0 1P1 = 1 und Ql ( ) o= 16 •

Nr. 2

Mit Hilfe dieser Formel für G1 a können wir also auch die
d

Brauchbarkeit der verwendeten, angenäherten Formel für di e
Selbstdiffusion, bezw . Druckdiffusion :

in dem ganzen Gebiet : 0 < < cc, untersuchen .

Betrachten wir nun den Ausdruck für : G2 = m dq2 , erhalten
wir auf ganz analoge Weise unter Verwendung der Reihenent-
wicklung für :

den Ausdruck für cos B' • F(e') dB' , und nach Durchführung de r
Integration hiervon den folgenden Ausdruck für die Funktion ,
R(-aa ) :

a

	

n 7/a'

	

a \
RA=

4 2
I
A/

N ~ ,

wo :

Nr . 2 97

G
1

a = G1 .n =Gl, ø
~

1

	

1
= Gl o •

1 -I å

	

1+ -
.

F(O') = e

	

sinvsl

n
2aeose '

o

	

o

a2 _

y dy = e sinyi sin2 y dy ,

0.r

aFür x 1 = 1. x
r

aQ (-2) = 0 und also : 1P1 = 2a l 1-
8 a 1N(

2
) = N = 13•x1 2(e-{ 4) •xl

2
•x2 lnx l -~-0•xi {

Für x i = ~ ~ co : G 1 ø = 3 m Sl A ' dx ' a a 2 = Du,ø ' m
-d x . aa2 .

Für x 1 =
~
= 0 : Gio23 m S?a3 •

dx
= D 11,o • mdx• a a 2 ,

und im Allgemeinen :
r

G1~ = G 1,u = Gl,o 1P1 = mDil odx • a 2 •
1P1 = mD111,

dx
ad',

7
xl

24 x z lnxi Ix5+384( .8
+.

	

+ 1-}- 8)
.

384
xi lnxl + . . .

mit xi = ( ), e = 0,115936 und inx1 = 2,30259 log ,

woraus : D11 p = Du,o ' 1P1 -
Hieraus erhält man :

Dan.Mat.Fys .Medd. 28, no.2. 7
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Nr. 2 99Nr. 2

oder :

1 N1 = 1- 3 . x 1 + 0,682968 • xl -1,151293 xi loglo x1 +

+ 0,0534417 • A- 0,0959441 • xl loglo x 1 +

+ 0,00388264 • xs - 0,00599631 • xl loglo xi

+	

Um den Wert von vx aus dem Ausdruck für die übertragenen

Bewegungsgrössen zu bestimmen, können wir die bereits hierfü r

abgeleitete Formel schreiben, wie folgt :

~a'd
= 2aa[M1 +M2]+ M3 .

M1 ist durch die Diffusionsströmung und M 2 durch die Glei-

tungsströmung bestimmt ; M3 rührt von der PozsEuiLLE-Strömung

her .
Unter der Voraussetzung, dass die reine, laminare POISEUIL-

LE-Strömung für
a
? 0 noch nicht eingesetzt hat oder jeden -

falls nicht von Bedeutung geworden ist, erhalten wir, wen n

M3 = 0 gesetzt wird, den Ausdruck :

2aa(1111 + 1V1 2) = a
dx

+
dN

	

2 a cos 9~

2 TC mc~
s .,l dx cosq7dq)

2

[1-er si~~ y]sin'ycos2ydy
n2

	

o

2

	

2a cos T

+2nm"vx ->-0 . N . cosq) dg)

	

[1-e A 5iny ]sin'ydy
_2

	

~

= 6mSj2•a d,
oder :

1

	

a

	

dN [~c

	

( all

	

1

	

[-
2

	

llll2~

	

A
dx 8 -2 Q .i//ffJJ +2aQ vx~o•N-2 R

(~I l

i- dN
=

	

522 . a

	

.
6

	

dx

Hieraus erhält man :

~c - dN 1 P 1
Ux-~l) = 4

P a' Ndx 1N 1 '
.

= -
dNvx

/ 0

	

Da Ndx' wie früher bereits abgeleitet .

Hieraus folgt, dass für 0, d . h. solange die laminare ,

hydrodynamische Strömung von POISEUILLE noch nicht von
wesentlicher Bedeutung geworden ist, und also M3 = 0 gesetzt wer-
den kann :

G2-„ 0 =
23

mS2a3dx 38 (1-1N11 1N1

1 1

3
8

a
[ I -1N1]

p
-

1 1

und somit die Grenzwerte :

Aus dem Ausdruck für dq 2 ergibt sich :

m`dg 2 = G 2 = mNax •7ca' {1 -2(-I

	

~) R (~) J.J1

oder nach Einsetzung des Wertes für R ( ) :

G 2 = m dg 2 = mN•vx •n a2 [1 - 1N1]

Für x1=
a
-Å- = 0 :

a
für x1 = - =~ Go :

0T

und somit, weil

lim 1P1 = lim 1N1 = 1 für
a
A
- =0 :

7*
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Durch die Reihenentwicklung für 1R1 erhält man hieraus für

~0 :

3$ r

	

] 1P 1
G2---O = GS,O - 1 -1N 1

1 1

100 Nr . 2

und also :

--> .o

	

G10
4I1-2a, wenn für

a
A
- o0

A
• Ni, °° - 2 z

eingesetzt wird . -

=
G,

' 0 .

	

I
4 2A 1INII

L
l1

	

8 (s f
4) A1+ 8(R)n(

	

. .

und somit für - 0 :

2 a,
weil lim 1P,1- = 1 für a =G2 .o = GI,o' 4' A 1 1

Wenn, ausgehend von a/A- 0, die hydrodynamische Strömung von

POISEUILLE allmählich von grösserer Bedeutung wird, nimmt der

Wert von vx wegen des Einflusses des Gliedes M3 ab, so dass die

nach dem Ausdruck :

3n[1-
N] Spl

G2you = G1,° ' 8

	

I I

berechneten Werte zu gross werden ; wir werden später aus den

vergleichenden Tabellen ersehen, dass der Gültigkeitsbereich fü r

diese Formel ist : O < 4 < ca . 0,35 .

Für a/A-} folgt der Wert von M3 -* oo aus der bekannten ,

laminaren Strömung von POISEUILLE, bezw. aus dem konstanten

Wert der inneren Reibung, , und dem experimentellen Wer t

von k2 für a/A ->- oc ; wie früher bereits abgeleitet, erhält man hier -

durch für :

a } oo : v

	

= k~ S2 a
dN

	

oder
8

	

Ndx'

mit k2 =
4

	

: vx~ ,0 =
.S? a . dN

Hieraus ergibt sich :

G,. = niNvx-,,, n a2 [1

	

GI>o' 4 [1 -1N 1 ,,]

Wir können hierdurch auch die Brauchbarkeit der früher ver-
wendeten Annäherungsformel für G2 , d . h. die Formel :

2 a

	

Tc

	

1

	

G2

_

-
G1,0

4

	

2 a - GS ° 4

1+ A

	

1+ 2 a
untersuchen .

Wir sehen aber leicht durch Vergleichung der Grenzwerte für
a/A-- 0 und a/A-} oc , dass diese einfache Formel jedenfalls brauch-

bar ist für das Gebiet :

	

0, und für das Gebiet :

	

-~ oo .

§ 10 . Eine vollständige Berechnung der Variation von v x
mit a/A- in dem Gebiet : 0 < a/A < co, mit Hilfe der Formel fü r
die an die Wand übertragenen Bewegungsgrössen ist aber nich t
möglich, solange wir nichts näheres über den Verlauf von M 3
in diesem Gebiet wissen .

Nach dem Vorhergehenden können wir also nur feststellen ,
dass ;

8
S
- dN

2
Ndx '

wo für : 2

	

0 ,

	

k3,0 = 2 ,

SP
k2 = 2 '

	 I

1NI~

a

T-
o

a

	

und für

: -

- o- oo ,

	

k2, ,, = ca.
3

(exp•: festgestellt) .

Hieraus erhalten wir also für die zirkularkapillare Durch-

strömungsmethode : ks,o _ 3

k 2, ,,

	

2

l

SNS

6

	

Ndx

in dem Gebiet : a-> 0,
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wohl kaum ein Zweifel darüber bestehen, dass diese Form de r
Formel festliegt und brauchbar ist . -

Wir erhalten hieraus für :

~
= 0, k2,0 = A+ B

und für

a
A -

-~oC ,

	

= A ,

woraus wir finden :

A+B 3

k2, ,,, = A = 2
,

in Übereinstimmung mit den obenerwähnten Resultaten de r
Durchströmungsmethode .

Wir dürfen also annehmen, dass in dem Ausdruck für di e

Gleitungsströmung, G 2 , k2 in dem Gebiet : 0 <
x

< co, auch ge-
schrieben werden kann :

~

	

1 - Cs•
a

k2 = k2 ~ 1 } 2e

	

/ .

Wir erhalten hieraus für G2 :

G= a1

	

(

	

(
aG 2 = m. N. k 2 1 + ~

1 e- ' ~
J

D dNa
Ndx a2

L I
1 -

= 3mSZa Ndx N 16 k [i+e ]3	 [1- INij

•4[1-1N1][1+ 2e cx A 1, wenn k2 = 4

woraus :

,~ .

	

3 ,

2G
2-÷

o = G1,0'4' 2 a (1- 8
(8_1)(a) . . .1

[1-3C2A
. . . ]

und

G2-4,o _

	

4[1- INI] = G~o•
4

(1 -a1 .

k2 0
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Wie bereits früher erwähnt, würde eine direkte Bestimmung
der Gleitung nach der Ablenkungsmethode mit koaxialen Zy-
lindern, von welchen der äusserste Zylinder in sich selbst rotiert,
die Möglichkeit einer direkten Bestimmung der Abhängigkei t
zwischen k2 und a /A eröffnen, weil in diesem Falle keine Selbst -
diffusions- bezw. Druckdiffusionsströmung vorhanden sein wird.

Obwohl dies nicht ganz der Fall ist bei der Bestimmung des
Gaswiderstands gegen die langsame Bewegung kleiner Kugel n
(Gesetz von STOKES), gewährt diese Methode doch wohl eine
angenäherte Bestimmung der Variation von k 2 mit a/A .

Bei der diesbezüglichen experimentellen Untersuchung vo n
MARTIN KNUDSEN und SOPHUS WEBER1) stellte sich heraus, das s
das Gesetz von STOKES für den Gaswiderstand,'K, in dem ganzen

Gebiet : 0 <
-

< co, wie folgt geschrieben werden kann, wenn a

der Radius der Kugel ist (Vgl. Seite 41) :

1

K= 6nr7 a . Uf1-{-, wo

	

= k2 - A• -
LL

	

a 1l

Aus den Beobachtungen ergab sich, dass :

B -C .

k2 =A + A - e

	

A

wo A, B und G Konstanten sind, während a der Radius der

Kugel ist . U ist die konstante Geschwindigkeit der Kugel und A
die mittlere freie Weglänge .

Wird die GHAPMAN'sche Weglänge, A , verwendet, sind die vo n
KNUDSEN und WEBER gefundenen Werte :

A=1 .10,

	

=2 und C=1 .15 .

Der Form nach ist diese Formel später von MILLIKAN 2) und auch
von MATTAUCH3) bestätigt worden, obwohl die experimentell ge-
fundenen Werte etwas von einander abweichen ; es kann aber

1) Loc. cit . Seite 40 .
2) und 3) Loc . cit . Seite 40, vgl . auch LIGNAC, loc . cit . S . 27 .
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Der Wert für C2 kann am hesten durch die theoretisch be -

rechneten Werte von G2/Gl,o für

	

0, bezw. die Werte aus der

Formel : G2 /Gl,o = 3$ [1 -1N1] 1N, wenn < ca . 0,35, bestimmt

werden . -

	

1 1

Es stellt sich, wie aus der folgenden Tabelle VII erhellt, her -

aus, dass C 2 = 2 ein angemessener Wert ist . --

§ 11 . Für die Vergleichung der KNuDsEN'schen Beobachtungs -

reihen mit den Resultaten der entwickelten Theorie ist es zweck -
mässig, aus den abgeleiteten Formeln erst die benötigten Tabelle n

für 1 P 1 und 1N1 zu berechnen. -

In Kolonne I der folgenden Tabelle No . VI ist der Wert von
a/A angegeben. 2 ist die freie mittlere Weglänge, so wie diese au s

der Formel von S . CHAPMAN berechnet wird ; in Kolonne II sind

die nach der gefundenen Reihenentwicklung berechneten Werte

für 1P1 angegeben. Für a/A
r
> 4 ist hierbei die Annäherung :

Q (-a ) = 0, woraus : 1P1 = 2 I 1 - -3 -2 ], verwendet .

In Kolonne III sind zur Kontrolle die Werte, welche für 1P1

aus den von P . und P . angegebenen Werten für das Integral, K,

berechnet werden können, angegeben . P. und

	

haben näm-

lich für Q ) den folgenden Ausdruck abgeleitet :

	 --76Q (2

	

16 2 K , wo .

K= i 2

	

2 a

	

- I I1 i 2 a

	

g
cos,

[

	

A sin ~+p)

	

( sin y~ )smn
]

0

Tabelle VI .

I II II I

a 1 P1, ber . 1 P1 , ber . laut

G1 numerischerA _

	

,ber .
G1,o Integration

	

&P )(P

0'000 1 . 00000 1 . 0000 1 .0000 0
•001 U•99454 0 . 9980 0'9986 7
'010 '96266 •9804 '9869 7
-015 . •94852 '9709 •98063
-025 -92365 '9524 '9682 5
•035 '90175 •9346 •95622
•050 •8726 '9091 •9388
•10 '7948 '8333 •885 0
•15 . 7343 '7692 •836 8
'20 •6843 •7143 •7930
'25 •6417 0 . 6560 '6667 •753 1
'30 •6047 •6250 •716 5
'35 •5700 •5882 •682 8
•40 •5429 -5556 '651 6
•50 •4929 0-4946 •5000 •596 0
•60 •4515 •4545 . 5479
•70

	

. •4163 •4167 -5057
•80 •3863 •3846 •4687
'90 •3602 •3571 •4360

1 . 0 . 3373 0 .3401 . 3333 •4070
2 . 0 •1994 0 . 2055 • 2000 •2300
3'0 •1461 • 1429 •1.647
4-0 •1133 • 1111 • 125 0
5 . 0 •0925 •0909 • 100 0

10• '0481 •0476 •050 0
20 .- •02453 •02439 •0250
50 .- •00993 •00990 •0100

100-- •00498 •00498 •0050
200-- •00250 •00249 •0025
400 . •001249 •001248 •0012 5

IV . V

1

1+2R 1N1 , ber .

w oraus folgt :

1P1 = 2 [1-
~ I'K]

00 0 . 0000 0 .0000 0 . 0000 0

In diesem Ausdruck für K bezeichnen H1 (ig) und Il ( iy)

1) W . G . POLLARD und R. D . PRESENT : 1oe . Cit. S . 774, App . IV.

Für A ? 4 . 1 P 1
_ ' o0 2 a L 1 - $ • a, und 1N1~ ~ = 2a ,

also
: 11P1/

	

[

	

3
A ]

= 1--•-

	

1 .
1N 1 >o,

	

8 a -~oo
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die STRUVE 'sche, bezw. die BESSEL 'sche Zylinderfunktion, I ste r

Ordnung mit komplexem Argument : iy = Z 2 a 1

A sin zp

Durch numerische Integration von dem Ausdruck für K habe n
P . und P . gefunden :

xl = a = 0,25 : K = 0,0560, woraus : 1 P 1 = 0,6560

x1 =

	

= 0,50 : K = 0,0834, woraus : 1P1 = 0,4996

xl = - = .1,00 : K = 0,1066, woraus : 11'1 = 0,340 1

a
x 1 = ~ 2,00 : K = 0,1186, woraus : 1P1 = 0,205 5

a
=xl =

A
- 00

	

: K = 0,1250,

	

woraus : 1PI = 0,0000 .

Wir ersehen hieraus, dass unsere theoretischen Zahlenwert e

für 1P1 , in hinreichender Übereinstimmung sind mit den Werten ,

die aus den numerisch berechneten K-Werten von P . und P. ab-

geleitet werden können .

In Kolonne IV sind zur Vergleichung die Werte von

1+2A
a

angegeben ; hieraus erhellt, dass der Unterschied zwische n

(1+ 2:)

Gebiet : 0 <_ a/A < 0,5, beträgt der maximale Unterschied ca . 4 0 /0 ,

so dass die Diffusionsformel :
1

=
1

+ 1 , jedenfalls für
D11, p

	

D11,0

	

D 11,o o

kreisförmige, zylindrische Rohre, als erste Annäherung brauch-

bar ist. -
In Kolonne V sind die in analoger Weise berechneten Werte

von 111 nach der gefundenen Reihenentwicklung angegeben ; für

a/A> 4 ist bei der Berechnung die Annäherung : RI I = 0, ver -

Nr. 2

	

10 7

wendet ; hieraus folgt für das Gebiet, worin

	

> 4 ist, dass

A
INS2 a

Wir werden nun die Zahlen in der Tabelle No. VII näher

betrachten; in Kolonne 1 dieser Tabelle sind wieder die Wert e
von a/A angegeben ; in Kolonne 2 stehen die mittleren Werte vo n

G

	

'- G1,2,3/G1 ,0 , wie diese von Dr . MELKONIAN aus dem voll -

ständigen Beobachtungsmaterial von MARTIN KNUDSEN abge -
leitet sind .

Wenn wir mit den früheren Ausdrücken :

	 1eQt =
(P1-P2)

	

le ' Tl und

	

Ti .o = Glo '

vergleichen, sehen wir leicht, dass :

G1,23 _ G1

	

G2

	

G3

	

le' Qt _ T1+
G 1,0

	

G i,O

	

G 1,0

	

G l,o

	

Gt,O PL -P2

	

T1 0

wo :
3a-

G2
= 4[1-1N1]•f 1+2e

A

(Formel I, Tabelle VII, Kolonne 9, die gültig ist in dem ganzen

Gebiet : 0 < a < cc ), bezw .
G2 =

3 • [1- 1N1 ] •
1P1 (Formel II ,

-

	

Gl,o

	

8

	

IN 1
Tabelle VII, Kolonne 8, die theoretisch abgeleitet ist, aber nu r

gültig für das Gebiet : -- 0) und G 3 /G10 = 64 ( I (Kolonne 4) .

Dieser letzte Ausdruck, G3 /G 1,o, stellt die rein hydrodynamische,

laminare Strömung von POISEUILLE dar .

In Kolonne 3 stehen die Werte von : G1,2,3 /G 1,O , welche aus der

Beobachtungsreihe von MARTIN KNUDSEN mit reiner Kohlensäur e

und Rohr Nr . 4 hervorgegangen sind . MARTIN KNUDSEN gibt, wie

bekannt, selber an, dass diese Messungen mit dem Rohr Nr . 4
(Bündel aus 24 parallel geschalteten Rohren mit a = 0,003260 c m

1

1
und 1P1 für a/A > 0,5 vernachlässigt werden kann ; in dem

G 1

= 1P1
Gi,O

und
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Tabelle a~`II.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

G1,2,2/G i,o G1,2,2/ G l,0 Ga/ Gl,o (Gt+ G 2)/G l , 0 ,be0h G2/ Gl,o , ber .

3n ,+ G 2) / G i,o , G l/Gl,a , G2/ G l,2 , ber . 2 a
a Dr . Melkonian's

a) Rohrenbündel =

	

•64
(a \

~,
) _ (Gl,z,a-Gs)/G,,, ber. ber .

2a '3'No . 4Mittelwerte _ -r 4

	

2 a(Kol. 3-Kol . 4:) (Kolonne 7-f- 3

	

11'1

	

0T 1

	

~ 1 ~b) Rohr No . 3für [1- i N l ] - • [1- 1 N 1 ]I 1+

	

• e
Kolonne 9) 11'1 8

	

1 N1 4 2
CO2 , H 2 und 0 2

CO 2
(Poiseuille)

L

0'000 1•000 1'0000 0'0000 1•0000 1•0000 1 .00000 0'00000 0•00000 0•00000
'001 0'987 0'9950 0'0001 5 0'9949 0'9961 0•99454 . '00156 '00157 •0015 7
'010 0'981 0'9800 0•0015 0-9785 •9779 '96266 •01498 '01525 •0154 0
'015 0•969 0•9730 0'0022 0'9708 '9711 '94852 •02208 •02259 •0228 8
'025 0'958 0'9620 0'0037 0'9583 '9605 '92365 -03569 '03680 •0374 0
'035 0 952 0'9560 0'0052 0'9508 •9522 '90175 '04863 '05040 '05138
•05 0•948 0'9510 0'0074 0'9436 '9424 '8726 '06703 '06980 '0714 0
•10 0'927 0'9390 0'0147 0'9243 '9221 '7948 •1217 '12730 '130 9
•15 0'925 0'9335 0'0221 0'9114 '9101 •7343 '1687 -1758 •181 2
•20 0'923 0'9300 0'0295 0•9015 '9014 •6843 '2104 '2171 '2244
•25 0'921 0'9285 0'0368 0•8917 '8944 '6417 -2478 '2527 '2618
'30

	

- 0'920

	

Min . 0•9270 0'0442 0-8828 '8885 '6047 '2819 '2838 '2945
•35 0•921 0•9280 0'0515 0•8765 '8810 •5700

	

). '3120 -3110 •3234
•40 0•923 0'9295 0-0589 0-8706 '8780 •5429 •3420 '3351 •349 0
•50 0'927 0'.9360 0•0736 0'8624 '8686 '4929 , ~

	

(•3937) •3757 •3927

a) b) a) b )
'60 0'933 0'9440 0•9492 0'0884 0'8556 O'860 8 .' '8601 .4515 (•4389) '4086 '4284
'70 0'939 0•9540 0•9566 0'1031 •8509 •8535 ~

	

'8527 .4163,- (•4793) '4364 •4582
'80 0'948 0'9645 0'9651 0'1178 '8467 •8473'8457 .3863 '4594 •4833
'90 0•955 0'9760 0•9749 0'1325 '8435 '8424, '8398 .3602 '4797 '5048

1'00 0'963 0'9882 0•9855 0'1473 '8409 '8382 '8345 .3373 •4972 •5236
1•50 1'017 1'0535 1'0464 0'2209 '8326 '8255 '8179 .2510 '5669 '5891
2•00 1•076 1'1220 1-1102 0'2945 •8275 •8157 '

	

•8097 .1994 '6103 '6283
3'00 1'208 1'2645 1'2485 0'4418 •8227 •806 -8030 .1461 - '6569 '6734
4'00 1•355 1'4095 1'3909 0'5890 '8205 '8019 ,

	

'8006 .1133 . '6873 '698 1
5'0 1•494 1'5550 1'5350 0'7361 '8189 '7989 '7994 .0925 '7069 •7140
6•0 - 1'7010 - 0•8836 •8174 - - -- -
7'0 1•770 1'8475 - 1'0308 '8167 - - - - -
8'0 1'9945 - 1•1781 '8164 --

	

~ - - - -

9'0 - 2•1413 - 1•3254 .8159 - -
10 - 2•16 2-2880 2'2652 1'4726 •8154 '7926 '7942 0'0481 - '7461 '748 0
20 - 3'66 3'7593 3'7345 2'9452 '8141 '7893 '7904 0'0245 - •7658 '7662
50•- 8'01 8'1760 8•1504 7•3631 '8130 '7873 ~

	

'7875 0'0099 - -7776 '7735
100•- 15 .60 15-539 15-514 14-726 -8125 •7866' '7865 0'0050 '7815 '7834
200- 30'90 30'264 30•239 29'452 •8116 •7863 '7860 0•0025 -7834 '7822
4008- 59'85 59'716 59•691 58•905 •8110 •7860 •7860 0•00125 '7848 '7853

. ... .. ... ... ... .. .. ... .... .. .. ... .. ... . .. ... ... .. ... .. ... .. ... ._	 _. .

	

.	

oo co

... .. . ... ... ... .. .. ... ... ... ... .. ... ... .. .. .. ..

co 0 .810 0.785 0'7854 0 .0000

-

( 3$ - 1'1781)1

	

4 = 0•7854 4 = 0 .785 40o

	

- cq
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und Länge des Bündels : L = ca . 2 cm) die bestmöglichen seine r

B eobachtungsreihen darstellen . l )

Die bei den verschiedenen Mitteldrucken : p = (p1 +p 2 ) ,

beobachteten T1-Werte in dem Bereich : 0,5 < a
< oc , sind unte r

Verwendung der Interpolationsformel :

Ti

	

b 1

	

1

	

b1

	

c l p

	

bezw .= al p +

	

_
1+e2 -p

	

1+c2 - p

Ti G 1,2,3 c~ p
a1 p+

	

i _ +
b 1 G i,o b i

	

1 + 'c 2 7p

	

1 + c27 p

nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgewertet ; hierdur4 h
sind die Konstanten dieser Formel bestimmt, und mit Hilfe dies, r

Konstanten sind die in der Kolonne 3 a angegebenen Wert e
berechnet . -

In derselben Weise ist das Beobachtungsmaterial von MARTI N
KNUDSEN mit dem Rohr Nr . 3 (a = 0,01415 cm und L = ca . 12 cm)
und reiner Kohlensäure behandelt ; aùch für diese Beobachtungs-

reihe ist das beobachtete Material für
a > 0,5 nach der Methode

der kleinsten Quadrate behandelt und ausgewertet . Mit den hier-

durch erhaltenen Konstanten sind die in der Kolonne 3 b angege-
benen Werte für G1,2,3/G3,o von dieser Messreihe bestimmt .

Für das Gebiet a/A > 0,5 ergeben diese zwei Beobachtungs-

reihen einen Unterschied im Grenzwert für a/A -~ oc , bezw. für die
Konstante : c.1/c2 , die bei grossen Werten von a/A für die Gleitun g

massgebend ist, da wir aus der Interpolationsformel für : a/A --k cc ,

erhalten :

T1__

	

al- c1	 _ _ p
b1

	

G1,o

	

b l

Für das Rohrenbündel Nr . 4 ergab sich e 1 /c 2 = 0,810 (Kolonne
5 a), während für das Rohr Nr . 3, wie auch für das Rohr Nr . 1 ,
c1 /c2 = 0,785 gefunden wurde (Kolonne 5 b) . Dieser letzte Wert is t
auch in Übereinstimmung mit dem Wert, der annäherungsweis e
aus den Mittelwerten von Dr . MELKONIAN für das ganze Be-
obachtungsmaterial abgeleitet werden kann . Dieser Wert c1 /c 2 =

1) MARTIN KNUDSEN : IOC . Cit . S . 118, 1909 .

0,785 ist in Übereinstimmung mit dem theoretischen Wert :

1Jc2 4 = 0,7854, welcher sich ergab, wenn k 2 = ca .
3

Über-

einstimmung mit dem Mittelwert der Beobachtungen, gesetztwurde .

In dem Gebiet : 0 < a < ca. 0,6, sind die KNunsEN 'schen Be-

, I )achtungen für Kohlensäure mit den Rohren Nr . 4 und No . 3
graphisch ausgeglichen, weil keine angemessene Int.erpolations-

t rinel in diesem Gebiet vorliegt. Die Übereinstimmung der

Beobachtungen mit Rohr No. 4 und Rohr No . 3 ist in diesem

Gebiet sehr befriedigend ; die in der Kolonne 3 angegebenen

Werte von G1,2,3/G3,o für das Gebiet : 0 < a < 0,5, sind durch

graphische Ausgleichung bestimmt . Leider waren in diesen Ver -

suchen, wie bekannt, die anwesenden Quecksilberdämpfe nich t

durch Ausfrieren entfernt .

Die Übereinstimmung zwischen den Mittelwerten der Ko-
lonne 2 (Dr . MELKONIAN) und den Zahlen in Kolonne 3 ist auc h

befriedigend, wenn die Messgenauigkeit in Betracht gezoge n

wird. -

Es erhellt auch aus diesen Tabellen, dass das beobachtet e

Minimum bei : (a )

	

= ca. 0,31, liegt, während G1,2,a (Min .) =
A min .

0,925 . Gl,o, wie schon früher erwähnt.

In der Kolonne 4 sind die berechneten Werte für G3/G1,o =

3n . a

64 (A )
laminare Strömung von PoISEUILLE . Für diese Strömung haben

wir als erste Annäherung angenommen, dass der Ausdruc k

3n

(i) ,G3/G1,Q

	

der jedenfalls richtig ist für grössere Werte von a/A ,

auch annähernd brauchbar bleibt in dem Gebiet a/A r 0 . Aus den

Werten in Kolonne 4 erhellt, dass der Einfluss des Gliede s

G 3 /G 1,o auf G1,2,3/G1,o in dem Gebiet a/A --*- 0 jedenfalls sehr klein

wird ; erst bei etwas grösseren Werten von a/A, d . h . a/A > 0,1 "à 0,2 ,

wird der Einfluss des Gliedes G 3/G i 0 von messbarer Bedeutung ;

bei dem Wert : a/A = 0,3, beträgt der Einfluss ca . 5 °/ 0 und bei :

a/A = 0,6, ca . 10°/ 0 .

C 2

angegeben, d. h. die Werte für die hydrodynamische ,
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G1 .0

mit wachsendem Wert von - , d . h. mit wachsendem Wert vo n

p, gleichmässig abnimmt, so dass die natürliche Erklärung für

das Entstehen des beobachteten Minimums bei a/A = 0,31 gesucht

werden muss in dem Eintreten der hydrodynamischen, laminare n

Strömung von PoISEUILLE, G 2 /Gl,o, die'alit wachsendem Wert von

bezw . p, zunimmt, und also nicht in der gaskinetischen Wechsel -

wirkung der Moleküle, bezw. in der Summe der gaskinetische n

Ausdrücke für G I /Gl,o (herrührend von der Selbstdiffusion, bezw .

Druckdiffusion) und G 2 / G 1,o (das Gleitungsglied) . (Vgl . Kurve I + II ,

Fig . 14) .
In der Kolonne 6 steht die Summe der Zahlen der Kolonne 7

(das berechnete Diffusionsglied : G I /Gl, o = 1P1) und der Kolonne 9 ,

d. h. das berechnete Gleitungsglied :

aG2

	

2

4[1 -1N1][1+2 e
Gl,o

	

J

Die Summe dieser beiden theoretischen Glieder (Kolonne 6)

stellt also den theoretisch berechneten Wert von (
G1+ G2)

	

dar
G1A ber .

und muss somit, wenn die Theorie brauchbar ist, mit den observier-

ten Zahlen in Kolonne 5, bezw. 5 b , übereinstimmen . Durch Ver-

gleichung erhellt, dass dies in dem ganzen Gebiet : 0 < < co ,

der Fall ist ; die grössten Abweichungen betragen nur ca . 3 /4 0 /0 ,

aber im Mittel weniger . -
In der Kolonne 7 stehen die theoretischen Werte von GI / Gl,o =

= 1P1 , d . h. die berechnete Selbstdiffusionsströmung, bezw . die
Druckdiffusionsströmung des reinen Gases . Es kann angenom-
men werden, dass die theoretischen Werte von GI/Gi,o = 1P1 für
grössere Werte von a/2 (bezw. im MAxwELL 'schen Zustand der
Gase) zu klein sind, weil unsere Formel für 1P1 für a/A, > co ,

1
D 1 1 7-3 .Q2 , ergibt, während der exakte Ausdruck für den

reinen MAxwEI,I,'schen Zustand, D11 ~, = 0,60 • f22 , sein muss ,
jedenfalls wenn die Moleküle als harte , elastische Kugeln auf-
gefasst werden können . -

Der Einfluss des Gliedes, GI/Gl,o =1P1, in der Summe
(GI + G 2 )

G I , o
ist aber in dem Zustande : a/2-> co, dem Gleitungsglied, G2/G1,o ,
gegenüber so gering, dass es schwierig sein wird, diesen Unter -

schied experimentell nachzuweisen, jedenfalls solange der theo -

retische Wert des Gleitungsgliedes in dem Gebiet : -- p- co, nicht

einwandfrei theoretisch abgeleitet ist, und solange das Gleitungs-

glied und das Diffusionsglied in dem ganzen Gebiet : 0 < R < oo ,

nicht, unabhängig von einander, mit grösster Genauigkeit experi-

mentell untersucht worden sind .

In der Kolonne 8 stehen die nach der theoretischen Formel :
3 n8

	

1N1

Diese Formel ist aber nur gültig in dem Gebiet : T -~ 0, d . h .

solange die PoisEuILLE-Strömung noch nicht von Bedeutung ge-
worden ist . Dies erhellt auch daraus, dass diese Formel für :

G 2 1G1,0 , ber., nicht den richtigen Grenzwert für

	

00 ergibt .

In der Kolonne 9 stehen die Werte des Gleitungsgliedes, G2/G, ,o ,
wenn angenommen wird, dass der Wert für vx in analoger Weise ,
wie von MARTIN KNUDSEN und SOPHUS WEBER Z) In ihrer Unter -
suchung über den Widerstand gegen die langsame Bewegun g
kleiner Kugeln (Gesetz von STOKES) gefunden, mit a/A variiert . -

Die auf diese Weise abgeleitete Formel :

Z) Vgl . S . 40 .
Dan.Mat .Fys .Medd .28, no .2 .

In Kolonne 5 sind die Werte von :

(GI+ G2)
= (G1,2,3/ G I,n)beob . - (G3/G1.0)ber., angegeben, d. h. die

GI,0

	

beob .
Differenzen zwischen den Werten in den Kolonnen 3 und 4 .

Wir ersehen hieraus, dass dieser »beobachtete« Wert vo n

(G1 + G2)/GI,o gleichmässig von 1 (für - = 0) bis auf 0,78 5

(0,810) für (-cl )->-

	

abnimmt .

Es erhellt also hieraus, dass der Wert von :
( GI+ G2

)beob . '

G2 /Gl 0 =

	

[1 1N1] 1P1
berechneten Werte des Gleitungsgliedes .

8
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G 2 rr

	

2 a

5
[1

	

1N1] 1 9 die
Gt,o

	

4
+

	

e ergibt nicht allein

	

richtigen

Werte für :
a

= 0, ? -* 0 und --- co, sondern es erhellt ausser -

dem aus den Zahlen in den Kolonnen, 8 und 9, dass die Werte fü r

a/A 0 in befriedigender Übereinstimmung sind mit den berech -

neten Werten, die sich in dem Gebiet : 0 < - < ca. 0,35 , aus der

theoretischen Formel : G2 /G1,0 =
&7-r

[1 - 1 N1 ~ •
1 13 1 , erschliessen

lassen .

	

8

	

1Ni

Für grössere Werte von - erhält man aus dieser letzten, theo-

retischen Formel zu grosse Werte für G2 /G1,0 , weil in dieser Forme l

der Änderung von vx bei grösseren Werten von () wegen der

PorsEUILLE-Strömung nicht Rechnung getragen ist . Dies erhellt

auch daraus, dass der Grenzwert für a/2 - co : 2 , wird ,

während dieser Grenzwert
4

betragen muss .

In der Kolonne 10 sind zur Vergleichung die Werte für die

2 a

Grösse :
4

	

11
2 a

, welche wir als Annäherung für G 2 /G1,0verwendet

1+
A

haben, angegeben .

Es erhellt durch Vergleichung der Zahlen in der Kolonne 1 0

mit den richtigen Werten in der Kolonne 8 und Kolonne 9, das s

2 a

der Ausdruck
: 4

	

2 a
eine brauchbare Annäherung fü r

1

	

A
G2 /G1,0 darstellt .

Der maximale Unterschied beträgt ca . 5 °/ 0 , während die Unter -

schiede in den Gebieten : a/A - 0 und a/A

	

co, nur sehr

gering sind .	

Es erhellt aus den vorhergehenden Betrachtungen, dass de r

von MARTIN KNUDSEN in dem ganzen Gebiet : 0 < - < oc, be-

11 5

Fig . 14 .

obachtete Verlauf der stationären Durchströmung eines reine n
Gases durch ein kreisförmiges, zylindrisches Rohr durch di e
Superposition dreier von einander unabhängiger Strömungen ,
(vgl . Kurve : I + II + III, in Fig. 14) nämlich :

8 *

1 .5

	

ar- T

0 .9

0 .8

' 0. 7

0 .6

0 .5

\ ''\(Kolonne 9, Tab . VII )
\gi .o/

( g .
7(g= P (Kolonne 7, Tab . VII )

Kurve I f \

0. 2

0 .1

o .o
0
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1° Der Selbstdiffusionsströmung (bezw . Druck-Diffusions-
strömung eines reinen Gases), charakterisiert durch : G 1/ G1,o = ,Pi ,
(Kurve I, Fig. 14) ,

2° Der Gleitungsströmung des reinen Gases, charakterisiert

Fig. 14) ,
3° Der laminaren, hydrodynamischen Strömung von Po1sEu1L -

LE, charakterisiert durch : G3 /G"
= 64 (

_a
2

, (Kurve III) ,

auf befriedigende Weise erklärt werden kann .

Die Superposition dieser drei, von einander unabhängige n
Strömungen, bezw. die Summe aus G1, G2 und G3, deren Werte ,
jedenfalls mit grosser Annäherung, theoretisch abgeleitet sind, er -
gibt den theoretischen Wert für die totale Strömung, GI,,3

Es stellt sich weiter heraus, dass die beobachteten Werte fü r
G1,3,3/G1,o in sehr befriedigender Weise mit den aus der Theori e
berechneten Werten übereinstimmen, so dass auch das beobach -

tete Minimum : G1,,,3 (Min) = 0,925 . G 1 p bei ( )min = 0,31 , hier -
durch seine Erklärung findet .

Annäherungsweise ist in dieser Berechnung der Ausdruck fü r
die hydrodynamische , laminare Strömung von P0ISEUILLE :

G3 /Gl,o = 64 ( , auch in dein Gebiet : x -~ 0, benutzt worden ,

obwohl man nicht erwarten darf, dass dies im vollen Umfange ,

z . B . in dem Gebiet: -	 0, erlaubt ist . Es bleibt darum eine noch

ungelöste Frage, in welcher Weise und mit welchem Wert die lami -
nare, hydrodynamische Strömung von PoisEurLLE einsetzt ; dass
diese laminare, hydrodynamische Strömung bereits bei dem Wert :
a

= ca. 0,3 , im vollen Umfange eingetreten ist, erhellt aber aus

der Übereinstimmung zwischen dem theoretischen und beobach-

teten Minimum für G1,2,3 bei - = 0,31 . -

Wir können in diesem Zusammenhang die Präzisionsmessun-
gen von W.. GAEDE mit Wasserstoff und Stickstoff näher be -
trachten. _GAEDE verwendete ein kreisförmiges , zylindrisches
Rohr : a = 0,02064 cm, L = 5,67 cm und also a = 0,00365 .

In der folgenden Tabelle , No . VIII , sind die Resultate dieser
Messungen in den Kolonnen 3 und 4 angegeben .

Tabelle VIII .

1 2 3 4

	

5 6 7

G/G 1, 0 obs G/G1 .O obs
G,+

G2 ber . G8~G1i0 ber
.

G 1+ G a+ Ga
ber .

1,0 G1, 0

H 2 N 2

0 . 000 •0 .00 1 . 000 1 . 000 1 .000 0.000 1 . 000
0-010 2 .75 0 .982 0 .983 0 .978 •001 0 . 979
0 . 015 4 .12 0 .972 0-975 0 .971 •002 0'973
0 . 025 6 .87 0 . 958 0 .959 •004 0 . 963
0 . 035 9 .61 0 .944 0 .950 •005 0 .95 5

a/L = 0,00365

Bevor wir diese Zahlen näher betrachten, muss untersuch t
werden, ob, die beobachteten Werte für G durch die Effusion,
d. h. durch den Beitrag zur Strömung von seiten derjenige n
Moleküle, die das Rohr passieren, ohne gegen die Rohrwand z u
stossen, wesentlich beeinflusst sind . Für ein kreisförmiges Rohr,
für welches : a/L <( 1, ergibt sich für den Beitrag der Effusion,
G E, d. h. die Differenz der gegenseitigen, molekularen Strahlun g
der zwei rreien Endflächen, zc a2 , im Abstande, L, auf einfache
Weise der angenäherte Ausdruck :

	

2

	

L

	

GE

	

8L1-2L1

	

. . .le A

	

la

	

` /

	

J
wenn a/L « 1 . Es geht aus dieser Formel hervor, dass dies e
Korrektion, wenn a/L = 0,00365, ohne Bedeutung ist, selbst fü r
den Wert für G bei = 0,01 . -

In der obenstehenden Tabelle , No. VIII, stehen in Kolonne i
die Werte für a/2 und in Kolonne 2 die Werte für L /A . In den

r

	

2 a

durch den Ausdruck : G2/G l o = 4 [1 - 1 N1 ]
L
l + 2 e

j
(Kurve II,

ej
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Kolonnen 3 und 4 stehen die von GAEDE beobachteten und vo n
ihm ausgewerteten Werte für G/G 1, o, wo G t o den Wert für G bei
a/A = 0 darstellt . In Kolonne 5 stehen die berechneten Werte für
(G1 +G2) und in Kolonne 6 die berechneten Werte für G3/G1,o =

G l,o

3n (a
64
für : G1/ G 1,o , G,/G 1,0 und G3/Gl, o .

In Kolonne 7 steht die

Aus diesen GAEDE'schen Versuchsreihen, die leider nur bis
a/A = 0,035 durchgeführt sind, scheint hervorzugehen, dass di e
Übereinstimmung zwischen den beobachteten und berechnete n
Werten am grössten ist, yvenn das PoisEUILLE-Glied weggelasse n
wird; dies ist auch in Übereinstimmung mit den Resultaten i n
der Tabelle No. VII, wie durch Vergleichung der Zahlen de r
Kolonnen 2 und 3 mit den Zahlen der Kolonnen 5, 6 und 9
erhellt .

Es darf aber bei dieser Vergleichung nicht übersehen werden,
dass bei solchen sehr niedrigen Werten von a/A die quantitativ e
Bedeutung des Gliedes, G3 /G1,o , sehr klein ist gegenüber der Be-

deutung des Gliedes : ( G1 	
+
	 G2) -

Andererseits ist es in Übereinstimmung mit der molekular -
kinetischen Auffassung des KNUDSEN-Zustandes : (a/A) 0, dass di e
Entstehung einer hydrodynamischen Strömung erst dann möglich
sein wird, wenn a/A so gross geworden ist, dass die Gasmenge i n

einem Raumelement des Rohres als ein Kontinuum aufgefass t
werden kann und also in Analogie mit einer Flüssigkeit theoretisc h
behandelt werden darf ; wie bekannt, ist diese Analogie voll -
ständig in dem MAxwEiL'schen Zustand der Gase, d . h. wenn

a co .
A _

Es wäre ohne Zweifel von Interesse und von Bedeutung, auc h
zur Beleuchtung dieser Analogie, wenn das vorliegende Beob-

achtungsmaterial, besonders in dem Gebiet : 0 < - < ca. 1 , durch

eine Reihe von Präzisionsmessungen für Helium und Neon, sowi e
auch für Wasserstoff und Stickstoff nach dem Vorbilde von

W. GAEDE und MARTIN KNUDSEN ergänzt werden könnte . Es wäre

dann vielleicht möglich, weil nun eine quantitative Theorie fü r

diese komplizierte Strömung in dem ganzen Gebiet : 0 < R < oo ,

vorliegt, etwas näheres über diese Analogie zwischen Gasen un d

Flüssigkeiten zu erfahren ; ausserdem wäre es für die Theorie
von Bedeutung , wenn die Gleitung unabhängig von der Selbst-

diffusionsströmung untersucht (z . B . nach der Ablenkungsmetho-
de) und die Abhängigkeit der Selbstdiffusion von a/A Hilf e

der Isotopenmethode bestimmt würde . -

§ 12. Aus der abgeleiteten Formel für : G/G1,o = G1,2,3/ G 1,o, mit

oder ohne PoISEuILLE-Glied, geht hervor, dass für x 1 = -} 0 :

Gt,o [1 + a1 xi + a 2 x 1 In x 1 + a3 • xl + a4 • xi In xi + • • . ] ,

. wo :

	

G1 ,o = V2 n V i~ as . PtLP2 .

Hieraus erhellt, dass für x 1 = = 0 : G1,2 .3 = Gl,o , da

lim xlnln xl = 0 für x1 = 0, wenn n > 0 . -
Weiter erhalten wir hieraus :

= Gt,o [al + a 2 + a2 /noel + . . . ~ ,

dGt,2,3 =und also für xi = 0 :
dx 1

Der Wert

	

, für die Molekularströmung bei

	

= 0 ist

für den Fall, dass die Bedingung : L	 > 0, nicht erfüllt ist, früher

in mehreren Untersuchungen behandelt worden ; im Allgemeinen
ist man bei der Aufstellung der Formeln von der KNunsEN'sche n

Formell) für die Molekulardiffusion durch ein Loch in eine r

dünnen Platte, ausgegangen . -

1) MARTIN KNUDSEN : Ann . d . Phys . 4, B 28, S . 999, 1909 .

Summe der berechneten Werte

G, ,o

dGl ,2, 3

dxl
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12 1

S. DOSHMAN1) hat hierfür die Formel :

1
G1 'o

	

8
(
a

l1+ -3
\L l

Diese Formel befriedigt die Grenzwerte, sowohl für die Mole -

kulardiffusion durch ein Loch in einer dünnen Platte (L -3- oC) ,

als auch für die reine Molekularströmung durch ein unendlic h

langes, zirkulares Rohr (L = 0) .

P. CLAUSING2) hat, enn = 0, dies Problem für alle Wert e

von L
eingehend theoretisch untersucht, während E . H . KEN -

NARD 3) aus den von CLAUSING berechneten Werten für Gi , o die
folgende Interpolationsformel :

1 { 2(-L)
Gi ,o = Gl,o '

	

19 a

	

2 0
1 + 3 (L) + 3 (a)

2 '
L

abgeleitet hat .

In dieser Formel ist, wie auch in der Formel von DUSHMAN :

4 1/2

	

- 3 P1-P2 .
G1,o =

	

3 • V i e a -

	

L

Die Interpolationsformel von CLAUSING-KENNARD ist jeden-

falls für : Î < 3 , sehr befriedigend und stimmt auch mit den Grenz -

werten für : L = 0 und a =~ ao , überein . -

POLLARD und PRESENT4) haben für ein kreisförmiges, zylin-
drisches Rohr mit endlicher Länge, L, einen Ausdruck für Gi , o

1) S . DUSmSAN : Vacuum Technique, S . 101, New York, 1949 .

2) P. CLAUSING : Thesis, Leiden, § 23, S . 117, 1928, und Physica, Bd. 9, S. 65 ,

1929 .
3) E. H. KENNARD : 10c . Cit . § 173, S . 308 .
4) POLLARD and PRESENT : loc . cit. pag . 769 .

in dem Zustande, charakterisiert durch : ) »» L» a, theoretisch
zu berechnen versucht .

Durch eine komplizierte Annäherungsrechnung haben sie di e
Formel :

Gi,o = Gl, o
L

1 - 4 (1_ (0,4764 -I- 41n 2 )
1 ~) . . .

1
,

abgeleitet . -

Da P. und P. aber der zusätzlichen Geschwindigkeit, vx , der
Moleküle, die von gegenseitigen Zusammenstössen im Inneren
des Rohres kommen, nicht Rechnung getragen haben, hat da s
Resultat von P. und P . nur auf die molekulare Diffusionsströmung ,
Gi ro, und nicht auf die Gleitungsströmung, G2,o, Bezug, und
also auch nicht auf die Totalströmung : G1,2,3,o = (Gi + G2),ô ,

im Zustande :

	

0 .

Aus dem Ausdruck von P . und P. für Gro- :

l

	

Giro = Gt,o
r
I 1 - 4 L I - (0,4764 + 4 ln2

	

)

	

. . .
l

	

l

	

1

ergibt sich für : = 0 und L = 0 :

lim(Gi~o)
_

~o ` G 1, o

während` für : a = 0 und 0 < L « 1, der Ausdruck : Gi,0 =

= Gl,o l 1

	

4 (L)
J

, abgeleitet wird, so dass die Übereinstimmun g

mit den Resultaten von S . DUSHMAN und von CLAUSING-KENNAR D

nicht als befriedigend angesehen werden kann .
Wenn die von P . und P. vernachlässigte Gleitungsströmung ,

G2,o, keinen Beitrag von Bedeutung zu der Totalströmung :
G1,2_÷0 = (G; + G2)_±0 , leisten sollte, erhält man hieraus, wenn :

= xl = 0 und 0 (L << 1, den Grenzwert :

Gi, angegeben .

1 und
1 dG i

	

lim - •

	

_

	

~o G ,o

	

d

	~ o

a
A

l
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1

	

dGi->o

	

/
lim 0,4764+ 41n 2

	

,
x, = o Gi,o

	

dxl _

	

\

so dass für ein Rohr mit endlicher Länge, im Gegensatz zu

meiner Formel für ein unendlich langes Rohr, d . h .
L

= 0, ein

endlicher
\

Wert für den Differentialkoeffizienten der Kurv e

(GI G
	 G2 , I im Punkte,

A
= xl = 0, erhalten wird .

i,o

	

I
Ob dies auch der Fall sein wird, wenn dem Einfluss des

Gz,o

	

a

	

a
Gliedes,	 , für

	

0 und bei 0 < L (< 1, Rechnung getragen
I, o

wird, muss noch näher-,untersucht werden .

Es ist durch die experimentelle Untersuchung von W . GAED EI )

über die Strömung von Wasserstoff durch einen rechtanguläre n

Spalt und insbesondere durch die schönen Untersuchungen vo n

R. E. H . RASMUSSEN 2) über die Strömung der reinen Gase durch

Ringspalten und andere Spalten bekannt, dass das Minimu m

der Kurve : G

	

(t),
wo h die Höhe des Spaltes angibt, in der

Nähe von : h/2 = ca. 1 , liegt, während der Wert des Minimums :

Gmjn. = ca . 0,50 . G1 Q , beträgt . -

In einer folgenden Abhandlung werde ich nachweisen, dass

diese experimentellen Resultate auch mit der hier angegebenen

Theorie übereinstimmen, und dass die experimentell gefundenen

Werte für die Lage und Grösse des Minimums in quantitative r

Übereinstimmung sind mit der Entstehung der totalen, gemes-

senen Strömung durch Superposition der drei erwähnten, vo n

einander unabhängigen Strömungen, nämlich 1 ° der Selbstdif-

fusionsströmung des Gases in dem laminar strömenden Gas e

(bezw. der Druckdiffusionsströmung des reinen Gases) , 2° de r

Gleitungsströmung des reinen Gases und 3° der hydrodynami-

schen, laminaren Strömung von POISEUILLE .

1) W . GAEDE : Ann. d. Phys, Bd . 41, S 305, 1913 .
2) R. E . H . RASMUSSEN : loc. cit . S . 677-680 .
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Zusammenfassung .

In § 1 wird eine Übersicht über die grundlegenden Unter-
suchungen von MARTIN KNUDSEN (1909) über die stationäre '
Molekularströmung der reinen Gase durch zylindrische Rohre
mit kreisförmigem Querschnitt (Radius R, Länge L und R/L « 1 )
gegeben ; auch der Übergang von der Molekularströmung in di e
laminare, hydrodynamische PoisEUILLE-Strömung mit Gleitungs-
korrektion wird besprochen .

Ausserdem wird eine kurze Übersicht über die späteren
experimentellen Arbeiten in diesem Gebiet von MARTIN KNUDSE N
(1911), vôn W. GAEDE (1913), von H . ADZUMI (1939) und di e
theoretische Arbeit von W. G . POLLARD und R. D. PRESEN T
(1948) gegeben . -

Das Beobachtungsmaterial von MARTIN KNUDSEN für die rei-
nen Gase, H2 , 02 und CO 2, ist von Dr. MELKONIAN (1948) gra-
phisch untersucht und von mir teilweise neuberechnet worden ;
es kann mit guter Annäherung durch die dreigliedrige, semi-
empirische Interpolationsformel von MARTIN KNUDSEN :

	 G

	

Q t
G' _

	

_
P1 -Pz

__

1e P1 -P2

3n R +

	

+
64 ~ l

+ a l'R 1 + a i

in dem ganzen Gebiet : 0 < R < cc, wiedergegeben werden .

G ist die in der Zeiteinheit durchströmende Gewichtsmeng e
des reinen Gases, wenn die Druckdifferenz zwischen den End-
flächen des Rohres (pl -p 2 ) beträgt, und IP das spezifische Gewich t
des Gases bei dem Druck, I Bar, und der Temperatur, t°C . ist .

A ist die mittlere freie Weglänge in dem freien Gase, berechne t

nach der Formel von S . CHAPMAN, d . h. aus pA =

	

Vie
, wo

1

	

i
den Koeffizienten der inneren Reibung des Gases bezeichnet .

_ R 3 -
21

L I
/
IP•

R
NI

.
--,T

R
~

(1 )
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Alle Einheiten sind absolute Einheiten . -
Für R/a . = 0 gilt die Formel von MARTIN KNUDSEN :

4-R 3

	

2 zi

	

3 dN

	

Go = 3 y2 7E L i~IP (Pi - P2) =
3

		 m
dl

Dieser Ausdruck für die reine Molekularströmung, oder viel -
leicht besser »die reine Molekulardiffusiona, ist von MARTI N
KNUDSEN unter der Voraussetzung, dass das Cosinusgesetz abso-

lute Gültigkeit für die Zurückwerfung der Moleküle an der feste n
Rohrwand hat, theoretisch abgeleitet worden . Der theoretische
Ausdruck , Go , stimmt mit den experimentellen Resultaten de r
Präzisionsmessungen von MARTIN KNUDSEN und W. GAEDE in
dein Gebiet : R/2	 0, überein .

In diesen letzten Messungen waren die anwesenden Dämpfe
durch Ausfrieren mit flüssiger Luft entfernt . -

MARTIN KNUDSEN hat nur den Grenzfall : R/A. = 0, seiner semi-
empirischen Formel theoretisch untersucht . Weiter hat er fest

- dass die Interpolationsformel für G, in Übereinstimmung
mit den Beobachtungen, ein Minimum : Gm ; n = ca . 0,95 • Go bei

(L',)

	

= ca . 0,30 , hat .
A min .

Die Frage der Entstehung und der theoretischen Berechnung
dieses Minimums war bis heute noch ungeklärt geblieben .

Aus der dreigliedrigen, semi-empirischen Formel von MARTI N
KNUDSEN erhellt, dass die Totalströmung G in dem ganzen Ge -

biet : 0 <
R

< oo, aus drei Gliedern : G = G3 + G2 + GI , zusam-

mengesetzt werden kann ; (vgl. auch § 2 und 3) .
Wie bereits von MARTIN KNUDSEN angegeben, stellt das erst e

Glied : G3 = Go . 64 R' die laminare, hydrodynamische PoisEUIL-

LE-Strömung ohne Gleitungskorrektion dar .

(II
A

,
zweite Glied : G 2 = Ga •	 ßI	 R (R j, wo al = ca. 3 .1 0

1+a l • T.

und ß I = ca . 0 .80 • al , repräsentiert die Gleitungsströmung, die

wegen der Gleitung des Gases an der festen Rohrwand entsteht ,

während das dritte Glied : G I = Go •

	

R , das bis jetzt stets in
1 -}- al

der Theorie der PoIsEuILLE-Strömung übersehen worden ist ,

durch ; die Druckdiffusion in den strömenden Lamellen der lami-

naren, hydrodynamischen PoIsEuILLE-Strömung entsteht .
Während diese Druckdiffusion nicht in einem stillstehen-

den Gas mit konstanter Temperatur bestehen kann, d . h . nicht

stabil ist, ist dies wohl möglich in einem laminar strömenden Gas,
worin ein Druckunterschied in der Richtung der Strömung herrscht ,

sowie dies in der laminaren PoIsEuILLE-Strömung der Fall ist . -
In einem reinen Gas ist die Druckdiffusionsströmung, GI

bestimmt durch den Selbstdiffusionskoeffizienten des reine n

Gases, Dl i ,p = c I • D .1 , und es erhellt also hieraus, dass der Selbst-

diffusionskoeffizient eine messbare, physikalische Grösse ist, und '

nicht, wie bisher angenommen (S . CHAPMAN, EARLE H . KENNAR D
u . A.), nur eine mathematische Hilfsgrösse ohne physikalische n

Sinn . -

Da diese drei Strömungen :

a) die laminare, rein hydrodynamische POISEUILLE-

Strö-mung, (G 3) ,

b) die Gleitungsströmung, (G2), und

c) die, Diffusionsströmung (GI) ,

als unabhängig von einander, d. h . als einander nicht beein-

flussend; angesehen werden können, kann die Totalströmung ,

G, durch Superposition dieser drei Strömungen berechnet werden .

Aus der semi-empirischen Formel von MARTIN KNUDSEN und

aus der Untersuchung des KNUnsEN'schen Beobachtungsmateri -

als von Dr. E . MELKOMAN erhellt, dass mit grosser Annähe-

rung die Totalströmung, G, reiner Gase geschrieben werden kann :

G= Go~f(~l ,

wo f (R I eine eindeutige Funktion von R ist. -
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In§ 2 und 3 wird theoretisch, aber nur annäherungsweise -u. a .
der besseren Übersicht wegen - die Variation, der drei Gliede r

mit R/A , bezw. mit dem mittleren Druck : p = 2 (p,- p2), unter-

Rohres, t°G, annäherungsweise geschrieben werden kann :

G = G 3 + G2 + Gl =

wo :
23

mSlR3 • d1 = G° .

1-F
2
- 1+ -

m ist die Masse des Moleküls und 12 die mittlere Geschwindig -

keit der Moleküle bei der Temperatur, t°C .
N

N ist die Anzahl der Moleküle per cm 3 und
d

der Dicht -
heits- oder Konzentrationsgradient . -

2n

	

3 dN 3n 2R

	

to R 4 _

	

)
Das Glied : G 3

= 3
m .D R

d1 123

	

2

	

278

	

L P (Pi -PO ,
stellt die rein hydrodynamische, laminare PoISEUILLE-Strömung
dar . -

Für R/A = 0 wird G 3 = 0 ; es muss aber theoretisch für wahr-

scheinlich erachtet werden, dass für R/A -~ 0 auch G3 = 0 ist .

Für R/A > ca . 0,2 muss aber nach den Beobachtungen ange -
nommen werden, dass sich der Wert von G3 mit grosser Annähe -
rung bereits in Übereinstimmung mit dem obengenannten theo-
retischen Wert befindet, der, wie bekannt, gültig ist für grösser e
Werte von RA ; dies erhellt u . a . aus der Lage und Grösse des

beobachteten Minimums, bezw . (R) und Groin.
`A min .

2R

	

2 R

Das Glied : G 2
= 23

mS2 R3
dN

	

GA	 - G .

	

stellt
dl 4 1+ 2R

	

° 4 1+ 2R '

Diese' Strömung entsteht durch die Gleitung des Gases a n
der festen Wand, wenn das Cosinusgesetz für die Zurückwerfung

der gegen die Wand stossenden Moleküle Gültigkeit besitzt .

Für R/A = 0 wird G 2 = 0, und für R/A 0 wird :

Für R/A -~ oo wird in Übereinstimmung mit den Beobach-

tungen : G2 = 4 G Q = konstant .

Da die theoretischen und beobachteten Werte für G ° und

auch für G2 befriedigend übereinstimmen, kann angenommen
werden, dass das Cosinusgesetz für die Zurückwerfung de r

Moleküle an der festen Wand Gültigkeit hat.

Das neue Glied, herrührend von der Druckdiffusion :

d . h. zu dem von MARTIN KNUDSEN und später von M . VON SMOLU -

cxowsxl abgeleiteten, theoretischen Wert für die stationäre, rein e

Molekularströmung durch ein langes Rohr mit kreisförmige m
Querschnitt, nR2 .

'R

	

2n - dN A 1 _

	

dN
Für ~-~ wird G,

	

mS2R3 '
_

122
m . dl

nR2:

	

3

	

dl 2R
3

	

=

D11 p - m •
dl

	

wo DII = 3 SAA , d . h. der Selbstdiffusions -

koeffizient des reinen Gases in dem MAxwELL'schen Zustand e

des Gases, so wie dieser aus der einfachen kinetischen Theori e

der Gase abgeleitet wird .
Es erhellt aus der theoretischen Annäherungsformel (2), dass

diese der Form nach. mit der semi-empirischen Formel von

MARTIN KNUDSEN übereinstimmt .

sucht .
Es stellt sich heraus, dass G bei konstanter Temperatur de s

2 R
3a 2R z	 A	 1	
128 A

+ 4

	

2R +

	

2 R
2n

m 32R3 • dd=

	

l

(2)

die Gleitungsströmung dar .

	

A
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Die numerischen Konstanten : a l = 3,097 und ßi /a l = ca. 0,80 ,

in der KNUnsEN'schen Formel sind in hinreichender Überein-

stimmung mit den in der theoretischen Annäherungsformel (2)

verwendeten Konstanten : a l = 2 und ßl/ai = 4 = 0,785 .

Beide Formeln

(1)(R-, )

und (2) ergeben ein Minimum für G :

Gmin = ca . 0,95 • Go bei

	

- ca . 0,30 .
A mi n

Die Übereinstimmung zwischen den Formeln (1) und (2)

und den Beobachtungen ist für R/A > ca . 0,2 für beide Formeln

sehr befriedigend . Beide Formeln sind aber nicht ganz befriedi-

gend in dem Gebiet : R/A	 ; 0, da die Abweichungen hier ca . 5 bi s

10 0 / 0 betragen .

In diesem Gebiet :	 	 0 , ist nur die später folgende, exakt e

Ableitung befriedigend . -

Es erhellt weiter aus der theoretischen Annäherungsformel -

und dies ergibt sich auch aus der KNUnsE N'schen semi-empiriche n

Formel - dass die Summe :

1+ 4 	
2 R

G l + G2 = Go•

1+
2R . '

A

von Go .für R = 0 bis auf
4

Go für R__> oo gleichmässig abnimmt,

woraus hervorgeht, dass das beobachtete Minimum seine Entste-

hung nicht dem Verlauf der Summe der zwei gaskinetischen Glie -

der, Gl und G2, zu verdanken hat, sondern dadurch zustande kommt ,

dass das hydrodynamische Glied, G 3 , welches proportional mit

2R
bezw . p , wächst, zu der Summe, Gi + G2 , die gleichmässig

2 R
mit

.
.- , bezw . p, abnimmt, hinzukommt und bereits bei eine m

Wert von
R

ca . 0,2 à 0,3 seinen vollen, theoretischen Wert :

3n 2 R
G3 , G o - 128 .

	

, erreicht hat .

In § 4 werden die gaskinetischen Glieder, Gl und G2 , und

deren Verlauf mit R/A näher besprochen . Das Gleitungsglied, G 2 ,

wird näher untersucht in Verbindung mit dem vorliegenden Be -
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obachtungsmaterial aus den Strömungsuntersuchungen und unte r
Zugrundelegung von anderen bekannten Untersuchungen über
den Gleitungskoeffizienten . -

Die ' bekannten Methoden zur Bestimmung des Gleitungs-
koeffizienten können in zwei Hauptgruppen eingeteilt werden ,
nämlich die Gruppe :

a) welche die Methoden, worin ein Druckgradient in dem
Gase vorhanden ist, umfasst ; hierzu müssen die Durchströ-
mungsmethoden gerechnet werden, z . B . die stationäre Strömung
durch Rohre und andere enge Kanäle, wie auch die Methoden ,
welche die Bestimmung der Druckabhängigkeit des »Gesetz von
Stokes für Gase« als Grundlage haben, während die zweite
Gruppe :

b) die Methoden, worin kein Druckgradient von Bedeutun g
in dem Gase vorhanden ist, umfasst, z . B . die MAxWELL ' sche
Methode mit der in sich selbst schwingenden, zirkularen Plan-

scheibe und die »Ablenkungs-Torsions-Methode«, worin z . B .
der äussere Zylinder von zwei koaxialen, kreisförmigen Zylinder n
mit konstanter Geschwindigkeit um die gemeinschaftliche Achs e
rotiert, wodurch der innere Zylinder in Torsionsaufhängung be i
jedem Druck eine stationäre Ablenkung erfährt . -

Verwendet man die Methoden der Gruppe a) zur Bestimmun g
des Gleitungskoeffizienten und wird das Druckdiffusionsglied ver-

nachlässigt, wird der hieraus berechnete Wert des Gleitungsko-

effizienten zü gross, insbesondere bei niedrigen 'Werten von R/A .
Da der Wert der Konstante, k2 , in der Formel für den Glei-

tungskoeffizienten : = k2 A , ausserdem etwas mit R/A variiert, is t
leider der,Wert des vorliegenden Observationsmaterials zur Be-

stimmung des Gleitungskoeffizienten sehr zweifelhaft .
Eine systematische, experimentelle Untersuchung über de n

Gleitungskoeffizienten und dessen Abhängigkeit von
R

nach den

verschiedenen Methoden würde von gaskinetischer Bedeutung sein .
Leider ist es aber noch nicht gelungen eine einwandfreie,

theoretische Ableitung des Wertes von = k2 . 2 , bezw. k2m , in
dein MAxwELL'schen Gebiet der Gase zu erreichen, weil di e
mathematischen Schwierigkeiten zu gross sind .

Ferner wird in § 4 auch das Diffusionsglied, GI , näher unter-
sucht und die Grössenordnung des Selbstdiffusionskoeffizienten ,

Dan .Mat .P+ys .Medd . 28, no.2 .

	

9
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Dlla, , mit Hilfe der Präzisionsmessungen mit Wasserstoff (1911 )

von MARTIN KNUDSEN bestimmt .
In dieser Verbindung würden neue Messungen über di e

Variation des Selbstdiffusionskoeffizienten mit R/ .1, bezw . p, z . B .

nach der Isotopen-Methode, von wesentlichem, gaskinetische m
Interesse sein, weil sich diese Variation als kompliziert erweise n

könnte, auch in Verbindung damit, dass der angenäherte, theo -

retische Ausdruck : D11, ~ =
3

.D2 , sich nicht ganz in Überein-

stimmung mit dem exakten Ausdruck für den MAxwELL'schen

Zustand der Gase befindet ; wie bekannt, ist der exakte Ausdruc k

hierfür :

DIIco

	

5= ' - = 0,60 - - DA ,

wenn die gegenseitigen Zusammenstösse der Moleküle als ela-

stische Stösse aufgefasst werden können .

In § 5 wird die exakte Theorie der reinen Molekularströmung

behandelt und die Variation der Strömungsgeschwindigkeit, v ,

über einen kreisförmigen Querschnitt bestimmt . Es zeigt sich ,

dass dièse Variation von v auf einfache Weise mit Hilfe der

vollständigen elliptischen Integralen 1ster und 2tei Gattung darge-

stellt werden kann .

Ausserdem wird die an die Wand übertragene Bewegungs-
grösse gaskinetisch berechnet ; ferner wird der Transport von

Energie und Bewegungsgrösse durch den Querschnitt, r R 2, des

Rohres in der Molekularströmung untersucht .

Für diese letzten Berechnungen ist es aber notwendig, ein Ver-
teilungsgesetz für die molekularen Geschwindigkeiten der Gas-

moleküle einzuführen, während dies nicht nötig ist für die Be-

stimmung der durchströmenden Menge, Go .

In § 6 und § 7 wird der Einfluss vereinzelter, gegenseitige r
Zusammenstösse der Moleküle im Inneren des Rohres auf di e

Molekularströmung untersucht .
Bei der Berechnung wird vorausgesetzt, dass alle gegensei-

tigen Zusammenstösse gleichwertig sind, und dass die von Zu-

sammenstössen in einem Volumenelement kommenden Moleküle

gleichmässig in alle Richtungen ausgestrahlt werden (elastisch e
Stösse) .

Es wird weiter angenommen, dass die von gegenseitigen Zu-

sammenstössen kommenden Moleküle im Mittel eine zusätzlich e
Geschwindigkeit, bezw. gemeinschaftliche Massengeschwindig-
keit, vx , in der Richtung der Achse haben können . Wie bekannt,
wird dies keinen Einfluss auf die Stosszahl der Moleküle gege n
ein Element dS ' der Rohrwand haben, weil diese, wie auch die
Richtung des Druckgefälles, parallel mit der Richtung der Achse
verläuft .

Auch in diesem Falle wird, wie in der exakten Theori e
der reinen Mölekulaiströmung, die durchströmende Gasmenge ,
mq = G, durch Addition der einzelnen, durch den Querschnit t
des Rohres strömenden Moleküle berechnet ; ferner wird mit Hilfe

der an die Wand übertragenen Bewegungsgrösse, vx , bestimmt .

Für den Zustand,
R	

>0 , worin die laminare, hydrodyna-

mische Strömung noch nicht von Bedeutung geworden ist, ergibt
sich :

z

	

dN
vx~o = 4 R Ndl

Für :

	

oc , ergibt sich auf ähnliche Weise :

dN
Ndl

- Ic -RD-
Ndl

Durch den Wert für v x ist die Gleitungsströmung, mq 2 = G 2 ,
bestimmt . -

Die Anzahl der durchströmenden Moleküle besteht, so lang e
die hydrodynamische Strömung : q 3 , noch nicht eingesetzt hat ,

aus zwei Gliedern, nämlich der Anzahl herrührend von der
Selbstdiffusions- , bezw . Druckdiffusionsströmung, ql , und der
Anzahl herrührend von der Gleitungsströmung, q 2 , die durch vx
bestimmt ist .

Es ergibt sich :
9 *

Ux,oo = ( 2-a ') 3R
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2
+7r

dN
dS COS2 B sin@ dB 2 [1 -e AsinOJ d

dx

	

o

	

~- ~

für R = 0 : q i a = 3 .S)R dl - gR 2 ,

bezw .
1 - dN

	

2
= 3S22

dl
• 7E R ;

und :

•

	

Nvx

	

+~[
	 	 ri_	

q 2 = 2~dS sin@d0

	

1-e sin6] d

o

	

t.

Hierzu kommt, wenn
R-2

grösser wird, die Anzahl, herrühren d

von dem PoIsEUILLE-Glied, für welches, jedenfalls bei grössere n

Werten von RA , der Ausdruck :

. 37c 2 R
q a = qi,o 128 2

' Gültigkeit hat . -

Verwendet man in den Formeln für qi und q 2 die Annäherung :

r 1

(

	

= 2 R, welche Annäherung durch Mittelwertbildung von
sie 0 1`Iitt .

srl
B) in dem Gebiet : R- > 0 , abgeleitet werden kann, ergibt sich :

2 R
ri 1

[1-e sine A =

Durch diese Annäherung können die Werte für mq1 = G 1 und

mq2 = G2 , die in der Annäherungsformel (2) vorkommen, welche

praktisch gesprochen mit der semi-empirischen Formel (1) von

MARTIN KNUDSEN übereinstimmt, auf einfache Weise abgeleitet

werden .

In § 8 werden die in den Ausdrücken für q1 und q2 vorkom-
menden, bestimmten Integrale näher untersucht, da diese zu be -
stimmten Integralen von der Gattung :

~
~2

	

a

cosn B sln n` B • e sinO dB ,

o

reduziert werden können .

Diese bestimmten Integrale, die von Bedeutung für den Zu -

stand : a = R -)- 0, sind, können in konvergenten Reihen nach a
îl .

	

.

entwickelt werden unter Verwendung des Integrallogarithmus un d

der bekannten Reihenentwicklung für arc sin a .
Für a > 0 erhält man Reihen nach a, die schnell konver-

gieren .

Für grössere Werte von a, d . h. a > 4, können auch brauch-

bare Ausdrücke für diese Integrale abgeleitet werden .
Die vorkommenden Integrale und Ausdrücke können im

Allgemeinen mit Hilfe von zwei Funktionen : 1P1 (a) und 1N1 (a) ,

ausgedrückt werden, und diese zwei Funktionen :

1 P1 (a) = 1 - 0,274452 •x1 + 1,726943 •x l loglo x1 - 0,533333 . 4 +

+ 0,142663 . 4 - 0,143911 -A loglo x1 -F- 0,00237535 . 4 -

- 0,00299816 -A log lo x1 +	
und

4
1N1 ,(a)'= 1

	

• x1 + 0,682968 • xl -1,151293 • xi loglo x1 +

+ 0,0534417 . 4 - 0,0959441 •4 log10 x1 +

+0,00388264•4-0,00599631 .4log10 x1 + • • • • • • • • • ,

können in dem ganzen Gebiet : 0 < a = R 00 ,

der Genauigkeit berechnet werden . -

In § 9 und 10 werden die exakten Ausdrücke für n q 1 = G1
(das Selbstdiffusionsglied) und mq2 = G2 (das Gleitungsglied)

woraus ,

q 1 =

r i

für
R
---,-

	

q l ,

(P .

2ß l N A

	

1
1-e ~ J

1+2R
~

.1

	

1+ 2R worin :

init hinreichen-
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für ein langes Rohr mit Querschnitt, n R 2, berechnet ; die Voraus-

setzung für die Gültigkeit der Formeln ist : R/L <( 1 . -

Für diesen Fall wird gefunden :

(
R

und G2 = G1
0

• 3;
iPI	 \~	

{1
-1NI R l l

'

	

S

	

iNI Rl

	

~ ~` / J1
)

WO :

G ~,° = Go = 3
-nI S> • R

	

-
ddl

•

Es muss aber hierzu bemerkt werden, dass der Ausdruc k

für G2 nur gültig ist für : RR --> 0, d. h .
R

< ca. 0,35, weil es noch

nicht gelungen ist, die theoretische Variation von v x mit R/R in

dem ganzen Gebiet : 0-<
R

< oo , mit hinreichender Genauigkeit

zu berechnen, da der Grenzwert vx , oo für
R

oo noch nicht

theoretisch einwandfrei abgeleitet worden ist . Es ist aber mög-

lich nachzuweisen, dass :

7c _ dN
= k2•

8
S?R

Ndl

Da der exakte, theoretische Grenzwert von kz für R/A -- oo leide r

fehlt, habe ich den experimentellen Wert : k2,. = ca .
3

für R/A-~ oc

verwendet, woraus :

dN
vx~~ = 6 ...R'

Nett '

Für vxi o ist aber theoretisch abgeleitet :

n- dN
Ux '° - 4~ R Ndl '

so dass die Variation von k2 in dem ganzen Gebiet : 0 <
R

< m ,

ca. 50 °/0 beträgt .

Die Variation von v x , bezw. von k2 , mit R/A in dem ganzen
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Gebiet : 0 < R < ce , kann aber semi-empirisch festgestellt werden,

da man mit Annäherung annehmen darf, dass die Druckvariatio n
von k2 der Form nach in Übereinstimmung ist mit der Variation ,
die experimentell für das »Gesetz von Stokes far Gase« in dem Gebiet :

0 < a < oo , gefunden worden ist MARTIN KNUDSEN und SOPHU S

WEBER, 1912) .

Obwohl die Variation mit dem Druck , , des Gesetzes von
Stokes auch nicht ganz unabhängig , ist von der Druckdiffusio n
in dem umgebenden Gase, kann man, ohne grosse Fehler zu
machen, annehmen, dass :

_ R

k 2 =A 1-I-B•e
ca

	

=k2 ~ [1+ ~e c2 A

wo A = k2,à-= ca . 3, Å = -, während c2 = 2 in dem Gebiet :
R

< 0,35, eine befriedigende Übereinstimmung mit der theore-

tischen Formel :

3a iP
G2 = G I 0

8 . iNl 1 - 1Nl ,

die gültig ist in dem Gebiet : 0 < < 0,35, ergibt .

In § 1.1 werden die theoretischen Resultate und Formel n
mit dem besten vorliegenden Beobachtungsmaterial, als welches
die Messungen mit CO 2 von MARTIN KNUDSEN gewählt sind, ver -
glichen ; das Beobachtungsmaterial für CO 2 ist neuberechnet und
nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgeglichen .

Es erhellt, dass die Übereinstimmung zwischen dem be-

obachteten Material und den Resultaten der Theorie sehr zu-
friedenstellend ist, so dass angenommen werden darf, dass die ent -
wickelte Theorie befriedigend ist, und dass die totale Strömung,
G, eines reinen Gases durch ein langes zylindrisches Rohr mi t

kreisförmigen Querschnitt, n R2, in dem ganzen Gebiet : 0 <
R

< r_ , aus drei von einander unabhängigen Strömungen zusam-
mengesetzt ist, nämlich :

G1 = Gi o• IP1
R)

A
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1 ° Der gaskinetischen Selbstdiffusions- bezw . Druckdiffusions-

strömung : GI

2° Der gaskinetischen Gleitungsströmung : G2 • -

3° Der hydrodynamischen, laminaren PoIsEuILLE-Strömung :

G3 •

Da die theoretische Summe von G i und G2 (vgl . Tabelle

No . VII, Seite 108) eine gleichmässig abnehmende Strömungs-

menge (Gi + G 2) mit wachsenden Werten von R/A, bezw. mit

wachsendem Druck, p , ergibt, während die reine, laminare

PoIsEuILLE-Strömung eine gleichmässig wachsende Strömungs-

menge, G 3 , mit wachsenden Werten von R/A, ergibt, erhellt hieraus ,

dass die Ursache für die Entstehung des Minimums nicht zu

R~.1 = 0, auf
4

= 0,785 für

	

oc, gleichmässig abnimmt .

Dieser Wert von 0,785 für R/,? oo , entspricht einem Wert vo n

k2, , = ca .
4
3 -

Ausserdem erhellt aus den Präzisionsmessungen für H2 von
MARTIN KNUDSEN (1911) und . insbesondere aus den Präzisions -

messungen von W . GAEDE (1913) in dem Gebiet :

	

dass

die PoIsEuILLE-Strömung in :diesem Gebiet, d . h. 0 < R < ca .

0,04, nach aller Wahrscheinlichkeit noch nicht eingesetzt hat, wie
man auch theoretisch erwarten würde, während man, wie es au s
der Grösse und Lage des Minimums hervorgeht, annehmen muss ,
dass die reine PoIsEuILLE-Strömung ihren vollen theoretische n

finden ist in dem Verlauf der Summe aus den zwei gaskineti-
Wert, G3

	

G

	

3 n 2 R

	

R
bereits bei

schen Gliedern, Gi und G2 sondern darin, dass die hydrodyna -

mische, laminare PoIsEuILLE-Strömung bereits bei kleineren Wer -

dem Wert von - = 0,203

	

i,o

	

128
à 0,30 erreicht hat .

ten von RR, d. h. R/2 = ca . 0,2 à 0,3, voll entwickelt ist un d

Tihren theoretischen Wert : G3

	

G 3 z
R erreicht hat .

In § 12 wird der experimentelle und theoretische Verlauf de r
Molekularströmung, Gi , in der Umgebung des Punktes : RIA = 0 ,1 ' 0 64 A '
näher beleuchtet.

Aus den Tabellen geht hervor, dass die beobachteten un d

theoretischen Werte für die Grösse und Lage des Minimum s

genau übereinstimmen. Diese sind :

Gmin . = 0,925 . G10 und I R I

	

= 0,31 .
I min .

Dies Resultat ist auch in Übereinstimmung mit den vo n

Dr. MELKONIAN nach graphischer Auswertung aus dem vollstän-

digen Beobachtungsmaterial von MARTIN KNUDSEN gefundenen

Werten .
Ferner werden, in Verbindung mit den Zahlen in der Tabelle

VII die beobachteten und berechneten Werte von G= Gi + G2 + G 3

in dem ganzen Gebiet : 0 < - <
oo , verglichen , und, es stellt sich

R
heraus, dass die Übereinstimmung, auch in dem Gebiet : 0 <

-
< ca . 0,2, sehr befriedigend ist .

Es erhellt u . a. , dass die Summe (GI + G 2 )/G 1, o von 1 für

Zum Schluss kann noch einmal die Aufmerksamkeit darau f
gelenkt werden, dass der Selbstdi fusionskoef fizient eines reinen Gase s
eine messbare, physikalische Grösse ist, obwohl es vielleicht schwieri g
sein wird, diese Grösse mit Hilfe der Strömung reiner Gase durch
Rohre mit befriedigender Genauigkeit zu bestimmen .

Eine weitere Vergleichung der Theorie mit dem vorliegende n
Beobachtungsmaterial für rechtanguläre Spalten und kreisför-
mige Ringspalten (R . E. H . RASMUSSEN, 1937) wird wahrscheinlich
eine grössere Genauigkeit in der Bestimmung des Selbstdiffusions -
koeffizieiiten ergeben, und vielleicht auch nähere Aufschlüss e
darüber, wann und auf welche Weise die laminare, hydrodyna-
mische Strömung von POISEUILLE einsetzt .

In dieser Verbindung kann noch mitgeteilt werden, dass di e
von R . E. H . RASMUSSEN gefundenen Werte für die Grösse und
Lage des Minimums für Ringspalten und rechtanguläre Spalte n
mit Höhe, h :
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