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§ 1. Martiv Knupsen® hat 1909 seine grundlegenden Un-
tersuchungen iiber die stationdre Strémung reiner Gase durch
kreisformige, zylindrische Rohre verdffentlicht; in dieser Unter-
suchung sind zum ersten Mal die Gesetze fiir die reine Molekularstr6-
mung theoretisch behandelt und durch experimentelle Resultate
bestiitigt worden; gleichzeitig wurde fiir die Gase: Wasserstoff,
Sauerstoff und Kohlensiure, der Ubergang der Molekularstrd-
mung in die PoiseviLLE’sche, laminare Stromung experimentell
untersucht, wodurch das Stromungsbild in dem ganzen Gebiet:

OSISOO, experim_entell festgelegt wurde. R bezeichnet den

Radius des kreisférmigen Rohres, wihrend A die mittlere freie
Weglinge des reinen (Gases ist.

Die experimentellen” Ergebnisse sind von MarTiN KNUDSEN
durch ‘die semi-empirische Formel;

0= b1 L p}(_rpz), . (1)

oder ; ,
— A4 Cy° P
Qi‘ !:ap+1+02'ﬁ+1+c ](pl p2)’ (1 a)

wiedergegeben worden. —
In dieser Formael bezeichnen:

Qs die in der Zeiteinheit durchstromende Gasmenge, gemessen
durch das Produkt von Volumen, V, und Druck, p, bei
der Temperatur der Rohrwand, .¢ °C.

prund p,: die Drucke des Gases an den Enden des kreisformigen,
zylindrischen Rohres mit der Lénge, L; ferner gilt:

(

. I . — R
P1) e, P:'i(Pl‘i‘Pz)s‘ —pl‘pﬂ«l, Z<<1-

1) Martin Knupsen: Ann, d. Physik 4, B 28, S. 75, 1909,
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a: Der Koeffizient des PorseviLLi’schen Ausdruckes, also:

a==.
T8

=
=~

-~

7: Der Koeffizient der inneren Reibung des reinen Gases bei der
Temperatur, ¢ °C.

o

: Der Koeffizient der reinen Molekularstrémung, also:

3
b=2yam. L. E
3 Vi L
10: das spezifische Gewicht des reinen Gases bei dem Druck,
p = 1 Bar,, und der Temperatur, ¢°C.
Alle Einheiten sind absolute Einheiten.

Die in der Zeiteinheit durchstrémende Masse des Gases, G,
in Gramm gemessen, wird also bestimmt durch:

0
® Pi— D2

ZIQ.TIZGJ

wenn die Druckdifferenz, p, — p, = 1 Bar,

¢, und ¢, in der Formel (1) sind druckunabhingige Kon-
stanten. Unter Beriicksichtigung der Messgenauigkeit der ver-
schiedenen Messreihen und nach Ausgleichung hat MarTIN
KNUDsEN aus allen Beobachtungen fiir die untersuchten Gase
die folgenden Mittelwerte abgeleitet:

¢ = 2,00- V1€ R yna ;= 2,47~%~R.
g

Nach den Berechnungen von S. CHapMan® und unter Ver-

wendung der gewshnlichen Terminologie® ist:

n = 0,499-Nm A~ %-Nm.Q_Z,

1) 8. Cuapmax & T.G. CowrLing: The mat. theory of non-uniform gases.
(Cambr. Univ. Press) 1939.
2) Vgl.: J. H. A, TEr Heerpr: Dissertatie, Utrecht, 1923.
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und also:

' 7 273,1 + AL
pA=1/Z g (1>
! 1/2 Vo T e

In diesen Formeln sind: m die Masse des Molekiils, N die
Anzahl der Molekiile per cm® und £ die mittlere Geschwindig-
keit! der Molekﬁle bei der Temperatur, ¢, wihrend ;4 die mittlere
freie Weglinge im Gase beim Druck 1 Bar. bezeichnet.

Wir werden nun die Knupsen'sche Formel (1) niiher be-
trachten und in diese die CHarmaN’sche freie Weglinge, A, ein-
fithren; hieraus ergibt sich:

x R
Q; 4. — 1 R¥| 3z R 1+2’00V§'7
=T1:§V2H.V—_._E 6_4.;—-}— — ,
P1—Ds 10 h 1+2’47l/§.R
_ /972
oder
. R
O 4 1 R|3ng g 1T25087
=T, =-})2r — | =.2 =1 (2 2)
Py—Ds 30 Ve AL 640 1+3,097->

woraus erhellt, dass T, in dem ganzen Druckgebiet eine ein-
deutige Funkiion von % ist. ' Wir erhalten auch aus (2 a) durch

Umschreibung:

1+2,508-

O _,_= 1 R .|\ 16

=
[

;.(Qb)

sl

143,097 -

Aus (2 a) und (2 b) ergeben sich die folgenden Grenzwerte:

- 4.,— 1 R® R
THD:—3—V2n-—“-f[1~0,442-1+---},

1) Der Mittelwert einer Grosse wird durch einen horizontalen Strich Gber
der Grosse angedeutet.
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und fiir E» oo

P
7 1 RY _ A
Tiw =50y PTG,
wo
16 2,508 ] 4
](‘2 375 3097 = 1,375 = ca g

Fir R/A— oo erhalten wir also den bekan.nten Ausdruck fur

die PorscuiLie’sche Strémung mit Gleitungskorrektion.
Der Gleitungskoeffizient: ¢ = k,-4, wird demnach aus den
Messungen von KNUDSEN bestimmt zu:

{ = ky-4 = 1,375 - 4, iibereinstimmend mit: ¢/c, = 0,81.

Wenn ¢;/cs = 0,785, ein Wert, welchen MarTIN KNuDSENY auch

fir CO, gefunden hat, wird ¢ = k-4 = 1,333:1 = _345-,1_

Aus der Formel (2), die das Beobachtungsmaterial von
MarTin KNnUpseEN ziemlich befriedigend wiedergibt, erhellt, dass
T; einen Minimumwert, Ty ., , hat fiir den Wert (R/A)ni,.- Auf
bekannte Weise gelangt man, wenn:

« = 2,47 I/”—ﬁ = 3,097 und § = 2,00]/7; = 2,508,

Zu:
R 1
(_) { —l/a —fF —1} = 0,323
A /min, ]/
und
Tl,min. = 0’952 Tl()’ oder 1’Ln1’.—n'“ = 0,952. .
10

Wird T; als eine Funktion von R/A graphisch dargestellt, sieht
man, dass das Minimum ziemlich flach ist, so dass man leicht
eine gute graphische Bestimmung der Grosse, T ., erhalten
kann, wihrend es schwieriger ist, durch eine graphische Dar-
stellung die genaue Lage des Minimums, bezw, (R/A)ymin., zu be-
stimmen; diesen Wert kann man also am besten mit Hilfe einer

1) Vgl. Ter HEERDT, loc. cit. Seite 86.
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guten Interpolationsformel fir das Beobachtungsmaterial be-
stimmmen. — ‘ ]

Die von Martin KNUDSEN aus seinem Versuchsmaterial be-
stimmten Werte von Ty ;. und (R/4)y,;,, sind innerhalb der Mess-
genauigkeit in befriedigender Ubereinstimmung mit den aus
Formel (2) berechneten Werten, wenn in Betracht gezogen wird,
dass MarTIN KNUDSEN in dieser Arbeit nicht die CuarMan’sche
freie Weglidnge, A, sondern die O. E. MEYER’sche freie Weg-
linge, Ayey.,» verwendet hat; wie bekannt, ist:

A

Meyer =1 ’6 15- )‘Ghapman N

Fine einwandfreie molekular-kinetische Erklirung fiir die

Entstehung des Minimums, bezw. dessen gaskinetische Berech-

nung, und die theoretische Deutung der KnupseEN’schen semi-
empirischen Formel ist mit Ausnabme der Grenzwerte fiir
R/4 = 0 (die reine Molekularstrémung) und fir R/1 - oo (die lami-
nare PorsEUTLLE-Strémung mit Gleitungskorrektion) bis jetzt
nicht gegeben worden?; ich werde im folgenden u.a. diese
Probleme niher behandeln. —

§ 2. Aus der Formel (2) folgt, dass:

7z R
— 1 L 2|3ax R 1+2,00-]/§7
ST S w8 e R |
7 R 1+2,47-‘/7—”-—
] 27|
oder:
5 (R
S—g‘f(z). | (%)

Dr. E. MELgonian® hat aus sédmtlichen Beobachtungen von
Martin KnUDSEN, unter Verwendung der CHapmaN’schen mitt-
leren freien Weglinge, 4, die Grosse, S, fir jede Beobachtung

1) MarTIN KNUDSEN: The kmetlc Theory of Gases, Methuen & Co., Ltd,,
London, Seite 24, 1934.

2) .E. MELKONIAN: Vgl. W. G. Porraap und R. D. PrResENT: Phys. Rev. Vol.
73, 1948, Seite 762, bezw. Zeichnung, Seite 771 u. 772. Ferner: E. MELKONIAN:
Manhattan Project Report M-1485, 11. Jan., 1945,

Auch bei dieser Gelegenheit mochte ich Dr. MELkoNIAN fir seine Mitteilun-
gen, wie auch fir die Uberlassung der Tabelle I, meinen herzlichen Dank aus-
sprechen.
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berechnet; die hierdurch erhaltenen Werte hat er fiir eine gra-
phische Darstellung des ganzen Materials verwendet und die
wahrscheinlichste, mittlere Kurve gezogen. In dieser Weise kann

die Funktion S = % f (-?) mit % als Abszisse dargestellt werden.

MELKONIAN hat aus dieser graphischen, -ausgeglichenen Kurve
die folgenden, korrespondierenden Werte bestimint:

Tabelle 1.

R 2 R R 2 R R 731 5)

Tos=5i3) | 7 525'7‘(7) 3|53
0-0000 0.667 10 0-642 7.0 1-18
0-0001 665 15 678 10.0 1-44
0-001 658 2:0 717 20.0 2-44
0-01 654 25 -763 50.0 | 5-34
0:05 632 3-0 805 100.0 104
0-10 618 35 ‘853 200.0 20.6
0-20 615 4.0 -903 400.0 39.9
050 .618 5.0 -006
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Dr. MELKONIAN hat mir mitgeteilt, dass fir R/A< 3 alle obser-
vierten Werte weniger als 5°/, von der mittleren Kurve ab-

.weichen; fiir R/A >3 liegen die Beobachtungen viel niher an

der mittleren Kurve. —
Verwenden wir die Werte der Tabelle I fiir eine graphische
Darstellung, gelangt man leicht zu (vgl. Fig. 1, Kurve II):

(5) = 0,310 und T = 0,920-T,,,
A min. '

1, min.

* und ausserdem k, = 1,33 = ca. %, und dementsprechend: ¢/c, =

0,785, also zu Werten, die innerhalb der Messgenauigkeit mit
den Werten von KnNUDSEN iibereinstimmen.

Untersucht man die obenstehenden Mittelwerte von MEL-
KONIAN niher, z. B. mit Hilfe einer graphischen Darstellung,
stellt es sich heraus, dass diese Mittelwerte bei grosseren Werten
von R/2, d. h. in dem Gebiete der laminaren PorsEUILLE-Strémung
mit Gleitungskorrektion, nicht so regelmissig liegen, dass eine
gute Bestimmung des Gleitungskoeffizienten vorgenommen wer-
den kann. Diese Unregelmaissigkeiten hingen wahrscheinlich
damit zusammen, ‘dass -die Knupsen’schen Messreihen, insbe-
sondere bei grisseren Werten von R/, bezw. bei grosserem Mittel-
druck, p, micht gleichwertig sind; man hitte wahrscheinlich in
der Mittelwertbildung, wenn mdglich, den verschiedenen Mess-
reihen verschiedenes -Gewicht beilegen miissen. —

MarTiN KnUDSEN hat selber hierauf hingewiesen (loc. cit.
S. 118 und S. 90) und hervorgehoben, dass die Messungen
mit dem Rohr No. 4 (Biindel aus 24 Rohren) die besten sind;
inshesondere gilt dies fiir die Messungen mit CO,, auch bel
hoherem Mitteldruck, weil die Druckmessungen in diesem
Falle, wegen der kleineren Durchstrémungsgeschwindigkeit von
CO,, mit befriedigender Prizision ausgefithrt werden konnten.
Es erhellt weiter, dass diese Messungen mit dem Rohr No. 4
und die Messungen fir CO; mit dem Rohr Nr. 3 (Linge ca.
12cm, R = ca. 0,01415 ¢cm) gute Ubereinstimmung zeigen, ins-
besondere fiir R/A<C 0,6, so dass angenommen werden darf,

 dass dieses Material gut brauchbar ist. —




10 ‘ Nr. 2

MarTIN KNUDSEN hat auch fir die COy-Messungen mit Rohr
Nr. 4 und Rohr Nr.3 die druckunabhingigen Konstanten in
seiner semi-empirischen Formel durch Ausgleichung nach der
Methode der kleinsten Quadrate bestimmt.

Nach Neuberechnung und Kontrolle des KNubseN’schen Ver-
suchsmaterials mit Rohr Nr. 4, bezw. Rohr Nr. 3, fiir Kohlen-
sdure und mit Hilfe der semi-empirischen Formel und gra-
phischer Darstellungen haben sich mir die in der Tabelle II an-
gegebenen Werte fiir S als die wahrscheinlichsten ergeben (vgl.
Fig. 1, Kurve 1.):

Tabelle II.
R 2 R R 2 R R _2 (E
SO IR 1N I EEE NG ) I R Rt
000 0.6667 0.80 0.6430 §.00 1.330
01 6540 0.90 .6505 . 9.00 1.428
05 .6350 1.00 6590 10.0 1.525
10 .6260 1.50 .7020 20.0 2.506
20 .6205 2.00 .7480 50.0 5.451
30 .6180 3.00 .8430 100.0 10.359
40 .6195 4.00 0.9395 200.0 20.175
-50 .6235 5.00 1.037 400.0 39.810
60 6295 6.00 1.134
70 .6360 7.00 1.232
Hieraus ergibt sich (fiir Rohr Nr. 4):
R
- = 0,310, T, .. =0925-T
*/min, ’

und ausserdem ¢/c, = 0,812 + 0,06, woraus:
k, = 1,378,

withrend man auf diese Weise aus den Werten fir €O, mit dem
Rohr Nr. 3 erhilt:

cifcs = 0,785 und dementsprechend: k, = 1,333 =

OV

In diesen ersten Messungen von MarTiN KNUDSEN waren die
gesiittigten Quecksilberdimpfe im Versuchsapparat leider nicht
entfernt, bezw. ausgefroren, so dass es nicht ganz ausgeschlossen
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erscheint, dass die durchstromende Gasmenge, G, bei den aller-
niedrigsten Weérten von R/A hierdurch beeinflusst worden ist, weil
in diesem Gebiet der Einfluss des geséttigten Quecksilberdampfes
bei der Temperatur des Stromungsrohres — ca. 25° C. — gegen-
iber dem Mitteldruck, p, des reinen Gases, nicht ganz vernach-
lassigt werden kann. Zur Orientierung kann erwihnt werden,
dass der Quecksilberdampfdruck bei 25° C. ca. 0,00181 mm Hg
oder ca.2,4 Bar. betrdgt. Es ist also méglich, dass in einzelnen
Messreihen die gemessenen Werle von T3 in der Nihe der reinen
Molekularstromung, d. h. R/A2 0, zu niedrig ausgefallen sind. Bei
dem Rohr Nr. 4 ist es’aber ausgeschlossen, dass die Lage und die
Grosse des Minimums hierdurch nennenswert beeinflusst worden
sein kénnen, weil der Mitteldruck p von CO, bei dem Minimum

(1—; = 0.31) ca. 0,33 mm Hg oder ca. 450 Bar. betrug.

Die Frage nach dem Einfluss der Quecksilberdimpfe isl
aber sowohl von MarTiN KnuDsENn als auch von W. GaEpE in
gesonderten Experimenten néher untersucht worden.

MarTIN KnUDseEn? wollte in erster Linie untersuchen,
ob die Anwesenheit von Quecksilberdampf® in seinen ersten
Untersuchungen die Lage und die Grésse des Minimums beein-
flusst hatte, wihrend Gaepe® auch in Verbindung mit seinen
Strémungsresultaten fiir einen rechtanguliren Spalt festzustellen

wiinschte, ob der beobachtete Grenzwert, T, fiir %2 0, fiir

kreisférmige, zylindi-ische Rohre, genau mit der theoretischen
Formel von MarTIN KNUDSEN, bezw. von M. von SMoLucHowsKr>
iibereinstimmte.

B

MarTin Knupsen verwendete bel seiner Prizisionsunter-

* suchung (1911) Wasserstoff; die Linge des Strémungsrohres-

war: L = 29,81 em und der Radius R = 9,729.10% ¢m, also

%=0'000653; die Temperatur des Stri)'mungsrohres wurde

durch ein Wasserbad auf 26,25°C gehélten. Das Stréomungs-

rohr war an beiden Enden glatt abgeschnitten, und der Queck-

1) MartTiN KnuDsEn: Ann. d. Phys. 4, 35, S. 389, 1911.

2) WiLLarp J. FiscHER: Phys. Rev. XXXI, No. 5, S. 586, 1910.
3) w. Garpe: Ann. d. Phys. 4, 41, S. 289, 1913. ’
4 M. von Smorucsowskl: Ann. d. Phys. 33, S. 1559, 1910.
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silberdampf und andere eventuelle Dimpfe im Apparat wurden
wihrend der Messungen, deren jede ca. 48 Stunden dauerte, auf
einwandfreie Weise durch fliissige Luft ausgefroren.

Die Resultate sind in der Tabelle III wiedergegeben:

Tabelle III.

1
= R
2 (Pt Pa) 7 Tl, beob. Tl, berech.
— f (Bar.)
0 0 0-01160* 0-01148
32.26 0.0323 0-01152 001134
133.5 0.105 0-01117 0-01124 7
0.322 0:01080* 0-01094 ~ Min.
520.2 0.402 0-01099 0:01095
970,2 0.750 0-01127 0-01123
Die mit * versehenen Werte sind interpoliert.

In Kolonne 1 ist der mittlere Druck p angegeben; in Kolonne 2
das Verhiltnis R/A, und in den Kolonnen 3 und 4 die beobachteten
und berechneten Werte nach der Knupsen’schen semi-empi-
rischen Formel (2). In der Kolonne 3 sind ferner die graphisch
interpolierten Werte fiir R/A = 0 und R/A = 0,322 angegeben. Es
erhellt hieraus, dass die Lage und die Grésse des Minimums
bestimmt sind durch:

=0,935-T

(R) == O 322 und T 1,0°

y 1, min.
also in befriedigender Ubereinstimmung mit den fritherem Beob-
achtungsresultaten bei den Messreihen, worin der Quecksﬂber-
dampf nicht ausgefroren war.

In Verbindung mit den Resultaten, die sich W. GAEDE aus
seinen Strémungsuntersuchungen mit einem kurzen, rechtangu-
liren Spalt ergeben hatten, schien es ihm zweifelhaft, ob ein kon-
stanter, oberer Grenzwert fur R/A = 0 vorhanden sei, und er hieltes
fir moglich, dass die Konstanz der Werte von T, bei den niedrigsten
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Drucken in den KNUDSEN’schen Beobachtungsreihen vielleicht

_der Anwesenheit von Quecksilberdampf oder anderen Dampfen

zugeschrieben werden miisse.

Gaepe hat darum die Strémungsversuche KNUDSEN’s mit
kreisformigen, zylindrischen Rohren fiir R/A 2 0 und unter Ver-
wendung von sehr reinem Wasserstoff und Stickstoff wiederholt und
auf diese Messungen, bezw. auf das Ausfrieren des Quecksilber-
dampfes, auf die Herstellung eines konstanten und sehr hohen
Vacuums, auf die Messung der niedrigsten Drucke u.s.w. alle
Sorgfalt und Prazision verwendet.

Die Stromungskapillare hatte eine Linge, L, von 5,67 cm und .
einen Radius, R, von 0,02064 cm im Mittel, also 2 R/L = ca. 0,0073.
Die konischen Erweiterungen an den Enden der Kapillare
wurden genau ausgemessen; sie erhéhten den Strémungswider-
stand der Kapillare um 3 °/,, so dass die beobachteten Werte
von 7T; um 39, erhtht werden miissen, um einen Vergleich
mit der Knupsen’schen Formel fiir Rj/A = 0 zu ermoglichen. Die
Temperatur, ¢, der, Rohrwand war in den Versuchen mit Wasser-
stoff, 18° C., und in den Versuchen mit Stickstoff, 16° C. Die

_ Resultate von GAEDkE sind in der Tabelle IV wiedergegeben.

Tabelle 1V.

H,, (pA), = 12,19, (- 18°C. Ny, (ph), = 6,25, f=16°C.

p Z ' P p R
m.m. Hg.| Bar. | R/A T o He| Bae. 7 I
0-007 9,31 0'01580 0-538 [0-008 10,64 | 0°0350 | 0-1431
‘003 4,00 | 00676 543 006 - 8,00 0264 *1438
001 1,33 00225 546 003 4,00 ‘0132 -1473

0009 1,20 | -00203 554 +0023 3,06 | -0101 1484
0008 1,06 00179 555 -0012 1,60 | -0053 <1497
-0007 0,93 | -00157 552 *0006 0,80 | -0026 1511
‘00055 | 0,73 100124 546 00046 0,60 |- 0020 1498
00050 |. 0,67 | -00113 -550 +00034 0,45 | -0015 1516
‘00040 | 0,53 -00090 -551 -00025 0,33 | -0011 1511
00028 | 0,37 -00063 56561 '
00026 | 0,35 -00059 -554
00023 | 0,31 -00052 547
-00019 | 0,25 00042 -551
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Hieraus ergibt sich fir R/A = 0:
Fiir H, (Wasserstoff): T, (beob.) = 0'551 -+ 3 %/, = 0,568,

wihrend man aus der KNupsen’schen Formel fiir die reine

Molekularstréomung:

— 1 R?
T1,0———§l/2’f{'——— e

Ve L

T, (ber.) = 0,5684.

erhalt:

Fiir N, (Stickstoff) ergibt sich auf dieselbe Weise:

Typ (beob.) = 0,1508 + 3 9y = 0,1553,
wahrend :
Ty, (ber.) = 0,1520.

Aus dieser Untersuchung erhellt, dass die bei den niedrigsten
Werten von R/ beobachteten Werte von Ty, konstant sind,
und dass die beobachteten und berechneten Werte befriedigend
ithereinstimmen.

Nach Auswertung erhalten wir aus der Tabelle IV die fol-
genden Werte:

Tabelle V.
RM ) T1,o ' T1/ Tl,o
H, N,
0:000 1:000 1-000
0:010 0-982 0-983 .
0:015 0-972 0-975
0-025 0-958
0-035 0-944

In Verbindung mit der theoretischen Berechnung dieser
Werte werde ich spéter auf diese Tabelle zuriickkommen. —

Der theoretische Wert von T;,, d.h. die durchstromende
Menge in der reinen Molekularstrémung, fiir welche R/A =0 ge-
setzt werden kann, ist abhingig von dem Zuriickwerfungsgesetz
der Molekiile an der festen Wand. Unter Voraussetzung der
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absoluten Giltigkeit des Cosinusgesetzes hat MarTiN KNUDSEN
den theoretischen Ausdruck:
3
T,, = %Vﬂi_zi fiir R =0,
T3 e A
abgeleitet.

Setzt man aber in Ubereinstimmung mit Maxwerr? voraus,
dass ein Teil, f, der gegen die Wand stossenden Molekiile nach
dem Cosinusgesetz von der Wand zurickgeworfen wird, und der
tibrighleibende Teil (1—f) spiegelnd von der Wand zuriickge-
worfen wird, erhalt man:

— — o4 3
roo2f g 2= 4y 1R

L A A

Wire z. B. der Wert von (1—f) = 0,02, so hitie sich als
beobachteter Wert fiir H, in der Knubsen’schen Prizisionsunter-
suchung ca.0,0120 anstatt 0,0115 fiir B/A =0 ergeben missen und
in dem GaepE’schen Versuch als 7, = 0,591 anstatt T ; = 0,568;
eine so grosse Abweichung in den Beobachtungen darf aber als
ausgeschlossen betrachtet werden.

~ Indieser Verbindung kann vollstédndigkecitshalber auch erwithnt
werden, dass es mach den theoretischen Untersuchungen wvon
W.Gaepe?, P. EpsTEIN und P. Crausing® zu erwarten ist, dass das
Cosinusgesetz fiir die Zurtickwerfung der Molekiile von der Wand
gelten muss in einem Raum, worin Temperatur- und Druckgleich-
gewicht herrschen; es kann dann auch angenommen werden, dass
das Cosinusgesetz, jedenfalls mit grosser Anndherung, glltig ist
in einem durch ein Rohr stationir strémenden Gas, worin nur ein

kleiner Druckgradient vorhanden ist, d. h. wenn Bliﬂ . 1—+ 0.

Am Ende dieser Ubersicht iiber das vorliegende experimen-
telle Material kann vollstindigkeitshalber noch erwihnt werden,
dass Hrrosmi. Apzumr® 1939 eine orientierende Untersuchung

1) Vgl z. B.: EarLE H. Kexnarp: Kinetic Theory of Gases: S.306, New York,
1938, und: LEonaRD B. LoEB: The kinetic Theory of Gases: S. 325, New York,
1934,

2) W. GAEpE: Ann. d. Phys. 4, 41, S. 331, 1913.

3) P. EpsteIN: Phys. Rev. 23, S.710, 1924.

4) P. CravusiNGg: Ann. d. Phys. 4, S. 533, 1930.

5) Hirosur Apzumi: Bulletin of the Chem. Soc. of Japan: Vol. 14, S. 343, 1939.
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iiber das Durchstrémen von Wasserstoff durch Metallkapillare
durchgefiihrt hat, hauptsidchlich bei niedrigen Drucken.

Apzuwmr verwendete Kapillare von Silber, Aluminium, Kupfer
und Eisen. Aus diesen Versuchen, die nur als orientierende
Experimente betrachtet werden koénnen, weil die Quecksilber-
ddmpfe nicht ausgefroren waren und weil die Messgenauigkeit
nicht sehr gross war, geht hervor, dass kein prinzipieller Unter-
schied zwischen den Resultaten mit Glas- und Metall-kapillaren
besteht; dies wire auch nicht zu erwarten. Untenstebend sind
die von mir, nach graphischer Ausgleichung der Versuchsergeb-
nisse von Apzumi, gefundenen Resultate wiedergegeben:

1° Silberkapillare; L = 7,70 em, R = 0,027 c¢m,

(5) = 0,31, T, . = 0,98-T,,
A min. ’

2° Aluminiumkapillare; L = 5,40 cm, R = 0,029 cm,
R . .
(I) =081, Ty = 0,92 T,
min.
3° Kupferkapillare; L = 9,80 cm, R = 0,030 cm,

(5) =032, T = 0,905 T,
min,

1 1, min.

4° Eisenkapillare; L = 9,96 cm, R = 0,029 cm,

(5) =032, T = 0,870 -T,,.
Tmin. ’

yl 1, min.
4

Die Temperatur des Stromungsrohres war in diesen Ver-
suchen, worin Wasserstoff verwendet wurde: # = 15,5° C.

Hieraus erhellt, dass die Lage des Minimums, bezw. der
Wert von: (R/A) ., mit dem Resultat der KNupsEN’schen Mes-
sungen Ubereinstimmt; dies gilt auch der Grossenordnung nach
fiir die Grésse des Minimums, weil die Genauigkeit dieser Mes-
sungen von ApzuMmI nur auf 5 a 10 %/, geschitzt werden darf.

Von den theoretischen Arbeiten tiber die Molekularstrémung
der Gase muss ausser den i#lteren Arbeiten” von MarriN KNUD-

1) Vgl. u. a.; J. H. A. Ter HerrpT, Dissertatie, Utrecht, 1923.
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sEN und M. voN SmorucHowskr iiber die reine Molekularst:6mung
insbesondere die spétere interessante Arbeit von W. G. PoLLarD
und R. D. Present? erwihnt werden.

PoLLarRp und PReSENT (im folgenden zitiert als P. und P.)
lenken die Aufmerksamkeit darauf, dass die reine Molekular-
strémung als die untere Grenze, d. h. der Grenzwert fiir R/A = 0,
einer Diffusionsstromung in einem Kapillarrohr aufgefasst
werden muss; sie nennen diese Diffusionserscheinung »Wand-
diffusion«.

Ausgehend von diesem Wanddiffusionszustand berechnen sie
den Einfluss der gegenseitigen Zusammenstosse der Molekiile auf
die Molekularstromung und erhalten hierdurch den Ausdruck
fiir die von mir in dieser Abhandlung genannte Druckdiffusions-
stromung (CHaPMaN), bezw. fiir reine Gase Selbstdiffusions-
strémung. '

Sie gewinnen auf diese Weise eine theoretische Formel fiir die
Variation dieser Stromung durch ein Kapillarrohr mit dem Druck
P des Gases, bezw. fiir die Variation des Selbstdiffusionskoeffi-
zienten, Dy; ,, mit dem Wert von R/A. Um numerische Werte zu
erhalten, sind die Werte der in der Formel vorkommenden be-
stimmten Integralen' durch numerische Integration fiir mehrere

R . .
Werte von 7 berechnet, wodurch die theoretische Kurve (D11, p>

'R/) gezeichnet werden konnte (Fig. 2, Seite 771, Abh. P. und P.).

Es erhellt hieraus, dass diese Kurve anniherungsweise mit

‘der laut P. und P. von C. H. BOSANQUETQ') angegebenen Inter-

polationsformel fiir-Dy; , in einem Kapillarrohr:

1 1 1 .
= - -+ , tUbereinstimmt.
Dll,p D11,0 Dll,p—>w

Ausserdem untersuchten P. und P. den Einfluss der endlichen
Lange, L, des Stromungsrohres auf den Diffusionskoeffizienten,
Dn,p_w, also in dem Zustande, charakterisiert durch:

R LKA, wo A— oo,

P. und P. haben aber nicht damit gerechnet, dass die von
gegenseitigen Zusammenstéssen kommenden Molekiile im In-

1) W. G. Porrarp und R. D.Prusent. Phys. Rev., Vol. 73, 8. 762, 1948,

2) Vgl. P. und P. loc. cit., Seite 770 (C. H. BosaNqueT: British T. A. Report
BR — 507,: September 27, 1944).

Dan. Mat. Fys. Medd, 28, no.2. 2
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neren des Rohres eine gemeinschaftliche Massengeschwindigkeit

(zusétzliche Geschwindigkeit), v,, in der Richtung des Druck- .

gradienten erhalten haben, wodurch die von mir in dieser Arbeit
genannte »Gleitungsstromung« entsteht.

Im Laufe dieser Arbeit werde ich mehrmals auf die Unter-
suchung von P. und P. zuriickkommen und die Resultate von P.
und P. mit einigen der von mir erhaltenen Resultate vergleichen,
insoweit diese miteinander vergleichbar sind. —

§ 2. Wie bekannt, geht bei grosseren Werten von R/A, bezw.
A/R— 0, die Molekularstromung von KNUDSEN in einem langen
Kapillarrohr in die hydrodynamische, laminare Strémung von
PorseuiLLE iiber; fiir diesen Grenzfall wird, wenn die Stro-
mungsgeschwindigkeit des Gases an der Rohrenwand, v,, gleich
Null gesetzt wird, die pro Sekunde durchstrémende Gasmenge
bestimmt durch die Formel:

. ) T 40 R _
(I(Pf‘Pz) = 0 T, oo(Pl_Pz) = g'?f"l—lp(}’l““pz)- (4)

Ausgehend von dem obengenannten Grenzzustand, bezw.
R/%.— oc, muss diese Formel fiir G, wenn der Wert von R/A kleiner
wird, nach den Untersuchungen von Kunpt und Warsurc? fiir
die Gleitung des stromenden Gases an der festen Rohrwand korri-
giert werden, d. h. in diesem Falle darf in der Ableitung der For-
mel (4) fir & die Strémungsgeschwindigkeit des Gases an der Wand
und parallel mit dieser, v,, nicht mehr vernachlassigt werden.

Nach KunpT und WarBURG kann in diesem Zustande fir die
Geschwindigkeit, v,, angenommen werden: '

dv dv )
O C . (E;)—>Wand: C . (a;)rgR (5)

(dv/dr), > i ist der Geschwindigkeitsgradient des Gases an der
festen Wand in der Richtung der Normale dieser Wand ; (dv[dr), s g
muss dicht an der Wand, aber im vollen Gase genommen
werden, d. h. dort, wo der Geschwindigkeitsgradient nicht mehr
durch die an der Wand zuriickgeworfenen Molekiile beein-
flusst ist, also an der Stelle, wo (dv/dr),» g von dem Zuriickwer-

1) A. Kunpr und E. WArBURG: Pogg. Ann., Bd. 155, S. 337 und 525, 1875.
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fungsgesetz der Molekille an der Wand unabhingig geworden
ist; dies wird in einem Abstande von der Wand, der einigen
freien Weglidngen des (Gases entspricht, der Fall sein.

Diese Gleitungsgeschwindigkeit, v, , muss also aufgefasst
werden als eine iiber den Querschnilt konstante Massengeschwin-
digkeit oder »zusétzliche Geschwindigkeit« von allen Molekiilen
im Robre; die Richtung dieser zusitzlichen Geschwindigkeil,
v,, und des Konzentrationsgradienten im Gase ist dieselbe, und
also fiir ein zirkulares Rohr die Richtung der Achse.

Der Koeffizient, £, wird der Gleitungskoeffizient genannt, und
hierfiir ist von Kunpr und WarBUuRe experimentell gefunden:

{ ===k},

[y

wo p der Druck ist; k ist eine Konstante in dem Gebiet: R/A—> co.

Aus den KnupseEn’schen Messungen mit Kapillarrohren von
sehr verschiedenen Dimensionen erhellt, dass der Wert von
k von dem Radius des Kapillarrohres, bezw. von der Kriimmung
-der festen Wand, unabhéngig ist, so dass angenommen werden
darf, — jedenfalls in erster Anniherung —, dass der hieraus be-
stimmte, experimentelle Wert von k& auch fiir eine plane Ober-
fliche Giiltigkeit hat.™ :

Die gaskinetische Theorie der Gleitung ist im MaxwELL’schen
Zustand der Gase mathematisch sehr kompliziert, und bis jetzt
besteht hierfiir nur die angendherte Theorie von MaXWELL;
diese ist spiter von R. A. MiLLikan® auf sehr einfache und iiber-
sichiliche Weise dargestellt worden. Diese Theorie von MAXWELL
ist aber nur eine angeniherte, und solange das Gesetz der Ge-
schwindigkeitsverteilung der Molekiile in den an die feste Wand
grenzenden Gasschichten nicht hinreichend bekannt ist, wird es
kaum mdglich sein, eine exakte und einwandfreie Theorie fiir
die Gleitung aufzustellen?; es ist aber einfach zu beweisen, dass
in dem MaxwEeLL’schen Zustande der Gase jedenfalls £ < 2 sein
muss, wenn das Cosinusgesetz fiir die Zuriickwerfung der Mole-
kille an der Wand Giiltigkeit hat.

Dass k von dem Zuriickwerfungsgesetz der Molekiile an der

1) R. A. MizLikaN: Phys. Rev. 21, S. 217, 1923.
2) H. A. Kramens: 11 Nuovo Cimento: Vol. VI, Ser. IX, S. 297, 1949.

2*
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Wand abhingig ist, hat bereits MaxweELL dargetan und er hat,
ausgehend von teilweiser Zuriickwerfung nach dem Cosinusgesetz
und teilweiser, spiegelnder Zurlickwerfung, nach seiner oben-
erwihnten Theorie abgeleitet:?

2—fy1/m 7
f 2 pVie
und also, wenn das Cosinusgesetz absolute Giltigkeit hat, d. h:

f=1:

2—f ,

f Chapman.

2]

{ =g oder k=1 -—

Zieht man in Betracht, dass das Cosinusgesetz fiir die Zuriick-
werfung der Molekiile an einer festen Wand in der reinen
Molekularstrémung, praktisch gesprochen, absolute Giiltigkeit
-besitzt, besteht keine Veranlassung anzunehmen, dass in dem
Maxwery’schen Zustande der Gase fir dieselbe Wand ein anderes
Zurickwerfungsgesetz, z. B. teilweise spiegelnde Zuriickwerfung,
giiltig sein sollte, weil der kinetische Zustand an der festen
Wand — auch im MaxweLL’schen Zustande der Gase — inner-
halb eines Abstandes von der Wand, entsprechend der mittleren
freien Weglinge, 4, ganz analog und vergleichbar ist mit dem
Zustand an der Wand in der reinen Molekularstromung.

Frgibt sich also im Maxwerr’schen Zustande fiir k experi-
mentell ein Wert von k& > 1, darf hieraus nicht abgeleitet werden,
dass ein Teil der Molekiile spiegelnd zurickgeworfen wird?®;
dies ist sicher nicht erlaubt, solange eine einwandfreie Theorie
der Gleitung in dem Gebiet R/A - co noch nicht vorliegt. MAXWELL
selber hat darauf bereits aufmerksam gemacht.

In dieser Verbindung kann die Arbeit von W.P.J. Lignac®
erwihnt werden. Lienac hat u. a. eine Ubersicht iiber alle be-
kannten Messungen und Bestimmungen von k gegeben und dies
Material kritisch bearbeitet; ich werde spéter hierauf in Ver-
bindung milt den Bestimmungen von k nach der kapillaren
Durchstromungsmethode niher zuriickkommen, weil -diese Me-
thode scheinbar im Mittel gréssere Werte fiir & ergibt als die

1) Vgl. Earre H. Kexnarp: loc. cit., pag. 296.

2) Vgl. EarLe H. KENNARD: loc. cit., pag. 299.
3) 'W.P.J. LigNac: Dissertatie, Leiden, 1949.
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anderen zur Bestimmung der Gleitung benutzten Methoden, wie
z. B. die Ablenkungsmethoden der rotierenden Scheibe oder des
rotierenden Aussenzylinders, die Methode der schwingenden
Scheibe u. s, w. ‘

Lignac hat aus dem gesamten Material fir den Wert von
k nach allen Methoden: k > 1, gefunden.

Aus dem von ihm veréffentlichen ‘Material scheint weiter her-
vorzugehen, dass im Mittel: % = ca. 1.20; die Bestimmungen

von k nach der Durchstromungsmethode ergeben aber im All-
gemeinen: Lk = ca. %

Wir kénnen also vorliufig am besten fir den Zustand:
R/2A— o0, den Ausdruck: ‘

e (e
me 8o ()

r=R

- verwenden, mit dem Zahlenwert von k,, der aus der Beobach-

tungsreihe hervorgeht. — .
' Wenn wir den Einfluss der Gleitungsgeschwindigkeit, v,, auf
die Formel von PoiseuiLLE berechnen wollen, kénnen wir ein

Raumelement 2 zr di-nr? (vgl. Fig. 2) im Rohre mit Radius, R,
und Linge, L, betrachten. Ist der Zustand stationér, erhalten-

RN Y- S

rr——————~:-p ———————— J’————Achse

wir, weil die Krifte in der Richtung der Achse in diesem Falle
im Gleichgewicht sein miissen, die folgende Gleichgewichtsbe-
dingung:

dp N dv
dl dl = 27’121'61’1'77:1;’

ar?

.. dp .
woraus, weil ¥l als eine Konstante angesehen werden kann,
d

= —2—77 i oder nach Integration:
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1 d
v =g, (=) +20R- G

1 - d, T 2 dN .
Da nE§N1nQA und Fll) = ng.Q e wird :
R?—?
I)—_—-Up—{—l)w—‘ln6 Qm—}—k *RQ m

Die Stromungsgeschwindigkeit, v, des (Gases im Rohre be-
steht also aus zwei Gliedern; das erste Glied, v, , ist die Geschwin-
digkeit, herrithrend von der hydrodynamischen, laminaren Stro-
mung, und also:

x R*—r® - dN
T 16" A Ndl

»  woraus sich

fir r = R, v, g =0", und fiir r =0 (Achse des Rohres),
2

v _ o RBnpdV 1R dp , ergibt, wihrend die mittlere Ge-

prAchse 16 2 " Ndl  4n dl’

schwindigkeit iiber den Querschnitt, = R?, wird:

Das zweite Glied, v,, ist die Gleitungsgeschwindigkeit der
Molekiile im Rohr:
dN
D, = ]CZ' R.Q m ‘

Nach Einfiihrung des experimentellen Wertes von k, = ca.

g:
ergibt sich:

RO .- dN __ T eg dN
d — 6

Re-qar

<
||
oo!tl

Aus dem Wert von v erhilt man fir G den bekanntep Aus-
druck:

1) Da vp = 0 fiir r = R (Wand des Rohres), erhellt 11ierau§, dass__die hydro-
dynamische Strémung sich auch mit dem Cosinusgesetz fiir die Zuriickwerfung
der Molekiile an der festen Wand vertrdgt. —

3 dl |64
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| | R .
v()
.bezw.
G(py—py) = 2EmD- RadNFE Ry 3y ]

4
oder, wenn k, = —

45—, — R® 3% R
G(pﬁpz)=5V2ﬂV19-f(p1—p2)[£-3+ﬂ-

§ 3. Bei niiherer Betrachtung von G sehen wir aber, dass
diese zweigliedrige Formel noch nicht vollstindig ist, weil in
diesem Ausdruck fiir die Strémung von PorsEuiLLE mit Glei-
tungskorrektion noch ein Glied fehlt, nimlich ein Glied, her-
riithrend von der Selbstdiffusion in dem laminar strémenden Gase

dN
s d

Dies Glied ist bei grosseren Werten von R[4, verglichen mit den

zwel anderen Ghedeln zahlenmissig ohne wesentliche Bedeutung;

zufolge des Konzentrationsgradienten

_ bei kleineren Werten von R/i gewinnt aber diese Selbstdiffusions-

stromung iiberwiegende Bedeutung und geht fiir R/A = 0 in die
reine Molekularstromung von MaARTIN KNUDSEN iiber. Wir wer-
den darum dies Glied nidher untersuchen.

Betrachten wir ein reines Gas in dem MaxwEgLL’schen Zu-
stande, mit konstanter Temperatur und mit einem Dichtheits- oder
Konzentrationsgradienten, dN/dl, bezw. einem Druckgradienten,
dp/dl, und nehmen wir an, dass dieser Druckgradient keine Tur-
bulenzstrémungen in dem Gase veranlasst, muss eine stationire
Diffusion in der Richtung des Druckgradienten, bezw. Konzen-
trationsgradienten, von statten gehen. Eine Berechnung nach der
einfachen kinetischen Theorie — ausgehend von der Annahme,
dass die Molekiile als harte, elastische Kugeln aufgefasst werden
konnen — ergibt fiir ein reines Gas in dem stationiren Zustand,
dass die durch ein Flichenelement, dS, senkrecht zur Richtung
des Konzentrationsgradienten, dN/dl, diffundierende Gasmenge in
dem MaxwerLL’schen Zustande des Gases wird:
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1,.. dN dN
‘?;.QAECIS:THDH’W dl dS

wo Dy, den Selbstdiffusionskoeffizienten des reinen Gases in
dem MaxweLL’schen Zustande des Gases darstellt.

In einem reinen, ruhenden Gase im MaxweLL'schen Zustande
ist dieser theoretische Diflusionszustand selbstverstindlich nicht
mdoglich, bezw. stabil, aber anders wird es, wenn man es mit einem
laminar stromenden Gase zu tun hat.

In diesem Falle, z. B. in der Strémung von PoiseviLLe, hat
man in jeder zirkularzylindrischen, stromenden Lamelle, 2 wrdr- L,
einen Konzentrationsgradienten, dN/dl, und in jeder Lamelle muss
also, solange keine Turbulenz entsteht und die laminare Strémung
zerstort, eine Druckdiffusion von statten gehen, so dass unab-
hiangig von der hydrodynamischen Strémung und der Gleitungs-
stromung ausserdem eine Diffusionsstrémung stattfindet.

Ist das stromende Gas ein reines, unvermischtes Gas, wird diese
Diffusion eine Selbstdiffusion.

Wir koénnen annehmen, dass diese drei Strémungen, d. h.
die hydrodynamische Stromung, die Gleitungsstréomung und die
Diffusionsstromung, einander nicht beeinflussen, so dass der voll-
stindige Ausdruck fiir die totale, stationare Strémung — in dem
Zustande: R/A— oo, d. h. in dem MaxweLL’schen Zustande des
" Gases, — durch Superposition der drei einzelnen Strémungen ge-
funden wird und also:

nd
- ny+dS Molekiile,

mung absehen kénnen, vgl. Fig. 3:

1
|
1
1
!
i
|
1
1

ds — ds :—ﬂ-.N}gScosﬂdcoe_zdr
= G(p,— Pz)_—ﬂQRg l [zz R+37z ]_5—111-]311,1,-%-%1?2‘
oder: VPR . ds = dS-ﬁ-NZQScosﬂdwe—zdr,
G = G(p,—p,) = —m.QRgf [GZ —i+£.IC2+Q_Rj|, (6)
et ;i~>00 wnd D, | =-1§Q‘1, Nl—NO—F%-rcosG und N?=NO—%[ reosf.

Der besseren Ubersicht wegen werden wir zuerst den obener-

wihnten Wert des Selbstdiffusionskoeffizienten nach der ein-
fachen kinetischen Theorie ableiten, indem wir von einem reinen
Gase in dem Zustande: R/A— oo, z. B. einem laminar strémenden

[ieraus erhilt man:

r

L aN g-Scoszﬂdwe Ay

(n,—ny)dS = dS-E-2 2

nd, weil do = sin § d6 de:

n.-dS Molekiile, die von rechts kommen (Gruppe 1)

die von links kommen (Gruppé ).

25

Gase mit einem Komnzentrationsgradienten, dN/dl, ausgehen. Durch
eii Flichenelement, d S, senkrecht zu dem Konzentrationsgradien-
en, werden per Sek., der Druckdiffusion wegen, gehen:

= Wir erhalten leicht, da wir von der konstanten Massenstré-
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amg 7 » o r
1 .. .dN { r —7 [r
(n,—n)dS =dS-— 01— - 5 Qcoszﬂsmﬂdﬁg— ;“d(~) l
r l
27 o o 02. A
1., dN
= dS g.Ql al

In derselben Weise lisst sich auch die in der Zeiteinheit von
einem Rohrstiick, 27 Rdl, empfangene Bewegungsgrisse, herriih-
rend von der Diffusionsstrémung, leicht berechnen; diese Be-
wegungsgrosse in der Richtung des Dichtheitsgradienten wird in
dem stationiren Zustande:

1

M= M- 2zRdl = ;m m? 15 2R dl.

Bei dieser einfachen Berechnung stellt es sich also heraus,

dass Dy , = 1 O3, geltend fir den MaxwerL’schen Zustand
des Gases.

Die exakten Berechnungen fiir den MaxwEeLL'schen Zustand
der Gase von D. Exskoc und S. Cuapman® ergeben aber fiir den
Fall, dass die Molekiile kugelsymmetrisch sind und einander nach

1
dem Gesetz: —5, abstossen, dass:
r

D, , =1543-1=0,772.2%.
’ @

Sind aber die Molekiile als harte, elastische Kugeln aufzu-
fassen, ergibt sich:

%Nmﬂl
= 1,20 ——— = 0,60 - 0i.
Nm

D

11, =

U‘IC?-’
fbls

Es ist einfach zu sehen, dass diese Lésung die r1cht1ge dar-
stellt, weil es bekannt ist?, dass die gegenseitige Diffusion der
Molekiile der zwei durch dS strémenden Gruppen, I und II, un-
abhingig ist von den gegenseitigen Zusammenstéssen der Mole-
kiile in der Gruppe I bezw. in der Gruppe II. Lassen wir. die

1) Vgl. EarLe H. KennarDp, loc. cit., pag. 195.
2 Vgl. Earie H. KENNARD, loc. cit., pag. 191.
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gegenseitigen Zusammenstésse der Molekiile der Gruppe I, bezw.
der Gruppe II, ausser Betracht, dann sind nur die Zusam-
menstosse zwischen den Molekiilen der Gruppe I und den Mole-
killen der Gruppe II. von Bedeutung; in diesem Falle erhilt
man, wie friher von mir abgeleitet1):

m- (=) dS = dS-m-g DA% - L
1
wo S; = ca. 0,66®, woraus: .
D .= g-Q/l §1d h.
- Dy = ca. 0,59504-—

Einfachheitshalber werden wir aber in den folgenden ange-
naherten Berechnungen iiber die Abhingigkeit der einzelnen

Glieder der Formel (6) von R/A in dem ganzen Gebiet: 0 §1;§oo,
‘die Formel (7), d. h. Dy, , =

3 Q2 , verwenden. —

Wir werden nun zuerst fiir die laminare Strémung, wenn
R[A—> oo, die-einzelnen Glieder der vollstindigen Formel (6):

dN[3x R z
dlEZTF

G =Gy+G+ 6, ="mQ-R
wo G (py—ps) = G’, niher betrachten und iiberlegen, wie diese
Glieder sich in dem Gebiet, 0 < % < oo, mit B/A indern, um

hierdurch eine Anniherungsformel zu erhalten, die mit der semi-

empirischen Formel von MartiN Knupsen vergleichbar ist.

. . . , dN
a) Das Diffusionsglied: G; = aR*-mDy, ,- = wird fiir

——>0C:
A..

1) SorrUus WEBER: D. Kgl. Danske Vid. Selskab; Mat.-fys. Medd. XXIV,
No. 4, pag. 50, 1947.

2) W.P.J. LicNac: Dissertatie, Leiden, S.22, 1949. In dieser Arbeit wird
fir den Mittelwert von S1 angegeben:

173
Sy=Sppy = [\2—1} 0,56.
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. 27 3N 4 1

G, =5 ml-R—p-o0 wenn Dy =301, bezw.
1 .1 o

Dll,c-o = 59'11'5’ weil 11 =p}__

Fiir kleine Werte von R/A ist der Rohrdurchmesser, 2 R, gegen-
iiber A nicht mehr gross, so dass wir nach den Uberlegungen von
MartTin Knupsen? iiber den Einfluss der festen Wand auf den
Wert von A diesen anndhernd durch:

A= A 7
14 SR
ersetzen miissen.
Wir erhalten hieraus:
1 1
Dy,p= 304 2
14 ﬁ
und also: .
, AN 2m dN 1
Gy = RRZ‘InDu,p’—aT = —;mQ-Rg-—gI—-—-————l YT (8)

Der Wert dieses Ausdrucks fiir R/A =0 ist aber der von MARTIN
KnupseN auf direkte Weise abgeleitete Wert fiir die durchstro-
mende Gasmenge in der reinen Molekularstrémung?.

Ob der Ausdruck von Dj; ,, der in Ubereinstimmung ist
mit der Druckabhéingigkeit der inneren Reibung und der Wérme-
leitfahigkeit der Gase, befriedigende Resultate in dem ganzen

. R . .
Druckgebiet: 0= Ié oo, ergeben wird, kann man a priori

nicht wissen, auch weil experimentelle Beobachtungen uber die
Variation des allgemeinen Diffusionskoeffizienten, D, , , mit dem
Druck p immer noch fehlen. Es wird sich aber spéter heraus-
stellen, dass in dem Gebiet: RfA == 0, die Variation von Dy , nur
anniherungsweise durch diese Formel befriedigend wiederge-
geben werden kann (vgl. Seite 106). .

1) Martin Knupsen: Ann. d. Phys. 31, 5. 222, 1910.
2) MarTiN Knupsen: Ann. d. Phys. 28, S.111, 1909. Dieser, in jeder Hin-

sicht einwandfrei abgeleitete, Wert wurde durch Addition der einzelnen durch den.

Querschnitt stromenden Molekiile berechnet.
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Da wir aus den experimentellen Untersuchungen von MaRTIN

ExupseEN und W. Gaepe wissen, dass der theoretische Wert fir

E=0:

A R 270 - . . dN 4 = —
Gl’o:*3—1119'1{3-(?:-5;1/275.‘/1@'}{3'31—[:&’

in vollstindiger Ubereinstimmung mit dem experimentellen Wert

fir: R/A==0, ist, kénnen wir hieraus schliessen, dass fiir %{ =0,
sowohl:

Gz =0, als auch: Gyo=0.

Die Formel:

D, ,= <01
2R

kann fiir kreisformige, zylindrische Rohre auch geschrieben
werden: '

1 1 1
D _D+

i, p 11,0 Dll , @

g (9

so dass wir fir Dy, , einen Ausdruck erhalten, der ganz analog
ist mit der von mir angegebenen und untersuchten Formel
fiir die Druckabhiingigkeit des Warmeverlustes von einer planen
Oberfliche:

Hierin bezeichnen, wenn T; — T, = 1° C:

9p ! den Wirmeverlust pro Sek. und cm? bei dem Druck p,

qp ¢ den Wirmeverlust pro Sek. und cm? in dem molek. Zust.

q,: den Wiirmeverlust pro Sek. und em? in dem MaxweLL’schen
Zustand.

Die obenstehende Formel (9) fiir Dy, ist auch bei PoLrarp
und PrEsENT® in Verbindung mit theoretischen Betrachtungen

~von Bosanguer erwahnt; vgl. S. 17.

1) Sopuus WEBER: D. Kgl. Danske Vid. Selsk., Mat.-fys. Medd. X1X, No. 11,
S. 6, 1942,

2) W. G. PorLarp und R. D. Present: Phys. Rev., Vol. 73, 8. 770, 1948,
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b) Wir werden nun das Gleitungsglied G, betrachten; dies
Gleitungsglied ist im MaxwEeLL’schen Zustande, R/A— oo, aufzu-
fassen als davon herrithrend, dass alle Molekiile im Rohre eine
gemeinschaftliche, konstante Geschwindigkeif, v, (zusitzliche
Geschwindigkeit) in der Richtung der Achse besitzen; diese
Gleitungsgeschwindigkeit ist in dem Zustand, R/ oc:

a

Tt
Uy = 02:k2~§RQ-Ndlx ,

wo sich fir I—;»oc, experimentell ergeben hat: k; = ca. % Die

durchstromende Gasmenge der Gleitung wegen wird also fir

Wenn das Cosinusgesetz giiltig ist, und dies erhellt aus der
Ubereinstimmung zwischen dem experimentellen und theore-
tischen Wert der reinen Molekularstromung, wissen wir, dass die
an der Wand zuriickgeworfenen Molekiile im Mittel keine ge-
meinschaftliche Geschwindigkeit (zusitzliche Geschwindigkeit)
in der Richtung der Achse besitzen, so dass nur die Molekiile,
die von gegenseitigen Zusammenstdssen mit anderen Molekiilen
kommen, eine Gleitungsgeschwindigkeit besitzen kénnen. Der
Einfluss der Wand auf den Ausdruck fiir G, kann also annihe-
rungsweise auf Grund folgender Betrachtung abgeleitet werden:

Betrachten wir eine Léngeneinheit- des Rohres, wird - die
Wandoberfliche 2 = R und das Volumen = R?; die Anzahl der
gegenseitigen Molekularstosse in dem Vol,umen, n R2-1 crh, wird
HIZE-nRZ, wilirend die ganze Anzahl der Stésse, wenn

A
auch die Stésse gegen die Wand mitgezihlt werden, betriigt:

n=AQ-nRZ+2nR-1N§,
A 4
und also:
m_ 1 |
n A
1+2—R
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Wir ersehen hieraus, dass die durchstrémende Gasmenge G,
bei dem Druck, p, da von der totalen ‘Anzahl, n, der Stdsse
nur n, fir die Gleitung von Bedeutung ist, wird:

> __‘nl ) ’ 1
GZ,P——E.Gg,w:GZ,w y ?
1 .
, +2R
so dass wir schreiben kénnen:
, = Rt A dp 1
B TRy er g
2R
2R
2n dN 3x A
=2 mp. .y o, A
3 MR Te ke o
14—
A
. 4
oder, wenn k2:§:
2R 2R
, _ 2m 42 dN = Fa , 7 a
A R I ST S TR Sy SRS
7 +5
R . ,
Wenn 5= 0, folgt hieraus: G}, = 0.
.. R - .
Fiir 720{ erhalten wir somit:
s . 2R 27 dN 2R
G . = T am ey o oah
2P0 G017 5 MO R T
4 - R - —~ dN )
= _mNi, nR* 2, =ZRp. &4
gt AR T, WOy = G RO

‘Wir werden spiiter diesen letzten Ausdruck fiir R =0 auch
auf direkte Weise ableiten. A

¢) Betrachten wir nun das hydrodynamische Glied, G, p s CI-
yalten wir nach der hydrodynamischen Ableitung und also
Jedenfalls giiltig fiir grossere Werte von R/A:
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, = R* dp 2m = _.dN 3m 2R
e T Y
, 3m 2R
L7198 4

. ) . . .. 2R
Hieraus erhellt, dass G; , proportional ist mit 2—;{— bezw.
_ . . N . R '
p; wird dieser Ausdruck auch fiir kleinere Werte von - ver-
wendet, wird

fiir %: 0: G,=0,

wie auch auf Grund der Beobach'tungen erwartet werden muss
(vgl. S. 29).

Man kann a priori nicht wissen, wie das hydrodynamische
Glied, G, ,, in dem Gebiet: R/A==0, genau verliuft. Man darf
aber annehmen, dass die hydrodynamische Stromung, Gy,
nicht einsetzen kann, solange man es nur mit vereinzeller, gegen-
seitigen Zusammenstdssen der Molekiile zu tun hat. Da dies der

Fall ist in dem Gebiet: R/A==0, muss man auch fir:
Gy ,==0 erwarten.

Das Einsetzen der hydrodynamischen Strémung wird wahr-
scheinlich erst dann stattfinden kénnen, wenn die Anzahl der ge-
genseitigen Zusammenstdsse in einem Raumelemeént, z. B. in der
Mitte des Rohres, eine hinreichende Grosse erreicht hat, wodurch
der Anfang eines »Kontinuums« von Molekiilen im Rohr ermdg-

=0

B

i

licht wird"; bei welchem Wert von R/Zin dem Gebiet, %; 0, die-

ser Zustand eintreten wird, kann man aber im*Voraus nicht wissen.

Es wire dann auch sehr wohl mdéglich, dass das Glied, G; ,,
in dem Zustande: R/A==0, nicht genau proportional mit R/2 ist,
sondern eine andere Abhingigkeit von R/A besitzt; andererseits
wird die numerische Grosse des Gliedes:

T , 3n 2R
GS,p/Gl,OZm'T’ )
N

1) Vgl. u. a.: J. JEaNs: An introduction to the kinetic theory of Gases, chapt.

IX, p. 225, 1948 (Cambridge University Press).
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in dem Gebiet: R/A==0, mit eins verglichen sehr klein, und also
ohne grossen Einfluss auf die Summe aller drei Glieder.

Bevor ich hierauf niher eingehe, werde ich erst die Summe
der zwei gaskinetischen Glieder, Gy, , und G ., in der drei-

" gliedrigen Formel:

G;, = Gé,p—k G;,p—i— GLP s
ndher betrachten,

Wir erkennen leicht, dass die Summe (G} » T Gy, ) als Funk-

. R . .
tion von 7 kein Minimum (oder Maximum) hat, weil:

?

1-}—%90
wWo = —;

G +G =G —
+ 2, p 1,0 1+x’ ﬂ. )

Lp

dies erhellt u. a. daraus, dass der Differentialkoeffizient:

7
d ., C o 4
G = s

in dem ganzeﬁ_ Gebiet: 0 < R/A< 00, negativ ist und erst fir
x = co gleich Null wird.

Die Summe: (G; , + G, ), wird also in dem ganzen Gebiet:
R hd I3 - ’
0 ézéoo, gleichmissig von Gl’0 fir 1; =0 auf Z .G, fidr % — 00
abnehmen.

Dies ist auch in Ubereinstimmung mit der semi-empirischen

Formel von MarTiN KNUDsSEN, da die Summe: b TFTQLZ > der
v T Car P
entsprechenden Glieder in dieser Formel auch kein Minimum

hat, und regelmissig mit wachsendem Wert von p abnimint,

- well ¢ << c,.

Es erhellt aus diesem Verlauf der Summe (G, + Ga, )
mit R/4, bezw. aus der Summe der zwei entsprechenden Glieder
der semi-empirischen Formel von MarTin KNUDSEN, wie auch

aus den spiteren, exakten Berechnungen von G; , und G .
Dan.Mat. Fys. Medd. 28, no.2. 3
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dass die Entstehung des von MarTIN EnupsEN gefundenen Mini-
mums bei R/A = ca. 0,3 nach aller Wahrscheinlichkeit nicht von
dem Verlauf der Gleitungs- und Diffusionsstrémung, bezw.
(Gi,p + Gy p), herriihrt, also auch nicht durch die gegenseitige
Wechselwirkung der Molekiile in dem Gebiet: R/A— 0, wie von
MarTin KNUDSEN angedeutet, bewirkt ist. —

Die Entstehung des beobachteten Minimums, G,;, = ca.

0,93:Gy, bei (%) = ca. 0,30, ist somit dadurch zu erkliren,
min

dass das hydrodyn'amische Glied: G, ,, welches proportional

mit —l; bezw. p, wdchst, zu der Summe (G, + G, ), welche

gleichmissig mit R/A, bezw. p, abnimmnt, hinzukommt. —

Da die aus der angeniherten theoretischen Formel berech-

* R .
neten Werte von G ;, und (E) mit den beobachteten Werten
min.
gut tibereinstimmen, wenn Gj , = Gj,- 1327; 27 gesetzt wird,
darf also angenommen werden, dass die hydrodynamische, lami-
nare Stromung, G ,, bereits bei einem Wert von R/A = ca. 0,2
a 0,3 ihren vollen theoretischen Wert:

R s 3m 2R
Gs’P - Gl‘] 128 27
erreicht hat. —

Wir werden darum im folgenden von der Annahme ausgehen,

dass in dem ganzen Gebiet: Oé%éoo:

14

., .. 3m 2R
G3,p: GL'O.E'T’ (11)

gesetzt werden kann und jedenfalls als eine brauchbare An-
niherung in dem Gebiet -1%20 verwendet werden darf.

Auch MarTiN Knupsen hat in seiner semi- emplnschen For-
mel (1) diese Losung verwendet. — K

Wir entnehmen also hieraus, dass die dreigliedrige, theore-
tische Formel in erster Anniherung geschrieben werden kann:
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, , , , 2= dN] 8z 2R 2
C=G+6+6 ="Tmopt| 27 —+— + (12)
3 dl | 128 |
| 1+ﬁf 1+£‘

wihrend die semi-empirische, allgemeine Formel von MARTIN
EnupsEN, wie frither erwihnt, folgendermassen lautet:

\ - 2R L
oo 2 QdeN 3 2R )/ Fl N
3 dl| 128 7 2 Y 2R
L+ 154855 141,548 55

Wir ersehen hieraus, dass die dreigliedrige, theoretische
Formel und die semi-empirische Formel von MARTIN KNUDSEN
der Form nach vollstindig tibereinstimmen.

Aus der Formel von MarTin KNupseN erhellt:

R '
(_A:)min = 0,323 wund G, = 0,952 G,

wiihrend die theoretische Formel ergibt:

(E)m‘in = 0,353 und Gmm = 0,963 - G;,O'

Experimentell wird im Mittel gefunden:
R L :
) = 0,310 und G, = 0,930 -Gy ,.

Die Ubereinstimmung kann als befriedigend angesehen wer-
den, wenn in Betracht gezogen wird, dass die Zahlenfaktoren
von R/A in der theoretischen Formel Anniherungswerte sind und
die semi-empirische, allgemeine Formel von MarTin KNUDSEN
eine mittlere Formel ist, d. h., dass die Zahlenfaktoren von R/A in
dieser Formel Mittelwerte sind.

Durch Anderung der Zahlenfaktoren von R/ in den zwei gas.-
kinetischen Gliedern der semi-empirischen Formel MaRrTIN
KNupsens kann eine bessere Ubereinstimmung mit den Beob-
achtungen der einzelnen Messreihen leicht‘ erreicht werden; so

3*
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werden z. B. die Prizisionsmessungen fir CO, mit dem Rohr
No. 4, die in der Tabelle II wiedergegeben sind, befriedigend
durch die folgende, semi-empirische Formel:

2R -

1
L+2,767- 55 142,767 %7

dargestellt; aus dieser Formel folgt z. B.:

(?) =0,300 und Gl = 0,927 G,
min .

2R . [3m 2R
und fir T—>oc G+w*G 198 X—I—OSI

wihrend .sich aus der graphischen Darstellung der Beobach-

tungsreihe ergab:

(%) = 0,310, Gy = 0,925- Gy,
min

und c¢;/c, = 0,812,

Fir die Messungen mit CO, und dem Rohr No. 3 wurde fiir

das Gebiet: Jl’;>0,5, gefunden:

2R .
& =6, 2% .28 1017, A +
Lop 128 A4 HR 2R
1T1548 1+15487
- Aus dieser Formel folgt
2R 3n 2R
N i . 9 7 T =" 6
fir T oo G, 198 40,78

also: cyfc, = 0,786. — )

Fiir diese Beobachtungsreihe (CO, ~ Rohr 3) sind die Beob-
achtungen in dem Gebiet, R/A<C 0,5, in guter Ubereinstimmung
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"mit der obengenannten Beobachtungsreihe mit CO, und Rohr
No. 4 (Tabelle II).

§ 4. In der dreigliedrigen Formel (12) kénnen wir die beiden

‘gaskinetischen Glieder, nimlich 1° das Gleitungsglied, und 2°
~das Diffusionsglied, noch niiher betrachten.

. 1°: Das Gleitungsglied. Aus der Formel ersehen wir, dass das

J‘Gleitungsglied, d. h. die der Gleitung wegen durchstrémende Gas-
~menge, nicht konstant, sondern von R/A abhiingig ist.

Fiir R/A— oo ergibt sich, in Uberstimmung mit dem Gleitungs-
glied, fiir die Gleitungsgeschwindigkeit der Molekiile, d. h. die
konstante, zusétzliche Geschwindigkeit aller Molekiile im Rohre:

dv dp '
el (d_r),i; 1“”'(5)rﬂ* RO S

Die Beobachtungen von MarTiN KNUDSEN ergeben fiir die

~untersuchten Gase in dem Gebiet: R/A-— oo, k, = ca 4 wiahrend

-3

~man aus der Maxwgeri’schen Theorie, die aber nicht exakt

ist, fiir R/A— 00, ky = 1 erhilt, unter der Voraussetzung, dass das

- Cosinusgesetz absolute Giiltigkeit hat.

Es wire moglich, dass das Gleitungsglied und das Diffusions-

. glied durch die vorliegende, semi-empirische F ormel von MARTIN
-‘KNIUDSEN nicht ganz einwandfrei aus dem Beobachtungsmaterial
- bestimmt sind, weil in dieser Formel fiir den Nenner beider
_gaskinetischen Glieder derselbe Wert (1 4+ c;p) angenommen
:_1st auf den Wert von k, fir: R/A— oo, wird dies aber ohne Ein-
“fluss sein, da das Diffusionsglied in dem Gebiet: R/A— oo, dem

Gleitungsglied gegeniiber nicht von wesentlicher Bedeutung ist.
Fir R/A = 0 wird, wenn das Cosinusgesetz gilt, das Gleitungs-

: ghed gleich Null, weil nur die Molekiile, welche von gegen-
.-seitigen Zusammenstdssen mit anderen Molekiilen im Rohr kom-
~men, im Mittel eine Gleitungsgeschwindigkeit besitzen kénnen.

_ Fir R/A==0, in welchem Zustande nur vereinzelte, gegenseitige
Zusammenstssse der Molekiile stattfinden, erhidlt man fir diese

Molekiile, wie spiter (S.77) abgeleitet werden wird:
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und also wire fiir R/A==0: k = 2, wenn wir die Formel:
n = dN
b=k g RO
Es erhellt hieraus, dass experimentelle Bestimmungen von

k, im Allgemeinen, und insbesondere in den Durchstrémungs-
methoden, nur dann Wert haben, wenn bel einer Bestiinmung
von k, auch angegeben wird, in welchem Bereich von R/A die
experimentelle Bestimmung von k, durchgefithrt wurde, so dass

» auch fur diesen Zustand verwenden.

beurteilt werden kann, ob der gefundene Wert von k, dem

Grenzwert der Gleitungsgeschwindigkeit, vy, ., fir R/A—oco0
entspricht.

Bei zukiinftigen, experimentellen Bestimmungen von k, muss
die Aufmerksamkeit hierauf gelenkt werden.

Es wire darum von Bedeutung, in dem ganzen Gebiet:

0= ?é oo, den Gleitungskoeffizienten und seine Abhingigkeit -

von R/Anach den verschiedenen Methoden, die hierfiir in Betracht
kommen, experimentell zu untersuchen und die nach den ver-

schiedenen Methoden erhaltenen Resultate fiir &, miteinander zu -

vergleichen.

Die verschiedenen Methoden® zur Bestimmung von ks, kann
man in zwei Gruppen einteilen, niamlich:

a) Die Methoden, in welchen ein Druck- bezw. Dichtheits-
gradient vorhanden ist; zu dieser Gruppe gehdren die hier
behandelte Durchstromungsmethode von PorseuiLLE und MARTIN
KEnupsen und auch die Methode der Bestimmung des Luftwider-
standes, K, gegen die langsame Bewegung kleiner Kugeln (fur
a/A—o00: K = 6ana-U, bezw. das Gesetz von STOKES), weil auch

in diesem Falle eine laminare, hydrpdynamische Strémung in =

dem die Kugel umgebenden Gase vorhanden ist.

Der Druckgradient in den Lamellen dieser laminaren, hydro-
dynamischen Strémung wird auch in diesen eine Selbstdiffusions-
stromung verursachen und aufrechterhalten. -

In dieser Gruppe muss auf Grund der Beobachtungen eine
Sonderung zwischen der Gleitungsstirémung und der-Selbstdiffu-
sionsstrémung vorgenommen werden, so dass k, aus der Glei-
tungsstréormung bestimmt werden kann.

b) Die Methoden, in welchen kein Druckgradient von Be- .

1) Vgl. an Literatur u.a.: W.P.J. LieNac: Dissertatie, Leiden, 1949.

"R, und ist:
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deutung anwesend ist; hierzu gehéren u. a. die Methode der in

- sich selbst schwingenden, kreisformigen Scheibe (die Methode

von MaxweLL) und die Methode der koaxialen, kreisférmigen

~ Zylinder, von welchen der Aussenzylinder mit einer konstanten

-Geschwindigkeit um die gemeinschaftliche Achse rotiert; in dieser
Methode wird durch die Rotation des Aussenzylinders der innere
Zylinder abgelenkt, und wenn dieser an einem Torsionsfaden
aufgehéingt ist, entsteht eine stationiire Ablenkungsmethode, die
sehr genaue Resultate ergeben und durch welche die Gleitung

bestimmt werden kann. Sind die Radien der Zylinder R, und

R?.—RJ.

{1, kann die Abhingigkeit zwischen k,
5 (Ry+R))

R,—R, .. .
‘und -27-1 leicht experimentell bestimmt werden. —

Es wird wahrscheinlich schwierig sein, eine brauchbare
Theorie fiir die theoretische Abhingigkeit zwischen ¢, bezw. v,,

‘und R/A in dem ganzen Gebiet: 0 g%éoo, aufzubauen, weil der

Zustand des. Gases in dem Gebiet RjA == co hydrodynamisch ist,

‘withrend der Zustand des Gases in dem Gebiet R/A==0 rein gas-

kinetisch ist. Lienac hat mit Hilfe der Methode der in sich
selbst schwingenden Scheibe eine hiibsche, experimentelle Unter-

'".sil.chung mit mehreren Gasen (He, H,, N,, O, und C, H,) durch-
gefiihrt. Der- Verlauf der Dimpfung in dem ganzen Gebiet:

d
‘Oéz_g_oo, wurde gemessen, und die Resultate fiir die Gebiete

d/A—0 und d/A— co mit den vorliegenden Theorien verglichen.

Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung in

diesen Gebieten ist sehr befriedigend; das Zwischengebiet muss

aber theoretisch noch niher geklirt werden. —

‘ Eine vollstindige, expérimentelle Bestimmung der Variation

von {, in dem ‘ganzen Gebiet: (0 << %éoo‘, Liegt aber durch die

direkten (MarTin Knupsen und Sorsus WEBER) und die in-
direkten (R. A. Miruigan, J. MarravcH u. A.) Untersuchungen
uber den Luftwiderstand, K, gegen die langsame Bewegung
_l‘einer Kugeln (Gesetz von Stoxes), vor. MarTiN KNUDSEN und

‘1) W. P. J. Lienac: loc. cit.
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Soprus WeBER" haben durch Beobachtung der Diémpfung von
schwingenden Glaskugeln gefunden:

‘ 5 ﬁc.%t) ~1
K =6ma-Ul1+2\A+Be .

a ist der Radius und U die konstante Geschwindigkeit der
Kugel.
Wird die Cuapman’sche freie Weglinge, 4, verwendel, ergibt
sich:
A=110, B=10,57 und C=1,15

oder anniherungsweise:

A =1,10, = ca.—;- und C = 1,15.

B
A
Der Form nach ist diese Formel spiter von MiLLikan® und
auch von Marrauce® véllig bestitigt worden, obwohl die Werte
von Mirikan und MarraucH fir 4, B und C etwas von den
von KnupseEN und WEBER gefundenen Werten abweichen.
. Aus dem Ausdruck fiir K wird leicht abgeleitet:

Fir a/A==0: K,= 02 -ma*- U, wo A+ B = 1,67, wih-

3
A+B
rend MrcLigkan: A + B = 1,65 , und MarTavcH: 4 + B = 1,73,
gefunden haben.

Fiir a/A — co (Gesetz von SToxEes mit Gleitungskorrektion) wird

aus der Formel von K abgeleitet:_}li = %

P. Epstein® hat fiir % — 0, unter Beriicksichiigung des zwei-

» Wo A = ky. —

ten Hauptsatzes der Warmetheorie, und unter Voraussetzung der
Giiltigkeit des Cosinusgesetzes, den folgenden, theoretischen Aus-
druck abgeleitet: c)

oo

1) MarTiv Knupsen und Soraus WeBER: Ann. d. Phys. (4) 36, S. 981, 1911.

2) R. A. MiLLikaN: Phys. Rev. (2) 22, S. 1, 1923.

3) J. MarravcH: Z. Phys. (6) 32, S. 439, 1925.

4) P. EpsTEIN: Phys. Rev., Aug. 1923, vgl. auch MartiN KNUDSEN: Ann. d.
Phys. 4, 46, S. 641, 1915.
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3 6

7

Loa 4 . .
Fir 7= 0 K o = (——E—g)-gQ-naz-U
= 1,857 o0 wa®- U,
wahrend nach dem obenstehenden: '

. 3
KO,beob. = 4 + B

= 1,82 00 -za®- U.

-o2-ma- U

Es scheint demnach, als ob der von Knubsen und WEBER
eingefiihrte Akkommodationskoeffizient fiir die translatorische
Energie, a;, gleich Eins sei — jedenfalls fiir atmosph. Luft.

Schreiben wir, ausgehend von dem hydrodynamischen Zu-
stande, £ > w0 ;. | '

T A ' K— _Bmma

> ®

U,
1+k2'a

ergibt sich also aus den Beobachtungen, dass:

—

ky=A+B-e

i

ioafiaB
—A(l—l—A e

wo 4, B und C Konstanten sind.

|

‘Wir erhalten hieraus:

fir = =0: Kk, =A+B,
und
.. a :
fir I_H)O: ky o= A,
kep A+B 3 . .. . B 1
woraus Tow A 2 weil annaherungswelse 1=3°

Es wire in vielen Beziehungen von Bedeutung, die Messungen
von KnupseEN und Weser mit anderen Gasen zu wiederholen,
insbesondere mit H, und He, und auch die verwendeten Kugeln
durch andere Kérperformen, z. B. plane, kreisférmige Scheiben,
zu ersetzen. — Auch eine Prizisionsuntersuchung mit Hilfe der
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Ablenkungsmethode des rotierenden Aussenzylinders fiir ver-
schiedene Gase wiire in dieser Verbindung von grossem. Inter- -

esse, —

Obwohl in dieser Unters{mhung iiber den Luftwiderstand, K

gegen die langsame Bewegung kleiner Kugeln dem Einfluss der

Selbstdiffusionsstromung in den Lamellen der laminaren, hydro-
dynamischen Strémung des umgebenden Gases nicht Réchnung
getragen worden ist, wird wohl kein grosser Fehler gemacht
werden, wenn wir annchmen, dass fiir die Variation von ks mit

a . .
7 in dem ganzen Gebiet: Oé%ioo, die Formel:

verwendet werden darf. Wir werden spiter hierauf naher zuruck-
kommen (S. 102).

2° Das Diffusionsglied: Dies neue Glied in der Formel von
PorseviLLe — herriihrend von der Druckdiffusion, bezw. fiir
reine Gase, von der Selbstdiffusion in den im Kapillarrohr stré-

menden Lamellen — ist anniherungsweise bestimmt durch das
Glied:

Fiir R/A=0 erhilt man hieraus: Gro :%7!' mQOR?- (2—47, d.h.den
Ausdruck fiir die reine Molekularstromung
Dieser Ausdruck fiir R/A =

0 kann auch folﬁendelmassen
geschrieben werden:

J
. dN dN
Gio= mQR ar mR* =D, ,-m ar’ 7 R?,
wenn:
2
Dy = gﬁR.
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© Fiir RjA—> 00 wird fiir a; = 1:

Gl o = —leg aR*= D, m% nR?.
und fir
, 1.1 dN s , dN
oy = Syt GLOO:EQX-S— RS =D - m- wR2.

Der Wert, Dy; , = %Ql, stimmt mit dem Ausdruck fiir den
Selbstdiffusionskoeffizienten, abgeleitet nach der einfachen kine-
tischen Theorie der Gase, iiberein, wihrend Dy, ,, = %@A- 1/8, =

ca. 0,60- 21, mit S, = 0,56, der exakten Theorie fiir harte,
elastische Molekiile im Maxwery'schen Zustande der Gase
entspricht. S

* MarTIN KNUDSEN hat in seiner semi-empirischen Formel
einen Mittelwert von a; = 1,548 angegeben; dieser Wert ist aber

wahrscheinlich zu klein fiir das Gebiet: E—> 0, und zu gross

v

fir das Gebiet: §+w.

In den nachstehenden, angenidherten Berechnungen werden
wir, in Ubereinstimmung mit den vorhergehenden, angenidherten

- Berechnungen, den” Mittelwert-e, = 1 verwenden, weil es sich im

folgenden nur um eine orientierende Berechnung handelt.
Ob es iiberhaupt moglich sein wird, durch Analyse der be-

obachteten Kurve: G' = G- f(%{), eine befriedigende Scheidung

der beiden gaskinetischen Glieder zu erreichen, und einen
befriedigend konstanten Wert fiir «,, geltend fiir das ganze Gebiet
OSR/Aéoo, festzustellen, kann erst niher untersucht werden,
wenn neue Prizisionsmessungen fir das ganze Gebiet:

0 % < o0, vorliegen.

 Im Allgemeinen kann aber angenommen werden, dass die
Variation von Dy, , mit R/A sehr kompliziert ist, auch in Ver-
bindung mit dem Ubergang von dem molekularen in den Max-
weLL schen Zustand. Da ausserdem der Faktor C; in der exakten
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Formel: Dy , = C, 027, in dem MaxwerL’schen Zustande der
Gase von den intermolekularen Kriften abhingig ist, wird. die

Funktion f (?) in der Formel: G’ = Gy, f (I)j), nur in erster An

niaherung eine eindeutige Funktion von R/A, geltend fir alle Gas
sein; im Praxis aber sind, wie auch von MarTiN KNUDSEN,
experimentell gefunden, die Abweichungen zwischen den ve
schiedenen Gasen sehr gering, auch weil bei grisseren Werten
von R/4 das Diffusionsglied, dem Gleitungsglied gegeniiber, beinah
ohne zahlenmiissige Bedeutung ist.

eng theoretisch gesprochen — nur als sehr grosse Annaherungen
gesehen werden konnen.

Das neue, dritte Glied in der Formel von PoisEuILLE, bezw.
beweist aber, dass der Selbstdiffusionskoeffizient der Gase
physikalische Grosse ist, die gemessen werden kann, selbst
n kein Unterschied zwischen den diffundierenden Molekiilen
den  Molekiilen, wodurch die erstgenannten diffundieren,
eht; in einem laminar stromenden Gase ist die Selbstdiffu-
)n: direkter Messung zuginglich, weil die durch ein Kapillar-
stromende Menge des reinen Gases durch die Selbst-
usion vergrossert wird.

Ob es moglich sein wird, durch neue Prizisionsmessungen
laminaren, stationdren Stromung reiner Gase durch Kapillar-
rohre, enge Spalten oder andere enge Kanile eine befriedigende,
erimentelle Bestimmung des Selbstdiffusionskoefflizienten
seiner Variation in dem ganzen Gebiet, 0 < R/A<o00, zu
iichen, . ist einé experimentelle Frage, die niher urﬁersucht
den muss; in dieser Verbindung wiren auch neue Unter-
siichungen iiber die Variation des Selbstdiffusionskoeffizienten,
; mit dem Druck, p, bezw. mit R/, z. B. mit Hilfe der Iso-
enmethode oder durch die gegenseitige Diffusion von Ortho-
ra-Wasserstoff, von grossem Interesse. Hierdurch wiirde
a. herausstellen, welchen Wert ¢, in dem molekularen
in. dem MaxwEeLL’schen Gebiet hat, bezw. wie der experi-

¢lle Ubergang von dem molekularen in das MaxwEgLL'sche
-~ vonstatten geht.!

Es ist aber nicht ohne Interesse, die Aufmerksamkeit ins:
besondere auf dies Diffusionsglied, G, in der laminaren Strémung
reiner Gase zu lenken, weil man frither die Auffassung hatte;
dass die Selbstdiffusion, bezw. der Selbstdiffusionskoeffizient, nuf
als eine mathematische Grosse angesehen werden kénnte, un
dass diese Grosse experimenteller Bestimmung nicht zuginglich
wire, weil es in einem reinen Gase nicht méglich ist, die dif
fundierenden Molekiile von den Molekiilen, durch welche sie
diffundieren, zu unterscheiden®

Man hat aber in den letzten Jahren — wahlschemhch mj
sehr grosser Annidherung — den Selbstdiffusionskoeffizienten 1
dem MaxwerLL’schen Zustande der Gase mit Hilfeé der gegen
seitigen Diffusion von Isotopen desselben Gases, wovon eine
der Isotopen radioaktiv ist, bestimmt; ausserdem hat man di
gegenseitige Diffusion von Molekiilen mit demselben Molekulat
gewicht, die in mehreren Zustandsformen auftreten kénnen, wi
z. B. Ortho- und Para-Wasserstoff?, gemessen:

Man hat auch, um einen annihernden Wert des Selbst
diffusionskoeffizienten zu erhalten, die gegenseitige Diffusio
komplexer Molekiile mit derselben Masse, wie~z. B. N, un
CO oder N,0 und CO,”, untersucht. Diese Messungen habe hten Wir ersehen hieraus, dass mit einem Kapillarrohr:
befriedigende Resultate und befriedigende Ubereinstimmung m % L'=29,81 cm und Radius 9,729.107" cm, bei der Tem-
der exakten Theorie der Selbstdiffusion gegeben, obwohl) sie tur, -t = 26°25 C, gefunden wurde, dass T, =0.01148 fir

\nschliessend an das Vorhergehende kiénnen wir die Mes-
Vni mit Wasserstoff von MarTiN KNUDSEN in der Tabelle 11

1) S. Czapman und T. G. Cowring: The mathematical Theory of non-unifo
Gases, Cambridge, S. 249, 14, 5, 1939, oder EarrLE H. KENNARD: loc. cit. Seit;
194, Sec. 110, wo Kennard schreibt: »accordingly, strict selfdiffusion has in realit
become a notion devoid of physical meaning ...« usw.

2) P. HarTEck und H. W. Scamipr: Z. 1. Phys Chem. 21, S 447, 1933

3) L. E. BoaroMan and N. E. WiLp: Proc. Roy. Soc. ‘A 162 S. 511, 1937

und T = 0,01123 bei dem Druck: p = 970,2 Bar., bezw.
«0,75, sind.

gl.: L. O. HIRSCHFELDER, R. ByroN Birp & Ervren L. Srorz: Chemical
‘44, S. 205, 1949.
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Hieraus erhilt man mit Hilfe der Formel von MarTiN KNUD- ¢ht als dem MaxweLL’schen Zustand, kénnen wir schreiben:

senN das Diffusionsglied:
1
G, = T,-

LpT 2R’
1—|—tx1 ﬂ.

) 1,0108 - 10° 1
Dy ,= D

11,760 mm. - 970,9 v : 2
o 1+ oy - ﬁ

-8y,

Fiir die durchstré de G nge, herrithrend von der 0.8, = 0,56. Verwenden wir auch in diesem Ausdruck die An-
iir die durchstromende asme s i

: N . . R -
Selbstdiffusion, ergibt sich hieraus: ey = 1, erhidlt man damit fur 7 = 0,75 und
1 - N R Dy, , = 525 cm?/sel

To,ohs. e _1—+_—2‘E (pl _Pz) o 111 dl nR P = /S‘e =
[ T .
L ‘Es erhellt daraus, obwohl es sich hier nur um eine Schitzung
oder: . AN —p andelt, weil die verwendeten Werte von «, und &, wahrschein-
D, = —L—2 T, obs.” — SR weil m- i 19-&—;‘—2- h nur grobe Annidherungen sind, dass beziiglich der Grossen-
, mhR 1+ e — nung der zwei Werte von D Ubereinstimmung vorliegt.
1 2 11, p g g

Verwenden wir, in Ubereinstimmung mit den angendherten
Berechnungen, «; = 1, erhalten wir hieraus — annaherungs--
weise — fiir Wasserstoff bei dem Druck p = 970,2 Bar., bezw.
R .
A

In den vorhergehenden Betrachtungen bin ich im Allgemeinen
n: dem Zustande des Gases, charakterisiert durch: R/1— oo,

> von dem MaxweLL’schen Zustande des Gases ausgegangen.
= = ° 5 C: 3l P . ‘

0,75, und ¢ = 2672 Esist aber mdglich, von dem Zustande: E == 0, auszugehen,
és< zeigt sich dann, dass es moglich isl, die zwei gaskine-
chen Glieder in der Formel von PoiseuiLLe — jedenfalls fiir

Dy, , = 463 cm?[sek.

Gehen wir andererseits aus von dem Wert des Selbstdiffusions- R
koeffizienten von Wasserstofl im MaxwEerL'schen Zustande der Zuistand : i 0, theoretisch zu berechnen; es wird sich
Gase, bezw. dem gemessenen Wert der gegenseitigen Diffusion von. g :

Para W . auch durch die folgenden Berechnungen zeigen, dass die
Ortho- und Para-Wassersto

ation von .D11, p mit R/A, bezw. mit dem Druck p, fiir das
Dil,p., = 1,28 em?/sek, bei { = 0°C und p, = 760 mm Hy, '

erhalten wir bei 26°25 C und 760 mm Druck = Po*

. T
Dll,pﬂ —_ 1,28 (7_‘—

0

1,69 '
) = 1,495 cm?/sek., bei t = 26°,25 C.

ur-ein kreisférmiges Rohr mit Radius, R, und Linge, L,
Von diesem Wert fiir Dy, , ausgehend, kénnen wir fiir das

hr den Wert fir D bei dem Druck p = 970,2 Bar.: ) .

i)eelfv?f R}?/;__ 8n75 schéitzunils’;eise bestimmen. ' rakterisiert, d.h. im Inneren des Rohres kommen keine
Nehmen wir an, dass (aier Diffusionszustand des Gases im nseitigen Zusammenstdsse der Molekiile vor. Ist ausserdem
Rohr bei R/A = 0,75 dem molekularen Zustand des Gases nihe ‘Bedingung: R/L ({1, erfiillt, kommen alle Molekiile im

~'dér rein molekulare Zustand durch: 1-> oo, bezw. R =0,
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Rohr — praktisch gesprochen — wvon Stéssen gegen die Rohr-
wand her, weil der Einfluss der Endfliche des Rohres dann ver-
nachlissigt werden kann.

Die Voraussetzungen, von welchen wir im folgenden aus-
gehen, sind:

4% In dem stationéiren Strémungszustand ist der Druckgra-
dient in dem zylindrischen, kreisformigen Rohr konstant und
so: dp/dl = (p; — p3)/L, jedenfalls solange dp/dl klein ist; hieraus

lgt, dass auch dN/dl konstant ist, wenn die Temperatur der
ohrwand iiberall dleselbe ist.

1° Die gegen eine feste Wand stossenden Molekiile werden
nach dem Cosinusgesetz zuriickgeworfen, d. h. jedes gegen die
Wand anprallende Molekiil hat dieselbe Wahrscheinlichkeit, in-
jedem beliebigen Azimuth zurickgeworfen zu werden; die Wahr-
scheinlichkeit eines gegebenen Ausfallswinkels ist durch das
Cosinusgesetz gegeben. —

tir das eigentliche Problem der Molekularstrémung, d. h.
ie Bestimmung der durchstrémenden Gasmenge in dem sta-
ondren Zustand, ist es nicht notwendig, die Geschwindigkeits-
erteilung der zuriickgeworfenen Molekiile zu kennen dies er-
ellt u. a. aus der abgeleiteten Formel:

2° Tir alle von einem Oberflachenelement der Wand, dS’; n-m = 2—372 QR?’ c;];l' Zﬂ -OR?- dl
zurickgeworfenen Molekiile, jedes mit der Masse, m, ist die
Geschwindigkeitsverteilung durch das MaxwerL’sche Geschwm- on dp  2m Pi—p
digkeitsverteilungsgesetz gegeben. , n-m = —3—'-QR319 a5 DpR3-HL =2 i3 z

Aus 1° und 2° folgt, dass die gesamte Bewegungsgrisse der
Wand entlang, herriihrend von den von dem Element, as’,
zuriickgeworfenen Molekiilen, immer Null wird, auch im Falle;
dass die auf das Element, dS’, einfallenden Molekile eine ge-
meinschaftliche, konstante Massengeschwindigkeit, w, in der
Richtung der Oberfliche, besitzen, oder nicht mit der Wand in
Temperaturgleichgewicht sind?. —

il hierin nur die mittlere Geschwindigkeit der Molekiile im
hr, 2, vorkommt; dies wird auch bestitigt dadurch, dass es
jglich ist, diese Formel durch Wahrscheinlichkeitsberech-
ungen abzuleiten, wie von P. CLAUSINGU und R. DarBorp?

“Wiinscht man aber eine Bestimmung der durch die Mole-
larstromung transportierten Energie und Bewegungsgrosse,
der fiihrt man in die kinetischen Formeln thermodynamische
ios‘sen ein, um die beobachteten Werte mit den theoretischen
Verten zu vergleichen, wird es notwendig, ein Verteilungsgesetz
- Molekulargeschwindigkeiten einzufiihren.

Wenn die Molekiile nicht unendlich klein sind, so dass gegen-
citige Stisse vorkommen, und wird — jedenfalls anniherungs-
welse — angenommen, dass sich das Gas im Rohr thermisch und
echanisch im Gleichgewicht befindet, wird das Verteilungsgesetz®
§ ‘MaxweLL’sche sein miissen, woraus folgt, dass:

3° Ist das Gas als Gesamtheit in Ruhe und in Temperatur-
gleichgewicht mit der Wand, wird auch die von den einfallenden
Molekiilen an die Wand iibertragene Bewegungsgrosse, in der
Richtung der Oberfliche, gleich Null werden. —

Ist das Gas in Strémung mit einer konstanten Strémungs:
geschwindigkeit, parallel mit der Wand, bleibt-ein Komposan
der von den einfallenden Molekiilen. an die Wand iibertragenen
Bewegungsgrosse in der Richtung der Oberfldche, ‘bezw. in de
Richtung des Stromes, als Rest iibrig. - Besitzen die emfallende‘
Molekiile eine gemeinschaftliche, konstante Massenﬂeschwmdlg

keit (zusételiche Geschwindigkeit), w, in der Richtung des Stro 7T [; 1 &
mes, wird der Komposant der Bewegungsgrosse in der Richtun ‘ 8 3
1, = 1) P, CrausiNg: Dissertatie, Leiden, S. 106, 1928. -— Physi
. L . B . : s , S. , . ysica, Bd. 9, S. 65,
der Wand: 4NQ wdS’, ezw. 75, 1920,

2) R. DarBorD: Journ. de Physique, VII, S. 345, 1932
-3) Marrin Knupsen: The Kinetic Theory of Gases, London, 1934.
Dan:Mat. Fys. Medd, 28, no.2.

1) Martiy Knupsen: Ann. d. Phys., 48, S. 1113, 1915.
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Im folgenden, wo wir versuchen wollen, den Einfluss ver-
einzelter, gegenseitiger Zusammenstosse auf die stationire Mole-
kularstromung zu berechnen, werden wir also das MaxwEgLL’sche
Verteilungsgesetz fiir die Molekulargeschwindigkeiten benutzen.

Ausgehend von den obengenannten Voraussetzungen hat
MarTIN Knupsen? auf einwandfreie Weise durch Addition der

Anzahl der Molekiile, welche in der Zeiteinheit durch den

Querschnitt des kreisférmigen Rohres, = R?, gehen, die folgende
Formel fiir die durch ein kreisformiges Rohr strémende Gas-
menge, gemessen durch das Produkt von Druck und Volumen,

Qt: :_V2n “R%. Pl p2

12 Vl@ L
abgeleitet.

Spiter hat M. voN SmoLucHowskr? diese Ableitung verallge-
meinert und nidher beleuchtet, indem er darauf hingewiesen hat,
dass die durch ein Element, dS, des Querschnittes, #R2, durch-
stromende Menge, dQ,, nicht iiber den Querschnitt des kreis-

formigen Rohres konstant ist, sondern von der Entfernung der
Rohrachse abhingt. —

Im folgenden werde ich in etwa der Da1stellung von J. TER‘

Heerpr® folgen:
Wir wollen ein sehr langes, zylindrisches Rohr mit beliebigem
Querschnitt, fiur welches die Bédingungen: A —> oo, bezw. a/l = 0,

und% {{ 1, erfullt sind, betrachten; a bezeichnet hier die mittlere
+

oder grosste linedre Abmessung des Querschnitts. Fiir ein solches -

Rohr darf man den Einfluss der Endfliche vernachlissigen.
In dem stationiren Strémungszustand muss, der Erhaltung
der Masse und Bewegungsgrosse wegen, das folgende gelten:

pl

a. Jedes Wandelement des Rohres, dS’, muss in der'\Zeitein’—

heit dieselbe Anzahl von Molekiilen empfangen und ausstrahlen,
d. h. dieselbe Anzahl von Molekiilen, welche in der Zeiteinheit
gegen das Wandelement, dS’, stossen, muss auch in der Zeitein-
heit von dS’ ausgestrahlt werden. —

1) MartTiN Knupsen: loc, cit. (1), S.105—108.
2) M. voN SMmoLucHOwsKI: Ann. d. Phys., 33, S. 1559, 1910.
3) J. Ter Heerpt: Dissertatie, Utrecht, S.44—48, 1923.
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b. Die an die Rohrwand iibertragene Bewegungsgrosse in der

’ »szchtung der Achse muss der Differenz in Bewegungsgriosse der

durch die Endﬂache ein — und ausstrémenden Molekiile gleich
sein. —

Unter Beriicksichtigung des Cosinusgesetzes ergibt sich, dass

ein Wandelement dS’ (vgl. Fig. 4), fiir welches ! =0 gesetzt

av
Yo V(o,+/-07
|
| \
I \\
e a5 \
b4
I' - I\\ > '
n - 1N V2R
T -7 [ i
i -~ \
Phe \ !
| - \ !
[ P | N /I
N 1 ‘\ ’
a8 - ! \ e
e : = >/
1D B~ ? |
=0 | zi (rechts)
N s
J \\\\ : /
’ ~
/ S~o (4
’ RN [
5; Sy
Fig. 4.

wird, in der Zeiteinheit eine Anzahl von Molekiilen: — N.QdS’

v (0) dS°, auss;trahlt'i andererseits wird das Element dS’, von
einer Anzahl von Molekiilen, dn,, die von der rechten Seite des

- Rohres kommen, getroffen, wo:

= ds’ jlzv(l)cosﬁsinﬂdﬂ dp ;
o _z
2

v (1) ist der Wert von EN?J im Abstande I.

Von der linken Seite des Rohres empfingt dS’ die Anzahl:

JT

2 +

dny = dS’ ?lzv(—l)cosﬂsinﬂ a6\ a

e

AS]

I

[

]

4%
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und also, wenn wir fir » (£ ) schreiben: d o .
I d 2dy B diy dn’ = »{0) + —l cotf-sinflcos0dO\ r, do
v 2
y(£D = ()t T+ S . -
dl " 20d® 38! dl and
d v dty z o
= 1 ..
dHl + dﬂg das’ [ (O) + 2 dlz 24 dl4 ] dn’’ = (0) _ lﬂ cot@-sinfcos do r, d(p ,
.. 0 —
Hieraus erhalten wir die Gleichgewichisbedingung fiir den und somit: z
L . n
stationéren Zustand: | S(dn ) — S _ _[)_ S s Srl i,
d*y s
v (0)dS = [ v ()45 14 2+2414HT4 ]

. Die totale durchstrémende Masse wird:

Diese Gleichgewichtsbedingung muss fiir alle Werte von !

1 dN
gelten; im Allgemeinen kann dies nur erreicht werden, wenn:

G = Smdn — sm@7 SdSSr1d<p

@ B @ o d®Py 0 Ist der Querschnitt kreisférmig mit Radius, R, erhalten wir
4R dr diep ‘ ’ die Formel von MarTIN KNUDSEN:
. 1 dN 1 AN 16=
oder %7-—konstant und also: v (+ l)——N’ Hv(O):i: G =~m.Q—SdSSr1dzp Q‘ 5 3
Ist die Temperatur der Rohrwand konstant, wird a bezw. oder:
2 dN
(gl) konstant fir das ganze Rohr. Dles Besultat ist in Uberein- G = mO R =2 o

ti ung mit der Voraussetzung 4°, Seite 49. ‘ o
SHmmung 8 . Betrachten wir ein Element, dS,;, am Rande des kreisférmigen

Y vm,+/%’ Querschnitts, bekommen wir, weil r;, = 2 R cos @:
= T Y :
oy ,
AN ! : ds’ . 1 = ,dN
i i bt bl P 0 dG, = dS,- > mOQR*—,
ad RS i P %y dl
,'/\i b T ¢ i ’
e g — —— —————— ’ | .. . - . - pe. -
2R {%/’ S i und fiir ein Element, dS,, in der Mitte des kreisférmigen Quer-
AT 1 . .
osp=zl8N L >0 : schnitts, da r;, = R:
/ ! | , T = dN
) an ; dG,, = dS;- = mOBR* = .
=0 I (rechts) 4 dl
Fig. 5.

Diese Variation tiber den Querschnitt ist zuerst von M. von
SMoLUCHOWSKI dargelegt worden. —
Wird fiir die durchstromenden Molekiile eine mittlere, hypo-

thetische Stromungsgeschwindigkeit, v, eingefithrt und erd diese
definiert durch: .

Betrachten wir (vgl. Fig. 5) ein Element, dS, in dem Quer-
schnitt, [ = 0, ergibt sich auf analoge Weise, weil I = rycot 6,
dass die Anzahl der Molekiile, die von rechts, bezw. links,
kommen und das Element, dS, durchkreuzen, betrigt:
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d@ = m-N-v-dS,

erhilt man: UMitte = RQW
1_= dN
URana = 5 RE
2 _=dN .. . .
und vy = R.Q , giultig fir den ganzen Querschnitt. —

Ndl
Die Aufme1ksamke1t muss aber darauf gerichtet werden, dass
die Molekiile im Inneren des Rohres keine gemeinschaftliche
Massengeschwindigkeit (zusétzliche Geschwindigkeit) in der
Richtung der Achse besitzen, weil alle im Rohr anwesenden Mole-

kiile direkt von der Wand kommen, wenn R/A = 0 und % < 1; an

der Rohrwand sind diese Molekiile nach dem Cosinusgesetz zuriick-
geworfen worden und besitzen darum im Mittel nur die mole-
kulare Geschwindigkeit, die der konstanten Temperatur der Rohr-
wand entspricht. ’
Besitzen die ausgestrahlten Molekiile Geschwindigkeiten in
Ubereinstimmung mit dem MaxwerLr’schen Geschwindigkeitsver-

---Rd@ cos w -
=rdp ’

Fig. 6.

teilungsgesetz, werden die Molekiile mit den grissten Geschwin-
digkeiten am schnellsten durch das Rohr kommen. —

Die rein molekulare Strémung ist, auch in Verbindung mit
dem konstanten Dichtheitsgradienten, dN/dl, als eine Diffusions-
stromung mit einem von dem Druck unabhingigen Diffusionskoef-
fizienten aufzufassen; in diesem Falle, d. h. R/A = 0, wird der
Widerstand nicht durch ein anderes Gas, sondern durch die
Wand geleistet. —

2ter
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Fir einen krelsfornugen Querschnitt des 7y11ndrlschen Stro-
mungsrohres ist ‘es nicht ohne Interesse zu untersuchen auf

dv
welche Weise sich v und o venn x die Entfernung des Ele-

mentes dS von der Achse anglbt (vgl. Fig. 6) mit dem Wert von
andern. —

Integrieren wir den Ausdruck fiir d ¢’ iber konzenlnsche
Kreisringe, erhalten wir leicht, weil:

I‘ld(p = R-df cosyp,

a4
de ——m!)gds S R+ xcosh

: d0 = dS- mN -
8 L dl VR® 4+ 2 + 2 Rx cos 0 S mN -,
—3

und also:

+n

v, lf?R drN : Rf:ccos@ 9
8 Ndl \VR®+ 22+ 2 Rrcos 6
—n
o 4Rx R+
oder, wenn 0 = 26, , 2 = % farx
| ' (Rraop " SR T
v, = sORZY E_h_%’ ! df, +
20 Ndl| \ YT Psin®p,
4]
r n
5 5 1
V1—12sin®6, do, —\ ——=— 49 ||
SO Y WWi=Rsinte, )
Q
und somit:
_lgpdN 1 dN
| x-2Q Nal [(1——3)I{+£-E] =§§Rm-s[k’-K+E],
wenn: k'* = 1—1%, und also: k' — L ¢_R—=
£ RAx’

f

K und E sind die vollstindigen, elliptischen Integrale 15" und
Gattung; der Modul, k = sin e, ist gegeben durch sin? ¢ =
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o Auf “analoge Wei ibt sich:
4R-(Tj_:—$)—2, wihrend der komplementire Modul, k', wird: Ul ganz analoge Welse ergibt sic
R— , do
k= R+ , da k=1 4% und also: 1 —e=4k"-e. I:E“_Zrz\rdl 1<2 [(2— k) K—2E],

Durch diesen Ausdruck fir v, ist der Wert von v in jeder
Entfernung, x, von der Achse bestimmt und kann mit Hilfe der
bekannten Tabellen fiir K und E berechnet werden; in Fig. 7

~woraus folgt:
d .
A2 [Rana A [yrivee

as letzte Resultat war auch aus Symmetriegriinden zu erwarten.
- Es ist einfach, durch die Anniherungsformeln fiir K und E

lfﬁr x=R, bezw. &’ - 0, den Verlauf von EI— an der Rohrwand
. .. . dx
‘abzuleiten; man erhilt, weil:

o 2x | {4
2 . el p— ——
ke ripe und 4 =In (k)

R
dN R+«

1 ,

,« A—2+%(A+1)1€’2+6—2(A—%)1c’4---].
" ist der Verlauf von v fiir einen kreisférmigen Querschnitt dar- _

gestellt. “Es erhelit aus diesen Formeln, dass der Verlauf von v und

. ‘ ) ' -~ an der festen Wand, selbst im rein molekularen Zustand der
Fir die Mitte des Querschnitts (¢ =0, e==, k=0 und :
ase sehr kompliziert ist, so dass es nicht {iberraschen kann,
‘wenn es fiir den Maxwerr’schen Zustand der Gase bis jetzt noch
; icht gelungen ist, die Geschwindigkeitsverteilung fiir ein lings
er festen Wand stromendes Gas abzuleiten. —

=1) und fiir den Rand des Querschnitts (x = R, ¢ =1,
k=1 und k" =0) erhalten wir selbstverstindiich dieselben
Werte, wie oben auf direkte Weise abgeleitet.’ '
Verwenden wir die bekannten Reihenentwicklungen fiir K
und K fiir x — 0, bezw., k— 0, oder fiir x =R, bezw. &I’ — 0, er
halten wir den Verlauf von v in der Mitte und am Rande des

In§ 2ist erwihnt worden, dass der kinetische Zustand des Gases
n der festen Wand — auch in dem MaxweLL’schen Zustand der
rase — innerhalb eines Abstandes von der Wand, entsprechend
ler freien Weglinge, 4, oder einem Bruchteil hiervon, analog
nd vergleichbar ist mit dem Zustand an der Wand in der reinen
folekularstromung. Besteht also in dem Gase ein Konzentra-

Querschnitts. — N
Wir finden z. B. an der Rohlwand bezw. k¥ — 0:

L o1 1,1 T

- aN
WO ! q 4 ! dl’
- n(f\) _ mder Wand zuriickgeworfenen Molekiile das. Cosinusgesetz,

1) Siehe z. B.: Tables of Functions by EuceEN JAHNKE and Fritz EMDE, Fourth -
LEdition, Dover Publications, New York, p. 73, 1945.




58 Nr. 2

2 59
L. dN T o AN = dN —
ben = GUR g = ke g QR G 3;rz a0 dSSrld‘p 8 o
- — ] =
der: ~
oder %,Q(il—l‘dssrldﬁv 3 Q
ky = = = ca. 1,27 i

Dieser Ausdruck wird, wenn das MaxwgLL’sche Verteilungs-

Die durch ein Element im Querschnitt, dS, strémenden ~gesetz gilt:

Molekiile transportieren in der Richtung der Achse eine Be-
wegungsgrosse, dM , und ausserdem eine Energie, dE.

Die von rechts kommenden Molekiile transportieren durch,
dS, eine Bewegungsgriésse, dM, , wo:

8 37I.Q
=gome 5 =m0,

o Q)

—8——-.m
3x

- Hieraus erhellt, dass in der Molekularstromung die durch ein
~Element des Querschnitts strémenden Molekiile im Mittel eine
- Geschwindigkeit in der Richtung der Achse, £, besitzen.

1 —dN{"T
erzdS N Q+——- 0 rody |, .
6o dl Fiir-die rnittlere Energie der durchstromenden Molekiile er-

“—7 A
~halten wir in derselben Weise:

und die von links kommenden Molekiile eine Bewegungsgrosse,

1
JZ
dM;, wo: 2 :
l L= 1 —gnpEm dE = =m Q‘”"-iﬁrds cos*6d0\ r, dg,
dMlz dS[gNm.QZ—é— Qzﬁgl‘l d(p] : /0
: ez . woraus:
Aus der Summe: dE = 11 Qag dSSr1 de,
dM, + dM; = * Nm@ dS = pdS; oder pro Molekiil: —
3 . 1 &
' El = '2—111—5‘

geht hervor, dass der Druck p uberall im Querschnitt derselbe
ist und also auch der Wert von N, wenn die Temperatur kon-
stant ist.

Aus der Differenz: dM, — dM,, erhellt, dass die totale Be-
wegungsgrosse, die durch den ganzen Querschunitt, SdS\J, stromt:

Wenn das Maxwerr’sche Verteilungsgesetz gilt, ist aber

= %!_2 -©Q*, und demnach:

@ kT = 2 kT,

DN =
3
QR
i
l\?lr—*
OJI»-P
C»J[»h
M[OD

SdM — Sd(M,MMl) 3—an2‘le SdSSrldg‘o,

_ein Resultat, das ich bereits frither abgeleitet habeb.

konstant ist, weil % konstant ist, und also unabhingig von I,

bezw. unabhingig von der Lage des Querschnitts im Rohr. »
Die Bewegungsgriosse pro Molekiil wird fiir die durchstré-
menden Molekiile: '

Wir werden nun durch eine direkte Berechnung die Bewe-
gungsgrosse, welche ein Element der Rohrwand, dS’, von den
stromenden Molekiilen empféngt, ableiten. —

1) SorrUS WEBER: Z. 1. Phy’s., Bd. 24, S. 267, 1924.
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Fig. 8,

Das Wandelement, dS°, (vgl. Fig. 8) wird von einer Anzahl
von Molekiillen, von rechts, bezw. links kommend, getroffen:
Die Anzahl von rechts wird:

, 1 d(NQ) o ,
dg,-dS —4n(N03§ i l)cossslnydydzp as’,

und von links:

P | ~ d(NQ)
. = 7 —_ 7
dg,- dS in (1\0!2 di ) cosesinydyde - dS’.

Aus der Summe:

dS’S (¢, +q) = NO.Q ds’ Scosasin‘y dyde,
ergibt sich, weil:
cos¢ = sinycose,

B} *t3 :
(g,+q,) dS" = iNOQdS’ S sinzydyg cosg dy
€.

0

%NOQ s’ = »(0) dS’,

in Ubereinstimmung damit, dass das Element, dS°, dieselbe An-

zahl von Molekiilen empfingt und ausstrahlt (vgl. Bedingung «,
Seite 50).

Diese Molekiile geben dem Element dS’ in der Rlchtung der
Normale von dS’ die Bewegungsgrosse:
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M, = dS’Sm!) — N, 2 -cos?esiny dy d

—(*2 ty
= dS"- szN"Q Ssingydygcoszqod(p

7T

0

= %mNOs? ds* = —;—p ds’,

3 . .. 1 .
wozu eine weitere Bewegungsgrosse, 5P dS’, nach Zuriickwerfung

der Molekiile kommt, wie auch zu erwarten war.

In der Richtung der Achse erhilt das Wandelement dS° die
Bewegungsgrosse:

P
dM, = dS | 2an a S2Rcos ydycosscos<pd<p,

weil: I = 2Rcosgcoty.

.. Da: coss =siny-cosgp, erhilt man:

T

0

o+€
dM, = dS’- —an CSIVS2RCOS y51ndeScosggvdq9,

2
oder:

— BdS' = 1 m® W . ras
dM, = BdS' = gm@"- "7 -RdS,

und also fiir ein Ringelement der Wand:
dS’ = 2aR-dl,

L ; dN _ o dp
dMA—BdS .QR dl 2aRdl = nR*- dldl

©in Ubereinsfimmung mit der Bedingung b, Seite 51. —

Diese Bedingung & folgt auch daraus, dass die durch einen
Querschnitt des Rohres stromende Bewegungsgriosse konstant ist,

- und also unabhingig von der Lage des Querschnitts. Um dies
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zu sehen, betrachten wir ein Raumelement, bestehend aus zwei
Querschnitten, 1 bezw. 2, und einem Ringelement: 2 z Rdl = dS’

(vgl. Fig. 9). Nennen wir die Drucke in den Querschuitten 1 und

2, p, und p,, muss fiir dies Raumelement in dem stationiren
Zustande wegen der Erhaltung der Bewegungsgrosse gelten:

A A
A i T
] 1 § P =dp
[ 1 1 !
} 1 1
\ :
2R Mo M,
1
l ! |
| !
| b
& — 1

7
Fig. 9.

M, -nR*+ BdS — M, - wR® = aR®- P

dl
wo dS’ = 2 @ Rdl. Da nachgewiesen ist, dass:
M, -nR® = M,-nR* = E%m&SdSSrl do,
erhilt*man+ \
dp 1 = dN
s 9 ol
BdS = xR di dl = 5 m”- i -RdS,

wie oben auf gaskinetische Weise abgeleitet worden ist.
‘Wir ersehen also auch hieraus, dass in der Molekularstromung

die durch den Druckfall: (%}l—) dl), hervorgebrachte Bewegungs-
. )
grosse ganz und gar auf das Rohrstiick, 2 # Rdl = dS’, tibergeht.

1 =5 dN

gm %7 RdS’, erhellt, dass
den strémenden Molekilen in der reinen Molekularstromung
keine konstante Massengeschwindigkeit (zusitzliche Geschwin-

digkeit), v = %QR %, in der Richtung der Achse beigemessen

Aus dem Ausdruck: B dS’ =

werden kann.
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Wire dies der FFall, wiirde man finden:

R 1 dN , 1 2 dN
und somit, weil:
o -8 7
" 3x ’
g 8L s AN
B dS’ = 3 6m.Q =l -RdS’.

: 8
Dieser Ausdruck ist aber 5— mal zu klein, weil B dS’ =
1 dN. S

m.Q L R dS’ sein muss.

Wiinscht man also die Formeln der Molekularstromung nicht
durch Addition der einzelnen Molekiile, sondern durch hydro-
dynamische Betrachtungen, abzuleiten, und fithrt man zu diesem
Zweck eine Stromungsgeschwindigkeit, v = écfi—(; , ein, ersehen
wir aus dem Ausdruck fiir B dS’, dass jedem Molekiil eine hypo-
thetische, -zusitzliche Geschwindigkeit, proportional mit der eige-
nen Molekulargeschwindigkeit, 2, beigemessen werden muss, wie
MarTIN KNUDSEN dies in seiner zweiten Ableitung getan hat; in
diesem Falle muss also, wenn die mittlere Geschwindigkeit der
stromenden Molekiile, v = —.QR Zilf ai gesetzt wird, die von MARTIN
KNUDSEN .angegebene Formel.

3z

BdS’ =55 -NmByu-ds,

verwendet werden, weil sich nur dann der richtige Wert von B =

1 m$’ RC%T herausstellt.
Die Formel B dS’ = 3z -NmQv-dS’ ist spiter von MARTIN

32
KxupsenY niher erliutert worden; dies ist aber m.E. von verschie-
denen spéteren Forschern® nicht hinreichend verstanden worden.

1) MarTin KnupseEn: Ann d. Phys., Bd. 34, S. 823, 1911.

2) J.A.H tEr HEERDT: loc. cit. S. 46; Vgl. auch Earie H. Kexna®rn: loc.
cit. S. 305,
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Da die Molekiile in der reinen Molekularstrémung, fiir welche
R/A = 0, keine gemeinschaftliche, konstante Massengeschwin-
digkeit (zusitzliche Geschwindigkeit) besitzen, ist die Molekular-
stromung eine Diffusionserscheinung, fir welche die treibende
Kraft der Druckfall, bezw. der Dichtheitsgradient, ist, wahrend
der Diffusionswiderstand durch die Rohrwand geleistet wird.

Die Diffusionsgeschwindigkeit der Molekiile in der Richtung -

der Kraft ist durch die totale in der Zeiteinheit durch 1 cm? des
Querschnitts diffundierende Masse bestimint.
Fir ein kreisformiges Rohr mit Radius, R, erhalten wir fiir

. T R
die mittlere Diffusionsgeschwindigkeit, vz, wenn =

7 = 0, aus:
. 2m . dN
G = ?mQRg-EI— = aR*- mN-v,
dN
= m- Dy, AR
2 . dN : 2
den Wert: v, = §'QRZ_V—d_l und somit: Dn,0 = 3QR.

Fiir 1—;» oo haben wir fiir den Selbstdiffusionskoeffizienten —

anniherungsweise — frither abgeleitet: -
1 1 2 =
Dn’p = §Q/l T woraus: Dn'0 = 3 2R,
1+ SR

in Ubereinstimmung mit dem obengenannten Resultajf aus der
Molekularsiromung. — .

Wir ersehen also auch hieraus, dass die Molekularstrémung
einen Grenzfall der Selbstdiffusionsstromung darstellt,

§ 6. Wir werden nun zu bestimmen versuchen, wie die sta-

tionére Molekularstrémung beeinflusst und gedndert wird, wenn
gegenseitige Zusammenstdsse der Molekiile im Inneren des Rohres
einsetzen, d. h., wenn der Zustand durch R/A— 0 charaktérisiert
ist. Ausserdem muss in diesemn Falle auch die Bedingung,
R/L — 0, erfiillt sein.
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Aus den Beobachtungen von MarTin KNUDSEN geht hervor,
dass auch in djesem. Gebiet die durchstréomende Menge, Q;,

proportional ist mit %, bezw. %g, wenn die Temperatur konstant

ist; dies gilt jedenfalls, wenn dp

dl
Wir werden also einfachheitshalber auch fiir dies Gebiet an-
" nehmen, dass dp/dl, bezw. dN/dl, unter den gegebenen Umstinden
konstant ist; weiter wollen wir annehmen, dass die Molekiile

klein ist.

d
Vi V(o:+[#/
<~ -
|
I
|
A%
T
1
|
!
!
t
|
|
i
t
a5’ zcosy 1
0 Leosy
Fig. 10

als harte elastische Kugeln aufgefasst werden kénnen, woraus
folgt, dass die Molekiile, welche von gegenseitigen Zusammen-
stossen kommen, gleichmissig in allen Richtungen des Raumes
ausgestrahlt werden, und dass das Cosinusgesetz fiir die an der
Rohrwand zuriickgeworfenen Molekiile gilt.

Ausgehend von diesen Voraussetzungen werden wir wieder
‘ein Wandelement dS* der Rohrwand betrachten und nachweisen, -
dass auch in diesem Falle die Bedingung a (Seite 50), d. h. dass
dieselbe Anzahl von Molekiilen, welche in der Zeiteinheit gegen
dS’ stossen, auch in der Zeiteinheit von dS’ ausgestrahlt wird,
-erfuallt ist.

Ein Wandelement dS”’ im Abstande L von dS’, fiir welches
1= 0 gesetzt wird, strahlt in der Zeiteinheit dn,; Molekiile aus,
~die gegen dS’ gerichtet sind, wo:

dny - dS” = dS";[q;(l)-coseda),
+ wenn: |
: dS’ cose : 1

=77 und v(l)ﬁzNQ-

Dan. Mat. Fys. Medd, 28, no.2. 5

dw
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Sind keine gegenseitigen Zusammenstosse i Rohr vorhanden,
werden diese dn; Molekiile dS’ erreichen; sind aber gegenseitige
Zusammenstosse vorhanden, wird nur die Anzahl dn;, wo:

L

dn; - dS’ = dS’ -;Ev(l)cossdw-e_l,

dS’ erreichen. ‘ .

Wenn beide Seiten des Rohres in Betracht gezogen werden,
wird die Gesamtzahl der Molekiile, welche dS’ von der ganzen
Rohrwand erreichen:

L L
dS’Sdn'l’zdS’[—:;Sv(l)-cosedwe A—{—%Sv(—l}-cosadwe A
] . dv
und also, weil »(4-1) = v(O)j:l-E:
. 9 L = gé
(D) dS’Sdn’l’:dS’-—v(O)gcossdw-e A
T WL =10

Ausserdem empfiangt dS’, wenn gegenseitige Zusammenstisse
vorhanden sind, eine Anzahl von Molekiilen, dn,,*von dem Raum-
element z%2dz dw in dem Abstande z von dS’ (vgl. Fig. 10).

Fiir dn, kénnen wir in der folgenden \Veise'"éinen Ausdruck
ableiten: Gibt es in der Volumeneinheit N Molekiile mit der
mittleren Geschwindigkeit £, und ist A die mittlere freie Weg-
linge im freien Gase mit N Molekiilen in der Volumeneinheit,

werden diese Molekiile ? mal in der Sekunde gestossen werden.
Von den Molekilen des Raumelementes, dessen Abi‘nessungen

3 . N
klein sind 4 gegeniiber, gehen also in der Zeiteinheit —)Q— ‘22dzdw

aus, die direkt von Zusammenstossen kommen. Von diesen ist,

wenn sie gleichmaissig in alle Richtungen ausgestrahlt werden,

. . 1 cos s s .

ein Teil: Z—-——Z—EdS, gegen das Wandelement dS’ gerichtet,
oz .

also im ganzen eine Anzahl von:
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wovon nur der Bruchteil e 4 das Wandelement dS’ erreichen

wird. dS’ empfingt also von dem ganzen Raumwinkel do die
Anzahl: , '

=1L z
. A1 dv \d 7
dr, - dS' = dS S;(v(O)-{—d—;}-l)Tw-cosa-e * dz,
z=0 ’

1
»(0) = 1N0f§ und [ = zcosy.

Im ganzen wird also die vom Inneren des Rohres kommende
Anzahl, wenn beide Seiten des Rohres in Betracht gezogen werden:

) L = o0 L. _£
(ID) dS’\ dny = d$’ -%v(O) cose-dw [1~e 1].
L=o0
Durch Addition von (I) und (II) ergibt sich, dass die ganze An-

zahl, die/. dS’ in der Zeiteinheit von der Rohrwand und vom
Inneren “des Rohres empfingt, betrigt:

o 2
ds S(dn1 +dny) = dS’-;cv(O)Scosadw = 2(0)ds’,

also dieselbe Anzahl, die in der Zeiteinheit von dS’ ausgestrahlt
wird., —-

Hieraus erhellt, dass auch in dem Talle, wo gegenseitige
Zusammenstdsse vorhanden sind, die Formel:

v(£D) = v(()):{:%l,

. dv dN .
in welcher L bezw. a9 eine Konstante darstellt, in Uberein-
stimmung mit der Bedingung a, Seite 50, ist. —

Die Anzahl der gegenseitigen Zusammenstésse der Molekiile

. . NOD
im Inneren des Rohres ist n = -% in der Raumeinheit und also

an jeder Stelle proportional mit dem dortigen N; da %JZY kon-

5%
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stant ist, kann also angenommen werden, dass %171 auch unab-
hingig von [ wird, wenn wir die kleine Variation von 1 vernach-
ldssigen; dies ist erlaubt, wenn % klein ist. Wir haben ausser-
dem fir die reine Molekularstromung gefunden, dass der Druck
p, bezw. N, tberall in demselben Querschnitt als eine Konstante

angesehen werden kann, so dass dies auch mit n der Fall sein
wird. —

Wir werden nun die Molekiile, die von direkten gegenseitigen
Zusammenstéssen im Rohr kommen, niher betrachten.
Mit wachsenden Werten von R/A werden diese Molekiile, des

Konzentrationsgradienten, , wegen, eine Diffusionsstrémung

dn
dl
in der Richtung der Achse veranlassen; solange nur ganz ver-
einzelte, gegenseitige Zusammenstisse vorhanden sind, diirfen
wir annehmen, dass beide zusammenstossenden Molekiile direkt
von der Rohrwand kommen und also vor dem Zusammenstoss
nach dem Cosinusgesetz im Mittel die molekulare Geschwindig-
keit 2, entsprechend der Temperatur der Rohrwand, besitzen:
man kénnte darum geneigl sein anzunehmen, wie es PoLLARD
und PresenT? stillschweigend getan haben, dass diese Mole-
kiile nach dem Zusammenstoss auch im Mittel die Molekular-
Geschwindigkeit 2 besitzen und also keine zusitzliche Geschwin-
digkeit in der Richtung der Achse erhalten haben. Bedenken wir
aber, dass wir es in diesem Falle nicht mit gegenseitigen Stéssen
in einem stillstehenden Gase zu tun haben, sondern mit Zu-
- sammenstossen in einem Gase, worin ein Dichtheitsgradient vor-
handen ist, so hat z. B. ein Molekiil, von der Wand kommend,
eine grossere Wahrscheinlichkeit gegen ein Molekiil, von rechts
kommend, als gegen ein Molekiil, von links kommend, zu stos-
sen. Das Resultat hiervon wird wahrscheinlich sein, dass die von
gegenseitigen Zusammenstéssen im Inneren des Rohres kom-
menden Molekiile im Mittel eine zusitzliche Geschwindigkeit, v;,
in der Richtung der Achse, bezw. des Dichtheitsgradienten, und
proportional mit diesem bekommen.

Wir werden darum im folgenden damit rechnen, dass dies

1) W. G. PorLrarp und R. D. PresenT: Phys. Rev., Vol. 73, S. 765, 1948.
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der Fall ist bei denjenigen Molekiilen, die von gegenseitigen Zu-
sammenstossen im Inneren des Rohres kommen und untersuchen,
ob sich an obenstehenden Berechnungen hierdurch etwas dndert.
Weiter wollen wir untersuchen, welcher Einfluss hiervon auf
-die durchstrémende Menge ausgehen wird, und versuchen, mit
Hilfe der Bedingung b (Seite 51), den Wert von v, in dem Zu-

R
stand : —1-20, zu bestimmen. —

MarTIN KNUDSENY hat bereits die Grundlage dieses Problems
in Verbindung mit seinen Untersuchungen iiber den molekularen

Normale von oS

e

/
/ S-Plan

ABN =z S-Plan
Dy~ COSE = U COS @y,
Far L*dL'dw ist die Molekillgeschwindigkeit gegen dsS:
§+01: (Q+ b, - cosoc)
cos«
Fig. 11.

Gaswiderstand gegen eine sich bewegende Platte behandelt; ob
das Gas ruht und die Platte sich bewegt, oder ob das Gas strémt
und die Platte stillsteht, ist selbstverstindlich ohne Bedeutung.

Bewegt sich ein Kérper mit der Geschwindigkeit, v;, durch
ein ruhendes Gas und ist die Zahl der Molekiile in einem cm?,
N, wird ein Oberflaichenelement dS in jeder Sekunde von den
Molekiilen, welche Geschwindigkeitsrichtungen gegen das Fli-

1) Martin KNUDSEN: Ann. d. Phys., Bd. 46, S. 641, 1915,
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chenelement, dS, im Raumwinkel dw besitzen, eine  Anzahl
Molekiilstosse, dn,, erhalten.

Bildet die Normale des Flichenelementes, dS, mit der Be-
wegungsrichtung des Korpers den Winkel, «,, und bildet weiter
die Normale des Flichenelementes mit dem Erzeuger des Raum-

winkels dw den Winkel, «, wird dn; nach KNupseN bestimmt
durch:

dw , ~ :
dny = dS-NH(.Q—FUI)-cos.a

= dS-N%:Z(QCOSa—}-Ulcosal),

weil:
cos .
D=0 le' (vgl. Fig. 11).

Dieser Ausdruck ist aber nur giiltig, wenn: %((1.

Ist ¢y = 5 wie in unserem Fall, wo die zusatzliche Geschwin-

digkeit der Molekiile, v;, parallel mit der Rohrachse und also
senkrecht zu der Normale des Wandelementes, dS’, ist, wird
cos ¢, = 0 und also: ,

dn} = dS’ - ——NZ}SCOSadw — —Nﬁds L (0)ds".

Es erhellt hieraus, wie bereits bekannt, dass eine zusitzliche
Geschwindigkeit, v;, in dem Falle, wo dS” ein Wandelement des
Rohres darstellt und die zusétzliche Geschwindigkeit parallel
mit dS’, bezw. mit der Achse des Rohres, ist, keinen Einfluss
auf die Anzahl der Molekiilstésse gegen das Wandelement, dS°,
hat. : i

Betrachten wir aber ein Element, dS, in dem Querschnitt des
Rohres, wird ¢, = 0 und cos &; = 1; in diesem Falle wird die
Anzahl der Molekiilstésse, welche dS empfingt:

U
dny = TND-dS+ Noy- dS = %NQ[1+2§—;]dS

woraus erhellt, wie auch zu erwarten war, dass die durch ein
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Element des Querschnitts, dS, strémende Menge durch die zu-
satzliche Geschwindigkeit, v;, vergrossert wird.

Diese Resultate lassen sich auch auf andere Weise, woraus
auch die Grosse der Anniherung erhellt, ableiten; wir kénnen
z. B. diese Resultate aus dem bekannten Ausdruck fir die
Maxwerr’sche Geschwindigkeitsverteilung eines in der Rich-

tung der X-Achse stromenden Gases ableiten; wie bekannt gilt
hierfiir;

!1_“_1) e R lUE— o 0 g g g

7T

,dn=N<

Berechnen wir hieraus die Zahl der Molekiile, welche in der
Zeiteinheit gegen ein cm? der Y—Z Fliche stossen, erhalten wir,
wenn §— v; = x gesetzt wird:

7T

3y + o
n = N(hm) S(x_*_vl)e——hmx ng—«hmn dn S —th de.

-— Uy — o0 —— 20

Fir /02 - oo, d. h. v;— 00, erhalten wir, wie auch zu
erwarten wire, pro cm?: '

n = Nup

in Ubéreinstimmung damit, dass die molekulare Geschwindig-

keit, Q =

, in diesem Falle ohne Bedeutung ist , bézw.
swhm

dass die Molekiile bezughch der Molekularbewegung als still-
stechend angesehen werden kénnen.

Ist aber v; klein im Vergleich mit der mittleren Geschwindig-

keit, 2 = _ilk , wird unter Verwendung der bekannten Reihen-
mwhm

entwicklung fir: geﬁz’ dz, leicht gefunden:
Jo

=g (G a5
n= Trigta\al TEseln )
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In erster Annidherung erhalten wir also, wenn die héheren .

Potenzen von vl/ﬁ vernachlissigt werden, den von MARTIN KNUD-
SEN angegebenen Ausdruck:

1 lUl

Betrachten wir beide Seiten des Elementes, dS, erhiilt man
fiir die durchstromende Anzahl:

1 _ 2Ul 1 - 2Ul

oder: dn; — dny, = dS-N-v;, wie auch zu erwarten war. —

§ 7. Ausgehend von dem Zustand: R/A=-0, worin vereinzelte,
gegenseitige Zusammenstosse der Molekiile in dem stationir
slromenden Gase vorkommen, werden wir die Zahl der Molekiile,
welche durch ein Element, dS, des Querschnitts gehen, berech-
nen; werden beide Seiten von dS in Betracht gezogen, erhalten
wir die totale, in der Zeiteinheit durchgtrﬁmende Anzahl von
Molekiilen. Diese Zahl besteht nur aus zwei Teilen, I und II,
weill wir fir diesen Zustand davon ausgehen diirfen, dass die
hydrodynamische, laminare Strémung noch nicht eingesetzt hat.

Teil I: Fir die durch das Element, dS, stromende Netto-
anzahl von Molekiilen, dq;, welche von der Rohrwand. kommen

£
|
|
|
|
!

2R

o

x=Lcos @

Fig. 12,

und, ohne gegen andere Molekiile zu stossen, dS erreichen, finden
wir leicht (vgl. Fig. 12):
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7'6
dg— 4529 (Cocpan(ne 7 g
% g \cos e “de,
0 —
1
wo v =-NQ, x = Lcosf und L= -5
4 sin 6
Hieraus ergibt sich:
o .
. o vy +m_ L
(1) dq) = ds- g@\ zesinGdBSLe Adg.
o AR -

Fiir 7= = 0 und lz() erhilt man hieraus den bekannten Aus-

druck fiir die reine, molekulare Diffusionsstrémung.

Teil II: Fir die durch das Element, dS, strémende Netto-
anzahl von Molekiilen, welche direkt von gegenseitigen Zusam-
menstossen im Inneren des Rohres kommen und das Element
dS erreichen, gilt nach dem vorhergehenden Paragraphen, da
fiir diese Molekiile eine mittlere zusitzliche Geschwindigkeit
(mittlere Massengeschwindigkeit), v,, in der Richtung der Achse
vorausgesetzt wird, der. folgende Ausdruck:

day — s\ - [‘o @, a]dl “%[ 0 v”“}d
qs = ()+d¥x cosf e cos +_(Tj )
; —L v
—dSSn[v(O)—vlcosﬂ] A _cosﬂ—é] do,

weil in diesem Falle: cos ¢ = 1.

Hieraus erhilt man leicht, da:
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dqy = dgy,+ dgge =

1 _av(® ST
=dS-—02-—\ cos?OsinfdO\A|l1—e *(1+5||dy
27  dx y

it

(1D 0 Sy

o)y

{ o+ 7T L
—l—dS-—g—;NuxSsinGd@S [1,—(1} dg.

0 — 7

Wir ersehen hieraus, dass der Ausdruck fiir Teil (1)
zweigliedrig ist; das erste Glied: dg,,, ist bestimmt durch den

Konzentrationsgradienten dN/dx, bezw. dn/dx, wo n = %'(—2, der im
Inneren des Rohres zusammenstossenden Molekiile; dies Glied
reprisentiert also die Selbstdiffusionsstromung der Molekiile,
welche von gegenseitigen Zusammenstéssen im Inneren des Rohres
kommen; ‘das zweite Glied von (II): dg,,, rithrt von der zusitz-
lichen Geschwindigkeit, v,, dieser Molekile her.

Aus dem Ausdruck (II) ersehen wir weiter, dass ¢, = 0 fiir
L/2 =0, wie auch erwartet werden misste.

Durch Addition von (I) und (II) erhalten wir:

dg = dq+dgs = d(q,+ q51) + dgz5 =

—

1 dN E tr L
— g% 20 o} : e 1
Qnde dS \ cos Osmﬂdﬁgl (1 -e )d(p

0 g

.;_7: +‘n I
1 =
+mvx-NdS\sin9dGS(1—e l)dq),
2xn
L}

0 — 7

WO

Lsinf=r, ¢ =4¢q+q  und ¢, = q§,2_~

Aus dem Ausdruck fiir dg erhellt, dass wir fiir v, = 0 den
von W. G. PorLarp und R. D. PreseEnT? abgeleiteten Ausdruck
erhalten, weil sie der Moglichkeit einer zusétzlichen Geschwindig-
keit, v,, der Molekiile, die direkt von gegenseitigen Zusammen-

1) Porrarp und Present, loc. cit. S. 766, Formel (15).
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stossen im Inneren des Rohres kommen, keine Rechnung ge-
tragen haben. '

Betrachten wir die Ableitung der Ausdriicke fiir dq, und dg,,
sehen wir, dass diese Ableitung sich nicht dndert, wenn die Be-

. dingung: R/A == 0, nicht mehr gilt; in diesem Falle muss man aber

damit rechnen,.dass die hydrodynamische, laminare PoisEuiLLE-
Strémung angefangen hat, so dass noch ein drittes Glied, dq3,

der Formel fir dg hinzugefiigt werden muss; wir werden spiter
auf diesen Zustand zuriickkommen. —

Es lisst sich mit Hilfe der Ableitung des Ausdruckes von dg
sehr einfach.nachweisen, dass auch, wenn gegenseitige Zusammen-
stosse der Molekiile vorhanden sind, die durch einen Querschnitt
des Rohres, = R®, stromende Bewegungsgrosse konstant und un-
abhingig von a ist, jedenfalls wenn R/L<{{1, so dass der Ein-
fluss der Endfliche vernachldssigt werden kann; in diesem Falle

geht also auch die durch den Druckfall: (d—P> dx, hervorgebrachte -

dx
Bewegungsgrosse vollstindig auf das -Rohrelement: -2 # R dx,

Hierdurch wird es moglich, den Wert von v, .zu .berechnen,
weil N, bezw. n = %’g, iber den Querschnitt dls eine Konstante

angenommen werden kann. —-

Betrachten wir ein Wandelement dS’ (vgl. Fig. 10), ist es
einfach zu- sehen, dass dS’, solange keine hydrodynamische,
laminare Stromung von PolseEUILLE vorliegt, nur die folgenden

Bewegungsgrossen, (a) und (b), in der Richtung der Achse emp-
fingt:

g o 9 i+7—; L
, ., 1 dN 5. 2 2
(a) dS’\ dM, :%mQZ-EEdS cos®ysinydy\ Le “cosede,
0 oz

e

herrithrend von den Molekiilen, die von der Rohrwand kom-
men und; ohne im Inneren des Rohres gegen andere Molekiile
zu stossen, dS’, erreichen;

1) Vgl S. 62.
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(b) ds’§ (dM, ,+ dM; o), wo:

JT

»t+
—dN b
ds’ S M, = ;—nmmEdS’ 5cos2ysm2ydy8/1

0

ol

L

S

und

3
("2

. +
ds’ S dM; , = 21—%111 Qv_-NdS’ S sin® g dyS

0

_L
{1 —e }“] cospde,

herriihrend von den Molekiilen, welche direkt von gegenseitigen

Zusammenstossen im Inneren des Rohres kommen und dS’ er-
reichen. —

Solange die laminare Stromung von PoISEUILLE noch nicht
angefangen hat, d.h. solange: R/A=0, erhalten wir also, wenn
dS’ = 2 n Rdx gesetzt wird:

2nR de[d(Ml’—kMg’ D+ dM, ] = nmR?. dd_p dx;
; ’ o
oder:

2an:cS [dM; + dM;] = mﬁz-%-Rﬂanx,

=2

~
und also zur Bestimmung von », die Formel:

1 dv(® el -
2anx~—2—an_ZE coszysinzydy,SA {l—e A}cosgvd(p
0

ol Q

rol 9

> (s
. 2
+2aR d:c-ﬂmqu-NS sinzydyS

0

L
[l—e }“] cospdy

ol

1 dN
— .o 2.
27 R dx m 2? R.

{1 ~e_7‘ (1 —}—%)] cosp dy, b
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L

Fiir den Zustand: R/A==0 und L, 0, kénnen wir e * in Reihe

y)
nach L/A entwickeln.
Wir finden hieraus, da L = ry/siny und r, = 2 R cos ¢, wenn
wir nur die erste Anniherung in R/4 verwenden und wenn die

zusétzliche Geschwindigkeit v, unabhingig von £ ist:

s 1 AN R o
— = 2 . - — —
dsSdM1 = m P Rdx[l 4 ;L]dS,
- ’ . ’ 1 — dN 2R ’
JE— 2. e
ds SdMg,l mi® RO 22 ds
und 4 R
B dS’SdM;,Z =ZNm§-vx_>0-2TdS’,
woraus: 1 1 dN
—_ —_— ()2 >
| 4NmI§ Upro = g0 I
und also: _
_ 2, 2 dN
Vz>0 = 370 Ndx

Da das MaxweLrr’'sche Verteilungsgesetz jedenfalls fiir die
Molekiile, welche von gegenseitigen Zusammenstdssen im In-
neren des Rohres kommen, gelten muss, erhalten wir:

dN

‘QRNdx.

_ﬂ:
Ux—)O_'Z

Wenn wir auf analoge Weise den Wert fiir dg fiir R/A==0, dq.,.,,
bestimmen wollten, erhellt sofort, dass auf diese Weise keine

Lésung gewonnen werden kann, weil der Ausdruck fir dg,,
- L

durch Reihenentwicklung von e % nach R/4 selbst in erster An-
niherung keinen endlichen Wert fir dg, , ergibt; nur fiir das
Glied, dgs9.4, das von v, herriihrt, erhilt man auf diese Weise
in erster Anndherung eine endliche Ldsung:

Fiir dgys,, findet man hierdurch fiir ein kreisformiges,

zylindrisches Rohr, wenn Ezo:

A




78 : Nr. 2

o +7n
: 1 2 Rt
dq2’2+0=-2—.7-5.Ux'*O'NdSSSlnadGSI‘SiHO.rld(p’

0 — 7T

, 1 1¢ S _1vi_>0 16 ps
q2,2—>o—ZNum_,0 ISdS 1~1d<p_71——}b g ,
oder:
; R
Qoo 5y = vi_w-—i - R?,
worin :
_ T dN
Gl 4RL Ndx®

Diese Formel fiir gqy5.,q = —- Gy, ist der besseren Uber-
. m

sicht wegen bereits in§ 3, Seite 31, erwihnt und besprochen worden. -

Bevor wir auf die Bestimmung von g - hidher eingehen,
wollen wir ‘erst iberlegen, welcher Zustand eintritt, wenn eine
hydrodynamische, Jaminare Strémung in der Richtung der Achse
hinzukommt. .

Es ist einleuchtend, dass eine hinzuRommende, laminare
Strémung des Gases mit einer konstanten Massengeschwindigkeit
in der Richtung der Achse keine Anderung in dem Bestehen
und in der Berechnung der Diffusionsstromung, d (g + ¢s4),
und der Gleitungsstrémung, dg,,, verursachen wird, da diese
Strémungen einander iiberlagern und einander nicht beeinflussen.

Zu dem Ausdruck fiir dg — die totale gaskinetische Strémung —
wird also nur noch ein Glied, dgs, herrithrend von dieser hydro-
dynamischen, laminaren Strémung, hinzukommen; dasselbe wird
auch der Fall sein fir eine uberlagerte, laminare Stromung von
PorseurLre, da diese fir jede ringférmige Lamelle als eine hydro-
dynamische Strémung mit konstanter Massengeschwi'ndigkeit auf-
gefasst werden kann.

In dem Zustande: = — oo, betrigt also die totale, durchstro-
mende Anzahl:

dg = dg,+ dqy 1+ dgy o+ dgy
= dq,+ dg,+ dqs,

3n R
Q3:a‘j'QL,o'_
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Ausserdem muss fiir diesen Zustand: 1;-» w0 , ein Glied, dM,,

herrithrend von der uberlagerten PoisEUILLE-Strémung, zu der
Formel fiir die an die Rohrwand iibertragene Bewegungsgrosse
hinzugefiigt werden, so dass diese Formel lautet:

27R de [dM, + dM, + dM;| = aR®- gﬂ dx,
. X

weil auch, jedenfalls wenn R/L (< 1, fiir die stationdre POISEUILLE-
Stromung die durch den Druckfall , Zi) dx , hervorgebrachte Be-
. X

wegungsgrosse \;rollstéindig auf das Wandelement: dS’ = 2 = R dx,
iibergeht. —

Nach der angeniherten Theorie von MaxweLL fiir die Gleitung
wird diese Bewegungsgrosse dM; fiir ein kreisférmiges Rohr:

R 1 {du ,
ds SdM3 = EW(E)FER- ds’,

und also, da:

912) _ 1 podp
drir>p 27 dx’

e 1 _dp 1. dp 1dp ,
2aRdx\dM, = ~RL .48 = -REL = =Ly aR2
4 xs 5 4Rdx das 4RdeﬂRdac 2d:cdx wR?,

Fiir: 7 — oo, erhalt man somit:

ds’ S [d (M} + My ) + dM; 5] + dS’ g dMy = mR>- ggdm,
oder:

ds’ S (dM, + dMy) — ~ar?- % gy,
2 dx
WO

dS’ = 2xnR . dx

Bestimmen wir hieraus: v,, ., erhilt man fir ~— o,

L .

wenn e * = 0 gesetzt wird:
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1 1 = 1 _dN
— m92 = 7. = —m 2.
16111! A- x—l—‘le! Vpsroo = 7510 R T

»

und demnach, wenn das erste Glied, von der Selbstdiffusion her-

rithrend, in dem Gebiet: §—>- w0 , vernachlissigt wird:

Dieser Ausdruck ist in Ubereinstimmung mit dem von Kunpt
und WaRrBURG, bezw. von MaxweLL, eingefiihrten Ausdruck fiir
die Gleitungsgeschwindigkeit an der Rohrwand.

Da der MaxweLL'sche Ausdruck fiir M; nur eine Anniherung
darstellt und jedenfalls zu gross ist, kann man eventuell zur Ver-

gleichung mit den Beobachtungen: M; . dS’ = o’ ld—p dx - T R,
, 8 - 2dx
setzen und erhilt dann:
w o= dN ,
Vs :(2-——@)-5.{2}2@: d.h. I(_‘z’w = 2— a’.

Betrachten wir die zweigliedrige Formel (I 4+ II) fiir die
durchstromende Anzahl der Molekiile in dem Zustande: R/A— 0,
sehen wir, dass das erste Glied: { dg, = { (dg; + dq;,), die Selbst-
diffusionsstromung reprasentiert; fir den Grenzfall: i — w0, bezw.
R/A =0 und L/A— 0, erhilt man hieraus den Ausdruck fiir die
Knupsen’sche, reine Molekularstromung, bezw. die Molekular-
diffusion:

— dN
ql,Oig d SdSSrld‘p

Fiir den Grenzfall: 4 — 0, bezw. I;» @, ergibt 5 dg, den Aus-
druck:

dN
de

dN

1 —
T, = §Q dx

SS—D SdS

Das zweite Glied {dgq, =\ dg,, ist der gaskinetische Aus-
druck fir die Gleitungsstrémung; fiir 41— o, bezw. R/A = 0 und

%f 0, wird S dg, = 0, wihrend man fir R/2— 0 erhilt:

v
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q2+0:%vi+0-§Sd3, wo vx_w:% _]s—de-
Fiir A — 0, bezw. Iﬂj—+ oo, erhilt man:
Qoo = vx_w,-NSdS, Wwo U+;=k2j§ ﬁ%
Die Gr,en'zywerte fir M, = M + M, M,= My, und M,

e R v
fiar = =0, R/A=0 und R/A - o, werden auf analoge Weise

.aus den entsprechenden Werten abgeleitet. In der folgenden
Ubersichit sind die verschiedenen Grenzwerte angegeben.

R
1° —~=0:
s 7 0
2 - dN
\!ql,(] "g 2R'£'TER2
Reine Molekular-
- D -EZ—ZX-nR stromung, bezw.
1.0 dy : Molekulardiffusion.
Q;,I = O’ Qé,z =0 und Q30 = 0

o R . ) , .
2%, 720: 9150 = (G130 ~+ G5,15¢) » vorliufig unbestimmt.
, 4 R
Q>0 = Qapso = 3vi+0 aR®. -
Gleitungsstrémung.
WO ! v ~ TR N’
) >0 T 47 Nda
3% .I—;—> % : ‘
Selbstdiffusions- bezw.
1 _.,dN
N = §'Q A= -aR*= D, - diVnRz Druckdiffusions-
dx * dx .
stromung.
Porw = NoUp, o -mRE ool Gleitungsstrémung.
3m 2R .
qs = qag Lot e PorsEurLLE-Strémung.

Dan.Mat. Fys. Medd. 28, no.2. : 6
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Die Grenzwerte fiir die ibertragenen
cm? sind folgende:

R , 1 - dN 1 _dp
o2 . 0- —= _mo? . R = - R==
Uo7 = 00 My = gma R = 9 e

M;,]_ e ]"Ié’z - ]\/13 — 0
. R 1o gdN[ R
2,—220 M1+0—§1n- Rdx[l 42
, 1 dN 2R
M2,1—>0“€m:2'RTi;"[’
- 1 = 2R
Msp o0 = ZNHIQU:L‘—;-O'T’
. T, ~ AN
. i)
mit: v, 4R!. Ndr
My 0=0

o R 1 -, dN

3,7‘>QOZ.Z‘4-I_>DO—1—6H'Z _Zl—x -
1
]V[2_>°°_ZNIHSJU*>W,
w =~ dN
= ky-—RD
mit: v, ks S,R Ndz
. dN
ﬂf3_>m a ﬁm..zR@
= ¢ le—p, wo o = 2—ky,
dx

Nr. 2

Bewegungsgrossen per

Reine Molekular-
stromung, bezw.
Molekulardiffusion.

Selbstdiffusions-
stromung.

Gleitungsstromung.

} PoiseuiLLE-
Strémung.

| Selbstdiffusions-
stromung.

;

Gleitungsstromung.

POISEUILLE-
Strémung.

Der genaue Verlauf von g, und ¢, in dem ganzen Gebiet:
0 < R/A < o, ist von grossem Interesse, auch in Verbindung mit

dem Entstehen, der Grosse und der Lage
mums in der Ndhe von R/A = 0,30.

des beobachteten Mini-
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Die Ausdriicke fiir ¢; und g, bezw.

1 _av (2 M[ :
— — o%. 24 3 _ —lsinﬂ:‘
dq, 50 2 T dS \ cos?Bsinf6do\1 |1—e de,
-‘ 0 —
und
1 7—; +xr _n
dg, = ﬂvadS sin 6 d6 [1 —e “i“"} de,
o 0 —x
sind -aber —‘.abgésehen von den obengenannten Grenzwerten
fiir R/A =0 und R/A > ® — in mathematischer Hinsicht nicht
einfach, weil ry von ¢ abhingt, wihrend v, sich in dem Gebiet:
0<RIA< VON Uy o= R.Q AN s aut Vgyos =
: = ' Ndx
ZR3- Y andert
by 8 Ndx ’

Aus der obenstehenden Ubersicht erhellt, dass es nicht mog-
lich ist, durch einfache Reihenentwicklung von ¢~ %4 nach L /A den
Wert fir ¢, fir R/A=0 zu bestimmen. Um eine endliche
Losung fiir ¢, _,, zu erhalten, miissen also die, in den verschiede-

. nen Formeln fiir die durchstromende Anzahl von Molekiilen

und fiir die auf die Rohrwand iibertragenen Bewegungsgrissen,
vorkommenden Integrale entweder in konvergenten Reihenent-
wicklungen vorliegen, oder sie miissen durch andere brauchbare,
endliche Ausdriicke ersetzt werden. Es wire z. B. moglich, dass
man in erster Anniherung eine brauchbare und iibersichtliche
Losung durch Mittelwertbildung von ¢4 bezw. LJA, erhalten
konnte; hiervon ausgehend ist es z. B. leicht nachzuweisen, dass
der mittlere Wert von L = ry/sin 8 fiir die durch den Querschnitt,
#n R?, stromenden Molekile, ¢, in dem Zustande R/A== 0 annihe-
~rungsweise: L = 2 R, wird, so dass in diesem Zustande, in erster
Annidherung, der Ausdruck:

_n _2R o3 T
{l—e ASi“B] durch: [l—e Z]E A _ »
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ersetzt werden kann; diese Annidherung ist bereits in § 3 be-
sprochen und verwendet worden. —

Fiir eine einwandfreie Erklarung des Entstehens des beobachte-
ten Minimums in der Ndhe von R/A = 0,3, sowie auch fiir die genaue

Bestimmung des Verlaufs von ¢, und ¢, in dem Gebiet: 0 él% <o,

wird es aber notig sein, die vorkommenden, bestimmten Inlegrale
der Gattung:
124 o

2 I
. sinf r
Scos“@ sin™f e dé, wo o = 71

0

nidher zu untersuchen, um zu sehen, ob es mdglich ist, diese
Integrale in konvergenten Reihen nach « zu entwickeln.

Bevor wir hierzu ibergehen, wollen wir aber erst die
Aufmerksamkeit darauf richten, dass in den vorhergehenden
Berechnungen keine Riicksicht auf die Aqdei‘ung von A mit den
Abstinden von 2 und —x genommen worden ist; es kann aber
durch einfache Berechnungen bewiesen werden, dass der Wert
von A, der in den abgeleiteten Formeln vorkommt, der Wert
von A fir x = 0 ist, also derjenige Wert von 1, der zu dem be-
trachteten Querschuitt, x = 0, gehort. — ‘

Da Porrarp und PreseNT" bereits den entsprechenden Be-
weis fiir g, geliefert haben, ist es iiberfliissig, diesen Bewels hier
zu wiederholen; hinzugefigt kann werden, dass es einfach ist,
auf analoge Weise diesen Beweis fiir ¢, und auch fiir den Aus-
druck zur Bestimmung von v, zu liefern. —

T
‘ o

§ 8. Wir werden nun erst das Integral: W (o) = \e sinf do,

1)

0
niher untersuchen; wir sehen, dass die Grenzwerte betragen:

W(0)=;1 fir «=0 und W(w)=0 fir e==cwx.

1) Porrarp und PreseENT: loc. cit. S. 773, App. IIL
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Wird in dem Integ1a1 W(e)=\e ™0qg0, ;= —.ﬂ—e geselzt,
sin

erhalten wir: 0

T —e “_z . %

W) =5e " +\e “arcsin—dz.
2 z
@
. . [2 . .
Fir arc sin > gilt zwischen: —1 < £< 1, die konvergente Reihe:
==

T Ll\l-_la 1-3-5 1/a&\"
ar"sm(g)fz 2 3() 24 5(z)+m'7(z)+'“

und also:

Wir setzen:

also wird:

(64

L= %dz = Ei(—a) =In(ye)—a-+

(ZZ

551

—
@

ol =
“[R
+
e =

gi.

R

-]

wo Ei(—a) der Integrallogarithmus ist, wihrend Iny = C =
0,557216 (Die Euler’sche Konstante)V.
Verwenden wir die Rekursionsformel:

L) = —

[e—a+ aL;_l],

n—1
erhalten wir hierdurch:

1) E. Jaunke and F. EMpE: Tables of functlons, New York, 4th Edition, S, 1
1945.
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+ ol @

pof

Nr. 2

W(a) =¢ “ \rgﬁA_a-l—Baz—DaB—i— Qa*—Ra® - - }

1

’ A2 - o
tal) [1+ @t goo ot e

G bu--
320 a4+ }

Nr. 2 87

Werden ¢ % und Ei(—e«) in Rethen nach « entwickell,

erhalten wir, da:

— 1 __ __}_ 3 o 1 Ex'
e 1 a+ o? 6a+ ot 120 -+

W(a) = g—mlw—l—alﬂa—i—mza —1n3a +_‘1~a3h’la+

5 1 5 '
.—|—_1n4a4—m5a°+%a" met---,

worin:

my, = gﬂhc =1+mn2—C=14¢=1.11594

mzzl—r——l—FA—!-B: 0

1 C 1 /4
mﬁ.'_ —+B+D+E_Z_T§ = ﬁ<§+ e> = 0,120772

x A B 5
Hl4‘-\'i E+E+—2'+D+Q—§é =0
A B D C
11"5_240+ +6+2+Q+R_§—§6

1 o h—2
= 320< —I—a) = (,667473-10 und

e=Iln2—C=0,6931562—0,5677216 = 0,11594.

Die Werte fiir 4, B, D, Q und R sind in der folgenden Weise
bestimmt:

o |-

Fir —1 < — <1 haben wir die folgende Identitit:
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L3

1
3+ i

S
y

,_..\

+3:5 1

1
4-6 7 Y

B

.1 1
aI‘CSl]’l;}— +Ii2. —|—"'

@ =
w]»—t
o
™
,p
U\\»—-«
B

Wird diese Identitit von y bis o integriert, erhalten wir die
folgende Identitit:

g0 = fpweesa o}/
——Zldy = Sdml1+|/1—(=
S{arc Sllly g u yarc Sll’ly n . I/ y

1]
14

1 /
= 1+In2—yarcsin“§—ln(1—l—‘/ 1—5—2) =

1 1121-31141-3-5|1 1)\6
—EA§H+ﬂﬁz@+ﬂm7ﬂﬂ+"
o e !
weil fir y = o, yarcsin— = 1.

Aus dieser Identitit erhiilt man fiir y = 1 den fdlgenden Ausdruck:

—
)

1 1 1
1223 9.8

7
+ -8 9-8.

|

DO | b -

1 1-3-5 1 +3-5-
LHin2—3= 54724676 2468

[\.'J

,.5:.

>»
xc'ncn

Integrieren wir in analoger Weise die vorhergehende Identitiit
noch einmal, ergibt sich:

S[1+ln2—yarcsin§—ln [I—FI/l——ylH dy =
y

Hieraus erhalten wir leicht fiir y =1 den Ausdruck:

I
&

1-3-
2-4-

1 3 1 +l 5 1
4 T T2 T 543 6 765

Nr. 2 50
und in ganz analoger Weise:
122 36 24 5482 2467654 P
und
E+—§—Zln2*2—‘z5432+2467-6-543-1‘“' Q
und

83 g m 49

960 240 9600

1-3-5 1 1-3-5-7 1 B
246 7'6'5-4-3-2+2-4.6.8'9.8.7_6_51‘1“" = R.

Durch diese Werte fiir 4, B, D, Q und R sind die obener-
wihnten Werte fiir m,, my, mz, m, und mj vollstindig bestimmt.

Ausgehend von:

W
2

W{e) = \e S g =—2——m1a+alna—{-mzaz—maa +

Q0

1, L1
.+12a Ine+ m,o* ma-}-% e*lne+ -

worin :

m,=0 und m,; =0,

kann man leicht, entweder durch Differentiation von W nach «
[24

oder durch Integration von SWdac , neue Ausdriicke bilden.
0

Wir kénnen auf diese Weise die fiir unsere Zwecke beno’agten
Ausdriicke ableiten; wir finden z. B.:
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7T

.a 2 « % "x— .'x o« %— -,xg
Sd Se sin 6 dG-SsinGdGSe Slned(sin6>: 1—\e *80gin0do
0 0 0 0

b 1
= S{g—mla—l—alnoc—%—mzrx2~m3a3+—-a3lna+ = l de,

0

woraus:

7T
PR - 1 1\ 5.1

Se 06 5in§ df = lﬁga +§(ml+-2—)zx ‘——-2—azlna+
. ‘ .

o lne- -

1 1 1 1
—}—Z(mg‘-{- )a ~4§a4lna+ ( .5+-1—92—0)a6—

1
1920
und in analoger Weise:

o
T
2

. (24 1 1 1 1
Se sinf sin®g do = E—a—f—j—vazm*(ml-Fv—Jr—’) a3+ga3 ne—

4 4 6 2 3
S A
~—"<1713—‘-484—60)Ot +WOL lna+0 Ct

1 1 1],
“-[mﬁ‘m }“ +

o lnet -+
2240

1920 -7
WO
11 11 y
ml—i-§+§_— F—FE:D

1 1 [107 1,
m3+ +—*—[—+a]:19E

1 1 1 -
b = ot = H”.
™5 7990 T 3540 ~ 320 { + 105 + 8}

4]

sind gintg do

o |
a L\"|:l

Werden die Werte fiir S S0 Gn%g d und S

Q o
in derselben Weise berechnet, erhalt man u. a.:

91

k2

E__ o
st

e nf

sin®fcos? A de =

P 4
. Se sin6 [gin § —sint 4] df = S
. :

=z 1 T o, A” 1 . 7T B
=16 _3'a+8a A o® + e’ lna is” +12O

0

5_

1
El 1 P 23 "___d T 7 L.
T 540 © net0- a+840F 840{ ne+

R

wo:
SN N 5 _ ! :
A —m1~1—2+3 1~8+6~6 0,15821

S U S B PO DA BN T
B —IT11+2+3+4+5 6 my 3 0= 3 +120

= 120-1,20803 - 1072

Sy —_.—‘ i—‘ 1 .
i _mﬁ 8 + TR I T T
_ 1 123] s
24[ +105} = 840-0,60981 - 10
» e X g4 1074 —
K = 12 = 840-0,248016 - 10

§ 9. Wir kénnen nun die in dem x—forigen Paragraphen ab-
geleiteten Formeln bei der weiteren mathematischen Behandlung
des frither abgeleiteten Ausdrucks:

7T

1 dN '05 -7 _£
d(ql—l-qg)— .O dhdSScoszﬁsinGdBSl {l—e Z}d(p

0 —7

7T
1 E '_+7EV _é
+——vang sinﬂdﬂg [1—3 l] do,
27 .
—7

0

wo L sin = r;, in Anwendung bringen. —




99 Nr. 2 Nr. 2 93 il
Da es fiir einen kreisformigen Querschnitt zweckmissig ist, - +7§T 7 2 cos
die von E. KENNARD, bezw. PorLarp und PrESENT, angegebene do. — L —)le ok . { —3 } )
’ =8 —2A - \dp\acost df 2 —e 4 i
Transformation fiir die Integration iiber den Querschnitt { dS an- - n 7 . dr ¢ N s costysinydy | [1—e Asiy ds,
zuwenden, werden wir der Vergleichbarkeit und Ubersicht wegen TrY Ty 0 0
Wworaus:
y
\ 1—,dN 3(4, 6/2 o
dg, = - 82 1— 2 — &=L =
Vo = 5wt =5 (020 o5
\/1 WO
! Tl 7T JT
’ . 3 2_2a cost
. 3 4 7\. i -
Lds Q (ﬁ) = \ cost db’ \ e Y sin® y cos?y dy
____________ ) x 0 /o
i
1
: / E
i / ' = \ cosO - f(8") do.
‘, 0
! -~ .
! In ganz analoger Weise erhalten wir fiir qu2:
Fig. 13.
+ +7_t T _.211 cos§’
. e . } 1 . 2 2 -3 ‘
unsere Bezeichnungen in Uber elflstlmmung mljc den von POLLARD dgy'= _2__vi dp\ acost’ dO \ sinpdy \ |1 —e Zslnw} ds
und PresentT benutzten Bezeichnungen bringen, indem wir T 7
setzen: TR ’ 0
=, =5 und R=a. 1740 9
=N-v, [1—2{Z)+= M r(2 ~ma?, wo:
2\a;  =\a Y3

Unter Hinweis auf die Zeichnung, Fig. 13, sehen wir, dass

wir fur dS schreiben kénnen: _%

It
2 (%
R(%) = \ cosf’ da’Se Ay siny dy = \ cost’ - F(07) a0".
. 0

0

2a cos@’

dS = dx dy = d (a sin 0’) ds
, 0

und somit zur Kontrolle: . ) .
‘ Der Wert von v, in dieser Formel fiir ¢, muss durch die

+2 2a cos @ ot% Formeln fiir die auf die Rohrwand tiibertragenen Bewegungs-
dS = \acos® do’ \ ds = 2a2\ cos? @’ dO’ — ma®. grossen, M;, M, und M;, bestimmt werden, wenn die Variation
T 7T

L 0 p—_

von v, in dem Gebiet: 0 §%§»w, nicht auf andere Weise be-
kannt ist. —

Verwenden wir diesen Ausdruck fiir dS und betrachten wir
s und 6 als polare Koordinaten, erhalten wir nach einer ein-

Verwenden wir nun die in dem vorhergehenden Abschnitt ]
fachen Umgestaltung:

abgeleiteten Reihenéntww'cklungen fiir die bestimmten Integralen:
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%_Z_a.cos@
f(6) = Se A siny gin2y cos?y dy
0

und
1A

" 2a cos 6
F(O) = S & sing g 2wdy,
o]

.2 . . .
worin —chos 6 = ¢ gesetzt wird, erhalten wir nach Integration

die Reihenentwicklungen fiir: -

.
Q(i>zgcos6’-f(0’)d6’ und R<%):SCOSB"'F<0’)d6.

0

Bei diesen Integrationen werden u. a. die folgenden bestimm-
ten Integralen verwendet:

2 2 \
Sln cost df’ = —%ln 2%y, Scoszﬂ’ lncost d’ = % [1—2In2].
0 0

*) Dies Integral ist bekannt und die folgenden Integralen(werden mit Hilfe
dieses Integrales auf einfache Weise abgeleitet. Eine einfacheé Ableitung von

i3 i
v 2

dem Integral: Sln cos d¥ = —% In 2, ist, wie folgl: A = S In cos® df’; wird
0 7 0

0 2
g = T a gesetzt, erhdlt man: \ insinad(—a) = \ Insinada = A; ausserdem
3 g
v Y

7 2

2 i
ist: Sln2 cdp = iln 2, und-also:
0
7T
n 2
2A+§In2 = Sln(Zsimpcosqu) de =
4

Tk 1
iS insin2¢-d2¢) = i\ln sinfdf =
@ =20

z
& .

=Slnsin,3dﬂ=A, woraus: 24 + ln2—A
0

b
12 rs
oder:. A =Slnc0s9’d6’ =~—2—ln2.~

0

Nr. 2

95

T
E 7 3
cos*0’ lncos® dg’ = — on

, cost’dy = g —Ig ln2,
0
A
K 37 15
cos®e’ ! 6 df’ — 2z

ncos® d = 3517 9 n?2
0
und

7T
2
cos® 8’ In cos8’ d8’ =

0

533 36x
61447 256

Wir erhalten hieraus: G, = m {dg, =
2x — . dN 3 7\ (a 3/a a 8 (a\®
=""mBa 1—2 a2\ (5128 SN2
3 Y [ 4( 12)(1)+4(1)Zn(1) 15(,1)4

37
120

1 [105 ., 533 1(a¥ 1 105 . f{a\ {a
- ‘F ———— 2 - —_—— . LA s —_ PP
+840{ 2 "6 K Ka) g0 2 ¥ (z) ln<z>+

1 L]
EEB -

._._l
s
iR
~
o
/',"\
=E

(-3
~
=

TN
sie
S
+
o
TN
R
~—
W

WO

3 7 3 1
e=1In2—C = 0,115936; =2(A”— )= 2[4+ =
: (4 12) 4(”4)’

1/_., 37 1/1 3 1 [105 533 1 41
B —_ . - - o !9__h vt B ) . .

8( 120) 8(2 +12> 840[ F 16 K ] 768< + )
und:

1 105 .. 1
s10 2 K= 78

. a
Sgtzen wir: o =z, und lnx; = 2,30259 log,, x;, erhalten wir:

a
Py (}) =P =1—0,274452 - x; - 1,726943 -z, logyy ¢, —

—0,533333 - 2% -+ 0,142663 - 2’ — 0,143911 - 2% log,y x, +
 40,00237535 - 2} —0,00299816 - o} logo a; + - .
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oder: dN

7 —. . dN a . Y 2.
G, = ’237 ) BHE'LP1(7> = Gy Py = m- Dy ma Py

Hieraus ergibt sich also:

2@ ~ JdN
Glzmsdql—s m&a L=

- o =38 33 o)

o)~ 53050 -

a . . )
Es ist einleuchtend, dass filr a; = — — o die Funktionen:

woraus:

Q<E> und R( }> — 0 werden; es stellt sich aber heraus, dass wir
A

in den folgenden numerischen Berechnungen bereits fiir: E> 4,
Q<%> = 0 und R(—Z\ — ( setzen durfen.
/ ‘ . a
Wir erhalten nun die folgenden Grenzwerte fur Q(i) und
Py, da xflnx, =0 fiir x; = 0, wenn n> 0 ist:

Figr o = 5 = 0 1P, =1 und Q(%)O——— 5

Fir «, = % = Q(%) =0 und also: P, = %[1—%%}.
Fir x, = % = w0: G, = é—mg/l-%-naz =D, -m%'naz.
Fir o, = —% =0 :G,= 2—37—Em§a3 Cgi DH’O--m%-naz,
und im Allgemeinen

Gl,’% =G, =0, = mDn,o%'“a Py = mDy, dV ma®,

woraus: Dy = Dy 4Py —

Nr. 2 97
Mit Hilfe dieser Formel fiir G, a kdnnen wir also' auch die
T
Brauchbarkeit der verwendeten, angeniherten Formel fiir die
Selbstdiffusion, bezw. Druckdiffusion:

in dem ganzen Gebiet: 0 é% = o, untersuchen.

Betrachten wir nun den Ausdruck fiir: G; = m { dg, , erhalten

wir auf ganz analoge Weise unter Verwendung der Reihenent-
wicklung fiir:

7T bz
2_2a ecosff R

F(O) = Se sty iy fwdy = Se Y ginZy dy,
0 ,

0

den Ausdruck fiir { cos 0"+ F (6’) 6’ , und nach Durchfiihrung der
Integration hiervon den folgenden Ausdruck fiir die Funktion,

o{5)= 3509 w3

a 4 1 5 1
11\71 (7.) = 1]\71 = 1~—§x1+§(e+z) x?—gx?lnxl—l—()mf-{—

7N, 1 5, 1
+ﬂ(e+z>~m1‘ 51 lna,1+0 x—l—384(8+1+ ) —

1
384 af lnxe, + - -
mit z, = (%) ¢ = 0,115936 und Inx, = 2,30259 log,, .

Hieraus erhilt man:
Dan, Mat. Fys.Medd. 28, no.2.
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N =1 —%-xl +0,682968 - af —1,151293 - 2% log,g oy +

+0,0534417 - at —0,0959441 - x{log,p x; +
+0,00388264 - 25— 0,00599631 - x% log;y 2,

Fire, =<=0: N =1, R(%):% und
a a A
far xlfi_—_i—oc R(7):0, 1N12ﬂ.
“) >0

Aus dem Ausdruck fiir \ dg, ergibt sich:
. 12, 2({3 ,[a
- = RS PR ALY EAN Y
deq2 = Gy, = mNu, - na [1 5 (a)+ n(a) R(l)]
/

oder nach Einsetzung des Wertes fir R(%):

Go = m quz = mN - v, wd [1—11\71].

Um den Wert von v, aus dem Ausdruck fiir die iibertragenen
Bewegungsgrossen zu bestimmen, konnen wir die bereits hierfiir
abgeleitete Formel schreiben, wie folgt:

nagg—i = 276(1 [M1+M2]+M3.

M, ist durch die Diffusionsstrémung und M, durch die Glei-
tungsstromung bestimmt; M, rithrt von der PoisEUILLE-Strémung

her.
Unter der Voraussetzung, dass die reine, laminare PoisevIL-

Le-Stromung fiir %20 noch nicht eingesetzt hat oder jeden-

falls nicht von Bedeutung geworden ist, erhalten wir, wenn
M, =0 gesetzt wird, den Ausdruck:

Nr. 2 99

2 777& (B’II“}_ 1W2) = naz ég’
dx

!l

_2a cosg
1—e 4 siuAy] Sinzy coszy dy )

7T
2

. +
o1
‘*‘ﬂm.@vx_)o‘NScosgod(pS
7

ol Q

2a cosg

[1 _8‘7.5?9] sin®y dy

0

1 . dN
= — )2 . —_—
Gm'!' adx
oder
1 dN [= a 1 _.
S T 9 (2 —Ouv .NI|Z a
27 la’cc[S 2 Q(l)]+2ngvx“*° N{Q—'z'R(E)]
1. dN
— = 0. %Y
6!2 adac
Hieraus erhilt man:
b = Tg,. AN Py

- =04 Ndx N,
und somit, weil ‘

lim (P; = lim N, = 1 fiir %:o:

-

E‘Qa . dN W. £ h b . .
1 Nag: e frither bereits abgeleitet.

1_’:30 =

. . a
Hieraus folgt, dass fiir I—> 0, d.h. solange die laminare,

hydrodynamische Strémung von PorsgviLLeE noch nicht von

wesentlicher Bedeutung geworden ist, und also M, = 0 gesetzt wer-
den kann:

27 — 4dN 3= P

Gy = T mBal - S 1= 2
3n P
= Gl,o"gtl‘le] I-N-l
141
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Durch die Reihenentwicklung fir ,N; erhilt man hieraus fir

%~>0:
37 1Py _
Gy oy = Gy '?[1_1N1]W; =
g .m.2a P 3 By(ay, 3(a), fa
Gro' g 1N1[1 R I AT Vi ’
und somit fir %20
7 2a o e 1Pt LA
GzzOZGl,O'Z'—f’ well Iim Ing1 fur 3 0.

Wenmn, ausgehend von a/A==0, die hydrodyr_;amische Strémung von
PorseuiLLE allmihlich von grisserer Bedeutung wird, nimmt der
Wert von v, wegen des Einflusses des Gliedes M; ab, so dass die
nach dem Ausdruck:

C
3=z 1P
Gyro = Gry [1— AR

berechneten Werte zu gross werden; wir werden spiter aus den
vergleichenden Tabellen ersehen, dass der Giiltigkeitsbereich fiir

diese Formel ist: 0 < —l— = ca. 0,35.

Fir a/A— o folgt der Wert von M;— o aus der bekanuten,
laminaren Stromung von PoISEUILLE, bezw. aus dem konstanten
Wert der inneren Reibung, % , und dem experimentellen Wert

von ks, fiir a/A— <« ; wie frither bereits abgeleitet, erhélt man hier-
durch fiir:

dN

a B ALY ¢ P el
j‘*“""vx—m‘k‘z 89 Ndx’ oder
. 4 — %0a dN
m1t1c2=§ TV o 69 Nde

Hieraus ergibt sich:

T
G2—>oc = Ian:z:—)—:o ‘ma [1 _—1N1—>oo] = G1,0 ’ Z [1 —1N1—>x]

101

A
Gyyoy = G1,o'%{1_§a} wenn fir

a A . .
Vel Vi . = 5a’ eingesetzt wird. —

Wir kénnen hierdurch auch die Brauchbarkeit der friiher ver-
wendeten Annéherungsformel fiir G,, d. h. die Formel:

2a ,
) 7z A x 1 . ..«
Gy G1,0 "1 %2a = GI,O : o in dem Gebiet: 7—> 0,
untersuchen.

Wir sehen aber leicht durch Vergleichung der Grenzwerte fiir
a/l_—i_O und a/A— o, dass diese einfache Formel jedenfalls brauch-

bar ist fiir das Gebiet: — == 0, und fiir das Gebiet:

Z == —2" —> Q0.

§ 10. Eine vollstindige Berechnung der Variation von v,
mit a/A-in dem Gebiet: 0 < a/A < oo, mit Hilfe der Formel fiir
die an die Wand iibertragenen Bewegungsgrossen ist aber nicht
moglich, solange wir nichts niheres iiber den Verlauf von M,
in diesem Gebiet wissen.

Nach dem Vorhergehenden kénnen wir also nur feststellen,
dass: '

wo fiir:

ip. & —9.(1P1)a
fiir: 770, L, 2 (1N1)7

und fir: I, ky = ca.% (exp: festgestellt).

Hieraus erhalten wir also fiir die zirkularkapillare Durch-
k 3
stromungsmethode: —2 — —.
. kzlw 2
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Wie bereits frither erwihnt, wiirde eine direkte Bestimmung
der Gleitung nach der Ablenkungsmethode mit koaxialen Zy-
lindern, von welchen der fusserste Zylinder in sich selbst rotiert,
die Moglichkeit einer direkten Bestimmung der Abhingigkeit
zwischen k; und afl eréflnen, weil in diesem Falle keine Selbst-
diffusions- bezw. Druckdiffusionsstromung vorhanden sein wird.

Obwohl dies nicht ganz der Fall ist bei der Bestimmung des
Gaswiderstands gegen die langsame Bewegung-kleiner Kugeln
(Gesetz von StTokEs), gewihrt diese Methode doch wohl eine
angeniherte Bestimmung der Variation von k, mit afi.

Bei der diesbeziiglichen experimentellen Untersuchung von
MarTin KnupseEN und Sopnus WeBERD stellte sich heraus, dass
das Gesetz von StoxkEes fiir den Gaswiderstand,*X, in dem ganzen

Gebiet: 0 §% < o, wie folgt geschrieben werden kann, wenn a

der Radius der Kugel ist (Vgl. Seite 41):

.
~

—1
K:67m7a~U(1+%], wo §=ky 1 —
Aus den Beobachtungen ergab sich, dass:
B —c. L
kZ:A[l-FZ-e A},

wo A, B und C Konstanten sind, wihrend a der Radius der
Kugel ist. U ist die konstante Geschwindigkeit der Kugel und 4
die mittlere freie Weglinge.
Wird die CHaPMaN'sche Weglinge, 1, verwendet, sind die von
KxupseN und WeBer gefundenen Werte: ‘
B 1

A~——1.10,4=—‘2

Y und C = 1.15.

Der Form nach ist diese Formel spiter von MirLikan® und auch
von MatTaucH® bestitigt worden, obwohl die experimentell ge-
fundenen Werte etwas von einander abwelchen; es kann aber

1) Loc. cit. Seite 40.
2) und 3) Loc. cit. Seite 40, vgl. auch Lienac, loc. cit. S. 27.
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wohl kaum ein Zweifel dariiber bestehen, dass diese Form der
Formel festliegt und brauchbar ist. —
Wir erhalten hieraus fiir:

%: 0, kyy = A+ B
und fiir
a
N ‘: ‘ E.‘* ©, Iy, =4,
woraus wir finden:
kyy A+B 3

)

Ko, A 2

in ijereinstimmung mit den obenerwihnten Resultaten der
Durchstrémungsmethode.

Wir dirfen also annehmen, dass in dem Ausdruck fir die

Gleitungsstrémung, Gy, ks, in dem Gebiet: 0 < gé w, auch ge-
schrieben werden kann: 4

1 —c.- 2
Iy = km-<1 —I—§e 2).

Wir erhaltpn hieraus fir G,:

1 —a-2] _
Gy, = m. N, kz,wl:l‘*‘;f A]Qa-—Z\;-naz{l—lN1<3>]

_2_71" 5.3 AN 3x 1 —Co-

- 3'mga N—dx'N'E.kz’w.[l_l_Ee ﬂ [1—1]
7 1 -G

= Gy, Z[l“lNJ [1+§e '1], wenn Icz,n:%,
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Der Wert fur C; kann am besten durch die theoretisch be-

rechneten Werte von G,/G, , tiir 2+ 0, bezw. die Werte aus der

A
3 T 1P1' a -
Formel: Gy/Gyy = [1 — V] - ==, wenn —<C ca. 0,35, bestimmt
8 N, A

werden. —
Es stellt sich, wie aus der folgenden Tabelle VII erhellt, her-
aus, dass C, = 2 ein angemessener Wert ist.

§ 11. Fur die Vergleichung der KNnupsen’schen Beobachtungs-
reihen mit den Resultaten der entwickelten Theorie ist es zweck-
missig, aus den abgeleiteten Formeln erst die benotigten Tabellen
fir P; und (N; zu berechnen. —

In Kolonne I der folgenden Tabelle No. VI ist der Wert von
a/i angegeben. 1 ist die freie mittlere Weglinge, so wie diese aus
der Formel von S. CHapmaN berechnet wird; in Kolonne II sind
die nach der gefundenen Reihenentwicklung berechneten Werte
fir P, angegeben. Fir a/l >4 ist hierbei die Anniherung:
Q (%) = 0, woraus: P, = % {1 ——2—%}, verwendet.

In Kolonne IIT sind zur Kontrolle die Werte, welche fiir {P;
aus den von P. und P. angegebenen Werten fiir das Integral, K,
berechnet werden koénnen, angegeben. P. und P.Y haben nim-

lich fir Q 2) den folgenden Ausdruck abgeleitet:
F 8 s

I

2
. 2a L {. 2a

K= [Hl (l Zsin'q))_lll(l Asin

ﬂ sin®y cos®p dy,
0

woraus folgt:

P, =%{1_3(%)-K].

In diesem Ausdruck fir K bezeichnen H, (iy) und I, (iy)

1) 'W. G. PorLarp und R. D. Present: loc. cit. S. 774, App. IV.
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Tabelle VI.
1 1I III v, v
a 1Py, ber. Py, ber. laut L
- G- numerischer a .
A = (711—0 sber- | mntegration (P &P) | 127 s ber
0-000 1-00000 1:0000 1-00000
_‘00’1\_ 099454 09980 0-99867
‘010 96266 ‘9804 98697
‘015 ‘04852 ‘9709 ‘98063
-025 -92365 9524 ‘96325
‘035 . ‘90175 *9346 05622
050 8726 ‘9091 -9388
‘10 *7948 *8333 8850
‘15 -7343 7692 *8368
+20 6843 ~7143 -7930
25 6417 0°6560 6667 +7531
‘30 6047 ‘6250 *7165
‘35 -5700 *5882 ‘6828
40 5429 -5556 -6516
*50 4929 0-4946 5000 5960
60 -4515 -4545 -5479
70 4163 -4167 -5057
‘80 *3863 *3846 4687
90 -3602 *3571 4360
10 3373 0-3401 *3333 4070
20 1994 020565 <2000 +2300
30 1461 -1429 -1647
4-0 1133 1111 1250
50 0925 0909 -1000
10— ‘0481 0476 0500
20— *02453 02439 0250
50— ‘00993 -00990 0100
100— -00498 00498 0050
200~— -00250 -00249 -0025
400"— 001249 -001248 ‘00125
0 0-0000 0-0000 0-00000
i 3 i
FHFI; 4 1P1_>°° =§E[1—‘§ —] und 11\’1_)‘°°
AN 3 2
also: (i)+m— [1 s z]_no Z 1
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die StruvEe’sche, bezw. die Bessevr’sche Zylinderfunktion, 15t

Ordnung mit komplexem Argument: iy =1 2a _1 .
A siny

Durch numerische Integration von dem Ausdruck fiir K haben
P. und P. gefunden:

:r:l :—;-’ = 0,25: K = 0,0560, woraus: P, = 0,6560

— % —0,50: K = 0,0834, woraus: P, = 0,4996
@y =7 =1,00: K = 0,1066, woraus: P, = 0,3401
Ty = % = 2,00: K = 0,1186, woraus: P, = 0,2055
X = % =0 : K =0,1250, worags: 11;[ =ﬂ0,0000. _

Wir ersehen hieraus, dass unsere theoretischen Zahlenwerte
fiir ,P,, in hinreichender Ubereinstimmung sind mit den Werten,
die aus den numerisch berechneten K-Werten von P. und P. ab-
geleitet werden konnen.

In Kolonne IV sind zur Vergleichung die Werte von 5 a
1+ =

angegeben; hieraus erhellt, dass der Unterschied zwischen

1
o und ;P fiir a/2 > 0,5 vernachlidssigt werden kann; in dem
(%]

Gebiet: 0 < a/A < 0,5, betragt der maximale Unterschied ca. 49/,,

1 1
Dir = D11,0+ Dy’ jedenfalls fir
kreisformige, zylindrische Rohre, als erste Ann#dherung brauch-
bar ist. —

In Kolonne V sind die in analoger Weise berechneten Werte
von N, nach der gefundenen Reihenentwicklung angegeben ; fiir

so dass die Diffusionsformel:

afi>>4 ist bei der Berechnung die Anniherung: R(%) =0, ver-
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a

wendet; hieraus folgt fiir das Gebiet, worin — >4 ist, dass

A
A
N, = -,
1~V1 2a
Wir werden nun die Zahlen in der Tabelle No. VII niher
betrachten; in Kolonne 1 dieser Tabelle sind wieder die Werte

von afd angegeben; in Kolonne 2 stehen die mittleren Werte von
a

G=9 ( A) = Gf"g;g/ Gy, wie diese von Dr. MELKONIAN aus dem voll-

stindigen Beobachtungsmaterial von MarTin Knupsen abge-
leitet sind. '

Wenn wir mit den fritheren Ausdriicken:

10 Q4 v
(i—pa) @ Ty und o T, = Gyy»

vergleichen, sehen wir leicht, dass:

Gioa _ G, Gy 6 1 0@ T,
GI,O Gy Gy G1,o Gio PL— P2 Ty,

G, G 1 -
—~ = P, und _i:%[l—ﬂvﬂ‘[l‘f‘ge l},

(Formel I, Tabelle VII, Kolonne 9, die giiltig ist in dem ganzen
G 3 p
Gebiet: 0 é% < o), bezw. 612—0 = —873 [1— .V 1:—]\711 (Formel II,
Tabelle VII, Kolonne 8, die theoretisch abgeleitet ist, aber nur
giiltig fiir das Gebiet: %—» 0) und Gy/Gyy = %Z— (%) (XKolonne 4).
Dieser letzte Ausdruck, G,/Gy ,, stellt dierrein hydrodynamische,
laminare Strémung von PorseuviLLe dar.

In Kolonne 3 stehen die Werte von: Gy 45/Gy,, welche aus der
Beobachtungsreihe von MaARTIN KNUDSEN mit reiner Kohlensiure
und Rohr Nr. 4 hervorgegangen sind. MarTIN KNUDSEN gibt, wie
békannt, selber an, dass diese Messungen mit dem Rohr Nr. 4
(Biindel aus 24 parallel geschalteten Rohren mit a = 0,003260 em
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Nr. 2 Nr, 2 109
Tabe
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Gy,5,8/ G Gi,2,3/Grpp G3/Gyo G G,) /G, ’bebh‘ G4,q , ber.
— 3 a\ (G1t Gl 1+ G Gro s | Gi/Guye » Gy/Gy,e » ber. Gl 1: 2a
a Dr. Melkonian’s| 2 Iliiroh‘lj;enbundel b (7/ . = (Gpaa— G3){Gy, ber. ber. _ 9% 7 7
A Mittelwerte 0. - —— 4 2a
o b) by No.3 - (Hohsmons I;);?;T:g;r P 3??;[1—11"1] %- %[1-1N1][1+—12—-e '1] g
CO,,H,und O, CO, (Poiseuille)

0-000 1-000 1-0000 0-0000 1-0000 1-0000 1-:00000 000000 0:00000 0-00000
001 0987 0-9950 0-00015 0-9949 09961 099454 ~ 00156 ‘00157 00157
‘010 0-981 0-9800 0-0015 0-9785 ‘9779 ‘96266 -01498 *01525 01540
‘015 0°969 09730 00022 0-9708 9711 04852 -02208 *02259 02288
‘025 0-958 09620 00037 0-9583 *9605 02365 ‘03569 03680 03740
‘035 0:952 0-9560 0-0052 0-9508 9522 ‘90175 ‘04863 05040 05138
‘05 0948 0-9510 00074 0-9436 ‘0424 ‘8726 ‘06703 ‘06980 07140
‘10 0927 0-9390 00147 0°9243 19221 *7948 ‘1217 12730 1309
‘15 0-925 09335 00221 09114 9101 17343 1687 1758 1812
20 0-923 0-9300 00295 09015 9014 ‘6843 2104 2171 2244
25 0921 0-9285 00368 0°8917 8944 6417 2478 2527 2618
30 0920 Min 09270 00442 0-8828 8885 6047 2819 2838 2945
35 0921 09280 00515 0-8765 8810 5700 - *3120 -3110 -3234
40 0-923 0:9295 0-0589 0-8706 8780 5429 -3420 *3351 *3490
50 0927 0-9360 0-0736 0-8624 8686 4929 (-3937) 3757 *3927

a) b) a) b)
60 0-933 0:9440 | 0°9492 00884 0-8556 | 0-8608: 8601 .4515 (-4389) 4086 4284
70 0-939 09540 | 09566 01031 -8509 ' 8527 4163, (4793) ‘4364 4582
80 0'948 0-9645 | 0-9651 01178 ‘8467 8457 3863 — 4594 4833
‘90 0955 09760 | 09749 01325 8435 ‘8398 .3602 — 4797 5048

1-:00 0-963 0-9882 0-9855 01473 -8409 8345 .3373 — 4972 5236

150 1-017 10635 | 1-0464 0-2209 8326 8179 .2510 — 5669 58901

2-00 1076 1-1220 | 1-1102 02945 ‘8275 8097 1994 — ‘6103 ‘6283

300 1-208 12645 | 1-2485 04418 8227 8030 1461 — ‘6569 ‘6734

4-00 1-355 1:4095 | 1-3909 0-5890 ‘8205 8006 11337 - ‘6873 ‘6981

50 1-494 15550 | 1'5350 0-7361 ‘8189 7994 L0925 — *7069 7140

60 —_— 1-7010 — 0°8836 8174 - — —_— — — —

70 1770 1-8475 — 10308 8167 — — — — -

80 — 1-9945 — 1-1781 ‘8164 — — — — -

9-0 — 21413 — 1-3254 8159 — — — — -

10— 216 2-2880 | 2-2652 14726 8154 7942 0°0481 — 7461 7480

20— 366 37593 | 3-7345 2:9452 8141 7904 0:0245 — 7658 7662

50— 801 81760 | 81504 7-3631 *8130 7875 00099 — 7776 7735

100-— 1560 15539 115514 14-726 8125 7865 0-0050 — -7815 7834

200— 30-90 30-264 |30-239 29452 -8116 7860 0-0025 — 7834 7822

400 — 59:85 59-716 | 59691 58-905 ‘8110 7860 000125 — 7848 7853
% o o o % 0.810 07854 0.0000 (3—‘812 1-1781)) %~ 07854 7 - 0.7854
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und Linge des Biindels: L = ca. 2 cm) die bestmoghchen seine
Beobachtungsreihen darstellen.
Die bei den verschiedenen Mitteldrucken

beobachteten T;-Werte in dem Bereich: 0,5 <
Verwendung der Interpolationsformel:

1 ¢ p
Ty = aptbiyi o -+ 11+1c}: -, bezw
T Gras o 1 ap

by n Gy —bl 1+cp l+4cy:p

nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgewertet; hierdurc
sind die Konstanten dieser Formel bestimmt, und mit Hilfe diese

Konstanten sind die in der Kolonne 3 a angegebenen Wert"e‘

»

berechnet.

In derselben Weise ist das Beobachtungsmaterlal von MARTIN -
KnupseN mit dem Rohr Nr. 3 (¢ =0,01415 ¢cm und L = ca. 12 em)-

und reiner Kohlensdure behandelt; auch fiir diese Beobachtungs-
rethe ist das beobachtete Material fiir% >0,5 nach der Methode

der kleinsten Quadrate behandelt und ausgewertet. Mit den hier-
durch erhaltenen Konstanten sind die in der Kolonne 3 b angege-
benen Werte fiir Gy,3/Gy, von dieser Messreihe bestimmt.

Fir das Gebiet a/A > 0,5 ergeben diese zwei Beobachtungs- -
reihen einen Unterschied im Grenzwert fiir a/i — «, bezw. fiir die
Konstante: ¢;/c, , die bei grossen Werten von a/A fiir die Gleitung
massgebend ist, da wir aus der Interpolationsformel fijr: a/i — <o,
erhalten:

5 _ Gios @ ‘-
by Gy B b1p Ca

Fiir das Rohrenbiindel Nr. 4 ergab sich ¢,/c; = 0,810 (Kolonne
5 a), wihrend fiir das Rohr Nr. 3, wie auch fiir das Rohr Nr. 1,
¢1fe, = 0,785 gefunden wurde (Kolonne 5 b). Dieser letzte Wert ist
auch in Ubereinstimmung mit dem Wert, der anniherungsweise
aus den Mittelwerten von Dr. MrerLronian fir das ganze Be-
obachtungsmaterial abgeleitet werden kann. Dieser Wert cyfcs =

1) MarTin Knupsen: loe. cit. S. 118, 1909.

111
785 ist in Ubereinstimmung mit dem theoretischen Wert:
Je, = % = 0,7854, welcher sich ergab, wenn k, = ca. 5 in Uber-

‘nstinl}fiung mit dem Mittelwert der Beobachtungen, gesetzt wurde.

In dem Geblet 0 < 7= < ca. 0,6, sind die KnupseEn’schen Be-

bachtungen fiir Kohlenséure mit den Rohren Nr.4 und No. 3
raphisch ausgeglichen, weil keine angemessene Interpolations-
el in diesem Gebiet vorliegt. Die Ubereinstimmung der
cbachtungen mit Rohr No.4 und Rohr No. 3 ist in diesem
ebiet sehf befriedigend; die in der Kolonne 3 angegebenen

Verte von Gyo3/Gry fiir das Gebiet: 0 < % < 0,5, sind durch

graphische Ausglemhung bestimmt. Leider waren in diesen Ver-
~suchen, wie bekannt, die anwesenden Quecksilberddmpfe nicht
“durch Ausfrieren entfernt.

Die U_beréinstimmung zwischen den Mittelwerten der Ko-

lonne 2 (Dr. MELKONIAN) und den Zahlen in Kolonne 3 ist auch

befriedigend, wenn die Messgenauigkeit in Betracht gezogen
wird. — ;

Es erhellt auch aus diesen Tabellen, dass das beobachtete
Minimum bei: (%) = ca. 0,31, liegt, wihrend G;,; (Min.) =

min
0,925. G;,, wie schon frither erwihnt.

In der Kolonne 4 sind die berechneten Werte fir G;/G;, =
ZZ (%) angegeben, d. h die Werte fiir die hydrodynamische,
laminare Strémung von POISEUILLE. Fur diese Stromung haben
wir als erste Annaherung angenommen, dass der Ausdruck
G;/G, 0= %g ‘ (%), der jedenfalls richtig ist fiir grissere Werte von a/A,
auch annihernd brauchbar bleibt in dem Gebiet a/i— 0. Aus den
Werten in Kolonne 4 erhellt, dass der Einfluss des Gliedes
Gy/Gy auf Gy,5/Gy, in dem Gebiet a/i — 0 jedenfalls sehr klein
wird ; erst bei etwas grosseren Werten von a/4, d. h. a/1>0,14a0,2,
wird der Einfluss des Gliedes G;/G;, von messbarer Bedeutung;

“bei dem Wert: a/A = 0,3, betrdgt der Einfluss ca. 59/, und bei:

afi = 0,6, ca. 10%/,.
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In Kolonne 5 sind die Werte von:

G,+G .

( IGl 2)1) . = (G],2,3/G1,0)beob. —(Ga'/Gl.o)ber.’ angegeben, d. h. die

0 eob.

Differenzen zwischen den Werten in den Kolonnen 3 und 4.

Wir ersehen hieraus, dass dieser »beobachtete« Wert von

(Gy + Gp)/Gy gleichmissig von 1 (fiir %20) bis auf 0,785

(0,810) fur < ~ o abnimmt.
A G+ G,

Es erhellt also hieraus, dass der Wert von: ( G s

i~ 1,0 beob

mit wachsendem Wert von %, d. h. mit wachsendem Wert von

p, gleichmissig abnimmi, so dass die natirliche Erklarung fir
das Entstehen des beobachteten Minimums bei a/A = 0,31 gesucht
werden muss in dem Eintreten der hydrodynamischen, laminaren
Stromung von POISEUILLE, Gy/Gy,, die mit wachsendem Wert von

%, bezw. p, zunimm{, und also nicht in der gaskinetischen Wechsel-
wirkung der Molekiile, bezw. in der Summe der gaskinetischen
Ausdriicke fir G;/Gy, (herrithrend von der Selbstdiffusion, bezw.
Druckdiffusion) und G,/G, , (das Gleitungsglied). (VgL. Kurve I 4-1I,
Fig. 14).

In der Kolonne 6 steht die Summe der Zahlen der Kolonne 7
(das berechnete Diffusionsglied: G/G,, = 1P;) und der Kolonne 9,
d.h. das berechnete Gleitungsglied:

Gp Al TNy A

Die Summe dieser beiden theoretischen Glieder (Kolonne 6)

. G+ G
stellt also den theoretisch berechneten Wert von Gio dar
ber.

und muss somit, wenn die Theorie brauchbar ist, mit den observier-
ten Zahlen in Kolonne 5, bezw. 5 b, iibereinstimmen. Durch Ver-

. a
gleichung erhellt, dass dies in dem ganzen Gebiet: 0 < T < w,

der Fall ist; die grossten Abwelchungen betragen nur ca. 3/4 %/,
aber im Mittel weniger. —
In der Kolonne 7 stehen die theoretischen Werte von G,/Gy =

Nr. 2 113
='1P1 , d. h die berechnete Selbstdiffusionsstrémung, bezw. die
Druckdiffusionsstrémung des reinen Gases. Es kann angenom-
men werden, dass die theoretischen Werte von G/Gyo = P, fiir
grossere Werte von a/i (bezw. im Maxweri’schen Zustand der

- Gase) zu kleln sind, weil unsere Formel fir P, fiir ¢/l — «,

Dy, ;\ 3 o1, ergibt, wihrend der exakte Ausdruck fir den

reinen MaxwerL’schen Zustand, Dy ,, = 0,60 - 24 , sein muss,
jedenfalls wenn die Molekiile als harte , elastische Kugeln auf-
gefasst werden konnen. —

Der Einfluss des Gliedes, G,/G; , =,P;, in der Summe (M)

1,0

ist aber in.dem Zustande: a/Ai— «, dem Gleitungsglied, GofGrys

gegeniiber so gering, dass es schw1e11g sein wird, diesen Unter-
schied experimentell nachzuweisen, jedenfalls solange der theo-
retische Wert des Gleitungsgliedes in dem Gebiet: %» w, nicht
ejnwandfrei theoretisch abgeleitet ist, und solange das Gleitungs-

glied und das Diffusionsglied in dem ganzen Gebiet: 0 < %g w0,

nicht, unabhéingig von einander, mit grosster Genauigkeit experi-
mentell untersucht worden sind.

In der Kolonne 8 s‘tehen die nach der theoretischen Formel:

5
Go/Gro = —87:[ [1- 1N1] X1, berechneten Werte des Gleltungsghedes

Diese I‘ormel ist aber nur giiltig in dem Gebiet: 7—> 0, d.h.

solange die POISEUILLE-Stromung noch nicht von Bedeutung ge-
worden ist. Dies erhellt auch daraus, dass diese Formel fiir:

GofGy g, ber., nicht den richtigen Grenzwert fiir %—> o ergibt.

In der Kolonne 9 stehen die Werte des Gleitungsgliedes, G,/G, ,,
wenn angenominen wird, dass der Wert fiir v, in analoger Weise,
wie von MArTIN KNUDSEN und Soprus WEBERY in ihrer Unter-
suchung iber den Widerstand gegen die langsame Bewegung
kleiner Kugeln (Gesetz von Stoxes) gefunden, mit a/A variiert. —

Die auf diese Weise abgeleitete Formel:

1) Vgl S. 40.
Dan.Mat.Fys.Medd. 28, no.2.
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2a
G _ 7 ml14Le 7|, ergibt nicht allein die richtigen
Gigo 4 2
Werte fiir:% =0, %» 0 und %—» o, sondern es erhellt ausser-

dem aus den Zahlen in den Kolonnen, 8 und 9, dass die Werte fur
a/}— 0 in befriedigender Ubereinstimmung sind mit den berech-

neten Werten, die sich in dem Gebiet: 0 << il < ca. 0,35, aus der

theoretischen Formel: G,/Gy, = 3 1 — V] ety erschliessen

lassen. 8 1M

Fir gréssere Werte von % erhidlt man aus dieser letzten, theo-

retischen Formel zu grosse Werte fiir G,/G, ,, weil in dieser Formel

A
PorseviLie-Strémung nicht Rechnung getragen ist. Dies erhellt

- . . e a
der Anderung von v, bel grosseren Werten von (—) wegen der

‘ 3 .
auch daraus, dass der Grenzwert fiir afi — w: §-n wird,

Z 3
i

wihrend dieser Grenzwert 1

betragen muss.

In der Kolonne 10 sind zur Vergleichung die Werte fiir die
2a '

y
a
1+7

Grosse: % . » welche wir als Annédherung fiir G,/G o verwendet

haben, angegeben.
Es erhelit durch Vergleichung der Zahlen in der Kolonne 10

mit den richtigen Werten in der Kolonne 8 und Kolonne 9, dass
2a
A

. 2a

1+7

der Ausdruck: . eine brauchbare Anniherung fir

|

Gy /Gy, darstellt.
Der maximale Unterschied betrigt ca. 5 °/,, wihrend die Unter-
schiede in den Gebieten: a/Ai— 0 und a@/i— , nur sehr

gering sind. —

Es erhellt aus den vorhergehenden Betrachtungen, dass der

. . da
von Martin KnUDSEN in dem ganzen Gebiet: 0§i§ «, be-

Nr. 2
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06 |-
Kurve Il\ ,
05 , -
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Kurve 17
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o Kurve [l
s \ 9 _ 37(d
-y (A)b:‘n (Kolonne 4, Tab. Vi)
Y e A R L T T R R S I
0 04 02 03 04 05 06 07 08 09 10 14 12 135 14 15 *

Fig. 14,

obachtete Verlauf der stationiiren Durchstrémung eines reinen
Gases durch ein kreisférmiges, zylindrisches Rohr durch die

- Superposition dreier von einander unabhéingiger Stromungen

(vgl. Kurve: I+ II + III, in Fig. 14) namlich:
8*

'
i
A

i
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1° Der Selbstdiffusionsstromung (bezw. Druck-Diffusions- .

stromung eines reinen Gases), charakterisiert durch: Gy/Gy, = (P,
(Kurve 1, Fig. 14),

2° Der Gleitungsstromung des reinen Gases, charakterisiert
2a
durch den Ausdruck: G,/G,, = z (1 — V] |1+ le A

. o 4 2

Fig. 14),

3° Derlaminaren, hydrodynamischen Stromung von PoiseuIL-

LE, charakterisiert durch: (;/Gy, = %(i), (Kurve III),

] (Kurve 11,

auf befriedigende Weise erkliart werden kann.

Die Superposition dieser drei, von einander unabhingigen
Stromungen, bezw. die Summe aus G,, G, und G,;, deren Werte,
jedenfalls mit grosser Anniherung, theoretisch abgeleitet sind, er-
gibt den theoretischen Wert fiir die totale Strémung, G,,;.

Es stellt sich weiter heraus, dass die beobachteten Werte fiir
G1,23/G1 In sebr befriedigender Weise mit den aus der Theorie
berechneten Werten iibereinstimmen, so dass auch das beobach-

tete Minimum: Gy,; (Min) = 0,925. G, , bei (%) = 0,31, hier-
durch seine Erklidrung findet. o

Ann#dherungsweise ist in dieser Berechnung der Ausdruck fiir
die hydrodynamische , laminare Strémung von PorseuiLLE:
Gy/Gyy = 3(;—: . (%) auch in dem Gebiet: %—» 0, benutzt worden,
obwohl man nicht erwarten darf, dass dies im vollen Umfange,
z. B. in dem Gebiet: %z 0, erlaubt ist. Es bleibt darum eine noch

ungeldste Frage, in welcher Weise und mit welchem Wert die lami-
nare, hydrodynamische Strémung von PorseuiLLE einsetzt; dass
diese laminare, hydrodynamische Strémung bereits bei dem Wert:

a_ ca. 0,3, im vollen Umfange eingetreten ist, erhellt aber aus

A
der Ubereinstimmung zwischen dem theoretischen und beobach-
o .

A

teten Minimum fiir (5, bei 0,31. —
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Wir konnen in diesem Zusammenhang die Prizisionsmessun-
gen von W.GAEpE mit Wasserstoff und Stickstoff niher be-
trachten. _.GaEpe verwendete ein kreisférmiges , zylindrisches

"Rohr: a = 0,02064 ¢cm, L = 5,67 em und also % = 0,00365.

In ‘der folgenden Tabelle, No. VIII, sind die Resultate dieser
Messungen in den Kolonnen 3 und 4 angegehen. — V

Tabelle VIII.

1 2 3 | a4 | s 6 7
G
% _‘% G/Gy,q 0bs | G/G, 4 0bs %ber. Gs}leber. Gl__}_g:i% ber.
H2 N2

0000 -0.00 1-000 1:000 1.000 0-000 1-000
0010 2.75 0982 0983 0.978 001 0-979
0-015 4.12 0972 0975 0.971 002 0973
0025 6.87 0958 0.959 004 0'963
0035 | 9.61. 0944 0.950 005 0955
a/L = 0,00365

Bevor wir diese Zahlen niher betrachten, muss untersucht
werden, ob- die beobachteten Werte fiir G durch die Etfusion,
d.b. durch den Beitrag zur Strémung von seiten derjenigen
Molekiile, die das Rohr passieren, ohne gegen die Rohrwand zu
stossen, wesentlich beeinflusst sind. Fiir ein kreisfé6rmiges Rohr,
fiir welches: a/L ({1, ergibt sich fiir den Beitrag der Effusion,
Gg, d. h. die Differenz der gegenseitigen, molekularen Strahlung
der zwei Treien Endflichen, = a? im Abstande, L, auf einfache
Weise der angeniherte Ausdruck:

Gg 3(a a\? L

PR e - o .. A

G, = slo)|t 2] e
wenn a/L<{1. Es geht aus dieser Formel hervor, dass diesc
Korrektion, wenn a/L = 0,00365, ohne Bedeutung ist, selbst fiir

den Wert fiir G bei %: 0,01. —

In der obenstehenden Tébelle , No. VIII, stehen in Kolonne 1
die Werte fiir /1 und in Kolonne 2 die Werte fiir L/A. In den
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Kolonnen 3 und 4 stehen die von GaeEDpE beobachteten und von
ihm ausgewerteten Werte fiir G/Gy,, wo G,, den Wert fiir G bei
a/A = 0 darstellt. In Kolonne 5 stehen die berechneten Werte fiir
(G, + G,)

G > und in Kolonne 6 die berechneten Werte fir G;/Gy, =
1,0

%(%) In Kolonne 7 steht die Summe der berechneten Werte
[ir: GyfGro » GofGro und Gy/Gyy.

Aus diesen GaepE’schen Versuchsreihen, die leider nur bis
afA = 0,035 durchgefiihrt sind, scheint hervorzugehen, dass die
Ubereinstimmung zwischen den beobachteten und berechneten
Werten am grissten ist, wenn das PorseviLLe-Glied weggelassen
wird; dies ist auch in Ubereinstimmung mit den Resultaten in
der Tabelle No. VII, wie durch Vergleichung der Zahlen der
Kolonnen 2 und 3 mit den Zahlen der Kolonnen 5, 6 und 9
erhellt. -

Es darf aber bei dieser Vergleichung nicht tibersehen werden,
dass bei solchen sehr niedrigen Werten von a/1 die quantitative
Bedeutung des Gliedes, G,/G;, , sehr klein ist gegeniiber der Be-
deutung des Gliedes: M —

Gy

Andererseits ist es in Ubereinstimmung mit der molekular-
kinetischen Auffassung des KNupsen-Zustandes: (a/4) =0, dass die
Entstehung einer hydrodynamischen Stromung erst dann moglich
sein wird, wenn a/A so gross geworden ist, dass die Gasmenge in
einem Raumelement des Rohres als ein Kontinuum aufgefasst
werden kann und also in Analogie mit einer Fliissigkeit theoretisch
behandelt werden darf; wie bekannt, ist diese Analogie voll-
stindig in dem MaxweLL'schen Zustand der Gase, d.h. wenn

a
— = .,
A

Es wire ohne Zweifel von Interesse und von Bedeutung, auch
zur Beleuchtung -dieser Analogie, wenn das vorliegende Beob-

achtungsmaterial, besonders in dem Gebiet: 0 < % < ca. 1, durch

eine Reihe von Prizisionsmessungen fiir Helium und Neon, sowie
auch fiir Wasserstoff und Stickstoff nach dem Vorbilde von
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W. GaEDpE und MARTIN KNUDSEN ergidnzt werden konnte. Es wiire
dann vielleicht méglich, weil nun eine quantitative Theorie fir

diese komplizierte Strémung in dem ganzen Gebiet: 0 < % <L oo,

vorliegt, etwas niheres iiber diese Analogie zwischen Gasen und
Fliissigkeiten zu erfahren; ausserdem wire es fiir die Theorie
von Bedeutung , wenn die Gleitung unabhéngig von der Selbst-
diffusionsstrémung untersucht (z..B. nach der Ablenkungsmetho-
de) und die Abhéngigkeit der Selbstdiffusion von /A mit Hilfe
der Isotopenmethode bestimmt wiirde. —

§ 12. Aus der abgeleiteten Formel fiir: G/G; y = Gy 43/G,,, mit

oder ohne PorseuviLLiE-Glied, geht hervor, dass fir x; = % — 0:

Gyas = Gio[l + eyt agxy Ina; + az Xy e, -2 lne, -],

. Wo: G1,0=%Vﬂ-Vlza3-p——~lzp2-

Hieraus erhellt, dass fir x; = 3 =0: G3= Gy, da

>l

lim a,"lnx; = 0 fiir ; = 0, wenn n > 0. —

Weiter erhalten wir hieraus:

dG
123 Gyp [0+ oty + e Inacy + -+ -],
dxl
dG A
und also fiir x; = 0: Crigs

Der Wert , G, , fir die Molekularstrémung bei % =0 ist

fiir den Fall, dass die Bedingung: %:_z 0, nicht erfiillt ist, frither

in mehreren Untersuchungen behandelt worden; im Allgemeinen
ist man bei der Aufstellung der Formeln von der KNupseN’schen
Formel? fiir die Molekulardiffusion durch ein Loch in einer
diinnen Platte, ausgegangen. —

1) MarTin Knupsen: Ann. d. Phys. 4, B 28, S. 999, 1909,

I
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S. Dusaman® hat hierfiir die Formel:

- . 1
G0 = Gios 57
3

Diese Formel befriedigt die Grenzwerte, sowohl fiir die Mole-

» angegeben.

kulardiffusion durch ein Loch in einer diinnen Platte <%z ) ),
als auch fiir die reiné Molekularstrémung durch ein unendlich

langes, zirkulares Rohr (% = 0).

P. Crausing® hat, wenn % = 0, dies Problem fir alle Werte

von % eingehend theoretisch untersucht, wihrend E H. Ken-

NARD3)

folgende Interpolationsformel:

)
e

In dieser Formel ist, wie auch in der Formel von DUsHMAN:

Giog= Gyp- . abgeleitet hat.

4Y2m - —
G = 1/3 'V1903'P1Lp2'

Die Interpolationsformel von CLAUSING-KENNARD ist jeden-

falls fir: — < f; .

...a a N .
werten fiir: = 0 und zz o, iiberein. —

Porrarp und PreseEnT” haben fiir ein kreisférmiges, zylin-
drisches Rohr mit endlicher Linge, L, einen Ausdruck fiir G;_,

1) S. Dusuman: Vacuum Technique, S. 101, New York, 1949.

2) P. CrausiNg: Thesis, Leiden, § 23, S. 117, 1928, und Physica, Bd. 9, S. 65
1929. .

3) E. H. KENNARD: loc. cit. § 173, S. 308.

4) PorLrarp and Present: loc. cit. pag. 769.

aus den von CrLAUSING berechneten Werten fiir Gj, die.

sehr befriedigend und stimmt auch mit den Grenz- .

Nr. 2 121

in dem Zustande, charakterisiert durch: 4 >> L > a, theoretisch
zu berechnen versucht.

Durch eine komplizierte Annaherungsrechnung haben sie die
Formel:

’ 3{a 3. L\{a
G0 = Gy {1 _Z(Z)_(O’4764+Zlnﬂ) (7) ],

abgeleitet.' —

Da P. und P. aber der zusitzlichen Geschwindigkeit, v,, der
Molekiile, die von gegenseitigen Zusammenstossen im Inneren
des Rohres kommen, nicht Rechnung getragen haben, hat das
Resultat von P. und P. nur auf die molekulare Diffusionsstréomung,
Gy, und nicht auf die Gleitungsstrémung, G;_,,, Bezug, und
also auch nicht auf die Totalstromung: Gys4 .0 = (G + Gy)_q,
im Zustande: Z=0.

A

Aus dem Ausdruck von P. und P. fiir Gj_,:

, 3
G1—>0=G1,0[1 4([4) (04764+ ln%)(%)}

ergibt sich fii %:0 und %:0:
Gy dG,
B (220 = 1 und lim | T2 — o,
-0 1,0 >0 | Gyg dﬁ
A
wihrend- fir: %: 0 und 0 ¢ % (1, der Ausdruck: G, —

= G,yo[l — %(%ﬂ » abgeleitet wird, so- d‘ass' die Ubereinstimmung

mit den Resultaten von S. Dusaman und von CLAUSING-KENNARD
nicht als befriedigend angesehen werden kann.

Wenn die von P. und P. vernachlissigte Gleitungsstromung,
Gy_. o, keinen Beitrag von Bedeutung zu der Totalstrémung:

Giag = (Gi + Gy)_q , leisten sollte, erhdlt man hieraus, wenn:
a

7 =2, =0 und 0 ¢ % 1, den Grenzwert:
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1 dG 3 L
lim [—-—r”—“} = —(0,4764+4ln2——>,

x =0 Gl-,O da';l a

so dass fiir ein Rohr mit endlicher Lange, im Gegensatz zu

meiner Formel fiir ein unendlich langes Rohr, d. h. 2 — 0, ein

] L
endlicher Wert fiir den Differentialkoeffizienten der Kurve
G+ Gy, «a a .
(g > —) im Punkte, — = x; = 0, erhalten wird.
Gy A

Ob dies auch der Fall sein wird, wenn dem Einfluss des
G, a a
Gliedes, g_)o , far Ig 0 und bei 0 < 7 {{1, Rechnung getragen
1,0 ‘ .
wird, muss noch niher~untersucht werden. —

Es ist durch die experimentelle Untersuchung von W. Gaepe"
iiber die Strémung von Wasserstofl durch einen rechtanguliren
Spalt und insbesondere durch die schénen Untersuchungen von
R. E. H. Rasmussen® iiber die Stromung der reinen Gase durch
Ringspalten und andere Spalten bekannt, dass das Minimum

der Kurve: G =@ (%) , wo h die Hohe des Spaltes angibt, in der

Nihe von: h/A = ca. 1, liegt, wihrend der Wert des Minimums:
Gin., = ca. 0,50. G, , betrigt. —

In einer folgenden Abhandlung werde ich nachweisen, dass
diese experimentellen Resultate auch mit der hier angegebenen
Theorie {ibereinstimmen, und dass die experimentell gefundenen
Werte fiir die Lage und Grosse des Minimums in quantitativer
Ubereinstimmung sind mit der Entstehung der totalen, gemes-
senen Stromung durch Superposition der drei erwihnten, von
einander unabhingigen Stromungen, nidmlich 1° der Selbstdif-
fusionsstromung des Gases in dem laminar strémenden Gase
(bezw. der Druckdiffusionsstrémung des reinen Gases) , 2° der
Gleitungsstréomung des reinen Gases und 3° der hydrodynami-
schen, laminaren Stromung von POISEUILLE. —

1) W. Gaepe: Ann. d. Phys, Bd. 41, S 305, 1913.
2) R. E. H. RasmusseN: loc. cit. S. 677—680.
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Zusammenfassung.

In § 1 wird cine Ubersicht iiber die grundlegenden Unter-

suchungen von MarTIN KrxUDSEN (1909) iiber die stationire -

Molekularstréomung der reinen Gase durch zylindrische Rohre
mit kreisférmigem Querschnitt (Radius R, Linge L und R/L <{ 1)
gegeben; auch der Ubergang von der Molekularstrémung in die
laminare, hydrodynamische PorsevuiLLE-Strémung mit Gleitungs-
korrektion wird besprochen.

Ausserdem wird eine kurze Ubersicht iiber die spiteren
experimentellen Arbeiten in diesem Gebiet von MarTIN KNUDSEN
(1911), von W. Gaepe (1913), von H. Apzumi (1939) und die
theoretische Arbeit von W. G. Porrarp und R. D. PRESENT
(1948) gegeben. —

Das Beobachtungsmaterial von MarTin Knupsen fiir die rei-

nen Gase, H,, O, und CO,, ist von Dr. MeLkoNIaN (1948) gra- -

phisch untersucht und von mir teilweise neuberechnet worden;
es kann mit guter Annidherung durch die dreigliedrige, semi-
empirische Interpolationsformel von MarTiN KNUDSEN:

G = G Q
= =0 =
P17 P2 P17 Ds
[ 8 R
"4 — R* — | 3x R 17 1
= To=3V2m Ve | g7 Gt —"g+— 3 | ©
R
) ) : 1+(Zl"}‘" 1—}—0&1'7'

in dem ganzen Gebiet: 0 < g < ¢, wiedergegeben werden.

G ist die in der Zeiteinheit durchstrémende Gewichismenge
des reinen Gases, wenn die Druckdifferenz zwischen den End-
flachen des Rohres (p; — p,) betrigt, und ;¢ das spezifische Gewicht
des Gases bei dem Druck, 1 Bar, und der Temperatur, £°C. ist.

A ist die mittlere freie Weglinge in dem freien Gase, berechnet

nach der Formel von S.CuapMan,.d.h. aus pl = l/g WO

. . . Vie
7 den Koeffizienten der inneren Reibung des Gases bezeichnet.
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Alle Einheiten sind absolute Einheiten. —
Fiar Rj/A =0 gilt die Formel von MarTIN KNUDSEN:

dN

7¥V2:n' V].Q(Pl Pz)—¥ QR% dl

Dieser Ausdruck fiir die reine Molekularsirémung, oder viel-
leicht besser »die reine Molekulardiffusion«, ist von MARTIN
Knupsen unter der Voraussetzung, dass das Cosinusgesetz abso-
lute Giiltigkeit fiir die Zuriickwerfung der Molekiile an der festen
Rohrwand hat, theoretisch abgeleitet worden. Der theorelische
Ausdruck , G, stimmt mit den experimentellen Resultaten der
Prizisionsmessungen von MarrTiN KnupseEn und W. GAEDE in
dem Gebiet: R/A == 0, tberein.

In diesen letzten Messungen waren die anwesenden Dampfe
durch Ausfrieren mit flissiger Luft entfernt. —

MarTiNn KNnUDSEN hat nur den Grenzfall: R/A = 0, seiner semi-

empirischen Formel theoretisch untersucht. Weiter hat er fest- .

gestellt, dass die Interpolationsformel fiir G, in Ubereinstimmung
mit den Beobachtungen, ein Minimum: G.;, = ca. 0,95-G, bei

(B) = ca. 0,30 , hat.-
Z’ min

Die Frage der Entstehung und der theoretischen Berechnung
dieses Minimums war bis heute noch ungeklirt geblieben.

Aus der dreigliedrigen, semi-empirischen Formel von MarTIv

KnupseN erhellt, dass die Totalstromung G in dem ganzen Ge- -

biet: 0 < %{ < @, aus drei Gliedern: G = G; 4+ G, + G, , zusam-

mengesetzt werden kann; (vgl. auch & 2 und 3).
Wie bereits von MARTIN KnupseEN angegeben, stellt das erste
3z

Glied: G; = G- - —» die laminare, hydrodynamische PoiseurL- .
64 /1 Y

LE-Stréomung ohne Gleitungskorrektion dar. —

Das'zweite Glied: Gy, = Go-—«ﬂ—l—ﬁ . (%), wo @, = ca. 3.10

1+a1-7

und f; = ca. 0.80 «,, reprisentiert die Gleitungsstrémung, die
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wegen der Gleitung des Gases an der festen Rohrwand entsteht,

wihrend das dritte Glied: G, = G, —I—E

1+0¢1‘—A—

der Theorie der PorseulLLE-Stromung ibersehen worden ist,
durchidie Druckdiffusion in den strémenden Lamellen der lami-
naren, hydrodynamischen PorseviLLe-Strémung entsteht.
Wihrend diese Druckdiffusion nicht in einem stillstehen-
den Gas mit konstanter Temperatur bestehen kann, d. h. nicht
stabil ist, ist dies wohl méglich in einem laminar siromenden Gas,
worin ein Druckunterschied in der Richtung der Stromung herrscht,
sowie dies in der laminaren PorseuiLLe-Stromung der Fall ist. —
In einein reinen Gas ist die Druckdiffusionsstromung, G, ,
bestimmt durch den Selbstdiffusionskoeffizienten des reinen
Gases, Dy , = ¢;-£2 4, und es erhellt also hieraus, dass der Selbst-
diffusionskoeffizient eine messbare, physikalische Grésse ist, und
nicht, wie bisher angenommen (S. CHAPMAN, EarrLe H. KENNARD

u. A.), nur eine mathematische Hilfsgrosse ohne physikalischen
Sinn. —

> das bis jetzt stets in

Da diese drei Strémungen:

a) die laminare, rein hydrodynamische PoOISEUILLE-Stro-
mung, (Gs),

b) die Gleitungsstrémung, (G,), und

¢) die Diffusionsstrémung (G,),

als unabhingig von einander, d.h. als einander nicht beein-
ﬂussegld,' angesehen werden kénnen, kann die Totalstromung,
G, durch Superposition dieser drei Stromungen berechnet werden.

Aus der semi-empirischen Formel von MarTIN KNUDSEN und
aus der Untersuchung des Knupsen’schen Beobachtungsmateri-
als von Dr. E. MELKONIAN . erhellt, dass mit grosser Annihe-
rung die Totalstromung, G, reiner Gase geschrieben werden kann:

wo f (%) eine eindeutige Funktion von % ist. —
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In& 2 und 3 wird theoretisch, aber nur annéherungsweise —u.a.
der besseren Ubersicht wegen — die Variation der drei Glieder

mil R/A,bezw. mit dem mittleren Druck: p = = (P1 + pg)» unter-
sucht.

Es stellt sich heraus, dass G bei konstanter Temperatur des
Rohres, {°C, anndherungsweise geschrieben werden kann:

G: Gg“}_Gz""Gl =

2 R
@1 2a 5 2R n 2 1
“"3_’“93 18 ) 4'1+2_R+1+g§’
7 P
WO
2@ oo dN
TmAR = G

m ist die Masse des Molekiils und © die mittlere Geschwindig-
keit der Molekiile bei der Temperatur, #°C. AN

N ist die Anzahl der Molekiile per cm?® und a der Dicht-
heits- oder Konzentrationsgradient. —

dN 3w 2R 7 0 RY_

128 2 g ;7— _E <P1 Pz)’
stellt die rein hydrodynamlsche, laminare PoisEUILLE-Strémung
dar. —

Fir R/A = 0 wird G; = 0; es muss aber theoretisch fiir wahr-
scheinlich erachtet werden, dass fiir R/A = 0 auch G5 =0 ist.

Fir R/A > ca. 0,2 muss aber nach den Beobachtungen ange-
nommen werden, dass sich der Wert von G mit grosser Annéhe-
rung bereits in Ubereinstimmung mit dem obengenannten theo-
retischen Wert befindet, der, wie bekannt, giltig ist fir gf(‘jssere
Werte von R/A; dies erhellt u. a. aus der Lage und Grisse des

Das Glied: Gy = mﬁR‘”’

. R
beobachteten Minimuwms, bezw. (*) und G, -
- min

A
2R 2R
N oL
Das Glied: 62—2” op oz A ot et
dl 4 2R 4 2R
. . 1+ = 1+ —
die Gleitungsstromung dar. A A
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Diese Stromung entsteht durch die Gleitung des Gases an
der festen Wand, wenn das Cosinusgesetz fiir die Zuriickwerfung
der gegen die Wand. stossenden Molekiile Giiltigkeit besitzt.

Fir R/A =0 wird G, =0, und fiir R/A==0 wird:

Fiir R//l# oo wird in Ubereinstimmung mit den Beobach-

tungen: G, = % - (o = konstant.

Da die theoretischen und beobachteten Werte fir G, und
auch fir G, befriedigend ibereinstimmen, kann angenommen
werden, dass das Cosinusgesetz fiir die Zuriickwerfung der
Molekiile an der festen Wand Giiltigkeit hat.

Das neue Glied, herriihrend von der Druckdiffusion:

Gl:23 QREOEIZY 121!?:(;0' 12R’
1+ = 1=
wird fir:
R —_
i‘ = 0 G],() — _ #1//27_61/1&7 RBPI Pz

d.h. zu dem von MarTIN KNUDSEN und spéter von M. voN SMOLU-
cHowsKI abgeleiteten, theoretischen Wert fiir die stationire, reine
Molekularstromung durch ein langes Rohr mit kreisférmigem
Querschnitt, = R2.
y - dN’

27 ddN a1 AN .
5 mOR 27 311 dlﬂR

Fﬁf%—» w wird: G, =

dN

Dn,p'm"[ﬂ_”Rz’ wo Dy, = gfﬂ, d. h. der Selbstdiffusions-

koeffizient des reinen Gases in dem MaxweLL'schen Zustande
des Gases, so wie dieser aus der einfachen kinetischen Theorie
der Gase abgeleitet wird.

Es erhellt aus der theoretischen Annidherungsformel (2), dass
diese der Form nach mit der semi-empirischen Formel von
MarTiN KNUDSEN tibereinstimmt.
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Die numerischen Konstanten: «; = 3,097 und f;/«, = ca. 0,80,
in der Knupsex’schen Formel sind in hinreichender Uberein-
stimmung mit den in der theoretischen Annédherungsformel (2)
verwendeten Konstanten: oy = 2 und f,/e, = % = (0,785.

Beide Formeln (1) und (2) ergeben ein Minimum fiir G:
Gpin = ca. 0,95 G, bei (1—;) - = ca. 0,30.

min

Die Ubereinstimmung zwischen den Formeln (1) und (2)
und den Beobachtungen ist fir R/A = ca. 0,2 fiir beide Formeln
sehr befriedigend. Beide Formeln sind aber nicht ganz befriedi-
gend in dem Gebiet: R/A == 0, da die Abweichungen hier ca. 5 bis
10 9/, betragen.

In diesem Gebiet: R/A == 0, ist nur die spéter folgende, exakte
Ableitung befriedigend. —

Es erhellt weiter aus der theoretischen Anniherungsformel —
und dies ergibt sich auch aus der KNUDSEN'schen semi-empirichen
Formel — dass die Summe:

G1+ G2 = GD'

von GOAfﬁrE = 0 bis auf i} - (7, fir %» w gleichmissig abnimmt,

A
woraus hervorgeht, dass das beobachtete Minimum seine Entste-
hung nicht dem Verlauf der Summe der zwei gaskinetischen Glie-
der, Gy und G5, zu verdanken hat, sondern dadurch zustande kommt,
dass das hydrodynamische Glied, G, welches proportional mit

2—}?, bezw. p, wdchst, zu der Summe, Gy + G, die gleichmissig

. 2R - . . . ..
mit ——, bezw. p, abnimmf, hinzukommt und bereits bei einem

A
Wert von 1—:: ca. 0,2 a 0,3 seinen vollen, theoretischen Wert:
3n 2R .
Gg = GO. 1)28 ' T » erreicht hat.

In § 4 werden die gaskinetischen Glieder, G, und G;, und
deren Verlauf mit R/A niher besprochen. Das Gleitungsglied, G.,
wird niher untersucht in Verbindung mit dem vorliegenden Be-
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obachtungsmaterial aus den Strémungsuntersuchungen und unter
Zugrundelegung von anderen bekannten Untersuchungen iiber
den Gleitungskoeffizienten. —

Die bekannten Methoden zur Bestimmung des Gleitungs-
koeffizienten kénnen in zwei Hauptgruppen eingeteilt werden,
nédmlich die Gruppe: :

a) welche-die Methoden, worin ein Druckgradient in dem
Gase vorhanden ist, umfasst; hierzu miissen die Durchstrs-
mungsimethoden gerechnet werden, z. B. die stationfire Stromung
durch Rohre und andere enge Kanile, wie auch die Methoden,
welche die Bestimmung der Druckabhangigkeit des »Gesetz von
Stokes fiir < Gase« als Gruhdlage haben, wihrend die zweite
Gruppe: :

b) die Methoden, worin kein Druckgradient von Bedeutung
in dem Gase vorhanden ist, umfasst, z. B. die MaxweLL’sche
Methode mit der in sich selbst schwingenden, zirkularen Plan-
scheibe und die »Ablenkungs-Torsions-Methode«, worin z. B.
der dussere Zylinder von zwei koaxialen, kreisférmigen Zylindern
mit konstanter Geschwindigkeit um die gemeinschaftliche Achse
rotiert, wodurch der innere Zylinder in Torsionsaufhingung bei

" jedem Druck eine stationdre Ablenkung erfihrt. —

Verwendet man die Methoden der Gruppe a) zur Bestimmung
des Gleitungskoeftizienten und wird das Druckdiffusionsglied ver-
nachléssigt, wird der hieraus berechnete Wert des Gleitungsko-
effizienten zu gross, insbesondere bei niedrigen Werten von R/A.

Da der Wert der Kc‘)n‘stante, ky, in der Formel fiir den Glei-
tungskoeffizienten: { = k-4, ausserdem etwas mit R/ variiert, ist

" leider ;der,Wert des vorliegenden Observationsmaterials zur Be-

stimmung des Gleitungskoeffizienten sehr zweiflelhaft.

Eine systematische, experimentelle Untersuchung iiber den

. . . . R
Gleitungskoeffizienten und dessen Abhingigkeit von 7 nach den
verschiedenen Methoden wiirde von gaskinetischer Bedeutung sein.

Leider ist es aber noch nicht gelungen_ eine einwandfreie,
theoretische Ableitung des Wertes von { = k', bezw. k,,, in
dem MaxwEeLL'schen Gebiet der Gase zu erreichen, weil die
mathematischen Schwierigkeiten zu gross sind.

Ferner wird in § 4 auch das Diffusionsglied, G;, niher unter-

sucht und die Grissenordnung des Selbstdiffusionskoeffizienten,
Dan. Mat. F'ys. Medd. 28, no.2. 9
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Dy;,, » mit Hilfe der Prézisionsmessungen mit Wasserstoff (1911)
von MARTIN KNUDSEN bestimmt. ‘

In dieser Verbindung wirden neue Messungen iiber die
Variation des Selbstdiffusionskoeffizienten mit R/A, bezw. p, z. B.
nach der Isotopen-Methode, von wesentlichem, gaskinetischem
Interesse sein, weil sich diese Variation als kompliziert erweisen
konnte, auch in Verbindungv damit, dass der angeniherte, theo-

retische Ausdruck: Dy ,, = % - 0) , sich nicht ganz in Uberein-

stimmung mit dem exakten Ausdruck fiir den MaxweLL'schen

Zustand der Gase befindet; wie bekannt, ist der exakte Ausdruck
hierfir:

Dy, = gg = 0,60~ 01,

wenn die gegenseitigen Zusammenstosse der Molekiile als ela-
stische -Stisse aufgefasst werden kénnen.

In § 5 wird die exakte Theorie der reinen Molekularstrémung
behandelt und die Variation der Stromungsgeschwindigkeit, v,
uber einen kreisformigen Querschnitt bestimmt. Es zeigt sich,
dass diese Variation von v auf einfache Weise mit Hilfe der
vollstandigen elliptischen Integralen 15" und 2" Gattung darge-
stellt werden kann.

Ausserdem wird die an die Wand tbertragene Bewegungs-
grosse gaskinetisch berechnet; ferner wird der Transport von
Energie und Bewegungsgriosse durch den Querschnitt, = R?, des
Rohres in der Molekularstrémung untersucht.

Fiir diese lelzten Berechnungen ist es aber notwendig, ein Ver-
teilungsgesetz fiir die molekularen Geschwindigkeiten der Gas-
molekiile einzufiihren, wihrend dies nicht nétig ist fir die Be-
stimmung der durchstrémenden Menge, G,.

In § 6 und § 7 wird der Einfluss vereinzelter, gegenseiliger
Zusammenstosse der Molekiile im Inneren des Rohres auf die
Molekularstrémung untersucht.

Bei der Berechnung wird vorausgesetzt, dass alle gegensei-
tigen Zusammenstosse gleichwertig sind, und dass die von Zu-
sammenstéssen in einem Volumenelement kommenden Molekiile
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gleichmissig in alle Richtungen ausgestrahlt werden (elastische
Stosse). i

Es wird weiter angenommen, dass die von gegenseitigen Zu-
sammenstossen kommenden Molekiile im Miltel eine zusétzliche
Geschwindigkeit, bezw. gemeinschaftliche Massengeschwindig-
keit, v, , in der Richtung der Achse haben kénnen. Wie bekannt,
wird dies keinen Einfluss auf die Stosszahl der Molekiile gegen
ein Element dS’ der Rohrwand haben, weil diese, wie auch die
Richtung des Druckgefilles, parallel mit der Richtung der Achse
verlauft.

Auch in diesem Falle wird, wie in der exakten Theorie
der reinen Molekularstrémung, die durchstrémende Gasmenge,
mq = G, du}*éh Addition der einzelnen, durchi den Querschnitt
des Rohres stromenden Molekiile berechnet; ferner wird mit Hilfe
der an die Wand ibertragenen Bewegungsgrosse, v, , bestimmt.

Fir den Zustand, % = 0, worin die laminare, hydrodyna-

mische Strémung noch nicht von Bedeutung geworden ist, ergibt
sich:

- dN

Ndl

7T
Vpso = Z

-RO -

-

Fiir: = == o, ergibt sich auf dhnliche Weise:

dN
Ndl

:](2,00.%1?@.@_.

U.‘E—)GO = (2‘0[’)%RQ' Ndl

Duf(;h ‘den Wert fiir v, ist die Gleitungsstrémung, mg, = G,
bestimmt. —

Die Anzahl der durchstrémenden Molekiile besteht, so lange

~die hydrodynamische Strémung: g;, noch nicht eingesetzt hat,

aus zwei Gliedern, namlich der Anzahl herrithrend von der
Selbstdiffusions- , bezw. Druckdiffusionsstrémung, g, , und der

Anzahl berrithrend von der Gleitungsstrémung, g¢,, die durch v,
bestimmt ist.

Es ergibt sich:
9*
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7_'2‘ +ay r
g, = SLD@dS cos20 sir16d(9S/1 {1‘—9‘““6} de,

27 dx
0 — T
woraus,
R 2 ___ dN
. S =2 0R-=—=—. RZ,
fur 7 =00 g, =38Rk g
bezw. '
. R _lg, AN o
fir z—>oo 91 3!21 I T R*;
und: -

v}

T N
Go.= ;;vids sianG% 1—e_“in6} d.
v—7

Hierzu kommt, wenn - grisser wird, die Anzahl, herrithrend

von dem PoiseviLLe-Glied, fir welches, jedenfalls bei grisseren

Werten von 1; der Ausdruck:

3z

q ‘ = 910" {98 2f Gultlgkelt hat. —

Verwendet man in den Formeln fiir ¢; und ¢, die Anndherung: ‘

( r 1 ) = 2 R, welche Anniherung durch Mittelwertbildung von
s 6/ yitt

< it 9) in dem Gebiet: 1;~> 0, abgeleitet werden kann, ergibt sich:
sin

rn 1 _2R 1
[1~e_m'l] ~ l:l—e A] ~ - —

2R A
1+T ;

!!N
>l

Durch diese Anniherung konnen die Werte fir mg, = G; und
mq, = (15, die in der Anniherungsformel (2) vorkommen, welche
praktisch gesprochen mit der semi-empirischen Formel (1) von
MarTin KNUDSEN iibereinstimmt, auf einfache Weise abgeleitet
werden.
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In § 8 werden die in den Ausdriicken fiir ¢; und ¢, vorkom-
menden, bestimmten Integrale niher untersucht, da diese zu be-
stimmten , Integralen von der Gattung:

3 o
Scosne -sin™@ - e sinf 44,
0

reduziert werden konnen.
Diese bestimmiten Integrale, die von Bedeutung fiir den Zu-

R
stand: a = =77 0, sind, konnen in konvergenten Reihen nach «

entwickelt wer den unter Velwendung des Integralloganthmus und
der bekannten Reihenentwicklung fiir arcsin e.

Fir « — 0 erhdlt man Reihen nach ¢, die schnell konver-
gieren.

Fur grossere Werte von ¢, d. h. ¢ > 4, konnen auch brauch-
bare Ausdrucke fiir diese Integrale abgeleitet werden.

Die vorkommenden Integrale und Awusdricke kénnen im
Allgememen mit Hilfe von zwei Funktionen: ;P; () und 1N, («),
ausgedriickt werden , und diese zwei Funktionen:

1Py (&) = 1—0,274452 -2, + 1,726943 - x, logyy , — 0,533333 - -+
+ 0,142663 -2} — 0,143911 -2 log; 2, -+ 0,00237535 - —
— 0,00299816 - logyy 2, +

und
WV (e)=1 ~§ ~x; + 0,682968 xf~ 1,151293 x? loge @y +

+0,0534417 - 2} — 0,0959441 -2} logy x, +
+ 0,00388264 o — 0,00599631 - a8 logyg oty 4 -+ -+ -~ - -

worin: T == =a,

kénnen in dem ganzen Gebiet: 0 < o =

R
der Genauigkeit berechnet werden. — A

=< o, mit hinreichen-

In § 9 und 10 werden die exakten Ausdriicke fir nig; = G
(das Selbstdiffusionsglied) und mg, = G, (das Gleitungsglied)
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fiir ein langes Rohr mit Querschuitt, » 1%, berechnet; die Voraus-
setzung fir die Giiltigkeit der Formeln ist: R/L {{1
Fiir diesen Fall wird gefunden:

P <§>
R 3m VINA R
Gy = G, P (7) und G, = G- S T TR {1 — Y (7)],
WO
2m dN

GI,U == Go = 'é‘“'Hl!?'RB E —

Es muss aber hierzu bemerkt werden, dass der Ausdruck
R .
fiir G, nur giltig ist fir: R/A — 0, d. L. i < ca. 0,35, weil es noch
nicht gelungen ist, die theoretische Variation von v, mit R/A in
dem ganzen Gebiet: 00 ? < oo, mit hinreichender Genauigkeit
. R .
zu berechnen, da der Grenzwert v, fir 27 ® noch nicht

theoretisch einwandfrei abgeleitet worden ist. Es ist aber mog-
lich nachzuweisen, dass:

T dN
U.x:—>nc = kz _S—S)RNCH

Da der exakte, theoretische Grenzwert von k, fiir R/A— o« leider

4 ..
fehlt, habe ich dén experimentellen Wert: k, ,, = ca. 3 fir RfA— =
verwendet, woraus:

T dN
— 0 —_—
Uase = g R

Fiir v,_., ist aber theoretisch abgeleitet:

7~ dN

Up v — Z QR—- dl

so dass die Variation von k, in dem ganzen Gebiet: 0 <
"ca. 50 %/, betragt. .
Die Variation von v,, bezw. von %, , mit R/A in dem ganzen
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Gebiet: 0 < % =< ¢, kann aber semi-empirisch festgestellt werden,

da man mit Anniherung annehmen darf, dass die Druckvariation
von k, dér Form nach in Ubereinstimmung ist mit der Variation,
die experimentell fiir das » Gesetz von Siokes fiir Gase« in dem Gebiet:

a - ‘ .
0 —S"Eé ©, gefunden worden ist (MArRTIN KNUDSEN und SopHus

WEBER, 1912).

Obwohl die Varlation mit dem Druck , p, des Gesetzes von
Stokes auch nicht ganz unabhiingig ist von der Druckdiffusion
in dem umgebenden Gase, kann man, ohne grosse Fehler zu
machen, annehmen, dass:

R ' R
s R B Cg - — 1 —¢. =
_k2=A{L+Ze EAJ: &wb+~w l}
wo A =lkyy =c é B_

_1
R_ "3 A ¥
- = < 0,35, ecine befriedigende Uberelnstlmmung mit der theore-

wihrend ¢, = 2 in dem Gebiet:

tischen Formel:

3z P
G, = GI’O-TS.-;‘WT[I—INI},
o : R_ .. .
die giiltig ist in dem Gebiet: 0 < 7 = 0,35, ergibt.

In § 11 werden die theoretischen Resultate und Formeln

"mit dem besten vorliegenden Beobachtungsmaterial, als welches

die Messuhgen mit CO, von MARTIN KNUDSEN gewahlt sind, ver-
glichen; das Beobachtungsmaterial fiir CO, ist neuberechnet und

nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgeglichen.

Es erhellt, dass die Ubereinstimmung zwischen dem be-

~obachteten Material und den Resultaten der Theorje sehr zu-
~ friedenstellend ist, so dass angenommen werden darf, dass die ent-

wickelté Theorie befriedigend ist, und dass die totale Strémung,
G, eines reinen Gases durch ein langes zylindrisches Rohr mit

sl . . . . R
kreisformigen Querschnitt, s R?, in dem ganzen Gebiet: 0§7
< o, aus drei von einander unabhingigen Strémungen zusam-
mengesetzt ist, nidmlich:
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1° Der gaskinetischen Selbstdiffusions- bezw. Druckdiffusions-
stromung: Gy - —

2° Der gaskinetischen Gleitungsstromung: G; - —

3° Der hydrodynamischen, laminaren POISEUILLE-Stromung:
Gy - —

Da die theoretische Summe von G; und G, (vgl. Tabelle
No. VII, Seite 108) eine gleichmissig abnehmende Stromungs-
menge (G, + G,) mit wachsenden Werten von R/A, bezw. mit
wachsendem Druck, p, ergibt, wihrend die reine, lJaminare
PorseUILLE-Strémung eine gleichmissig wachsende Strémungs-
menge, G,, mit wachsenden Werten von R/4 ergibt, erhellt hieraus,
dass die Ursache fiir die Entstehung des Minimums nicht zu
finden ist in dem Verlauf der Summe aus den zwei gaskineti-
schen Gliedern, G; und G,, sondern darin, dass die hydrodyna-
mische, laminare PoiseuiLLE-Stromung bereits bei kleineren Wer-
ten von RJA,d. h. RfA = ca. 0,2 & 0,3, voll entwickelt ist und

3z R

ihren theoretischen Wert: Gy = Gy Bl

erreicht hat.

Aus den Tabellen geht hervor, dass die beobachteten und
theoretischen Werte fiir die Grésse und Lage des Minimums
genau ibereinstimmen. Diese sind:

G .. = 0,925-G,, und (B) = 0,31.
’ min,

min. A

Dies Resultat ist auch in Ubereinstimmung mit den von
Dr. MELxonIAN nach graphischer Auswertung aus dem vollstin-
digen Beobachtungsmaterial von MarTin Knupsen gefundenen
Werten.

Ferner werden, in Verbindung mit den Zahlen in der Tabelle
VII die beobachteten und berechneten Werte von G =G, + G, + Gs

in dem ganzen Gebiet: 0 < 1—; < o, verglichen, und es stellt sich

heraus, dass die Ubereinstimmung, auch in dem Gebiet: 0 < -
< ca. 0,2, sehr befriedigend ist.
Es erhellt u. a., dass die Summe (G, + Gi)/Gy, von 1 fur
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7 |
RjA = 0, auf = 0,785 fir RfA — <, gleichmissig abnimmt.

Dies.er Wert von 0,785 fiir R/A— o, entspricht einem Wert von

4
k= ca. —.
2,00 ca 3

Ausserdem erhellt aus den Prizisionsmessungen fir H, von
MaRTIN KNUDSEN (1911) und insbesondere aus den Prizisions-
messungen von W. GAEDE (1913) in dem Gebiet: R/A==0, dass
die POISEUILLE;StI‘ﬁmung'in ~diesem Gebiet, d. h. 0 < 1—; = ca.
0,04, nach a}ler Wahrscheinlichkeit noch nicht eingesetzt hat, wie
man auch theoretisch erwarten wiirde, wihrend man, wie es aus
der Grosse und Lage des Minimums hervorgeht, annehmen muss,
dass die reine PoisEUILLE-Slromung ihren vollen theoretischen

3z 2 R
Wert, G, = Gio: 198 2 ° bereits bei dem Wert von ? = 0,20

a 0,30 errelght hat.

In § 12 wird der experimentelle und theoretische Verlauf der
Molekularstrtémung, G;, in der Umgebung des Punktes: R/A =0,
niher beleuchtet.

Zum Schluss kann noch einmal die Aufmerksamkeit darauf
gelenkt werden, dass der Selbstdiffusionskoeffizient eines reinen Gases
eine messbare, physikalische Grésse ist, obwohl es vielleicht schwierig
sein wird, diese Grosse mit Hilfe der Strémung reiner Gase durch
Rohre mit betrledlgender Genauigkeit zu bestimmen.

Eine weitere Vergleichung der Theorie mit dem vorliegenden
Beobachtungsmaterial fiir rechtangulire Spalten und kreisfér-
mige Ringspalten (R. E. H. Rasmussen, 1937) wird wahrscheinlich
eine grossere Genauigkeit in der Bestimmung des Selbstdiffusions-
koeffizienten ergeben, und vielleicht auch nihere Aufschliisse
dariiber, wann und auf welche Weise die laminare, hydrodyna-
mische Stromung von PoISEUILLE einsetzt.

In dieser Verbindung kann noch miigeteilt werden, dass die
von R. E. H. RasmusseN gefundenen Werte fiir die Grésse und

Lage des Minimums fiir Ringspalten und rechtangulire Spalten
mit Héhe, h:

i
i
}
|
|
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