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Thus for a> dh + e we find for the whole m u ' group consistin g

of qm components the estimation

)ET KGL. DANSKE VIDENSKABERNES SELSKA B
tATEMATISK-FYSISKE MEDDELELSER, BIND XXV, Nri . 7

< q . (2 m-h-

	

m s + h

	

q
h
m pm

-a (1+h)-s

which, on account of qm < 2 pm, is again

G2m+1I s

	

.ls

	

at
ll+h)-all+h)-e

	

m -~ . .~-h--l ~p n

	

= 2IsI . . .Is-f-h-1l' 2 pm `

Now, as 2m p E is convergent, we conclude, just as in § 1 ,

that f2, (s) and hence also f(s) = fi (s) + f2 (s), is regular an d

00'1 1 ') in a> oh + E, and thus we have proved that SQ _ - o

Finally we shall prove that the p-function, defined for al !

a, is given by

That µ (d) = 0 for a > a follows immediately from o =

Since, according to the L .-S. theorem in the formulation oY

pag . 7, we have _'certainly

p, (a) ?
Ma (a)

	

a -1
for cr < a

we need only show that

µ(a)<Ma (v) for oa ,

and as p(a) is convex, and p (a) = 0, it suffices to show th. ' '

p (ah) Ç Ma (ah) = h for h = 1 ,

This, however, is an immediate consequence of the relatio n

f(s) = O(Itt h) for a>ûh +e ,

which shows that µ (d) < h for a> ah and hence also for o
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Printed in Denmar k
Bianco Linos Bogtrykkeri

interprétation du spectre des naines blanches est profondé-

ment liée à la compréhension de leur structure interne . Le
Iriage des éléments dans un champ de pesanteur, phénomèn e
particulièrement important dans les naines blanches, détermin e

resque totalement à lui seul leur structure et l'aspect de leur
pectre . On étudie donc pour commencer le triage des éléments
chapitre I) . On montre comment se distribuent les éléments

dans un champ de pesanteur . L'évaluation de la hauteur d e

mélange dans des cas variés montre que cette grandeur est pe u
sensible à l ' état de dégénérescence du gaz d'électrons . La hauteur
le mélange est toujours très petite dans les naines blanches . O n
voit aussi que les éléments lourds doivent avoir en général dan s
les régions extérieures des naines blanches une concentratio n

é_xtraordinairement faible, ce qui explique l'absence de raie s

métalliques dans le spectre .
Les densités relativement élevées qui règnent dans l'atmo-

sphère des naines blanches exigent une étude de l'ionisation d e

pression dans l'hydrogène (chapitre II) . On montre en particulier

que l'effet Stark moléculaire semble mieux décrit aux fortes

di usités par les formules de RUSSELL et STEWART que par celles
1-1OLTSMARK .

On a calculé un modèle d'atmosphère pour deux étoile s
eespondant approximativement à 40 Eridani ß et Van Maane n

Chapitre III) . On a supposé une atmosphère faite d'hydrogène

I, ir, ainsi que l'étude du chapitre I l'a suggéré . Le calcul de

l' 'largissement des raies par effet Stark moléculaire montre une

importante déformation du contour du fond continu sous l'in -

Iluenee de la pression .

Les résultats précédents permettent d 'étudier la relation entr e

température, de couleur et la température effective dans les
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naines blanches (chapitre IV) . On trouve que pour une mênl

température de couleur, la température effective est beaucou p

plus élevée dans les naines blanches que dans les étoiles de 1

série principale . Ce fait joint aux résultats de la théorie du défi e

d'énergie aux grandes densités, indique pour les naines blancb

des rayons plus petits et entraîne de très faibles teneurs en

hydrogène .
Ce résultat est confirmé par la théorie élémentaire du déli t

d'énergie (Chapitre V). On peut montrer que la réaction proto n

proton dans l'enveloppe d'hydrogène explique le débit d'énerg i

des naines blanches . Cette réaction pouvant être permise sai ,

catastrophe astrophysique, on réconcilie ainsi les données. ( L

l'astrophysique avec la théorie des réactions nucléaires . L k

réactions du cycle de Bethe semblent, en général, ne jouer qu'i r

rôle secondaire (un pour cent du débit d'énergie total da g,

40 Eridani B) .

La question de l'évolution des naines blanches reste r u

question ouverte que les calculs précédents ne résolvent pl i

De même, la structure de Van 11Mlaanen 2, seule naine blanc ]

présentant avec certitude des raies métalliques, présente d.

difficultés, car elle doit être compatible à la fois avec la théo ri ë

du débit d'énergie et la théorie du triage des éléments .

Je tiens à adresser mes remerciements les plus sincère s

Monsieur le Professeur Strømgren pour son accueil si chaleure( n

à Copenhague, et pour les nombreuses discussions que j'ai pu avor-

avec lui . Je remercie également M . Rudkjobing pour les couve r

sations que j'ai eues avec lui .

1 . Le triage des éléments.

1 . Aspect général du problème . Le problème de l'équilibi e

statistique dans un champ. de gravitation d'un mélange ,.C

particules d'espèces différentes est un problème déjà ancie n

auquel des contributions très nombreuses ont été apportées .

Mentionnons tout d'abord les problèmes relatifs aux mélangé;

isothermes, nous réservant d'aborder plus loin la question (i d

gaz non uniformes et des cas de dégénérescence .

Pour des éléments soumis au seul champ de pesanteua

Nr . 7
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'exclusion de tout autre champ de force (électrique ou magné -
ique), on a simplement, en appliquant la loi de distribution de
Boltzmann :

P = Po
e-mw-vo)/k T

lui est la loi de distribution des densités connue sous le no m
le loi de Dalton .

Dans le cas d'un équilibre de dissociation produisant ou no n
les particules chargées, l 'équilibre thermodynamique n'est pa s
modifié par la présence ou l'absence d'un champ . Ceci a été
démontré dans le cas d ' un champ de pesanteur par GIBBS (17) ,

lans le cas d'un champ de forces électrostatiques par MILNE (24) .

Les conséquences de la présence d'un champ de gravitation su r
a séparation des charges électriques (les électrons étant plus
légers que les protons) "ont été données pour la première fois
par PANNEKOEK (27), qui a évalué la charge d'origine thermiqu e
le la matière. On savait déjà par ce résultat que la charge élec-
rique de la matière était très faible et que le champ électriqu e
présent était assez fort pour empêcher toute séparation de s
charges . L ' analyse de ROS ELAND (29) montre que la séparation
(les charges dans une atmosphère isotherme ne commence qu e
lorsque le terme

g

	

!!I~i

4 aca2 p e
a zm
e

es( petit comparé à l'unité . Dans le cas du soleil, le produit
d r e21m 2 g2 vaut 4,85 . 10 27 . Dans le cas des naines blanche s
connues, g peut être 10 6 fois plus fort, et 4,85 . 10" peut être
considéré comme une limite inférieure . pe doit donc être inférieur

10-u dynes/cm2 ou, pour une température moyenne de
104 degrés de l ' atmosphère des naines blanches, le nombr e

l'i-dectrons par centimètre cube doit être inférieur à
1n

-
' 4, c-à-d. bien inférieur à la densité de l'espace interstellaire .

Hir une autre voie que celle de Pannekoek, Rosseland a don c
~uontré la justesse de l 'hypothèse de neutralité électrique de l a
n;atière stellaire .

Dans le cas des champs de pesanteur intenses, la séparatio n
es éléments peut être assez considérable pour qu'on puisse
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définir une hauteur de mélange de deux éléments . Ceci a é
fait par l'auteur (34) dans le cas où le gaz d'électrons e> !
dégénéré et étendu (35) au cas où le gaz d 'électrons étant pa ;
fait, l'ionisation est partielle . La charge électrique lorsque le ga ;
d'électrons est dégénéré a été calculée également (37) . Le pro-
blème du gaz isotherme peut être abordé d'une toute aut r
manière à partir de l'étude des gaz non-uniformes (12) . Le
phénomène de diffusion de pression, dû à l ' existence d'un gra
dient de pression partielle d'un gaz mêlé à un autre est com a
depuis longtemps . Le langage de la théorie des gaz non-uniform e
nous amène au cas des gaz non-isothermes, qui est le cas re,
des étoiles . Un bref aperçu est donné par Eddington dans I .C .
qui renvoie pour la diffusion thermique à un travail de CHAP -
MAN (10) . La diffusion thermique qui est de très faible impor-
tance devant d'autres phénomènes est traitée par Chapmar
dans cet article déjà ancien sans tenir compte des phénomènes
d'ionisation . EDDINGTON (1 . C .) évalue qualitativement l'influent ,
du modèle atomique utilisé, et conclut, en accord avec une co -
firmation personnelle de Chapman, que la diffusion thermigt
joue sans doute dans le même sens que la diffusion de pressio n
BIERMANN (3) étudie le problème de la diffusion et de l'équilib r

statistique en donnant une bibliographie du sujet .
Tous ces travaux sur les gaz non-uniformes sont faits en sup

posant que les atomes ne transportent avec eux aucune énergi e

autre que cinétique de translation ou de rotation (11) et p
conséquent ne tiennent pas compte de l 'énergie d'ionisatio
L'hypothèse de l'équilibre thermodynamique local pern,, i

d'adapter les équations valables pour une atmosphère isother n

à une atmosphère à température non-uniforme, et, par coi, -
paraison avec les formules de diffusion, de montrer l 'exister a
d ' une diffusion thermique due à l' ionisation .

D'autre part, suivant que le gaz de noyaux se trouve ploii )

dans un gaz d'électrons dégénéré ou parfait, le triage est défi . '
miné, dans le premier cas par la quantit é

A i

Z i

dans le second par la quantité :

7

A i -me

Zi + 1

orsque le gaz d'électrons est dégénéré, tous les éléments s e

amputent de la même façon devant l'hydrogène (Ai/Zi ti 2) ,

lors que dans le second cas, tous les éléments subissent en plu s

es uns par rapport aux autres un triage important .

Lorsque les phénomènes de dégénérescence apparaissent

. salement au sein du gaz de noyaux, particulièrement avec le s

légénérescences de Bose-Einstein, differents phénomènes asse z

urieux apparaissent . Tous ces résultats ont reçu un commen-

cinent d'application à la théorie des naines blanches (34).

A. Les gaz non-dégénérés .

2 . Méthode statistique . Rappelons brièvement comment o n

raite le problème de l'équilibre de dissociation d'un mélang e

le particules d'espèces différentes . Cette méthode est inspirée de

elle employée par CHANDR-ASEKHAR (6) à la suite de MILNE (25) .

Etant donnés j éléments de charge Z i et possédant différents de -

grés d'ionisation, on peut représenter les réactions d'équilibre par :

1)

	

Al +ne-fx= <A° ,
n

clans lequel A est l'atome' d'espèce i ionisé n fois . xn est l'énergi e

pour ioniser le n e électron et ~'xn est l'énergie nécessaire pour

(miser n fois l'atome .

Nous appelons prit., le nombre d'atomes d'espèce i, n fois

ionisés, d'énergie Er +f x2 et .xs le nombre d'états possibles
n

I energie Er + Sxn. rs, Es , xs représentent des quantités ana -

I sues pour les électrons. Pour trouver l 'état le plus probable,

us astreignons les quantités ps et rs aux conditions suivantes :

Pis - P i

n
Pis

ns

S(Z i- n) -}- rs = r
ns

Esn +~ xi + Esr s = E
n
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conditions relatives au nombre de particules et à l'énergie . li
associant ces conditions au nombre de complexions (qu'il e f

inutile d 'écrire) et en employant la méthode des multiplicateu
de Lagrange en multipliant les équations de condition par ai ß

on obtient :

xi3
n e- a (zi-"M-,`i(Esa+ 27 } n )1

r s = xse-a-,tE s ,

Par intégration dans l'espace des moments, et en se rappelan t

que Er confient l'énergie cinétique et l ' énergie potentielle :

P 2
El" =

2 m .
+99m i- ney ,

1

on obtient :

n

	

n (2acmikT -a i-
P i = gi

	

h
3

	

e

(2 .5) -

r

	

2
(2vzm ë kt)= ~ ~- ø.(mm+e~)

11 3

On retrouve ici le résultat déjà obtenu par GIBBS et MILNE c-à-d .

l'indépendance de l'équation d'équilibre par rapport aux champ s

électriques et de pesanteur :

Pi	 r

	

2gn (2 me kT) l -9X n
Pn

-'_

	

gl-1

	

h~

Comme nous sommes dans le cas d'un gaz isotherme, les ai

ß sont des constantes, et l'équation d'équilibre hydrostatique :

dP__ F
edz

est une conséquence des équations écrites ci-dessus .

3 . Le triage des éléments . La détermination du potenti, l

électrique y pourrait se faire en utilisant la relation de Poisso

On obtient alors les résultats bien connus relatifs à la qua:

cutralité électrique du milieu . Il est donc plus simple de parti r
e cette relation pour définir p :

n =

in

u, après élimination de V ,

~ a i-(z~ n- 1 )(i-8[7~(mi - me)- (n +1)e 1
•~-' 2 ~

mmin
ein

V = e,'l e t/

	

-

étant la masse de l'atome non ionisé .
Il est aisé de démontrer, comme nous l'avons déjà fait (34 ,

iaragraphe 14), que les maxima de concentration des différents

'léments et de leurs ions se succèdent de bas en haut d'un réci-
ient vertical dans l ' ordre des A; /(n + 1) décroissants, les atomes
es plus ionisés ou les plus légers se trouvant en haut . Remar-

Tiion.s toutefois que la démonstration concerne une concentration

rirticulière :

Pi
c in

lui est le nombre d ' atomes ii ionisés n fois au nombre total de
barges positives (ou négatives) libres, et non pas la masse d e

particules pn à la masse totale. Le résultat subsiste cependan t
avec cette définition de la concentration .

Dans le . cas d'un mélange de deux éléments, il est possibl e

pousser les conclusions beaucoup plus loin . Nous allons

,I,,rner ici une première définition de la hauteur de mélange ,
ntique à celle déjà utilisée (34) . Nous appelons hauteu r

mélange l'intervalle dans lequel les éléments 1 et 2 étant

n langés, le produit des concentration en poids et . e 2 reste supérieur

(2 .3)

(2 .4)

i -n)/1- `J /Tmi-nety +
n
~xi)\\

(2 .6 )

(2 .7)

filiation de la forme :

3 . .3 )

aver

u = e-*(P
ri

in

in uÅ~ ' Un +1

n
HAi = mi -(n -{-1)me
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à une quantité donnée . On est assuré de définir ainsi une régio n

où l'on trouve simultanément les concentrations les plus élevée s

des deux éléments . Si l'on suppose que pour une densité et un e

température données, l'élément 1 est essentiellement ionisé n ,

fois et l'élément 2, n 2 fois, l'équation de neutralité électrique

réduit approximativement à :

(3.6)

	

n 1 Pi + n 2 P2 = ' .

La concentration en poids est alors approximativement :

cl

	

mlPi + In2P2 '

	 m 2p2 '	
n

n2 t pi +m2Pz2
.

Le produit c i c 2 est maximum pour
m2

	

= 1 et prend i L

moitié de la valeur au maximum pour 'n2 P2' =
m i Pi

système des équations (2 .5) nous permet d'éliminer la variatio n

de potentiel électrique

symétrique :

y,

	

et on obtient ainsi sous une fora

1

	

+ 1 lo~ (17

	

F 12 l/2) . I
n 1 +1 n 2 +1 ~

/

	

1 1

	

` ntV
3- -+ y8-I- n

+ 1

	

2)log
\n 1 +1 n 2 ~- 1/ `41 V3 - j/ 8 --

A2 1/
-

(3 .8)

	

h =

S11 T1 a l n 2

g 2 A l

	

A 2_

nt +1

	

n 2 +1 .

On voit ici que la grandeur caractéristique pour le phénomèn e

de triage est la quantité Al /n l + 1, et que, si l'on trouvait deüz

éléments portant la même masse par particule libre, il s

seraient soumis à aucun triage .

Lorsque l'élément i est l'hydrogène et l'élément 2 un ml 1

et que l'on se trouve dans une région de forte ionisation ,

obtient approximativement, en négligeant 1 /n 2 + 1 devant 1I

ml Pil

(3.7)

C2 =

NT 1_

g 2

1

nrsque l'ionisation est presque totale, tous les éléments se com-
ortent de la même façon devant l 'hydrogène .

Nous préciserons plus' loin (§ 9) ces résultats .

2 n2, + 1

ous avons supposé l ' ionisation presque totale, donc A 2/n 2, = 2 et

6,4 .10' T .g

4 . L'atmospèhre non isotherme. Dans le cas où l'atmosphèr e
'est pas isotherme, l ' énergie m i - n i e p a une valeur pure -

lent locale, si bien qu'il faut remplacer l'expression mil - n i es

ar

4 .1)
midg,-nedzp

	

J

In i Q7' - ney'

kT

	

kT

	

dz .

kT

)e plus, les grandeurs åi et ß, qui étaient des constantes dans
cas de l'atmosphère isotherme, ne le sont plus maintenant .
Le dénombrement des équations et des constantes nou s

ermet de choisir une forme pour a i et ß ; nous. avons les équa-
ons . :

.1' n iPi = r

Nous avons supposé ici que la température est une fonction
oiinue de la cote, ce qui revient au même que de se donner un e
ïqüation de transfert . On a donc j + 2 relations pour déterminer

les j -!- 2 quantités ai, ß,
y' d

T

z .
La première est une relation

) l eebrique, la deuxième une équation différentielle et les j autre s
relations numériques . Nous voyons que nous pouvons déter-
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(4 .4)

miner au plus par ce système j + 1 constantes, et 2 fonction :, .
condition que les quantités a i /3 dépendent d'une fonction d
pendant d'une constante . Nous prendrons, puisque cette fonct
est arbitraire :

(4 .3)

	

e 'i =Ai u

	

e -13 =Bu .

Déterminons dans ces conditions la fonction u. L'équatu
d'équilibre hydrostatique, compte tenu de l'expression (2 .5) à
pi et de r, donne :

T'	 	 57, kT

	

kTi (r+»l)]+kT u 1-r+ Y(Ztn)P~]+kT u

Cette expression est importante, car, lorsque l'on suppu '
z7= 0, c-à-d. la matière totalement ionisée, cette équation
simplifie et donne :

ll _5 T '

u

	

2 T

n

u '

	

T'L'P
'	 kTi +l pn + r)

u

	

T

	

p;' (Zi - n + 1) -{- r

Pour déterminer la fonction y, il est nécéssaire d'intégrer I
système de deux équations (4 .7) et (3 .1), cette dernière éla n

l'équation de neutralité électrique . Evidemment, dans le e a

e l m' ri ..
général où (3 .1) est une expression polynôme en u et exp

k i
l'intégration de ce système ne pourra pas se faire sans difficulll

5 . La diffusion d'ionisation. Considérons l'équation :

dPi

dz -

i exprime l 'équilibre des pressions partielles et qui est la seule.
uation à satisfaire dans le cas de l'ionisation totale .

Lorsque l' ionisation n'est pas totale, il faut ajouter un term e
pplémentaire qui tienne compte de l 'existence de collisions ave c
combinaison et ionisation . On a immédiatement, d'après (2 .5) ,

dPi

	

r5 T'

	

u

	

q3 mi- ne y~

	

1 T '
d z - Pi[2

T +(Z
'
. -n+ 1)

u

	

kT- ---+ kT T ~xi ] '

ous avons donc un terme supplémentaire

/,Pi	
xi

+

	

pi5	 kT Z ~~
n
+ r)

2 + kT (Z i -n F 1)

	

n '%.-n + r)+ r

ui bien entendu se réduit à zéro quand n = Zi, xn
= O. Nous

Buvons l'évaluer numériquement de la façon approximativ e
uvante : si l'on prend ni = Zi , ce qui revient à considérer l e
ste atomique, on a : .

n_	

-P7+1]

	 p7xi

i Mons arrivons donc

	

l ' équation :

a Pi f

	

1 ôT
=

ôz -/loi-åi T az

	

0

I- ) lus l ' équation de diffusion (M.T . 14 .1 .1) ce coefficient figurerai t
~~ .~~ le coefficient 1/P :

(4 .5)

et l'on obtient grâce à (2 .5) pour tous les p i et pour r une loi r

miq) ' -zel»'

pi

	

T1e

	

k T- 	 d <

(p '

	

e ,

r ti T le

	

kl '- 	 dz

c-à-d. un résultat parfaitement identique à celui que donre n

les équations de la diffusion lorsque l'on néglige la diffusio i
thermique .

Dans le ca s

on a :

(4.6)

plus général où l'ionisation joue encore un

(4 .7)
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1 lôT n l

PT 8z P`

	

-

(5.8)
5

u ' T'P1k+2 (Po +P1 + r)

u T

	

2 po+P1 + r

Comparons le terme

	

_L1i f n	 p ~ Vi 1

	

Vi

	

JIP

	

p~n -{- r

au coefficient kT (M.T. 14.1 .1) . Si l'on suppose un élément, e i

équilibre avec ses produits de dissociation, l'expression (5 .9

pour l'un des produits de dissociation s'écrit :

V

	 l V 	

P L Pl   +Ps + P 3

P1 V	 Ps+P3

P Pi+P2+P3

qui est de l'ordre de grandeur de p 1 V/P. Si l'on prend P é

à la pression atmosphérique, p l kT = g-P, le terme (5.9) est ii

' intérieur de la région d'hydrogène, x/kT est très petit, p o es t
s petit, et par conséquent :

u = etc (Tl

il les nombres des différentes particules :

Po = A 0 T e , 4W'm`dz

Pl = Al T-' e
,(T' mHetL ' ) dz

-.k

r = BT 1 e `(W 'm t -- e O d z

condition de neutralité électrique nous détermine lp ' :

A e
`(Ti ' m ` -e1p' ) dz =

B
»(q 'm e -I ed/)dz

1

(5 .9 )

l'ordre de grandeur 'de

(5 .12)
1 V
3 kT' , B e

'4tP'(mi-me)dz

	

2
H29. e~' d z

Pour un corps dissocié à moitié, ce terme est de l 'ordre de quelqu e

unités, et par conséquent considérablement plus grand que l

coefficient de diffusion thermique kT . A l'équilibre, o n

évidemment un équilibre thermodynamique local, et la mesu r

de la concentration d'un point à un autre ne serait qu ' u s

mesure de l'énergie de réaction . Cette diffusion ne se manifest

que durant le passage à l ' équilibre .

6 . Hydrogène presque pur . L'hypothèse que les naines Mar i

ches ont une atmosphère d'hydrogène presque pur, entrai n

la nécessité de traiter le cas de l'hydrogène, et de déterminer i

potentiel y et la fonction u, afin de pouvoir les reporter dan s

expressions p' du nombre des autres éléments, suppos é

comparé à l'hydrogène . On a alors :

par dérivation logarithmique :

cp ' (mi -me)=2e v
'

mi --me

2 e

en déduit la concentration d'un élément quelconqu e
hart e Z, ionisé n fois :

mn .

	

-;(Z-n--1)

	

-x/kT
e •

	

e

97
'ml

2

	

T = -	 z1 7

4
k

pn=Ai T

de
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Ni'

en prenant la surface de l'étoile pour origine, ou :

mi 1 _17 1_

2kT

	

4ep ' z

L'intégrale en exponentielle vaut :

`

	

(6 .12)

	

(n1i

nm l
-	 2I tp dz - - (9"1 " n	m

i

	

)
1 7
4log z

et puisque T est proportionnel à z :

(Z-n+1)+1=(2Ai-n )

	

(6 .13)

	

p7 ,., T

	

e

Nous avons donc un terme exponentiel qui contient l 'énerg i

d'ionisation et un terme en Ta. Si nous supposons pour commene

que T est assez élevé pour que l'on puisse négliger les vari a

fions de é%1 k7' , nous n'avons à tenir compte que du term

en Ta . On a :
7

	

5

	

17 A i

a=--1-n- Z
4

	

2
~

2

Ici, A l = 1 (hydrogène). On a donc :

7

	

5

	

1 7
a

	

1- 4n-2 Z-+-
2

-A i

Nous donnons dans le tableau I les valeurs de a pour quelge

éléments .
Tableau I .

n

Élément A i
0 2

	

4 6

Hélium	 4 28 24, 5

Carbone	 12 86 82,5 79 .75, 5

Azote	 14 100,5 97 93,5 9 0

Oxygène	 16 115 111,5 108 104, 5

Sodium	 23 167 163,5 160 156, 5

Magnésium	 24 173 169,5 166 162, 5

Silicium	 28 202 198,5 195 191, 5

Potassium	 39 283 279,5 276 272, 5

Calcium	 40 289 285,5 282 278, 5

Fer	 56 376 372,5

	

369 365,5

1 7

On ne peut manquer d'être frappé par les très grandes valeur s
cet exposant, et l'on conclut immédiatement que si aucu n

itre phénomène n'intervient, la concentration e n
rments lourds à la surface des naines blanches doit
re imperceptible .

En fait, nous savons qu'il existe dans le soleil une couch e
nvective près de la surface . Son existence a été démontré e
r UNSÖLD (49) . Elle a été étudiée en particulier par BIER-

aNN. (4), RUDKJØBING (30, 32) . Il est possible que cette couch e

teigne des profondeurs relativement grandes . Si une tell e

uche existe dans les naines blanches, elle peut être susceptibl e

aller chercher les éléments lourds à une grande profondeur
iur les ramener à la surface •de l'étoile où ils peuvent appa-

itre dans le spectre . Cela semble être le cas de Van Maa -

' n 2, comme une étude à paraître prochainement le montrera .

7. Couche de mélange . Nous avions introduit pour les couches
-ofondes un élément moyen (34) . Au voisinage de la couche

e mélange, il est nécessaire d'introduire une autre approxi-

iation .
Supposant toujours _que les variations dues aux termes ex-

ouentiels exp (- x/k T) sont faibles en raison de la haute tem-

érature de la couche de mélange, nous posons : .

H).9. gr ' Hdz
u = e

t l 'équation de neutralité électrique prend la forme :

b7t u

A i-Ae UZ i -I-1 -

is déterminons les constantes a i , b par un choix convenable
i1 : l'origine des coordonnées . A l'origine, nous avons u = U = 1 .

Si l'on suppose que l'hydrogène et les autres éléments pri s
i r l emble ont une concentration respectivement égale à 1/2 en ce
I , ,ilit on a à un facteur près, le même pour a i et b :

D . Kgl. Danske Vidensle . Selskab, Mat .-fys. Medd . XX V, 7 .

	

2

(6 .11)

kT

U = e
)9- e dz
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(7 .4)

1 c i
a i =

2 m i

1 1
an = 2 m

(hydrogène) n

7 .9)

n a de plus :

7'10)

	

- Ç z[0g?' Hdz = log e u

xri = u-i t1J7'

	

t Z iIZ L

ti 1 t1/Z t

et on en déduit b :

1 ZII

	

1

	

Z i c ib

	

+2 mn 2

	

m
i

c i

	

A Z .+1

	

1 AZ. u L u

	

+

	

LI
n pz"'

A i

	

A

Zi Zn
c +tA i A n

Nous allons supposer maintenant que pour les éléments lourd

A i

	

A .

Z i + 1 Zt + 1

est si petit que nous pouvons le négliger . En prenant com m

nouvelle variable uA' v7= = t on obtient ainsi, avec Zi/Ai = 1

et en confondant Z i et Zi + 1

t
~

	

Zi17! + u
(t l/7` û

2)~ = 3
2

On en déduit

2 2

paramétriquement en fonction de t par (7, 8) et

fui donne la variation de u avec la cote .

La solution ainsi trouvée se raccorde aisément du côté d e
hydrogène à la solution (6 .13) et du côté des éléments lourd s
la solution approchée de non triage.

Nous avons calculé une table des variations de xH avec la
auteur en admettant pour les éléments lourds un mélange d e

hissell simplifié, dont la composition est donnée dans le tableau I L

Tableau II .

Élément

	

I Concentratio n

0	

Mg	

Si	

Ga	 :	

Fe	

On obtient ainsi les résultats donnés dans le tableau III .
f .es hauteurs ont été calculées pour un gaz isotherme à T = 10 '
',grés et dans un champ de pesanteur g = 10 9 c . g . s . On re -
'arquera combien ces hauteurs sont faibles dans un si gran d
lump de pesanteur .

On remarquera que nous n 'avons pas introduit d'hélium. La
r ; ison essentielle est que pour l'hélium, l'hypothèse A i /Zi + 1 = Cte
r est plus valable, ou n'est plus en tout cas qu'une grossièr e
[pproxiniation . L 'introduction d'hélium compliquerait considé-
,blernent la solution, sauf si toutefois on supposait l'étoil e

o mposée d'hydrogène et d'hélium presque exclusivement .
On trouvera fig . 1, p. 20, la courbe représentative de XH en

Inaction de log u . Ce résultat peut être utilisé pour le calcul de
i distribution de la température et du débit d'énergie, car l a

[onction s (t) ainsi obtenue est indépendante de la température
2 *

(7 .5)

L'équation de neutralité électrique s'écrit alors :

(7 .6)
n

ou :

3u =

tZ t1
Z=

+ u-a t 2(L t = 3
2 '

3

	

1
~c tZ zI Z

0, 5

0,2 5

0,062 5

0,062 5

0,125

äl!



•

1 Z 7• Z
zkm x o x bfg x 5i x Fé

f
!

	

~
2'cit

-,l
~- lo glo u xEr

(T=10' O .

g =10 9 cgs)

1 -xH 1 -x H 1 -xH

0 0 + °o

	

I 1 +
~

. .

0,4 0,013 0,323 0,984 6,2 0,98 0,07 9

0,5 0,035 0,258 0,963 . . 0,90 0,11 2

.0,6 0,078 0,202 0,925 3,7 0,83 0,150 0,02 1

0,7 . 0,157 0,154 0,864 0,764 0,187 0,033 0,0'-

0,8 0,297 0,108 0,776 2,1 0,688 0,221 0,04 4

0,9 0,545 0,060 0,655 0,603 0,224 0,055 0,05'. '

1,0 1,000 0,000 0,500 0 0,500 0,250 0,0625

1,02 1,133 - 0,017 0,465 0,478 0,248 0,0634 0,1-1, '

1,04 1,287 - 0,034 0,431 - 0,6 0,454 0,246 0,064 2 0;1+

	

'

1,10 1,888 -0,112 0,315 -2,1 0,387 0,234 0,064, 0,2- -

1,15 2,628 - 0,297 0,188 - 5,7 0,333 0,218 0,063, 0,2!' i

3 - ø 0 -co . .

-0,3

	

-0,2

	

-0,7

	

O

	

0,7

	

0,2

	

03

	

-log u

é .2 : Variations des concentrations [O] [Fe] [Mg] [Si] au sein du mélange d'élé-
ents lourds . On remarquera que la concentration en oxygène croit considérable-
entà l'extérieur de la couche de mélange, c'est-à-dire là où la concentration en

hydrogène est déjà grande .

et de la densité . Pour obtenir x (z) il faut en plus tenir com r

de l'équation de transfert d'énergie. Les courbes de la figure

P .
21, représentatives de la variation de composition du méla n

des éléments lourds avec la cote, montrent qu 'il n'est l
légitime de remplacer le mélange des éléments lourds par u n

élément moyen . Nous pouvons remarquer de plus que, dès e

O

	

0,7

	

0,2

	

0, 3
7

-0,3

	

-0,2

	

-0,1

	

0

	

0,7

	

0,2
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loo

Fig . 1 . Variation de la concentration xn en hydrogène en fonction de l'ail i

dans la couche de mélange .

log u> 0,2 par exemple, seul l'oxygène est pratiquement présent ,
Somme élément lourd . Dans le calcul du coefficient d'ab-
orbtion et de la température il pourra être considér é
omme légitime de supposer avoir affaire à un mélang e

d ' hydrogène et d'oxygène seulement .

Ces conclusions seront appliquées plus tard à l'étude de
('e tains modèles de naines blanches .

B. Phénomènes dûs aux dégénérescences .

Phénomènes dûs à la dégénérescence du gaz d'électrons .
is allons étudier le mélange de deux espèces atomiques au

oi , inage de la couche de mélange, lorsque le gaz d ' électron s
t plus ou moins dégénéré . L'hypothèse supplémentaire d'u n
unlp de pesanteur intense, et par conséquent d'une faibl e
odeur de mélange permet alors l'emploi d'un développemen t
Hait au premier terme pour décrire l'état du gaz d 'électrons .

Nous supposerons le mélange isotherme .
En posant

-0,3

	

-0,2

	

-0, 7

0, 8

0, 6

0, 4

o, z

o,o
U"

(A) _

	

1

	

`° U" du

I(v l 1)

	

~e« + 1
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le nombre r d'électrons est donné par :

2
r =

h3
(2 n m e kTU~ (A) .(8 .2)

U g (A o)
U2 (Ao )

Nous prenons comme origine des ordonnées le point où les co n

centrations en poids des 2 espèces de particules sont égales .

l'on désigne par po la densité totale de noyaux en ce point, o n

	 P o
(nl)0

	

2 A, H

i pour nous sera une grandeur caractérisant l'état de dé-
nérescence (gaz D . = 0, gaz N. D. = 1), on peut écrire

UZ (A)

U~ (A°)

l'équation (8 .7) peut s'écrire :

(8.3)

A -~
= u , v .

(8.4)

avec

(8.5)

(n2)0 = 21 A2

O°

H

1-1 A i =m„

L1 uA'-Ae~UZ,+F + Z2 uAa-.9eÉVZ:~ ~

f-- + Z2-
A 1l

	

2

Al

	

A 2
= 1 .

m i masse d'un noyau d'espèce i . Dans ces conditions

'
I0 2 H A

l+ A
2

2

1

	

)

et l'on a, pour le quotient rira, en utilisant les notations (7,1 1

(7,2) pour u et v qui valent 1 pour z = 0 :

Zl iLA,
UZ, +

Z2 A . U Z,

A° est défini par (8,2) et (8,6) et on a :

(8 .8)

	

A = A° uA` v l .

En supposant que A ne varie pas de façon considéràble, on à

(8 .9 )
Ui

(A)log = log
(Ao) +

~
U_ ; (Ao) 8d U~(A )

(Ao) U~ (Ao) A

	

Ul (Ac )

(8.10)
M.

lo

	

(A) N
U_~ (Ao) (Ae _ 1 1

g

	

l .2 (Ao)

	

UZ (A)

	

v

9 . Hauteur de mélange . Nous allons donner une définition
us logique et plus précise de la hauteur de mélange de la faço n
ivante . Dans un mélange, le nombre de particules d ' espèce 1
d ' espèce 2 est :

	 e o

	

A, z ,
nl=2AiHu

v

1	 Po iZAa U Zn

	

a
2 2 A 2 H

ois avons à utiliser pour le calcul du débit d'énergie dans une
,_non isotherme l' expression :

nln 2 dz

Rous appelons hauteur de mélange h la quantité

)

	

h =	 S	 Ill n 2 dZ =
SuA12vzdz .

	 eå	
4 AIA2 H 2

Nous allons transformer cette expression afin de
1 aide de (8,13), (7,1) et (7,2) .

la calculer

(8 .6 )

(8.7)-
r

	

Ul (11)

	

A l 	 A 2
r° Ul (Ao)

	

Zl Z2

A I -l A 2



u
t

	

Z2
A 2 t

(

	

e (A 1 ~--Z 1A e )
2

2Z2 Ae ~ )
-I-o B 1 ~ 2

(Z t -~ s) A (Z1 +0 AZ1 Z2
A 1 A 2

a = 1-a = 2 ~ (A l } Z1 Ae ) 2 Z 2 A e s~ 1
Zl

	

Z2

A 1 + A„
I

	

{ 1~B ~2
(Z1+~)

A

	

,
(Zt+

A1 .Z1Z2

A 1

T

A 2

Zi Z.
Az-Ae-t(A-Aeç~)

	

1-t A 1 +A 2
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En vertu de (7,1) nous avons

du = -
P'H,gdz

u

(9M)

(9 .5)

et par conséquent :

h =	 1	 uA,+A, U Z,+Z, du
'OHg S

	

u

Nous posons, dans (8 .13) :

En posant

(9 .8)

on a :

Zl

Z 1 + Z2

A 1 A .,

Z2 +__

Zl+~ ,

zx+z,
9 .14)

	

uAx+Az~ (A,-A e ~)	 (~)

	

( 1
	 t+

f)
dt .

En portant l'expression

Ax Az

- (9.9)

(

p

Ax-=

our

ie

u

)

(

z

t)

+~

dans

Z

(9 . 1

+Z

4), on obtient :

+z x
1

	

.L
x a

9 .15)
Å

(1	 a-t	 1A

	

(
t) z,+s (	 1	 }~ dt .

t' 1 -ce,

	

a

	

1-t t f
o

1n vertu de (8 .13) et de (9 .7), t est compris entre 0 et 1 . On a

donc une intégrale Eulérienne de première espèce . Le coefficient

2“A.,+Z,AQ)

	

2ZzA e s

(9:10
Å

(1 - a )
-1-

(z -F- )A
a

-1+

L ' intégrale que nous avons à calculer s'écrit alors, en rai ,

de (9 .7) :

(9 .11)

En posant encore :

(9 .12)

	

A = As - A e ~ ~ (A 1 AeO,

on tire de (9 .9) :

(9.13)

r (m)r(n)B(m , n) r(m+n)

t en négligeant A e /A, ce qui n'est incorrect que lorsque A est
d même ordre de grandeur que A e , l'expression (9 .18) se

implifie beaucoup et devient :

1

2
“1,1 1 -f-Z1A.é)

	

+ 2 ~
(At--Z1Ae)

2 r	
(Z,+~) A

	

\

	

(Zl + $) A

z+zs

uAx+A (L' u_A, +A r E) z=+ 4 du

a

	

u '

du

	

1

	

~
A_ -

Ti

	

1--t t
dt .
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On obtient alors pour la hauteur de mélange :

2[i(A,+ZIA,, )
_ kT 1 1+

(z +0_	
h Hg 1-a

	

A 1 1

	

1
a2

A+
(A 1+ Z 1 Ae )

Z t +

1	

f

2(A1+Z1Ae)`

(Zl -I-0A ~

Dans le cas où = 0 (gaz D.), (9.20) se réduit à

kT 1 1 1

	

+ 1
(9 .21)

	

h_

Hg1-aa2A2 -~A1

qui est à une petite différence numérique près l 'expression dé j
trouvée (34) . La différence provient d'une meilleure évalùatio ,
de la hauteur de mélange. Pour donner une idée de l ' influence
de la dégénérescence sur la hauteur de mélange, nous allorns
calculer pour A 2 = 24, Al = 1, Z2 = 12, Z1 = 1 les variation ,
de h avec . Dans ce cas, on a :

2 7

On voit que la dégénérescence ne modifie pas considérable -

ont la valeur de la hauteur de mélange et que cette hauteu r

t plus faible dans le cas de non dégénérescence .

10. Dégénérescence dans le gaz de noyaux.

a) Statistique de Bose. Si l'on se place au zéro absolu ,

)us les atomes se répartissent dans un état d'énergie minimum ,

one d'énergie potentielle nulle . Ceci implique pour chaqu e

spèce

10 .1)

	

n7icp-Zi ey1

	

0 .

otte condition ne peut être satisfaite simultanément pour toute s

»s espèces atomiques à spin entier. Il y a donc séparation com-

lète des éléments obéissant à la statistique de Bose et ces 616-

-ranis sont superposés dans l'ordre mifZi décroissant .

b) Statistique de Bose et statistique de Fermi. L a

-olidition (10 .1) détermine le potentiel électrique . Les particule s

béissant à la statistique de Fermi sont alors en nombre :

(9.20)

(9 .22)
2

a

	

3
11 -a = -
3

A = 24 -

8n 2

	

W )nl =
3 h3(Po -- 2 m1 i

ne '3h3 (p
é
-2 m e We)

On obtient le tableau IV donnant h fhD en fonction de et le s

valeurs correspondantes de kT/e o (s e , énergie maximum au zér o
absolu) et de e/,u pour T = 10' degrés . Les tables de F . C . STO-
NER (46) des fonctions U ,1z , th1 et U 1, ont servi à dresser I l
tableau .

Tableau IV .

hfhp kThFo
log p ifs

(T=10' degrés )

1 0,406 - ø

0,8 0,466 1,06 2,24 6
0,6 0,522 0,55 2,6 7
0,4 0,617 0,294 3,08

0,2 0,745 0,151 3,51
o 1 0 co

= mi 92 Z1 e1Y

We (me+) .
Zi

e nombre n i des particules obéissant à la statistique de Bose

st donné par la condition de neutralité électrique (une seul e

spèceà la fois) :



28

	

N

8 n~

	

m i )
ZL n i TZi3h3`p-2n2 1 m i -Z

1Z t

8 n ~

	

m i

3 h31Pe
2 m e (me -{-

Zi

)

a~

(10 .5)
Pô -2 rni „\mi -Zi Zi)~ - (8 n

riz'

Zi
y

Pô- O

Les constantes po et p e sont déterminées par les conditio n

relatives au nombre total de particules i et 1 en présence . L
nombre de particules d'espèce 1 subit une discontinuité chag n
fois que l'on passe d 'une espèce i à une autre, en raison dl

changement de potentiel électrique . Il peut enfin y avoir u n

région de pur hydrogène et dans ce cas la relation entre I .

potentiels est donnée par :

(10 .6) Z
i3

87r

	

3

h3 (Pa-2m1(micp-Ziey~e° = 3h3 (pe-2m e (m e q' -{= `e',

A travers chaque surface de discontinuité de la densité on doit axe ]
continuité de la pression . Cette condition peut être satisfait e
supposant que les potentiels qp et if) subissent une discontinuil

Si l'on a p éléments obéissant à la statistique de Bose ,

l'hydrogène et des électrons, on a p équations de continuité pol i

la pression, p + 1 conditions pour le nombre de particules d, '

terminant les p + 1 constantes présentes dans les potentiel s
les positions des p surfaces de discontinuité .

Traitons pLus simplement le cas d'un seul élément . L'épi
tion (10.5) est la seule à être satisfaite, tant que n i � 0. Lorsqu. ,

s'annule, seule l'équation (10 .6) est satisfaite . Nous supposer 0

que pé étant très grand devant m e We , le nombre d'électr&n r
est sensiblement constant :

87c/

	

/mi

	

In .
(10 .7)

	

Zi n i + Zl3h 1 `ô-2 m 1

	

-Z1 t)
q~)>=

r .

Calculons sur quelle hauteur Z i n i varie de 0 à r/Z i . L'équat i

8n
(m i2

(10 .8)

	

Z13

	

ln i

h 3 ~
Po-2mi-Zi

Z J

\ i

~ = r-Z i n iz

prenant pour origine (p = 0 quand po = 0 (pas de protons) .
1 a ainsi :

numériq

11)

	

uement :

0

	

h = [9 .814]	

(A
i

	 S	

- )
g

	

Z .

nus avons déjà donné (44) l'expression de la hauteur de mélang e

)ur un gaz dégénéré de protons et un gaz parfait de noyaux .

i avait trouvé :

0 .12)

	

h . [9.923 ]

n voit, que lorsque l'un des gaz de noyaux est un gaz de Fermi ,

hauteur de mélange est déterminée par lui, en raison de la

aride énergie d'agitation des noyaux du gaz de Fermi .

ll . L'ionisation de l'hydrogène.

I . Introduction .

1 . L'étude de l'état de l'hydrogène aux densités relativement

lé\ OOes est absolument essentielle pour les naines blanches .

'abord parce que l'atmosphère des naines blanches est constitué e
HIC drogène pur . Ensuite parce que l'on atteint très rapidement ,

!,,, r de faibles profondeurs optiques, des densités considérables .
Mors que d'ordinaire, à des températures de 30 .000 degrés ,

i seulement des densités de 10 Y4 ou 10 15 ions positifs hydrogène

(A i
- 1`

g Zi
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Nr . 3 1

par unité de volume, dans le cas des naines blanches ce s e

facilement des densités de 10 18 ou 10 20. Il n'est pas possil l

alors de tenir compte d'une manière arbitrairement simple I
l'ionisation de pression, par exemple en coupant la son-u s

d'états en un point convenable. D'autre part, la méthode d
volumes exclus (15) (16) ne donne que des résultats extrên ,

ment grossiers, et a le tort de ne donner aucune indication s i
l ' état des atomes neutres .

Une méthode parfaitement correcte, tant du point de vu e
l ' ionisation que du calcul du coefficient d'absorption et de 1
conductibilité serait la suivante : placer les protons en des poin t
déterminés distribués au hasard dans une enceinte close, d
terminer tous les niveaux d'énergie possibles pour les électro n
distribuer ces électrons parmi les niveaux d'énergie en act e
avec la température du gaz, à l'aide des fonctions d'onde o l

tenues, calculer l'énergie potentielle des protons en fonction I t

leurs coordonnées et l'utiliser pour trouver à l'aide de l'équatie
de Schrödinger leur mouvement . Cette méthode est en fait ce t
qui est utilisée dans les théories du corps solide, mais ell e
essentiellement simplifiée par le fait que les atomes ne sont p :
distribués parfaitement au hasard, mais au voisinage des men l
d'un réseau. Il est donc nécessaire d'employer ici une thé o
statistique pour arriver à un résultat .

Le principe de la théorie statistique est le suivant : étant don
un atome supposé à l'état neutre, il est soumis à un certain chan
électrique, et l'on a à déterminer la probabilité 117(F) dF q ~
ce champ soit compris entre les valeurs F et F + dF. Sous l '
fluente de ce champ, les niveaux sont perturbés, et pour
grandes valeurs du nombre quantique principal n, cette p r

turbation peut être assez forte pour empêcher les états d'exis V
On a donc un nombre moyen NV 17 (F) dF d'atomes soumis
champ F et dont l ' énergie d'ionisation est plus faible que 01 1

des atomes en l 'absence de champ. Il est alors _possible de I r

nombrer les états d'énergie E des électrons, en prenant po
origine des énergies celle des électrons libres de vitesse nnl l

En conséquence, les électrons libres ont des énergies positive
les électrons liés des énergies négatives .

Cette théorie est linéaire, car elle ne tient compte que d e

valeur du champ électrique F au point considéré, et non i

s valeurs grad F, grad grad F etc . . . . En d'autres termes, les
nensions de l'atome sont supposées négligeables devant 1'hétéro -
léité du champ. Mise à part l'extrême complication qu'im-
iue l'introduction de ces grandeurs, nous serons amenés, pou r

gager les faits essentiels, à d'autres simplifications plus impor-

t-tes que celle du champ uniforme .
Cette théorie a un caractère de première approximation, ca r

ois supposerons que le champ F ne modifie que d'une quantit é
lgligeable les niveaux d'énergie et les probabilités de transition ,

en que nous tenions compte de la destruction des états par le s
amps intenses. Tl serait évidemment plus correct de tenir

iupte individuellement des états séparés par le champ, mais
ne semble pas que l'introduction de cette complication soit

stiflée .

MVIROWKA (26) a essaye de traiter le problème de l'élargisse -
'ent des raies spectrales par la mécanique ondulatoire . Mais sa

corie suppose que seule l'action des atomes neutres est à con-

dérer et que la température est assez basse pour que tous le s

ornes d'hydrogène soient dans l'état fondamental . Il s'agit donc
un cas _ extrêmement différent de celui que nous nous pro -
)snns . d 'étudier .

II. État de l'hydrogène.

2 . Dénombrement des états . Ionisation . Nous supposerons un

ntume où se trouvent Ni ions positifs Ne électrons et N0 atomes
e titres par cm3 .

Un atome neutre, de nombre quantique principal n, plac é

ans un champ F est susceptible d'avoir 2n-1 niveaux d'énergie .

oit x . le nombre quantique «électrique», nous avons 2n-1

iy d'énergie -Enx (F) avec - (n-1) <x <n-1 . Le poids
al .i.slique de chacun de ces états est gnx.Soit W(F) la. pro-

labilité pour que le champ soit compris entre F et F + dF.
?our les fortes valeurs de F les niveaux sont détruits, alor s

0 Comme nous avons fait choix pour origine des énergie s

lis électrons de vitesse nulle, nous dénombrons les états de l a

,i) suivante .

tl y a Ni. protons et Ni gnx W (F) dF états possibles d'énergi e

e nombre d'électrons liés dans ces niveaux est :
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1
(2.1)

	

da l = NI gnx W (F) dF 1 + e-,} Enx- a

où 6 = 1/kT et a est une constante déterminée de la faço r

suivante .
Le nombre total d'électrons est :

Le nombre total d ' électrons libres est donné par la seconde

intégrale et le nombre total d'électrons liés par la première :

-~ '~ gnxW (F) dF
2 .3)

	

No = Ni~(

	

~

	

n, x

	

1+
e-$Enz- a

•- Q

8 np 2 dp

	

1
(2 .4)

	

Ne =

	

h3

	

2 m1+ e

Lorsqu'on est loin des conditions de dégénérescence, on a pl u

simplement :

(2 7GØ e kT)`
N - 2e

	

1i 3

W (F) e :} EnxdF • e" ;

par élimination de e", on obtient une expression analogue à cri b

de Saha :

NQ NI

	

2-(2acmkT
(2.7)

	

No

	

h3

nx

où la somme au dénominateur du second membre est l'équival L

de l'habituelle somme d'états et se ramène à celle-ci lorsque i ä

densité tendant vers zéro, le champ F devient extrêmement fai t

et sans influence sur les niveaux .

3 . En réalité, pour un niveau nx donné, l'intégrale n'est pas
)rise jusqu'à l'infini, mais seulement jusqu'à la valeur du champ
F qui_ détruit l'état nx. On doit donc écrire pour la somme E :

7 Fn x

gnx W (F) dFe'9'Enx
o

a détermination de Fnx est donc essentielle à la poursuite d u
'alcul . Nous suivrons pour cela une méthode très analogue à
'elle de PANNEKOEIi (28) . Cette méthode est la suivante . Dans
e champ F, l'atome d'hydrogène subit une destruction spon-

allée analogue à la radioactivité a, l'électron franchissant
a barrière de potentiel à l'intérieur de laquelle il se trouve

enfermé. Cette destruction s 'opère avec une durée de vie
tonnée par LANCZOS (23)

	

zc e'e 2 7,

	

e-212
3 .2)

	

= ha 2I =2,066 . 10 1 6
0

	

1

	

2
1

1

nù Il et 72 sont reliés aux intégrales elliptiques complètes de
première et deuxième espèce . Lorsque cette durée de vie å es t
plus courte qu'un temps a lié à la durée de vie de l ' atome
effectuant des transitions spontanées (de l' ordre de 10-8

sec.) ,
nous dirons avec Pannekoek que l'état a cessé d'exister . La
valeur de a peut être choisie arbitrairement sans changer

considérablement les résultats en raison de la présence dans ô
d'une exponentielle variant très rapidement . Nous avons pris

a = 10-8 sec .

Le système de Lanczos, reproduit par Pannekeok est l e
Avant :

2

s = 2 ao Fn s

	

r = 8 yens = sine 9e

k= tg
2

T .

	

k' = V1- kL

z = 38I z, = 2cos 2 . E' -2sin¢9 sin 92' . K'

I = 2cos2(K-E)

glans lequel K et E sont les fonctions elliptiques complètes de
I,renlière et seconde espèce de module k et K' , E' les mêmes de

D . Kgl . Danske Vidensk . Selskab, Mat .-fys . Medd . XXV, 7 .

	

3

1 (2.2)

	

Ne -1- No = ~ dno -i--
8

h3
dp 	

p,

0

	

1+e2 mkT

(2 .6)

	

No =

nx
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module k' . y 2 représente la fraction rouge du réseau de rai e

Stark détruite par le champ F.

Les fonctions z = 3 EI2 et y = loge 21 ont été tabulées pu r
n

PANNEKOEK (28) . Comme nous supposons la différence Enx -F ,

petite devant En , nous pouvons définir la disparition des état

dans le champ F par la condition y 2 = 1 /2 .

La relation 8 = a qui peut s'écrire :

(3 .4)

	

16,01 - 2 . 0,4343 3s - y + log n2 = log a

ou

(3 .5) 16,01 -log a -y-+-logz-log4n -logn2 =	 z	
4

n
3,454

nous détermine complètement zn . On en déduit ensuite :

(3 .6)

	

-ci, = 4 n
e

2 a0 Fn3 ,

d'où :

(3 .7)

	

F =

	

'u n
= 2,14 . 10'% .

4,68 10-7 n4

	

n

Le résultat est donné dans le tableau I .

Tableau I.

z est une fonction lentement variable de n alors que le dé-
nominateur contenant n 4 croit très rapidement .

Lorsque k tend vers 1, k ' tend vers zéro, z N 53 k' et on a

4 n 3 N [7,86] log~
4

,

cc qui entraîne de très grandes valeurs de n (n de l'ordre de 300) .

4 . Il est nécessaire maintenant de préciser la fonction d e
distribution W (F) dF. Cette fonction est évidemment donnée -
en principe - par une méthode de champ self-consistent . Chaque
proton est entouré d 'électrons libres qui font plus ou moins
écran à sa charge . En d' autres termes, la théorie de HoLTS-
M4 RK (18) qui ne considère que des ions et des électrons ponctuels

n'est sans doute pas correcte et cette conclusion a déjà été tirée
par VERVE. (51) de ses résultats relatifs aux contours de raies .
Ti semble bien que pour la théorie de l'ionisation, la théorie de

Holtsmark ne convienne absolument pas et par contre que la
théorie de RussELL et STEWART (33) donne simplement de s
résultats conformes à la théorie des volumes exclus et d 'ailleurs
de façon plus simple .

La loi de probabilité W(F) dF - que nous écrivons ici W(/3) dß

n utilisant le champ normal

n log Tu log F R log Ni'
F n Destructio n

des états pour

Recouvre

	

(:1 . 1 )
ment des ra

Fo log N
i

pour
log Ni

	

rt l å

'~

	

t . .~

1 1,356 5,686 14,588 21,873 23,25 ~

2 1,583 4,709 13,611 20,417 21,000
l

3 1,695 4,117 13,019 19,529 19,67 8

4 1,764 3,686 ' 12,588 18,883 18,742

5 1,810 3,344 12,246 18,370 18,01 4

6 1,842 3,059 11,961 17,943 17,42'1

	

1 1 . : 3

7 1,866 2,815 11,717 17,577 16,91 9

8 1,883 2,601 11,503 17,254 16,48 3

9 1,899 2,411 11,313 16,972 16,103

	

,

	

"

	

11 1
10 1,911 2,241 11,143 16,715 15 757

	

P
11 1,920 2,085 10,987 16,480 15,44^

12 1,927 1,941 10,843 16,268 15 164

	

( 1 ~

13 1,935 1,810 10,712 16,069 14,904

Fo = 2,61 e

notation
F

0

one fonction transcendante nouvelle de ß

'!a

2 *c0

	

U

W (ß)

	

v sin ve

	

du ,

0

pour les faibles valeurs de ß, admet un développement don t

rcmier . terme nous suffit :

W (ß) = 3 ß 2

3 *
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Nr .

Si nous supposons la densité d'ions NI très élevée (par exemp ]

10 22), le champ normal F° est très intense et la destruction dl -

états a lieu même pour de très faibles valeurs de P. Si de plu

et uniquement pour la commodité de notre argumentation, no m

supposons la température assez élevée pour que les exponen-

tielles
,`} En s

e

se réduisent à l'unité, la somme L' devient :

(4 .6)

	

2n2

	

3or ß2dß
n

	

r0

ou, en tenant compte des équations (3 .7) (4 .2) (4 .4) :

1	 in

2 rr (4,68 . 10-7 F°)3 n l °
n

Cette somme est évidemment convergente et même très rapid e

ment, mais nous remarquerons en raison de la valeur (4 .1) d u

champ normal qu'elle est inversement proportionnelle à N1 ,

NI nombre d'ions positifs . On conclut de la relation (2 .7) avec.

Ne = Ni que :

G	

7
~I l

1

	

, ni°

	

h 3

Nr

	

2x (4,68 . 10-7 . 2,61 e) 3 2(2nmkT)

c. à . d . que, à température constante, N° serait constant pour l e

grandes densités . Ce résultat n'aurait en soi rien d'absurde, mai s

le calcul numérique de N° nous donne :

[28,566 ]
N° = Ti .

La valeur exagérément élevée de No ainsi obtenue est en con-

tradiction absolue avec toutes les indications de la théorie de i

volumes exclus qui indique une décroissance extrêmement rapid e

du nombre d'atomes neutres avec les densité croissantes .

Il a paru que ce résultat provenait de l'emploi de la théori e

de Holtsmark, de préférence à une autre . Nous avons donc

essayé la théorie de RussELL et STEWART (33) . Russell et Stew.u'[

primant que dans la sphère de rayon x, x + dx se trouve un .
(a positif, et que cet ion, le plus proche de l'atome considéré ,
t aussi le seul à agir, obtiennent la fonction de distribution :

0= 1,5 ° e- 13-1

°

	

\

ß

di est identique à la fonction de Holtsmark pour les grande s
aleurs de ß (ß > 50 par exemple) mais qui en diffère très con-
idérablement (en puissances de 10) quand ß est très petit . Si
cous supposons comme précédemment que la densité NI est

levée, et la température aussi, nous avons à utiliser l'intégral e

Ĥ
l3 r,

W (ß) dß° é Ign-
2

l.le contient ainsi des exponentielles dont la valeur numériqu e
st :

n 6
esp-[23,151] Ni

aun

terme qui figure ici en exponentielle est tout à fait analogu e
u terme élémentaire que l'on obtient par la méthode des volume s
\clus sous la forme donnée par FExnsr (15) . Une différence trè s

importante est que le coefficient numérique est beaucoup plus
_rand. Pour donner un ordre de grandeur, l'exposant vaut 1

our n = 2 lorsque Ni = [20,43], alors que la méthode des
glumes exclus introduit pour le même résultat une valeur

= [23,1] . Autrement dit l'effet Stark linéaire détruit le s
[ats stationnaires bien avant que se produisent des collisions a u
éus classique du terme . On trouvera dans le tableau I les densité s
pour lesquelles se produit la destruction des états quantiques
(colonne 5) . Ces valeurs correspondent aux densités pour les -

(pe11es le champ normal (équation 4 .1) est égal au champ Fn

colonne 4) . On les comparera aux densités déduites de la for-

(4 .5 )

(4 .7 )

(4 .8)

(4 .9)
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Nr . '

mule d'Inglis et Teller (équation 12 .1) pour lesquelles se produi t

le recouvrement des raies (colonne 6) .

C'est cet accord entre le résultat de la théorie des volum e

exclus et l'emploi de la théorie statistique de Russell Stewa i

qui nous fait conclure à une impossibilité très réelle d'obten u

des résultats complètement corrects par la théorie de Holtsmark

Il serait en particulier intéressant de voir comment l'emploi d

la fonction (4 .10) modifierait les résultats de VERWEJ (51) ,

particulièrement dans la partie centrale de ses profils de raies .

5 . On pourrait chercher à améliorer la théorie de Holtsmark,

mais les difficultés qui se présentent sont très grandes . Dans l e

but de montrer de quelle nature sont ces difficultés, nous affin

tout d'abord rappeler de quelle nature est la méthode de Holt ,

mark.
Etant donnée à l'origine des coordonnées une particule, . on

veut mesurer le champ dans lequel elle est placée . Si l ' on appell

1, 2, • • • n • • • les différentes particules agissantes, chacune pr ,

duisant un champ de composantes Xi Yi Zi , le champ à l'origin

a pour composantes

Xo=ZXi

Yo = 27 Yi

Zo = E' Zi .

Si l 'on appelle dx 1 i • • dxyi la probabilité d'avoir une particul e

au point de coordonnées xii .

	

1a probabilité d'avoir incn

champ compris entre 'Co, Xo + dXo, Yo, Yo + dYo, Zo, Zo + d/,

est donnée par

(5.2)

	

W (Xo Yo Zo) =
VN S

. . . ~ tri . . . a•N dx11 . . . dx„ N ,

l'intégrale multiple portant sur le. volume où les conditions

Xo < X < Xo + dX0

(5 .3)

	

. . .

sont satisfaites et VN étant obtenu par intégration sur le, volum .

total :

VN = . . . G1 . . .6N dx 11 . . . dx,,N .

in d 'étendre l'intégrale (5.2) à tout l ' espace, Holtsmark intro-

iit des facteurs de Dirichlet :

, +

H(X) =
1 sin a e i

_CC

.+ ~

H(Y) _
1 sinß~ ei" d~

7r

	

'17

+ .0

H (Z)

	

1 sin e iX Z d ~
7r

dea, ß, y, b,&, x :

N
8

	

Xn Xo

= 2 dYo

y = 2-dZ o

es intégrales (5 .5) valent 1 ou 0

antes sont satisfaites ou non :

- ß<e<ß - y <x<. y .

omme a, ß, y sont des infiniments petits, Holtsmark écrit :

H(X) = dXo
S

(EXn-Xo)

J

2'0

	

+ ø
(XàYo dXo dYo dZo

= 8 at
dXodYo

	

55dd17dZodéi(iXo+nY,+'zo)

1
. . .

	

.

	

i (~EXn+i]EYn+EZn) d
Vn s

	

5 . .
o1~Ne

	

x11 . .

~r.-•
Wn

_ GO

suivantes

a =2dXo

suivant que les inégalités sui -
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Nr .

Nous introduirons ici une hypothèse différente de celle de Hài l

mark : nous supposerons que les particules 1, 2, • N ne si n

identiques qu'en moyenne, et nous conserverons jusqu ' à nou

ordre l'indice i.

Nous avons en tout cas, comme Holtsmark :

41

r2

(5 .10) -•N = VN ,

ce qui implique l'identité et l ' indépendance des probabilit é
a1

	

aN . Nous avons à calculer l ' intégrale type :

(5 .11)

	

J . = V` . . . Ç

	

dx 11 . dxh, .

v

Si l'on suppose que la force Xi Yi Zi agit suivant le raye
vecteur ri , on peut écrire, en prenant pour 1 les composan t
d'un vecteur s faisant un angle 8 avec le rayon vecteur ri :

(5 .12)

	

J . = v

	

ei (-.',- .1-. )

,--••	
V

Nous avons évidemmen t

(5 .13)

	

a'idxli . . clac, i = ridr i sin8 i d8 i d (pi

et l'on a en limitant l'intégration à une sphère de rayo n

1

	

i (1- . 7i)
(5 .14)

	

J. = 4

	

.2dr. d8 i `dcp i e
3nRa '0

	

0

	

0

,(5 .16)

	

eecos0g2 = e uz 2~2
ri

	

r i

et prenons comme nouvelle variable

5 .19)

	

J .
= n

	

2S J sin dB d T

	

S''iu g
i (u ) u2 du .

f

iagi() I
u du =

	

F

	

igi (~) + a g(a))
5iuoz( u )

+
3 Sau-2 eiügi(u) (2 ig: + iug:' - (gi + ugi) 2 ) du

+

omme a est très petit (R grand) on peut développer les exponen-

tielles et on obtient :

s

	

i

	

4

	

4 c -- iug (u )3a- 2 ~- i a-2 (2g i + 3 ag .-Su e ` (2ig~-+ -

	

- (gi+ug~)2)du .

1
cc

Ji
=

	

1-F-ia(3g i + 2ag~)-I-

~

	

1
+ 2 a s:u ei(u) (2 ig-}- iug - (g'i + ug)2) I du

1 -îS476 a(3gi +2ag 'i) +

+ 4n

	

oS 2 a dS2 u e fugi( u ) (2 ig ; + iug'i - (g i + ug) 2 ) du,

e
r2 gi (r) avec g i = 1 quand r-->- O .

-).-

	

eg i
s

	

-	 P cos B ;ft

	

r2
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Nr . 7

gi étant une fonction paire par sa définition même, a .g ; est au ,
une fonction paire et la première intégrale disparaît . La deuxièe

intégrale nous fournit une fonction compliquée de e :

43

qui donne :
1

	

°°
2)

	

W ()CO Yo Zo ) =	 2

s
e2 do

2sin F
~ o exp [K (C)] ,

4n o

	

OFo

3

	

J 7C

	

J . = 1-}-
4n

2
R3

e' (B) sin 8 dØ
S

	

e iug i (u
)

Ĥ cos

	

o

	

' o

(2 ig i -{- iugi -(9'i?- ug:) 2) du .

En raison du fait que
3

nR3n = N, nombre de particules activ ,

dans le volume considéré, on a pour le produit nJ i :

et par conséquent la fonction W:

(5 .26)

	

W

	

47E2
S P2dPe-4,zlnp l el o	

F
	 si" (e Fo)

2

o

	

~ o

où Fo est l'intensité du champ de composantes Xo Yo Zo .

6. Nous voyons donc par l'expression (5 .24) que si iule

moyenne peut se définir, elle ne s'obtient pas sans calculs d'une

extrême complication, comportant 4 intégrales successives i ,

tant respectivement sur u, B, (i), et enfin e . Il semble donc in;.à i

pensable de faire une première simplification en supposant tout ,

les fonctions gi identiques . On a alors :

(6.1) W dXo dYo dZo = dXo dYo dZo
SSS

sin Ø d8 dTO2 do é p~ose
exp

ec pour K (p) :

3) K (Q) =
8

3
n

e~ P'
s

(cos B) Z sin 6 de

	

ezüg(u)
H (u) du,

o

	

' o

g(u)
=

g
(V

Pw2) .
u

n voit, par la nature des fonctions écrites que même les fonc-
ns g les plus simples conduisent tout de même - en généra l

à des fonctions K6) d'une extrême complication. En par-

-alier, nous voyons qu'il serait possible, au moins en principe ,
résoudre le système de deux équations intégrales successive s

.2) et (6 .3) et d'obtenir la fonction g(r) donnant la loi de

obabilité de RUSSELL STEWART .
Les équations (5.24) et (6 .2) en particulier nous montrent

quelle nature sont les . difficultés d'une méthode statistique d e

amp self-consistent pour des atomes distribués au hasard .

Il, serait possible d ' adjoindre aux conditions (5 .1) une con -
lion exprimant que l ' intégration se fait le long d'une surfac e

énergie constante . Mais alors la séparation (5.11) des différen-

variables est impossible, ce qui rend le calcul impraticable .

Nous voyons donc de quelle nature sont les difficultés d ' amélio-
hon de la théorie de Holtsmark. Il paraît ainsi plus sage de

n tenir à une théorie au sens physique évident, analytiquemen t
u iple et donnant des résultats, pour les faibles densités con-

rnies à la théorie de Holtsmark et pour les grandes densité s
,niormes à la théorie des volumes exclus, autrement dit, l a
crie de Russell et Stewart .

Tables d'ionisation. Calculons tout d'abord la contribu-
it la somme Z des termes pour n grand. On a à calculer :

2
an

	

e

(5 .23)

(5 .24) n Ji = exp 18
3
" ye

N
m

`(cos Ø) sin BdØ ~ u e
iagi (n )

t'o

	

' o

identiques à 1

1
la somme Nom' a la signification d'une moyenne étendue àtout

les fonctions possibles g i (r) .

Holtsmark suppose toutes ces fonction s

obtient ainsi le champ dû aux ions :
g i

(5 .25)

	

JN = exp
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car, en raison de la valeur élevée de n, le terme esE peut êti

pris égal à l'unité .

On a :

(7 .2)

	

/3 = 2,14 .106 n
r

4 F
0

et en vertu de (3 .7) et (3 .8) nous supposerons r sensibleme n

constant . On a alors

n2

	

•10 6 1
(7 .3)

	

_
(2,14	

Fo

	

) V~ß

et nous remplacerons la somme (7 .1) par une intégrale :

(7 .4)

	

o-n = n2dne
i3

"

On a :
1

(7 .5)

	

n2 dn
= 3

d(n3 )

(214 . 10 6 r)
(7 .6)

	

=

	

ß dß4

La somme (7,1) devient alors :

(2l4 .iOßr) l S ßn
)3-.- dßet A

4

_

	

z 4 1 4~ d (ß °) e ~(2 .14-10'

Fo

	

) 4 o

Pour ß petit, on peut réduire l'intégrale dans (7 .8) au preiui ,

terme du développement asymptotique . On a alors :

(7 .9)

	

2,14 10 6 r41 e
dn =

	

Fo

	

32 ß-
l

et, en vertu de (7 .3), on obtient :

(7 .10)

t table suivante nous montre la contribution an pour n = 1 3
i fonction de la densité . On voit que pour des densités même
lativement faibles, la contribution à la somme 2' des terme s
nir n > 13 devient tout à fait négligeable .

Tableau II .

Log N,

4217, 1

181,5 9

0,008 5

8 . Méthode de calcul-. Pour calculer les intégrales

Wn - En - EF,

E étant l'énergie d'ionisation en l'absence de champ de l'état n,
étant l'énergie d'ionisation en l'absence de champ de l'éta t

létruit par le champ F. On a donc à calculer :

	

8 .3)

	

2 / n2 e4En S Pit,V(0) dß
e ,9E F

!lIJJJ

	

0
n

)n a :

	

8 .1)

	

W (ß) dß = d (e_ß 2 )

i'on construit la courbe e--"F en fonction de e-13- . On a
[Liement à déterminer l'aire de cette courbe . On trouvera sur

11 ligure 3, p . 46, les formes de cette courbe pour différente s
J, usités et pour 0 = 0,2 . On obtient ainsi pour chaque valeu r

,[ i la densité N1 et de la température 0 =
5T0 la valeur de l a

„mine. En fait, on calcule

(7 .7 )

(7 .8)

ß 4

0,085 7

0,85 7

8,5 7

1 5

1 6

17



log N,
15 16 17 18 19 21 21 22 23

\~~.2 1,326 5,113 8,432 10 ;996 11,423 10,442 8,017 2,077 0,00 0
u;L 0,449 0,625 1,481 3,237 6,223 8,137 7,355 1,511 0,00 0

!~,05 0,239 0,267 0,578 1,402 3,336 5,449 6,673 1,209 0,00 0
0 ;02 , 0,192 0,196 0,383 0,892 1,838 3,809 6,143 1,025 0,000
0 .01 0,182 0,181 0,343 0;744 1,579 3,343 5,931 0,956 0,000

qui est l'équivalent de la somme d'états . On en déduit, à l'ai

il) On remarquera que jdécroît quand la densité décroît . Cela est dû à.la possibilité
peuplement des niveaux excités aux faibles densités.

9. Compressibilité adiabatique . Le calcul de la couche con -
clive est important, comme nous l'avons vu à propos d e

I ' théorie du triage . Il est nécessaire, pour en établir les limites ,
Iii calculer le coefficient de compressibilité adiabatique . On peut
['marquer que l'influence de l ' ionisation sur le coefficien t

log T/d log P) est la même, que l ' ionisation ait pour origine
une élévation de température ou une augmentation de pression .

En effet, si on se trouve dans une région de demi-ionisatio n
température, une compression adiabatique élève la tempé-

ititre, donc le nombre d ' atomes présents et l 'élévation de tem-
l!trature est moindre que celle qui se produit en l 'absence d ' ioni-

itibt . L ' effet est le même si on se trouve dans une région d'ioni-

liait de pression . Il faut donc s 'attendre à trouver une vaste
)filon de températures et de densités où (d log T/d log P) est
inférieur à 0,4, valeur maximum pour un gaz monoatomique .

Une transformation adiabatique est définie par

Fig. 3 . Courbes pour l'intégration numérique de la formule (II 8,1) .

de (2 .7) No en fonction de N1 et de 0, et ensuite N = N1 +
donc e = NH en fonction de Nl et 0, ainsi que l'ionisation

N1
x No + N

1

en fonction de N 1 et O . A l'aide de la table (N1 , 0) on peut fina l

ment construire une table x (o, 0) (Des tables complètes sont

cours de préparation . Les tableaux III et IV en sont extrait, i ,

46 4 7

-9(Eo -En) SßW(ß) dße
9EF

o
(8 .5)

Tableau IV.

xvolts(l) (potentiel moyen d'ionisation)

log Ni
15 16 17 18 19 20 21 22

.1 .1 )

a press i

0,2 0,999 0,999 0,993 0,953 0,754 0,387 0,226 0,393 1, 0

0,1 1,000 1,000 0,999 0,997 0,987 0,946 0,848 0,828 1; u

0,05 1,000 1,000 1,000 0,999 , 0,998 0,991 0,974 0,954 1,!

	

I on er g

0,02 1,000 1,000 1,000 1,000 0,999 0,998 0,996 0,990 1,G ~

0,01 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,999 0,999 0,997 1,C

dE-{- P dV =O.

ôn P est :

PV = N (1 -f- x) k T

ie est :

8-N(1+x)kT-Zn i x i
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ni étant le nombre de particules d'énergie -xi. Si Epi est l'éner g

de l'état de nombre quantique p i , EF l'énergie du niveau détr i

dans le champ F, on a :

(9 .4 )

et l'équation (9 .3) devient

(9 .5) E - 2 N(1 -{-x)kT- N(1 -x)

Nous poserons de façon abrégée :

(9 .6)

et de même :

(9 .7)

	

x2 =

~

	

r
c

~ J9iW (ß) dß e~xi

Afin de pouvoir effectuer les dérivations par rapport à x, V c i

dans x, nous explicitons la fonction W(ß) en mettant en évidl i [

comme variable le champ électrique F. On écrit alors :

S 9i (Ei -
EF)2

W (ß) dß e'9x i

~

Nous posons :

i g i (Ei - EF) 2(2,61•e)~ÿx F dFér~(2,61 .e)~y~

J e p

(9 .8) z = r

F2
S F

	

(2,61 • e)

V
x dFe~ ( EZ-EF)

g i
0

(9.9) E = xN(1 -x) .

En posant également :

f ifférentions (9.5), (9.2) et l'équation d'équilibre (2 .7). On
,!tient ainsi le système d'équations différentielles :



dV 2dx dx

	

3 dT 1 aE

	

1 âE

	

1 â E(9.22) - V
+ x +

	

=
1-x 2 T Eax

dx-
EaT

dT-
EaV dV

auquel il faut adjoindre (9 .1) qui permet d'éliminer dE. O
obtient alors le système :

(9 .23) (_P)dv=(2
3

PT a
6

	

3	 PV (9
T) dT + Ç2 1-{- x a x) dx

(9 .24) dP

	

dx dTdV

P 1-+-x + T V

( V + E
lez

aV)dV { dxl
x

+ 1 1 x + ~8x~

	

T
dT 3

(2 EâT)

On tire dV de l'équation (9 .24) et on obtient :

(9 .25)

oV
-P

)
V	 p = dT(xP~V-' T T(aV

-P
}) +

{

	

3 PV_a(	 Va E
dx (2 1 -} x ax~l+xaV-P) 1

(9 .26)

( V ,1+
1	

P

	

T (2 EaTV( V
1

-dx(x
2

+ 1
	 1

x + E-

	

l
a
aE

x+V- V
( 1

+
laE\

1
	 1

~âV)-{- x

On élimine maintenant dx entre ces deux équations. Groupon s
auparavant les termes identique s

(9 .27)

(9 .28)

	

aV
P) V P

	

T \
2 PT aT TaV)

,dP

(9.29)
/
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1 aE

	

V 1 5E\ '
\x(1 -x') + Eax + 1-I-xl'aV) '

- dx
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C. Coefficient d'absorption .

10 . Méthode de calcul . Représentons l'énergie de l 'électron

i nous servant de la variable parabolique 22 . Pour un certain

at initial en l'absence de champ, l'énergie potentielle a la

'i-me représentée sur la figure 4, p . 53 . Pour produire l 'ioni -

Iion, il faut effectivement une énergie supérieure à e .

7,

	

72

t . Energie de l'électron en l'ab -

lice de champ électrique en fonction

de la variable parabolique 17 .

Dans le cas où il ya un champ (fig . 5, p.53) l'électron a

franchir la barrière de potentiel hachurée et, en toute rigueur ,

potentiel d'ionisation est égal à la hauteur de la barrièr e

potentiel, hauteur inférieure à e . Nous supposerons que l e

Iainp est assez faible pour que les fonctions d ' onde diffèrent

quantités négligeables des fonctions d 'onde en l'absence de

liairp, i et par conséquent la force de l'oscillateur est la

Ilênie qu'en l'absence de champ . Mais en raison de l'abaisse -

lent de la barrière de _,potentiel, nous supposerons que 1'ioni-

cfion se produit pour une énergie plus faible et par conséquen t

Ille l'atome a un spectre, continu s'étendant plus loin dans le

nye qu'en l'absence de champ. Cette simplification est légitim e

uiisq'ûe nous utilisons la première approximation pour décrir e

atonie -- perturbé par le champ, et bien entendu elle ne peut

appliquer qu'à l'hydrogène qui seul présente l'effet Stark

inéaire .

1l . Calcul du coefficient d'absorption. Le coefficient d'absorp-

i e dans le spectre continu d'un atome dans l'état p est :

Fig. 5 . Energie de l'électron en pré -

sence d'un champ électrique en fonc -

tion de la variable parabolique 27.
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- 1 64 n4 me l0 1
1Cv = -	 	 -

p 2 3 U3 ch' p3 v3
.

Nous supposons ici le facteur de Gaunt égal à l'unité. Nous no

nombre d 'atomes dans l'état fondamental :

dnp - p2 W (F) e~ wp dF
F,

S WF) e' dF
0

Nous nous rappelons que :

Ne N1 =2 (2 7cmkT)~

	

e E ,

Ne = N1 ,

n obtient N1 en fonction de No et T. Nous avons donc à multi-

lier le coefficient obtenu (11,8) par :

No

reportons

(11 .2)

au

n i

No h3

	

Z 2p2YpC
.9Ep

(11 .3)

(11 .4)

	

W1 = E1 - EF .

Wp = Ep -EF

	 No 	 __	 N1

+ N0 1 + No

N1

Nous posons :

(11 .5)
Fp

Yp

	

w (F) é'EFdF
0

Nous posons comme UNSÖLD (50) Ep = up . On a alors la c ,
tribution des atomes dans l'état p en sommant pour tous les niveau
qui sont susceptibles d'absorber la fréquence vl, soit de F, ,
Fp, F,, pouvant être nul si h v > Ep . On a donc :

xv

	

H 3 j/3 ch 3 k 3 T3

	

u 3 1 P 3Yi

	

Fv

On trouve de même pour la contribution des électrons libr e

(11 .6)

15

	

1 u 4 eJ u du
x 4n3 xv (1-é u) 3

0

(1 - e-u) 3°

	

\
Qup

Fp

	

\- {~ -3 ~ W(F) éuF dF
2u1

	

P iy
I

u'e-' du

1 64 A 4 me 10 1 é-u, 1 1

H 3 j/3 ch 3 k3 T 3 Y1 u 3 2 u l
r2 =(11 .7)

o

u'éu du

' e°p
(1 - e u)3

(2 ul+> p3 (Yp- Yv))

p

d'où pour le coefficient d 'absorption :

Fpe u_p ~ W (F)e -uF

3P F„

1
(11 .8)

	

64 n4 me l0 1 éu` 1

	

1
x„ = -

	

-

	

S
H 3 j/3 ch3 k3 T 3 Yi u3 2 u l

	

hvCE

	

(wp=hv)

	

p

	

Yv = Ĥ W(Fe_IZFdF
o

	

hv> Ep

	

Y,, =O .

Le coefficient d'absorption par gramme de matière s'obtient en mu l

tipliant (11 .8) par la concentration en atomes neutres par gramm

d'hydrogène . En vertu de l'équation (2 .7) que nous écrivoil,

ur les très faibles densités, le coefficient d'absorption se ré -

Lilt à sa valeur usuelle, et pour les grandes densités au coef-

ient d'absorption des électrons libres en présence des protons .
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Nr .

La diffusion de J. J.Thomson pour de l'hydrogène pu ,

donne un coefficient d' absorption

(11 .16)

	

x e = 0,3 8

qui est petit devant le coefficient d'absorption de l'hydrogène el
raison des grandes densités considérées, mais ceci n'est vrai

que pour les naines blanches.

12. Influence de l'élargissement des raies . Sous l'influenc

de l'effet Stark linéaire, les raies s'élargissent, au point
d

se recouvrir complètement . Le coefficient d'absorption se rac-
corde alors de façon continue au fond continu d'au-delà d

la discontinuité de Balmer . Nous verrons dans le chapitre Il l

comment calculer, alors le coefficient moyen d'absorption . Nou e

allons seulement comparer ici les deux effets : ionisation de pres-
sion et recouvrement des raies .

a) Recouvrement des raies . Le coefficient de 1 /v 3 dans e

coefficient d'absorption est pris constant jusqu ' à une fréquent

définie par le nombre quantique rn de la dernière raie visibl e
(INGLIS et TELLER (19)) :

n7 = N12715

b) Ionisation de pression . Le coefficient de 1/v3 est pris constan t

jusqu'à une fréquence définie par le nombre quantique n de J
première raie ionisée par effet Stark moléculaire :

[3,808] ri
n = N

I1
s

qui est pratiquement toujours plus grand que m, l ' égalité ne s
produisant que pour log NI = 19,2 n = 3,5, mais alors la for -

mule simplifiée (12 .1) d' Inglis et Teller, obtenue pour ' d r

nombres quantiques élevés, n'est certainement plus valable (v I r

tableau I, p . 34) .

III . Un modèle d'atmosphère pour les

naines blanches ,

A. Introduction .

1. Nous avons étudié dans la première partie le triage des
énnents dans un champ de gravitation . Dans le champ de
esanteur extrêmement intense des naines blanches la séparatio n
e l'hydrogène est quasi-totale . Il semble donc possible de con-
Auer un modèle d-e naine blanche d'une couche d'hydrogèn e
ur entourant un noyau d'éléments lourds (34) . Un tel modèl e
mble bien expliquer le débit d'énergie des naines blanches et
araît s'accorder avec les traits principaux qui se manifestent
ans leur spectre (41), si bien que la théorie de la structure
'terne doit rester à la base d'une théorie du spectre .

2. Rappelons ce résultat essentiel de l ' observation des naines
lanches que toutes sauf deux - Van Maanen 2 et Sirius B -
'ont pas de raies , métalliques dans leur spectre. L e

pectr•'e très difficile à prendre de Sirius B ne m'est pas connu ,
ais Kuiper a publié (22) des enregistrements du spectre de

rail Maanen 2. On ne peut manquer d ' être frappé par la largeur
onsidérable des raies H et K de Ga II, due sans doute à l'élar-
issement par chocs, et en même temps par l'absence des raies
e l ' hydrogène . Cette absence de raies métalliques 'dans le spectr e
es naines blanches est manifestement une conséquence d u
nage des éléments et à nos yeux constitue une preuve suffisant e
le ce phénomène .

3 . Pour une même profondeur optique, la densité d 'une
tL uusphère est, très approximativement proportionnelle à l'in -

,'usité du champ de pesanteur, si bien que l ' on atteint, très
,,,s de la surface, des densités déjà élevées . A ces densités tou s

effets de pression deviennent considérables. Nous avons
rn nlonné plus haut la grande largeur des raies métallique s
;I ois la seule naine blanche où on les observe . L'élargissement

t s raies de l'hydrogène est bien connu et semble relié à l ' effet
~t,rrk moléculaire .

(12 .1)
[3,101 ]

(12.2)
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4. VERWEJ (51) a fait la théorie de l'élargissement des raie s

l'hydrogène par effet Stark moléculaire, en s'appuyant su r

théorie de HOLTSMARK (18) et il semble bien, comme l'a man u

KUIPER (22), qu ' elle n'est valable que pour les ailes des rai

Notons que Verwej n'a pas tenu compte de l ' élargissement p, ~

choc des raies du réseau Stark . Il n 'est pas impossible q ui

l'introduction de l'élargissement par chocs modifie assez for t

ment au voisinage du centre les profils calculés par Verwej .

5. Mentionnons les idées de BLACKETT (5) sur le chan ?

magnétique des corps en rotation et leurs conséquences j '

la théorie du spectre des naines blanches . Il semble bien ( 1

qu'il n'est pas nécessaire d'introduire de champ magnétiit ~

intense pour expliquer le spectre des naines blanches . N '

considérons ce résultat comme n'étant pas dirigé contr e

théorie de Blackett mais comme une preuve supplémenta n

(39) d'une origine distincte pour les naines blanches et pour 1

étoiles de la série principale .

6. Il ressort des critiques de CHANDRASEKIIAR (8) et de Ko u

GANOFF (20) que non seulement la moyenne de Rosseland n ' e

pas adaptée au traitement des problèmes d'atmosphère, n i

qu'il n'existe aucune. moyenne permettant de traiter rigoure u

ment les problèmes d'atmosphères. C'est seulement en raiso n

la complication des méthodes à employer pour le calcul d'u n

atmosphère que nous nous sommes trouvés réduits à emplo y

la moyenne de Rosseland . L'expérience des autres étoiles m m

trant qu'elle donnait à bien des égards des résultats satisfaisai t

il a semblé que pour le premier calcul d 'atmosphère de nai 1

blanche on ne pouvait exiger plus .

B. Le modèle d'atmosphère .

7. Stabilité de l'ion négatif hydrogène . Deux méthodes dll

rentes donnent des résultats cohérents pour la stabilité de l'i

négatif hydrogène à l'égard des collisions . Il est ainsi po,, ,

de déterminer le «volume» de l'ion négatif à introduire dans

, théorie des volumes exclus ou de tout autre analogue. On p
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élerminer les conditions d 'utilisation des formules usuelles et
,s tables déjà connues et leurs limites d ' application aux atmo-
hères de naines blanches .

Nous devons en effet nous attendre . une très grande fragilit é
H- en raison à la fois de son gros volume et de son bas poten -

l d ' ionisation . Nous pouvons décrire la destruction de H- au
urs d'une collision -soit comme une ionisation par choc, soit
mme un effet Stark moléculaire . Si l'effet Stark, dans le cas
es systèmes à plusieurs électrons ne produit pas d'effet du
remier ordre, il est néammoins capable d 'amener la destruction
es effets stationnaires par abaissement de la barrière de potentiel .
s'agit là de deux phénomènes indépendants, l'un faisant inter -
mir la symétrie des fonctions d ' onde, - l 'autre la transparence
'une barrière de potentiel . On peut alors faire soit un calcul d e
etion de choc par la méthode de J . J. Thomson ou tout autr e
lus: éprouvée, soit un calcul d 'effet Stark . Les deux résultats
recordent . En effet, la première méthode nous montre qu e

a la même fragilité dans une collision que l'état n 5 d e
hydrogène neutre . L ' autre également très approchée est basée
ur l'idée que l'ionisation se produit lorsque la variation d e
otentiel électrique à travers le domaine de l 'atome est du même
rclre de grandeur que le potentiel d ' ionisation. Dans ce cas,

difficulté est de choisir le rayon de l 'atome, ce qui est parti-
ulièrement délicat, puisque dans H - la densité électronique
pst*) varie très lentement . Un calcul précis est difficile à mener
ü. raison de la difficulté de transposer la méthode de cham p
elf-consistent de Hartree en coordonnées paraboliques . Une éva-
lation grossière légitime l 'assimilation de la fragilité de l'ion
égatif hydrogène à celle' de l'état n

	

5 de l'hydrogène neutre .

8. Un tel calcul approché n'a de sens que parce qu ' il permet
l ' évaluer grossièrement le maximum de concentration de l'io n
i6gatif et de déterminer les conditions dans lesquelles l'absorp-
ion chue à l'ion négatif est négligeable comparée à celle de l 'hydro -
feue. Le principe du calcul est le suivant : nous modifions .légére -

e it l'équation de Saha pour l'ion négatif afin de tenir compte
l ' ionisation de pression de l'ion négatif. Nous avons les deux

G ] iations d'equilibre pour H+ et H- :
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Ne	 N1 (2 n mkTY _~ Eo
-

	

eNo -

	

h3
Tableau 1 .(8 .1)

(8 .2)
Ne No = 2 (2 ac~IcT)à 2 e_,4J ea Na .

3

	

~

log lo a = 19,65 .

N1 = Ne + N-

qui exprime que les électrons ne proviennent que de l'hydrogè n
Si l'on prend N1 comme paramètre, on trouve que, pour i

température donnée, le nombre d'ions négatifs N- passe pari ]

maximum pour

(8 .5)

	

a N1 = 3 + e ,

e étant une quantité très petite dont la première approximation e>, L

5040

En Posant' = T on obtient la valeur approximative suivai s
pour Nmax :

Nm-ax

	

[24T 3

	 13] 1014,310 .

On peut alors aisément calculer le rapport de l'absorptio n

due à l'ion négatif à celle due à l'hydrogène lorsque N- e s
maximum. On trouve les résultats contenus dans le tableau ?

Ce rapport est très grand, mais il correspond à des valet '

si élevées de la pression qu'elles ne se rencontrent pas dL f

l ' atmosphère des naines blanches connues . Nous voyons qL i

log (XH-/XH)ma s

3.9 0

3.6 5

3 .59

4 .1 3

4 .53

ut reprendre les tables de STRÖMGREN (48) pour le coefficient

absorption, mais en slpposant l'absorption due à l'hydro -

ne pur et en tenant compte à la fois de l'ion négatif et d e

Ivdrogène neutre .

9 . Absorption par l'hydrogène moléculaire . Lorsque la densit é

oit et devient un peu élevée, la probabilité qu'une absorptio n

t lieu par collision triple d'un photon et de deux atomes de -
ent appréciable .

CRITCHFIELD (13) donne une évaluation grossière de la section

e choc :

a = 10 17 (4 . 10
24 21)2 ,

coefficient d'absorption par gramme étant

n Q
x =

étant le nombre d'atomes neutres par gramme . Dans les con-

Mons où n devient notable, n est pratiquement égal au nombr e

atomes d'hydrogène présent et on a :
3

10-Cl
nH

16 .xeoll . triples =

On en déduit la relation suivante qui donne pe (6) le long de la

courbe

(9 .4)

1- x
Pe e x = xH [7,85] ,

avec la valeur de a obtenue au § 7 :

(8.3)

Nous devons ajouter à ces deux équations la relation :

(8.4)

(8 .6)

où g représente

(8 .7)

	

g = 2
(2 n mkT)3 e_y.(Eo+a) .

h

18é-3

a 2 g+ 6e-3
e =

(8.8)

Ø

0 . 3

0 . 4

0 . 5

0 . 6

0 .7

xcoll . triples = 276 F2+
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Ni' .

	

63

0,3 0, 504 46 0, 7Tableau II .

log p e

8 . 7
7 . 2

4 .6 8
4 .2 5

On trouvera sur la figure 6, p. 63, différentes courbes, mo n

trant dans le diagramme 0, log pe les régions de différents cut1 -

ficients d'absorption . Une courbe limite indique pour quel

valeur de pe la pression total e

PQ(1+ NH2NH+ )

N13 + NH-

NH NH

devient infinie (car NH+ = NH- lorsque tous les électron

ont été absorbés par l ' ion négatif) . Bien entendu, il n'est i-fl '

question de dresser des tables si loin, l'ionisation de pression

(§ 8) intervenant bien avant .

10. Formation des molécules" ) . L'énergie de formation de 1

molécule H 2 est 4 .46 électron-volts. Elle peut donc certain

ment se former assez facilement quand la presson augme a

En appliquant la relation de Sab a

[H] 2 _ 2 (2nHkT)	 _10,26 0

[H2]

	

2i-

	

h3

	

e

et en tenant compte de la relatio n

(10 .2)

	

log	 H]]

	

- 0,48 -13,56 . 0 -{- log T- logpe ,,55

on obtient aisément log [H]] en fonction de la pression élect r

nique et de la température :

( 1 ) M. H. Wildt a bien voulu faire remarquer à l'auteur que ces résul' d

doivent être sensiblement modifiés, en raison de la valeur élevée de la son
d'états de la molécule d'hydrogène. Le nombre de molécules d'hydrogène u
sans doute pas négligeable, mais leur effet ne peut pas encore être calcul é
raison de notre ignorance des coefficients d'absorption. (Note ajoutée à la
rection des épreures) .

	

4,3

	

44-

	

0,5

	

46

	

07

	

0,8

	

09

	

6
G . Domaine d'application des différentes approximations relatives au coef-

ent d'absorption . On remarquera que dans le domaine des températures étudiée s
les collisions triples ne contribuent pas de façon sensible à l ' absorption .

10 .3)

	

log	 H] = - 22,31 + 18,0 0 + 5 log 0 + 2 logpe ;

logarithme est égal à zéro (nombre égal) pour des valeur s
1l et de pe données dans le tableau III .

Tableau III .

o logp e

0 .3 9 .7 7
0 .4 8 .5 5

0 .5 7 .4 1
0 .6 6 .3 1
1 2 .15

o

0 . 4
0 . 5

0 . 6
0 . 7

(9 .6)

(10 .1)

70
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On voit d'après l'ensemble des courbes de la figure 6, p .
que, tant que B < 0,7 et log p e > 4, les collisions triples sont p r

faitement négligeables comparées à l'absorption de l'ion n é gai i

Nous n'aurons donc à tenir compte que de l'hydrogène atomi q
neutre et de l'ion négatif.

11. Détermination du eoefficient d 'absorption. Pour le cal
du coefficient moyen d'absorption (moyenne de Rosselai
nous avons à tenir compte des effets de pression . Ne
avons calculé (II) le coefficient d'absorption pour le fond c ,
tinu en tenant compte de l'élargissement des raies par effet St,

moléculaire en utilisant la théorie élémentaire de INGLIS et T i
LER (19) . Inglis et Teller cherchent quelle est la première r ,
invisible de la série de Balisier en raison du recouvrement 1

raies. Ils supposent que la disparition se produit lorsque c
raie a une largeur égale à l' intervalle compris entre deux rn i
consécutives . Ils calculent l ' élargissement des raies en le s u

posant produit par un champ égal au champ normal de HOL T

MARK (18) . Ils obtiennent ainsi pour le rang m de la derni è
raie visible :

0,027
m 7'S = 3

aoN1 ,

où ao est le rayon de Bohr de l'hydrogène et N1 le non11

d'ions par cm 3 . En pratique, nous prendrons pour Ni seulei, p

le nombre de protons par cm 3, l'élargissement dû aux électr l
étant négligeable. Numériquement, la formule (11 .1) donne :

m_
[3,101 ]
Na/1 5

1

et le tableau p . 34 donne les valeurs de Ni correspondant
10 premières valeurs de m .

Les valeurs de N1 sont de l'ordre de ce que l'on obs( r
dans l ' atmosphère des naines blanches .

Dans le domaine où les raies de Balmer se recouvrent, t r

se passe comme si l'on avait un coefficient d'absorption coat i

inversement proportionnel au cube de la fréquence et prolonge a
de façon continue le coefficient d'au-delà la limite de Bain

1 effet, si l'on suppose l 'absorption uniforme dans l ' intervalle
tre deux raies, cet intervalle étant inversement proportionne l
i3 et la force de l 'oscillateur inversement proportionnelle à n3

alement, n disparait dans le coefficient d ' absorption. Le calcul
antre qu'il est alors le même de part et d'autre de la limit e

Balmer .

1 64 n4 m e e10 1 e-"' 1

	

12 .1) xH-

	

+
H31/3 chi k3T3 Y1 u3 2 ui

hvm
s limites uy - um où um =

kT
hvm étant l ' énergie d ' ionisation

u niveau correspondant à la dernière raie visible de la série
e Balmer. Cela rexient en quelque sorte à supposer une nou-
elle valeur à l'énergie d ' ionisation sans que cela change en quo i
ue ce soit la formule du coefficient d ' absorption. Le calcul du
)efficient moyen d ' absorption fait intervenir l ' intégrale S (u) de

STRÖMGREN (47) et dans la somme

1 S(ui)- S (a1+1)
D (u i ,i

	

iZ i+ 1

es quantités D(ui, ui+1) gardent les mêmes valeurs, mais le s
imites ui sont modifiées de quantités u n, . Calculons la modi-
ication qui est apportée à la somme (12 .2) en supposant les um
iotils devant ui . On a~:

u

15

	

u7 e "

4TC4 (e u 4 ) 3
0

S (u -I- h) = S (u) -I- hS' (u)

conséquent

d
\

	

7 h (S' (u i ) - S' (u i +1) )

~

	

D (ui , u :+1 )
h V
	 " et
k T

41 . Danske Vidensle . Selskab, Matgfys . Medd . XXV, 7 .

(11 .2)

12. A une densité et une température données, on substitu e
ix limites up pour le calcul du coefficient d 'absorption par la
rmule

5

65



La quantité um est égale à u 1 /rrm 2 . m étant dans 40 Eridani 1
de l'ordre de 8 à 10, um est de l 'ordre de u 1/50 à u 1 /100. u1 étal ]
de l'ordre de 10, um est de l'ordre de 0,2 à 0,1 . S ' (u) atteint s,
maximum au voisinage de u = 7 et ce maximum vaut 2 w ,

Calculons effectivement la variation 4 (x pour 0= 0,4. Or
trouve

alors que E = 73,5 . L'erreur relative

	

= 0,04 est très peti '

et nous voyons que malgré le déplacement des limites d'absorl -
tion il est cependant encore légitime (38) de se servir des tabl ,
déjà existantes de la moyenne de Rosseland pour l'hydr r
gène pur .

13 . Le calcul du modèle d'atmosphère ne diffère pas dan s

s conditions du calcul de BENGT STRÖMGREN (48) si ce n'est

fans l 'emploi du coefficient d'absorption pour l 'hydrogène pur .

On, emploie simultanément les formules suivantes :

quation d'équilibre hydrostatique :

i q uation standard reliant la profondeur optique et la températur e

approximation de Milne Eddington pour le corps gris )

13 .3)

	

T4 = Té
2+ 4 r)

5*



6 8

(13 .4)

En éliminant dh on a ainsi à résoudre :

6 9

T 4 = To (1 + 2 z) .

dr	
=	

1
(13 .5)

	

dlog p

	

g loge xp '

L'intégration est faite en utilisant la méthode indiquée l

STRÖMGREN (48) . Toutefois nous n'avons pas cru utile de
un calcul aussi précis .

Nous avons calculé log x en fonction de O et de log p (T
bleau IV contenant partiellement les tables de STRÖMGREN)pou f

l'hydrogène pur .

Nous n'avons calculé jusqu'à présent que deux modè

l d'atmosphères, correspondant respectivement aux conditions1)1 1

proximatives de 40 Eri B et de Van Maanen 2 (tableau V I

Nous avons pris :

pour 40 Eridiani B 0 0 = 0,45

	

log g = 7,6 9

pour Van Maanen 2 0e = 0,50

	

log g = 10,00.

Pour 40 Eridani B les valeurs de x utilisées étaient dédui t

d'une table préliminaire et différaient légèrement de celles domo
dans le tableau IV .

14 . Couche convective . Nous calculons à l'aide de la formol

d'UNSÖLD (50) pour l'hydrogène pur :

(

5

dlo T
2+x(1-x) +u1 I

dlogp 5+x(1-x)(2+u 1 )

la valeur de la compressibilité adiabatique . On trouve dans h

tableau VI les valeurs de (d log Tid log P)ad et (d log T/d log

La comparaison entre ces deux séries de valeurs permet de trôi n

la profondeur optique de la limite supérieure de la zone convert i

On trouv e

	

(14 .2)

	

Pour 40 Eridani B,

	

r = 0,1 4

	

(14.3)

	

Pour Van Maanen 2, a = 0,43 .

Nous n'avons pas encore cherché à déterminer de limite inféric i

de la zone convective .

1,57 0,092 0 15,1 0
1,69 0,089 0 15,2 6
1,80 0,085 0 15,4 1
1,89 0,083 0,005 15,5 5
1,96 0,083 0,014 15,6 6
2,04 0,085 0,025 15,7 9
2,11 0,087 0,040 15,93
2,19 0,090 0,065 16,09
2,31 0,094 0,140 16,2 9
2,51 0,100 0,235 16,5 1
2,70 0,106 16,8 0
2,78 16,9 8

étoile du type de 'Van Maanen 2

0 15,7 11,85 0,1 1

1,89 0,13 0 15,82
1,94 0,14 o 15,92
1,99 0,15 o 16,02
2,04 0,17 0 16,1 2
2,10 0,19 0,011 16,23
2,18 0,21 0,013 16,34
2,25 0,22 0,018 16,45
2,35 0,24 0,029 16,59
2,47 0,24 0,055 16,74
2,6r 0,25 0,113 16,92
2,83 0,25 0,215 17,1 8
3,15 0,20 0,395 17,48
3,64 0,17 18,1 3

C. Répartition spectrale de l'énergie .

Le fond continu . Le calcul du fond continu ne pré-
ntc pas de difficultés spéciales. La répartition spectrale d e

l'énergie à la surface est donnée par :

1 F„
B,, (r„) K 2 (rr) (Ir ,

2

	

0

(14 .1)

B 1ogp tog
dlog

T\
dlogTl

logNl( d log P fad ( log P }ra d

I 1

	

I

Modèle pour une étoile du type de 40 Eridani B

t„0,000 9
00,0027 -
0 .006 4
1P,1î11 0

:t0,0248.
0 .051 7

.'0.101 9

0,2063

.:0.47 3
-,_6 1

2,083
` :3 .559

0,00 7
0,01)13 .
0!,002 3

.
1,004 1

"b,0072 .
),iî1 3

n ;02 4
0 ;04 4

D,08 5
0 ;170 . .

:0,843

0,45 3 ;4
0,4498 3, 6
0,4495 3, 8
0,4489 4

0,4482 4, 2
0,4458 4, 4
0,4412 4, 6
0,4344 4, 8

0,421 5,0
0,395 5, 2
0,355 5, 4
0,316 5, 6
0,284 5,8

Modèle pour un e

	

0,50

	

5

	

0,50

	

5, 2

	

0,50

	

5, 4

	

0,50

	

5, 6

	

0,50

	

5, 8

	

0,50

	

6

	

0,4975

	

6, 2

	

0,4955

	

6, 4

	

0,4915

	

6, 6

	

0,485

	

6, 8

	

0,473

	

7

	

0,450

	

7, 2

	

0,408

	

1,4

	

0,340

	

7, 6
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7 1

et l'on emploie une formule d'approximation (quadrature nan a

rique à trois termes)

F„
= 0,76689 B„ (r„ = 0,287 )

dry = - x;,Odx

1

	

p

	

d log lo p
(15 .5)

	

= 	 `x ,', (z, 0)	
g logea e Ja

	

P

Ici, xv est le coefficient d'absorption réduit pour tenir

de l'émission induite . En fait,
xY

est dans le cas qui nous occu l

très peu différent de x,, et nous ne tiendrons pas compte de l

différence .
Lorsque l'on atteint, pour une longueur d'onde donnée t

région où les raies se recouvrent en raison de l'augmentatio n

pression, le coefficient d'absorption devient plus grand . Br p h

sède en ce point une discontinuité de sa dérivée, ce qui ne gr (

Tableau VI .
Répartition de l'energie dans le spectre continu d'une étoile du typ e

de 40 Eridani B .

Fy F
z log log Y

F sooo F 30n0

3000 0,0 3897 0,17 0

3200 0,022 3947 0,199

3400 0,034 3997 0,20 7

3600 0,047 4200 0,19 5

3647 0,049 4400 0,18 5

3747 0,052 4600 0,167

3797 0,064 4800 0,15 0

3847 0,117 5000 0,138

Isis pour l'emploi de la formule d'intégration numérique à 3
rmes de Gauss . Afin de tenir compte de la dispersion du prisme ,
s valeurs trouvées en utilisant les tables de B (v, 0) sont mul-

tipliées par un terme proportionnel à 22 . On obtient ainsi l e
tableau VI donnant le logarithme du flux, exprimé en unité s
rbitraires en fonction de la longueur d'onde .

16 . La superposititon des raies . La distance entre deux raie s
tzk dans la série de Balmer, séparées par un champ électriqu e

dt ' intensité Fcgs , est : -
n s 2

4~0 = 0,00256 Fcgs (2 4 )

la distance séparant les deux raies extrêmes est, mesurée en
tte unité :

162)

	

Al= [n(n-1)+2]

Par ailleurs, la théorie de RUDEJØBING (31) permet de calculer
élargissement des raies dû aux collisions . La constante d'amor-

tissement exprimée en unités de 2 rrv est :

(2 1 E 1) sin2 (vl-
vol,

F e
EfkT

l T)

\tin de comparer cette expression avec la valeur A2 que nou s

venons de trouver, nous pouvons remplacer l'intégrale par
!unité . On a alors numériquement :

10 4,46 N.e
VT

() D ILouve alors que l ' élargissement des raies par collision es t
j lui important que l 'effet Stark moléculaire, tant qu e

N1 < [15,360] TT .

nnt que cette inégalité est satisfaite (ce qui est d'ailleurs le ca s
n Eridani B) l ' hypotèse simplificatrice de Pannekoe k
l 'énergie de la raie est uniformément répartie su r

I l le sa largeur est une approximation satisfaisante .

+ 0,22652 B„ (ry = 1,81436 )

+0,006591 B„ (r„ = 5, 385) .

La profondeur optique est donnée par

(15.3)

à quoi l'on join t

(15.4)

	

dx = - ~p ,
g e

d ' où

(15.2)

conlj F,

16(4 )
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Nous voyons, au seul énoncé de l'importance considérable d
cet effet, que le calcul de VExwEJ (51) du profil des raies devrait

être repris en tenant compte de l ' amortissement par chocs . O n
devrait s'attendre à voir le profil des raies s ' adoucir considérable -
ment et sans doute verrait- on disparaître le ou les pics centrau x
que Verwej a obtenu pour les forts champs de pesanteur .

17. Méthode de calcul . Le calcul a été effectué d'après le s

calculs de PANNEKOEK (28) . Pannekoek a étudié l'intensité de s

raies d'émission . Il ressort de son travail que le phénomèn e
prépondérant est le phénomène de recouvrement des raies, 1

phénomène de dissolution étant beaucoup moins important .
a) Le coefficient d'absorption en un point situé à une distance

4A du centre de la raie est donné par :

[2,549] (nn_4J2fS F
	 Swo) o

ß2

	

0
o

Pour chaque modèle d'atmosphère envisagé, on calcule l e
1ficient d ' absorption k„ par gramme de matière et l'on ajout e
iu coefficient k„ déjà trouvé pour le fond continu . Lorsque

I matteint la région où l'effet de pression fait disparaître le s
les dans le continu, on ne tient plus compte que du coefficien t
lbsorption ky du continu :
Le tableau VIII donne le coefficient d'absorption entre deu x

rconsécutives en fonction de log N l par gramme d 'hydro-
ue dans l'état n = 2 .

On a calculé de cette-manière l'intensité pour les longueur s
1 onde 3862 3930 4036 pour 40 Eridani B et 3930 4036 422 1

1.601 pour Van Maanen 2 correspondant respectivement au x
points situés å mi-distance des raies

	

6E, et E', 6e, y8, ßy .s t.
Le tableau IX donne les valeurs de s, f et q = [2,549]

n a
(n2 -

4) s
en fonction de n . Le tableau X donne les valeurs de l ' intensit é
r iative rapportée à A' = 3000 Å.

[x,

(17 .1 )

où S, qui donne l'étendue en Angströms du réseau de raies Star k
est donné par

(17 .2)

	

f n 1

avec

(17 .3) 4A 0 = SF O ,

Tableau VIII..

Iog 1, par gramme d'hydrogène dans .l'état n = 2 .

°~ N1
480 1

logl, =8+

422 1

logly = 8±

403 6

logl y =8+

393 0

logly

	

8+

3862

Iog1 y =8 +

r5;0 5,613 4,19 4,69 3,22 3,8 6
1 ;,2 5,82 4,41 4,97 3,44 2,0 5

ë

	

15,4 4,03 4,64 3,17 3,64 2,2 9
15,6 4,23 4,84 3,36 3,87 2,5 3
I6,8 4,43 3,02 3,56 2,06 2,7 8

16,0 4,64 3,22 3,79 2,33 2,9 9
16,'_ 4,89 3,42 2,00 2,56 1,1 7
16, 4

i
3,08 3,66 2,26 2,84 1,2 1

16,6 3 2 6, 3,94 2,52 2,97 1,2 3
16,8 3,46 2,18 2,73 1,03 1,1 7

ar
1 î .0 3,67 2,31 2,91

_
1,04 1,1 1

17,2 3,90 2,57 1,02 1,00
17,4 2,10 2,80 1,05 2,93

l'6

	

17

	

~ 2,34 2,97 1,0 2
ar~

	

1,75 2 ,60 1,08 2,9 7

lu' :

	

18 . 0 2,83 1,0 8
15 ;3 1,03 1,04

F0 étant le champ moléculaire moyen .
Si 4A est la distance fixe au centre de la raie où l'on mes u

l'intensité et 4A0 l'élargissement moyen, on a :

ß

	

ß/A
32

0 '

W(ß) dß est ici la fonction de distribution de HOLTSMARK (1 ~

telle qu'il en a été fait mention au chapitre II ; .
f est la force de l'oscillateur telle qu'elle est donnée )

BETHE (12) et reproduite par UNSÖLD (50) .

b) On calcule en un point situé à mi-distance de deux ra i
voisines la contribution de 2 raies (ou 4) élargies (1 ou 2 k

chaque côté) . On calcule ainsi le coefficient d'absorption p

gramme d'hydrogène dans l'état quantique n = 2 en fonction I

nombre N1 de protons par cm 3 .

(17 .4)
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Nr 7 5

Tableau IX .

log q

4 0,06369 2,804 1,076 1,87 5

5 0,07980 2,902 2,647 1,34 8

6 0,1037 1,0156 2,327 0,97 9

7 0,1336 1,1257 2,087 0,81 0

8 0,1690 1,2279 3,903 0,509 .

9 0,2095 1,3211 3,681 0,274

Tableau X.

Van Maanen 2

raies F raies F
n x log n i lo g

n+1 F,000 n+1 F300 0

9 8
3862 0,081 386 2

7
3930 0,103 3930 0,13 1

7 6
4036 0,147 4036 0,15 2

6 5
4221 . 4221 0,171

5 4
4601 4601 0,184

4

18. Comparaison avec l'observation. Nous limitons les cor

paraisons au fond continu pour les raisons suivantes . Nou

avons défini le fond continu au milieu de deux raies consécutive

de la série de Balmer (§ 17 b), le coefficient d'absorption éla n

lui-même défini par l'approximation de Pannekoek (Equatio i

17 .1), suffisante ici . Mais comme nous l'avons brièvement indiq u

à la fin du paragraphe 16, le calcul du contour des raies d~

l'hydrogène exigerait que l'on reprenne le travail de Verwej e n

le modifiant pour tenir compte de l'amortissement par chocs . Ï

faudrait en particulier évaluer l'intégrale de Rudkjøbing (secen (

membre de 16 .3) pour chacune des raies du réseau Stark (be

raies de l'hydrogène, calcul qui se trouve au-delà des limite

que nous nous sommes fixées .

KuIPnn (22) a donné le contour du fond continu po u

40 Eridani B et Van Maanen 2 . Il ne s ' agit que d'un microphöl!

ramme, et par conséquent on n ' a que les densités photogra-
niques . On trouve fig . 7, p. 75, les contours théoriques pour
es étoiles de température et de gravité voisines . On voit que la
cssemblance est frappante . Il. ne fait aucun doute pour nou s
cela disparition des raies de Balmer dans les naines blanche s

; . 7 . Courbes représentatives du flux sortant pour 40 Eridani B et pour Van
Maanen 2.

e effectivement due à l'élargissement des raies par effet Star k
~ ~~léculaire .

On a tracé le fond continu pour 40 Eridani B dans les deu x
s 1°) on néglige, et, 2°) on tient compte du recouvrement de s

pies par élargissement au-delà de leur largeur moyenne . On
lutera l'influence considérable du recouvrement même très loin
1 ,s raies mélangées (par exemple entre Hß et Hy) . Il apparaît
I lors contestable que l'intensité mesurée par Kuiper entr e
FLN et Hy pour 40 EriB soit celle du fond continu . Il ne semble
de lle pas possible de relier de façon simple la grandeur de l a
discontinuité de Balmer au nombre d 'atomes d'hydrogène pré -

dans l'état n = 2 .

n s log s log f

40 Eridani B
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IV . Température effective et rayon des

naines blanches ,

1. L'étude de la répartition spectrale de l 'énergie faite en
troisième partie nous amène à une analyse détaillée, à la lumière
des résultats connu maintenant, de la détermination par Kin
PER (22) de la correction bolométrique et du rayon des naine s
blanches. Nous commençons par reproduire le texte de Kuiper
sur les résultats relatifs à Van Maanen 2 .

2. Résultats de Kuiper relatifs à Van Maanen 2 . ((La tem-
pérature de cette étoile est encore incertaine . Nous trouvon
8200° comme valeur la plus probable . Nous ferons les ., calcul,
pour 7500° et 9000° qui peuvent sans doute être considérés
comme des valeurs limites .

Cas 1 . Te = 7500°, Mp , = 14,35, C.B . = - 0,12, log L =

- 3,84, log R = - 2,16, vitesse radiale mesurée + 238 km/sec .

Si cette vitesse radiale est entièrement attribuée au déplacemen t
gravitationnel des raies spectrales vers le rouge, alors log M = 0,4 1
Si la vitesse maximum de 65 km/sec est soustraite (pour teni r

compte de la limite supérieure de la vitesse radiale dans cett e
direction) nous avons log M = 0,27 . Les valeurs correspon-
dantes de p e sont 1,41 et 1,61, de X, 0,42 5 et 0,25 ; de log P = 7,0 4
et 6,90 .

Cas 2 . Te = 9000° . B .C . = - 0,40 ; Log L = - 3,73, lo g
R = - 2,26 . Les deux hypothèses sur la vitesse radiale donnent
log M = 0,31, ou 0,17 ; !le = 1,60 ou 1,85 ; X = 0,26 ou 0,09 5 ,
log e = 7,24 ou 7,10 . On voit sur la figure 8, p . 77, l'emplace-
ment des 4 solutions discutées . Dans la direction verticale, elle s

peuvent représenter les cas limites ; la ligne de gauche correspon -
dant à Vrad = + 65 km est très probablement une ligne limite .

Mais la vitesse radiale véritable pourrait être négative et

de 200 à 300 km/sec, doublant par conséquent le déplacement
gravitationnel vers le rouge, entraînant ainsi une augmentatio n
de 0,3 du logarithme de M. Mais même dans ce cas extrême, il

semble difficile d'amener l'étoile entre les deux lignes pointillées

de la figure 1 (1) , comme il serait nécessaire si l'équation d'éta t
P = K oi était applicable. Il semble plus important de poser

(1) du texte de Kuiper.

Vr . 7

la question de la température effective qui définit la position en
+ordonnées . La coordonnée horizontale pourra à la longue êtr e
déterminée par la variation séculaire du mouvement propre qui
permettra de connaître la vitesse radiale exacte . » .

On remarquera que la principale question abordée dans c e
texte est celle de la position de Van Maanen 2 dans le diagramm e

log

R

-2,8
-0,6 -0,4

	

0,

	

0,2

	

0,4

	

46

	

48
log M *

Fig . 8 . Diagramme log M* log R* . La position de Van Maanen 2 telle qu'elle arlé donnée par Ku1PEn est indiquée par le parallélogramme . Les lignes pointillées ,
courbes à vitesse radiale constante, indiquent les positions extrêmes de Van Maa-
uen 2 . Le cercle sur la courbe inférieure indique la position qui a été choisie pou rYann Maanen 2 en conclusion de la discussion de la discussion du chapitre IV .

de la fig . 1 par rapport aux deux lignes pointillées . Cette question
était particulièrement importante en 1939 au moment du ((Col -
loque des Astrophysiciens» en raison de la controverse su r
l'équation d'état de la matière dégénérée . En fait, nous verrons
que les nouveaux résultats que nous indiquons sont nettemen t
favorables à la théorie de Chandrasekhar .

Nous ne nous attarderons pas sur la question de la vitess e
radiale de Van Maanen 2, qui ne prête pas à de longues discus -
siens . mais nous examinerons de très près la question de l a
température effective de Van Maanen 2 .

77
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3 . Température effective de Van Maanen 2 et correction bolo

métrique . Ces deux grandeurs sont déterminées par le type spe(

tral . Faisons tout d'abord quelques remarques préliminaires :

a) La correction bolométrique C .B ., dans ce domaine d

températures n'est pas sujette à des erreurs considérables . Bio t

qu'il soit douteux qu'on puisse appliquer directement les tablé ,

de correction bolométrique de KUIPER (21) aux naines blanches

il est vraisemblable que cette correction bolométrique n'est p a

très mauvaise . La correction bolométrique étant petite, u n

erreur relative forte est néanmoins petite absolument et n ' e n

traîne pas de changement important . de rayon .

b) Type spectral . Le rapport des intensités des raies d

fer fait classer Van Maanen 2, G 5, et l'aspect du continu la fa

classer a6. En fait, le classement par l'aspect du continu repos

sur la détermination de la température de couleur .

c) Température de couleur . A l'époque où Kuiper pu

billait ses résultats (22), l'absorption due à l'ion négatif éta i

encore mal connue . Cependant, il était possible de tracer dan

le plan du diagramme de Russell une ligne séparant la régio i

où l'ion H- absorbe de façon prépondérante dans les atmosphère

stellaires, de celle où l'atome H joue un rôle prépondérant . Cett

ligne coupait la région occupée par les naines blanches au vo l

sillage de 10 .000° et la série principale au voisinage de 7 .000`

Il était donc possible de comparer directement les étoiles de 1

série principale aux naines blanches en supposant pour ,

< 7 .000° l'absorption due uniquement à H- et pour Tea> 10.0011

l'absorption due uniquement à H . Cette hypothèse d'un abso r

bant unique permettait d'espérer l'absence de tout phénoxne n

dû à la magnitude absolue . De plus l'estimation de la discont i

nuité de Balmer devait corroborer ce premier résultat .

Deux circonstances permettent de douter du résultat . L

première soulignée par Kuiper est que Van Maanen 2 se tram ,

justement dans la région A-F où la méthode de comparaiso i

employée n'est pas applicable . La deuxième est que Kuiper n` ,

pas tenu compte de la déformation du spectre par le rem-mi e

ment des raies de l'hydrogène. Cette déformation se manifest

de deux façons, d 'une part par une diminution de la discontinti L

de Balmer, d'autre part, par une diminution de la températui'

de couleur .

En effet, l 'abaissement du fond continu par recouvrement de s
es est d'autant plus marqué que l'on se rapproche de la dis-

dinuité de Balmer, ce qui correspond à un abaissement d e
t empérature de couleur et à un affaiblissement de la discon-
nit è de Balmer. La discontinuité de Balmer et la températur e
couleur sont donc plus petites que celles que l'on observerai t
os une étoile de la série principale de même températur e
dive . L'affaiblissement de la discontinuité de Balmer se pro -
rait de toutes façons, en raison de l ' accroissement de la
ssion électronique .
La relation Te (Te ) peut se noter :

Te~ > Tc ,

Te,. > Te, .

Sous l'influence de la pression, la relation se déforme . On
it la fonction

Tc ( Te) ,

Tc ( Te) < Tc (Te) .

'Tc
( Te) = Te ( Te )

T'e( Te) = T, (Te) ,

TQ > Te .

La déformation du fond continu par recouvrement
s raies fait qu'à une même température d e
uleur correspond une température effective plu s
réé dans les naines blanches que dans les étoile s
la série principale, et cet effet est d ' autant plus ,

and que la gravité (donc la pression) est plus forte .
Nous voyons donc que même sans mettre en doute la relation
rc la correction bolométrique et la température effective, i l
nécessaire de se méfier de la valeur de la correction bolo -

'firilue adoptée par Kuiper, car il est hors de doute qu e
t nipé'rature effective adoptée est trop faible . Nous
n,,e ici les valeurs de log R pour différentes valeurs de Tea .

maintenant
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On a :
L = 4 aa R2 6 7'e

rI = 1,47 + 0, 2

ou numériquement :
L'0 = [18,536] R*2 Te

Le tableau 1 donne la relation entre la température effect i

et les différentes grandeurs relatives à l'étoile .

Tableau

T,, B . C .

	

MEol log L* logR*

7 .500 - 0,10 14,25 - 3,84 -2,1 5

8 .000 - 0,20 14,14 - 3,80 - 2,1 9

8 .500 - 0,32 14,03 -3,75 - 2,2 2

9 .000 - 0,42 13,93 - 3,71 - 2,2 5

9 .500 - 0,52 13,83 - 3,67 - 2,27

10 .000 - 0,62 13,73 - 3,63 - 2,30

10 .500 - 0,72 13,63 - 3,59 -23s °

11 .000 - 0,82 13,53 -3,55 - 2,3 1

12 .000 -1 13,35 - 3,48 - 2,3 S

13 .000 - 1,2 13,15 - 3,40 - 2,4 1

15.000 - 1,52 12,83 - 3,27 -2y47 ;

On a noté ici L* et R* pour la luminosité et le rayon expri n

en unités de soleil afin de les distinguer de L et R en C G

Les valeurs limites de log R*, point de rencontre des droi t

V = 65 km et V = 0 avec la courbe limite log M* ; log R*, so n

log R* _ - 2,33 et log R* = - 2,4 5

correspondant respectivement aux températures effective s

Te = 10.700°et Te = 14.200 .

Le modèle d'atmosphère que nous avons calculé pour Y'

Maanen 2 nous permet une estimation du rôle de 1'élargiss( ~

des raies . On a approximativement :

log10
F40oo = 0,10+0,03

d'où, d'après les définitions données dans (9)

= 0,49+ 0,07 .

a température de couleur 0 c , définie de la même façon, cor-
espondant à O o = 0,50, et 0e = 0,42 pour une étoile de la séri e
rincipale, est approximativement (9)

0 e = 0,22 .

0 e = 0 ', - 0,27 +0,07 .

)ans le cas de Van Maanen 2, classée ave c

= 0,46 ,

0wM
2 = 0,19 + 0,07 ,

0'

	

= 0,40 +0,05 ,Q vM s

~

T ' = 12 . 500° - 1000° = T + 4300° .Q VM2

	

.

	

-

	

e~, ks ,,

ans attacher une trop grande valeur à l 'exactitude de la cor-
ection apportée à la détermination de T 'e , on voit toutefois
celle est certainement considérable et a le signe indiqué .
est donc parfaitement possible que Van Maanen 2 se trouv e

eaucoup plus près de la courbe ,u e = 2 qu'il n'avait été sup-
.,é (34) .

1 . Le rayon des naines blanches et la théorie du débit d'énergie
Ei\ grandes densités . L 'énormité du facteur d 'accélération (44)

1, essite une révision des résultats antérieurement donnés (34 )
o cernant Van Maanen 2 et conduit à des conclusions analogues

elles du paragraphe précédent .
()n trouvera dans le tableau II pour différentes densités e t

Loir la température de 4,7 . 10 6 degrés les facteurs d'accélération
o rrespondant à la réaction Y2 C + 1 1-1 .

) . AHI . Danske VIdensk. Selskab, Matfys. Medd. XXV, 7.

	

6

F 460 0



Tableau II .

log (e/,",) log A

83

le telles proportions que le débit d 'énergie s'en trouve fortement
cduit. Une formule approximative, déjà utilisée par ailleurs (36)
tonne un facteur :

5,0 6
9,8 7

16,0 1

28,1 5

5,10 2
6,10 2

7,102

8,10 2

En supposant la hauteur de mélange donnée par la for-

mule (34)

h = 1,5 .108
'

T

g
on obtient pour la luminosit é

L

	

[25,815] A r2
(Ø- 0' yo ) ~

en supposant la concentration en 12C approximativement égal e
1

	

au sein du mélange d'éléments lourds .

Différentes valeurs de la luminosité ont été calculées pouf
1 /yô = 0,01 qui correspond approximativement au rayon d ç

Van Maanen 2, et pour différentes valeurs de n, rayon rédu i

(7) . Les calculs ont été faits également pour d'autres valeur !

de T (tableau III) .

Tableau III .

T

	

,)

	

l

	

log A

	

1
logLJL vlt 2

4,7 . 10' 4 13

	

7
4,7 . 1O ß 4,5 11,6

	

5, 3
3

	

•10° 4,5 16

	

5,3

Les valeurs de la densité sont donc encore assez élevées po u

entraîner des facteurs d'accélération énormes . Il est donc néces

saire de supposer que Van Maanen 2 est entourée d'une hè i

mince couche d'hydrogène, si l'on veut éviter de telles diff i

cuités .

5. Influence du triage des éléments . Il pourrait sembler 1

sible que le triage des éléments dans Van Maanen 2 rédi

la concentration de 12 C et 14N dans la couche (le mélange L1

C N moyen / C N dû au triage = 500 .

Bien que déjà élevé, ce facteur est néanmoins trop petit pou r
ambler l'écart observé . La conclusion s ' impose : Van Maanen 2 ,
emblable en cela à la plupart des autres naines blanches con-
ues, a une très petite 'teneur en hydrogène .

V . Théorie élémentaire du débit d'énergie
dés naines blanches.

1 . Généralités . Nous avons longuement insisté dans la premièr e
ramie sur la définition de la couche de mélange . Nous avon s
nontré que sa hauteur variait légèrement suivant la dégénéres-
ence du gaz d 'électrons. En moyenne, on peut prendre (34) :

h = 1,5 . 10 T
g

Elle varie, suivant les naines blanches, de quelques cen-
ièmes à quelques millièmes du rayon . Nous basons la théori e
simplifiée que nous présentons ici sur l 'hypothèse que l a
rauche de mélange est infiniment mince et se réduit à
une surface S de séparation entre l 'hydrogène et les noyaux lourds .

Il n ' est pas inutile de préciser que si nous négligeons l'épais-
seur de la couche de mélange dans notre description de la struc -
ture des naines blanches, c ' est à ce seul point de vue que nou s
ta négligeons, car nous tenons compte exactement des source s
d 'énergie qui s'y trouvent accumulées (réactions du cycle de
Bethe) comme on peut le voir plus loin .

La réaction proton-proton est supposée jouer un rôle essentie l
et la vitesse de réaction est donnée par la formule calculée par
Tir TTE et CRITCHFIELD (2) . La production d'énergie dans l a
i „ .iehe de mélange est donnée par :

)'

	

LB = [40,286] Ti exp (-15250) r2	
(cN)RTi

	

g
6 *



84

	

Nr . 7 ,

où e est la densité à l'intérieur de la surface S, (CN)R la con-
centration en azote au sein du mélange d'éléments lourds, T
la température en degrés, LB le débit d'énergie en ergs .

Le coefficient d ' absorption du gaz non dégénéré de proton s
et d'électrons es t

(1.3)

	

x = [22,870] P T-3°`'

car, aux densités considérées, l'absorption par les électrons
libres est négligeable (diffusion Thomson) .

2. Les limites de la théorie élémentaire . Lorsque l'épaisseu r
de la couche de mélange n'est plus négligeable, la théorie n'es t
certainement plus applicable . La théorie qui est donnée ici n'es t

pas valable en toute généralité pour toutes les naines blanche ,
Elle ne peut sans doute être appliquée qu'aux naines blanches n
présentant pas de raies métalliques dans leur spectre ,
les autres ayant une structure légérement différente .

Certains résultats antérieurs (34) (39) deviennent entièremen t
différents .

Une partie des résultats présentés ici ont déjà été annoncé s
(40), (41), (42), (43), (45) . Nous allons les exposer ici avec quel-

ques détails .

3. La réaction proton-proton. Cette réaction avait été sup -
posée interdite (39) dans le but d'expliquer l'épaisse couch e
d'hydrogène de Van Maanen 2 . L'étude théorique du spectre e t
des réactions nucléaires conduisent au même résultat et permet -
tent de conclure qu'il est impossible que Van Maanen 2
ait une couche d'hydrogène épaisse .

Ceci nous montre en particulier que Van Maanen 2 a niï

très petit rayon et se place donc très loin de la ligne cor-
respondant dans la figure 8 à l'équation d'état P = K el . O n
confirme ainsi la théorie de la dégénérescence de Stoner et And .r
son et les résultats de Chandrasekhar .

Il n'y a donc plus aucune raison de supposer la réactio n

1H + rH = 2n + F +

Ni . 7

interdite (au sens des règles de sélection) et il est possible d'utilise r
la formule de BETHE et CRITCHFIELD (2) :

avec

33,8
= Ti T en millions de degrés

ét tout calcul du débit d 'énergie doit se faire en utilisant ce s
valeurs numériques .

E = 410 e X 2 .r 2 et- T,

M*4 R

4. Les bases de ,la théorie simplifiée . Nous devons rap-
peler certaines formules qui ont été déjà données (34) .

On calcule le modèle pour la couche extérieure mince d'hydro -
: ;ène en supposant la gravité et le rayon pratiquement constants
låns toute cette couche. On obtient ainsi les relations suivante s
titre la température et la densité d'une part et la profondeur

géométrique comptée à partir de la surface d'autre part :

T = [6,434] .R-* R
'

'~13

	

1

	

16 (4 R)1 3
(1 .2).

	

= [0,116] R* --4 L*-'M :~

	

R4

Ces formules supposent la dégénérescence négligeable . La
condition de la dégénérescence :

(4 .3)

	

RPT =
K L~j

a
e

conduit à une limite différente pour
4R suivant que l'on admet

que la dégénérescence apparaît dans l'hydrogène ( su e = 1 ,
u 2) ou dans le noyau d ' éléments lourds (Fc e = 2) . L'épais-
seur non dégénérée maximum de l'hydrogène est donnée par

AR
< [1,351] R*L* 7 M`" 7 .
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Tous les calculs faits en supposant la couche d'hydrogène no [

J R
dégénérée doivent conduire à une valeur de

	

inférieure

cette quantité . ii remplace l'intégrale par le premier terme de son
,,nt asymptotique :

développe-

5 . Les éléments de la théorie du débit d'énérgie . La réac

tion proton-proton a lieu évidemment dans un domaine d'u n
certaine épaisseur . Comme nous supposons la couche de mélang

infiniment mince, nous calculons la réaction (a) en supposas

l'hydrogène pur, (b) en supposant que la température décr u

si rapidement dans la couche d'hydrogène que la producti e
d'énergie a lieu dans une couche infiniment mince .

La production d'énergie est donnée par :

Rô
L* =

L

	

.~cR* 2 Oedr :x

Rô
(5 .2)

	

L* = 45-cR* 2 410 L So'-r 2 é-Tdr* .
0

Nous introduisons les expressions (4,1) et (4,2) pour la tei i

pérature et la densité, ce qui correspond à l'hypothèse (b) . Û

plus nous avons :

B

	

J12* -s 4 R - s

[2,145] (R *) ~ R )

	 B	 M* ff
[2,145] (R *)

(5,5)

On obtient ains i

(5.6)

où l'on a

!

	

R 3

LO

	

46 -T

L* = 12~R*W410o~oio 2 41 :11. '
-T 2
2

C
- [1,083] (R* s (JR\--s

.M*) R )

L*

	

dR)~2

	

(JR l ~
JR ~ ~ R1

coefficients A et ,u sont donnés dans la table 1 .

Tablé I.

1/go

	

log A

o

0,01 6,47 1,5 6
0,02 6,25 1,7 3
0,05 5,89 2,0 0

0,1 5,57 2,2 7
0,2 5,11 2,6 5
0,3 4,74 2,9 6
0,4 4,38 3,2 9

0,5 4,02 3,6 5
0,6 3,62 4,0 7
0,8 2,58 5,44

«) On peut faire un calcul analogue en supposant que la réaction se produi t
I es une région à température constante . On trouve une expression de même

nie, avec un facteur numérique très légèrement différent .

(5.1)

o

(5 .3)

(5 .4) To

	

R3

	

46

	

4 3

L" = 4 nR* 3 4 1 0 L°~o 3 zo ~-r 2 e-Td z

	

o

	

T

•
L* 2 = [4,824] R*

	

M* s (4R)4 1	 g e-[1,384] (M.* ) s (J14R
Et
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Si la concentration en hydrogène est :

(5 .12) X =
masse de la couche extérieure d'hydrogène

masse de l'étoil e

on a :
_~ _1

	

(dR)4
X=[1

-
,812] R* ~ L* M* 4 Il̀	 R(5 .13)

qui devient à l'aide de (10,10)
~ex` ~

(5 .14)

	

X=[2- 609] R :;:24 M*i4
(4R

)24 eµ2 R J
Formule valable dans la région de dégénérescence .

La production d'énergie est égale à la somme de l'énergie
oroduite dans la région dégénérée et de l'énergie produite dan s
1a région non dégénérée . On obtient ainsi :

6 . Eléments de la théorie. Dégénérescences . Lorsque la dég é

nérescence apparaît

être modifié .

Dans ce cas, on suppose la température centrale égale à :

dans la couche d'hydrogène, le calcul doi

T = [7,79] (L
\

1-
r* 1

et constante dans toute la région dégénérée . Le débit d'énergie

est alors dans la région dégénérée :

Rå

	

T 5 K '
(6.2)

	

L* = 4ZR* 2 L	 410~c 2 e

	

QLo

	

g D

est la gravité, K = [12,996] e t

(6 .3)

	

r = [0,927] (ET
)~ ~

La teneur en hydrogène est :

MX = S 4r2dr

= 4atR ' Spdr ,

edr = -dP,
g

Avec la définition que nous avons prise pour l'apparition de l a
dégénérescence, on a :

où La est l'énergie qui serait produite par la masse d'hydrogèn e
non dégénérée MXa si toute cette masse était dégénérée . On a
pratiquement LND = Lo, d'où :

Cette expression est valable quelle que soit la masse d'hydrogène
dégénérée .

On trouvera dans le tableau II les coefficients en fonction d e

où g

(6.4)

or

(6 .5)
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Tableau II .

25 1_1 2
1 ~ r.1o [0,927] M* 21

	

5,157+log R*

	

5 M* 1 0 5

o
0,01 8,70 11,55 2
0,02 8,68 11,26 6
0,05 8,61 10,77 0
0,1 8,50 10,39 1
0,2 8,35 9,900
0,3 8,20 9,55 4
0,4 8,07 9,223
0,5 7,92 8,907
0,6 7,76 8,572
0,8 7,31 7,65 7
1

Ce calcul cesse d'être valable quand la région d'hydrogei i
dégénéré occupe une épaisseur nulle . Le cas se présente Iorsq u

JR

	

2

	

9

R =
[1,354] R* L* ' M* 7 .

On a alors
2

(6.13)

	

L*~ 2 =[7,032] R* 2 M* 42 e-[0 630]
1 LM* /

2 1

A cette relation correspond une courbe limite dans le plan L*, il l
(fig . 9) . D'un côté, les naines blanches ont leur couche d'hydr e
gène entièrement non-dégénérée, de l'autre, elle est partiellem u
dégénérée .

Tableau III .

log M* log L*

0,140 + 0,25
0,125 - 0,50
0,085 -1,30
0,035 - 1,80

- 0,053 - 2,38
- 0,131 -2,75
- 0,213 - 3,10
- 0,297 - 3,50
- 0,391 - 3,80
- 0,657 - 4,60

Le tableau III donne les points de la courbe L* (M*) limite .
valeurs ont été déterminées en résolvant (6 .13) à l'aide

une abaque à points aligns, et ne sont pas données avec une
aride précision .

i Analyse de 40 Eridani B . Nous prenons pour 40 Eridani B
valeurs suivantes :

log L* = - 2,1 log R* = - 1,8 log M* =	 0,35 .

a formule (5.10) donne :

R =0,15 .

R; Z- 0,25 .

a condition (4,4) est satisfaite . 40 Eri B s'explique donc entière-
lent par la réaction proton-proton . La formule (4 .1) donne la
mpérature qui règne dans la couche de mélange :

= 0022 .
R

,

est très petite comparée à l'épaisseur de la couche d'hydro -

Calculons à titre de comparaison la production d'énergie pa r
réactions" du cycle de Bethe . La formule (1 .2) nous donn e
débit d'énergie dans la couche mixte .
La densité est [(34), 199] :

= [1,377]

	

M ~: 2,85
L*0' Ç

3 r/4
R)2,5 5

,377] R*-

	

R

(6.12)

AR

9 1



(8 .3)
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d'où :

(7 .6)

En prenant (cN )R = 10-2 , on obtient

(7 .7)

	

log LB = 29,4 ,

soit environ

(7 .8)

	

LB = 10-2 LR

Le débit d'énergie par les réactions du cycle du carbon e

négligeable . La luminosité de 40 Eridani B est entièrement d u
aux réactions proton-proton et suivantes .

Ce résultat, en parfait accord avec tout ce que 1

physique nucléaire nous apprend sur la réaction pr _
ton-proton, est à la fois une preuve de l 'exactitude ( 1

la théorie de la réaction proton-proton et une explic .

tion sans défaut, au moins en principe, de 1'origi n

du débit d'énergie des naines blanches .

8 . Influence des réactions du cycle du carbone . Pour 1

naines blanches les plus chaudes les réactions du cycle c

carbone peuvent devenir importantes .
Le débit d'énergie dû aux réactions du cycle du carbone e s

(8 .1)

	

L* = [14,778] T i exp
(152501 R*4

ecore ,1 Tg J GM*
avec

(8 .2)

où ~$ est donné par (4,2) (1) . On en déduit :

	

*4

	

13

	

15(j

	

13

	

150

	

L~ _ [22,788]
R ~

	

R* 2 M"
- R\ ~ T2

exp
(_	 52 ~

	

M`~

	

R

	

Tg

comme

(8 .4)

	

L* = L~ +L ,

( 1 ) En fait, il faudrait prendre suivant les cas (4 .2) ou (7 .5) . Le calcul 1r r

que le résultat est insensible à la formule employée .
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R* 4 _ 1 3

	

M ~

	

~= [24,933]
M *
	 R* ~ M*

~

4

R

R

~l~~R *

*

) 1

4

R

R
} eap

152501 z	 	
(	

T 2
	 )

1 ~

	

41 '4 R 61

	

3380 1
+ [4,824] R* 6M* s (	 ) exp

1-

	

I ,
`R

	

1

	

Tg //

égalité L, = L,1 se produit pour

.6)

	

T ; 16,9 . 10 6 degrés .

,ci correspond à

AR
=

R*
[0795

]R

	

M*
.,

n en déduit L* (M*) le long de la courbe

8)

	

L :6 = [ 2,69 ] R* 2

n' calcule de même les courbes le long desquelle s

iles sont de la forme L'" :.= Cte R* 2 et le coefficient Cte es t

)nné dans le tableau IV .

Tableau IV.

5

	

~

	

log Cte

1,5 4

1,9 3

2,42

3,1 5

4,0 4

faut arrêter cette courbe à la courbe limite déjà calculée, lie u

1 Ipparition de la dégénérescence dans l'hydrogène. On trouve -

insi que pour Sirius B, LC = LH . On a alor s

. ) '

	

T = 16,8 . 106 degrés

A R

N r

loge

	

3,490 .

~e = 2 PH,

LH = ~ .
LB

10- 2
10-1'
1

1 0

10 0

R
= 0,05 .



(8 .14)
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La condition (9 .4) donne

(8.11 )

Cette condition est donc satisfaite par la valeur (8 .10) . On a

de plus h = 0,00667 .

Dans le cas où les réactions proton-proton se produisent dans

une région d'hydrogène où le gaz d'électrons est dégénéré, u n

calcul analogue donne une autre courbe limite . L'égalité entre
les deux termes LH et Le donne

L*

	

12 261 s

	

4

	

/2= [5,1571R
-

5 M10bXsL * -2xexp- [0,927

]=[24,500] R 5 M' X'
()21

exp - [1,586] (L* )2R1

On en tire X

2

	

ß

	

11 4

Xs= [19,343] R45 Y1*-0

et finalement la relation : .

21
log L4 + 55,8 (*

	

205
82,530 + 4 log R* - 105 log M* ,

Oll

(= 1,480 + 0,0718 log R*- 0,0380 log M*- 0,00085 log
L*

Cette relation a été calculée numériquement pour quelque s

valeurs de M*. Les points obtenus se trouvent au-dessus de l a
courbe d'apparition de la dégénérescence dans l'hydrogène .

On trouve ainsi pour AC 70°8247, avec

9. Les courbes à teneur en hydrogène X = Constante . On
calculé pour les différentes masses, à l'aide de la repré -

A R
'dation paramétrique R ., L* et X. Par interpolations gra -

liques, on a obtenu les courbes de la figure 9, p . 95. On a
alement calculé le lieu des points où LB/LH = 0,01 ; 0,1 ; 1 ; 10 ,

on a marqué sur ces courbes les points log X = 4,6 à 5,4 d e

? en 0,2. On a procédé de même dans la région dégénéré e
ableaux V, VI et VII) .

-47 -0,6

	

-45

	

-0,4
1

- 0
70

- 5

AR
<0,064 .

(8 .12)

:Ï 21 exp - [1,478]
()21

L*

0

-2

-3

-5

1

4 1
1

-43

	

-0,1

	

0

log L* = -1,67 log M* = 0,12 log R* = - 2,41, .
oi-07

	

-0,6

	

-0,5

	

-0,4

	

-0,3 -0,2 ' -0,1

	

0,1
que

L~ - 2L13 '
3

L 4 ,

ce qui correspond à la position de AC 70°8247 au voisinage (le

la courbe qui vient d'être calculée .

toq M *

Fig . 9 . Diagramme Masse-Débit d'énergie (log M*, log L*) . On a tracé les courbes
X - Cte et la courbe d'apparition de la dégénérescence dans l'hydrogène . On a
tracé également les courbes indiquant la contribution des réactions du cycle d u
carbone par rapport å la réaction proton-proton dans les naines blanches les plu s
brillantes . On a marqué la position des principales naines blanches connues . On
remarquera ainsi la faible contribution des réactions du cycle du carbone dan s

40 Eridani B (0,01) et leur légère prépondérance dans Sirius B .
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Dans la partie supérieure du diagramme (p . 95), les courbe s
raccordent à celles qui avaient déjà été calculées (34) . Mais

ans sa partie inférieure le diagramme est très différent .

On remarquera

ue dans la partie supérieure, la luminosité croît quand la teneur
en hydrogène décroît ,

[lledans la partie inférieure, la luminosité croît quand la teneur
en hydrogène décroît ,

rlue: dans la partie médiane, la luminosité décroît quand la te-

neur en hydrogène décroît .

On -sera particulièrement frappé de ce que pour les masse s
inférieures à o et les ' luminosités inférieures à - 1,7 L O
nviron, la courbe d'apparition de la dégénérescence de l'hydro-

ene semble une limite d ' évolution. Il semble y avoir là une

, ontradiction essentielle dans le modèle ainsi décrit, et qui n'es t
[pas encore résolue .

10 . Résultats généraux . Le tableau VIII contient l'ensembl e
ales résultats relatifs aux 8' naines blanches marquées sur l a
ligure 9, p.95 . On y trouve 4 R/R, profondeur de la couch e

Iton dégénérée d'hydrogène, z/R, profondeur totale de la couch e
l ' hydrogène, h/R hauteur de la couche de mélange .

_ ~

	

II

log M*
trulc	 log L log M log R

	

log X

	

d R/R

	

T

	

h/R

	

xJ R

0,140 0,125 0,085 0,035 -0
1°8247 : . . - 1,67 0,12 - 2,41 . . . . 18, 9

log L 13

	

;

	

.

	

.

	

. -1,6 -0,01 - 2,11 - 4,3 0,050 16,8 0,006 7
i B :	 -2,1 -0,35 -1,8 -3,05 0,15 11,5 0,022 . .

-1 -5,02 -4,83 -4,56 -4,37 -4

	

r'27 '' -3,00 0,11 -2,34 -4,6

- 2 - 5,04 - 4,85 - 4,59 - 4,40 - 4 i

	

219 - 3,28 0,13 - 2,48 - 4, 7

- 3 4,90 - 4,71 - 4,46 - 4,28 - 4

	

' `

	

• • - 3,4 0,125 - 2,41 - 4,57 0,0072 6,02 0,0014 0,03 1

-5 -4,52 -4,33 -4,09 -3,94
1457,

	

. . . -3,96 0,13 -2,47 -4,4 . .

-5 -3,88 -3,69 -3,46 -3,32 -3;r

	

ah9• -4,1G -0,11 -1,98 -3,55

hanske V idensk, Selskab, Mat,-fps . Medd . XXV, 7 .

Tableau V .

Région non dégénérée, log X et log L* .

0,140

0,12 5

0,08 5
0,03 5

- 0,053
- 0,13 3

- 0,21 3
- 0,29 7

- 0,39 1

- 0,657

- 5,9 1

- 5,54

- 5,02

- 4,62
- 4,1 5

- 3,8 3

- 3,5 3

- 0,25
2,9 7

- 2,23

- 5,80

- 5,43

-4,91
- 4,51

- 4,04
- 3,7 2

- 3,42

- 3,1 4
- 2,80

- 2,12

-5,79

- 5,4 2
- 4,9 0

- 4,5 0
- 4,03

- 3,7 1

-3,4 1

- 3,1 3

- 2,8 5

- 2,11

- 5,8 8

-5,51

- 4,99

- 4,5 9

- 4,12
-- 3,8 0
- 3,50

- 3,22

- 2,9 4
- 2,20

7
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11 . 1I semble bien que la théorie du débit d'énergie ) i
naines blanches puisse se faire sans contradiction avec la ph`
sique nucléaire. Cependant, d'autres difficultés surgissent inév i
tablelnent .

a) Nous avons déjà signalé une difficulté relativemen t
l'évolution des naines blanches .

b) La couche d'hydrogène expliquant le débit d ' énergie d
Van Maanen 2, bien que mince, est cependant 20 fois plu e
épaisse que la couche de mélange . Il semble indispensable, si f

on veut expliquer la présence des raies métalliques dans L
mosphère de Van Maanen 2 de modifier notre conception de f '

structure des naines blanches . En fait, il ne s'agit pas exact e

ment d'une structure différente, mais d'une structure plus co r

plexe, avec des couches convectives multiples dans les régio n
extérieures de Van Maanen 2 . C'est ce que nous nous proposer,
d'étudier prochainement .
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log Ne pp . 144, 171 .

Ø 15 16 17 18 19 20 21 22 1

	

1

?fÏ .
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