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EINLEITUNG

ie vorliegende Untersuchung hat als Ausgangspunkt eine
Abhandlung von L.EckHART [3], in der gezeigt wird, wie
man aus zwei gegebenen axonometrischen Bildern einer Raum-
figur andere axonomeirische Bilder konstruieren kann. Die Me-
thode ist, kurz gesagt, die, dass man durch entsprechende Punkte
der beiden Bilder (d. h. Bilder desselben Raumpunktes) parallel
zu zwei gegebenen Richtungen Geraden legt, deren Schnittpunkt
dann eine neue Figur durchlauft, die sich als ein neues axono-
metrisches Bild der Raumfigur erweist.

Im ersten Kapitel haben wir diese Methode aufs neue unter-
sucht, indem wir nicht nur régulére, sondern auch singulire
axonometrische Abbildungen betrachten. Dadurch ist z. B. ermég-
Ticht worden, aus Grundriss und Aufriss allein, chne Verwendung
-von Ahnlichkejt oder Kongruenz, beliebige axonometrische Bilder
'zu konstruieren. Wir beenden dieses Kapitel mit einer algebrai-
schen Darstellung der behandelten Abbildungen nebst einigen
emerkungen fiber orthogonale Axonometrie.

Imm zweiten Kapitel, (das sich unabhingig vom ersten lesen
asst), wird die erwihnte Methode projeklivisch verallgemeinert.
us zwel perspektiven Bildern eines Gegenstandes konstruiert
an ein neues Bild, indem man entsprechende Punkte der gege-
enen Bilder aus zwel festen Punkten der Ebene projiziert,
obei der Schnittpunkt korrespondierender Strahlen ein drittes
ild durchliuft. Die dadurch erzeugte Abbildung des Raumes auf
ie Ebene wird allgemein nicht perspektivisch. Wir werden
achweisen, dass man entweder eine Abbildung, die aus STEINERS
»schiefer Projektion« und einer Kollineation besteht, oder eine
rationale quadratische Abbildung eines Geradenbiindels auf eine
Ebene oder schliesslich eine neue perspektive Abbildung erhilt.
1) Siehe S.20.

1*




Wir untersuchen dann besonders, unter welchen Bedingu_ngen;
die Abbildung perspektivisch wird. Indem wir sowohl regulire |
als singuladre Abbildungen einfithren, werden wir zu Konstruk-
tionen dhnlich denjenigen von G. Hauck {7, 8] gefiithrt. Wir schlies-
sen dieses Kapitel mit einigen Bemerkungen iiber imaginare Ab-
bildungen und mit einer algebraischen Darstellung der verschie-
denen Transformationen. :

1. KAPITEL
Axonometrische Abbildungen.

Die oben definierte quadratische Abbildung des Raumes auf
eine Ebene lésst sich unmittelbar auf Ridume mehrerer Dimen
sionen verallgemeinern. Im vierdimensionalen Raum z. B. miissen
wir drei perspektive Abbildungen von diesem Raum auf einen .
R? betrachten, und im R® missen ausserdem drei Geraden vorge
legt sein. Aus diesen Geraden projiziert man entsprechende Punkte
der drei Bilder, und der Schnittpunkt korrespondierender Ebenen |
durchliuft dann ein neues Bild der gegebenen vierdimensionale
Figur. Diese Abbildung wird von drittem Grade, und man erhjlt;
dadurch eine Verallgemeinerung der Steinerschen schiefen Projek
tion. Die Abbildung, die hierdurch zwischen zwei dreidimensio
nalen Riumen allgemeiner Lage erzeugt wird, ist von andere
Gesichtspunkten aus z.B. von R. SturM (Geom. Verwandtsch. IV
S. 394) untersucht worden. )

Jm Raum von n-+1 Dimensionen miissen n perspektive Ab
bildungen des Raumes auf einen R" vorgelegt sein, und di
erzeugte Abbildung wird in diesem Fall von n’tem Grade.

Im folgenden werden wir auf die Abbildungen in hohere
RAumen nicht eingehen.

§ 1. Regulire und singulire Abbildungen.

Unter einer axonometrischen Abbildung versteht man eine
“affine (lineare) Abbildung des Ranmes R® auf eine Ebene a, die
Bildebene. Eine solche Abbildung T lisst sich aus einer Parallel-
 projektion in einer Richtung r auf eine Ebene 8 und einer affi-
nen Abbildung von f auf ¢ zisammensetzen. Falls diese Affinitit
- den Rang 2 hat, nennt man T reguléir. Ist der Rang gleich 1,
wird T'als singular (einfach-singular) bezeichnet, und ist schliess-
ich der Rang gleich 0, nennt man T doppel-singular, und R® wird
n einen einzelnen Punkt abgebildet. Diesen letzteren Fall werden
wir gewdhnlich ausser Betracht lassen. , ‘

Wenn T regular ist, werden Geraden mit der Richtung r in
Punkte abgebildet, wiahrend andere Geraden wieder in Geraden
ransformiert werden. Entsprechende Punktreihen sind dhnlich.
st T dagegen singulédr, lasst sich die Abbildung von g auf «
aus einer Parallelprojektion in einer Richtung r’ in 8 auf eine
Gerade b und einer linearen Abbildung von b auf a zusammen-
etzen. Es ist danach klar, dass eine Ebene o parallel zu r und
r in einen einzelnen Punkt von a abgebildet wird. Die Projek-
ionsrichtung r hat dann keine besondere Stellung vor anderen
Richtungen der Ebene ¢, und T ergibt sich in diesem Fall durch
eine »Ebenenprojektion« mit der »Ebenenrichtung« ¢ auf b,
gefolgt von einer linearen Abbildung von b auf a.

. Es seien T} und T, zwei gegebene axonometrische Abbildungen
von R* auf «. Einen beliebigen Punkt in R® bezeichnen wir mit
P, eine von P durchlaufene Figur mit (P), die Bilder von P
bei T; und T, mit P, und P, und die Bilder der Figur mit (P,)
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und (P,). Wir nehmen an, dass die Bilder O, und O, eines
Punktes O zusammenfallen (in 0,). Wenn dies fiir keinen Punkt
des Raumes der Fall ist, fiigen wir zu T, die Parallelverschiebung
0901 hinzu.

Wenn T und T, beide regulir sind, bezeichnen wir mit r;
und r, Strahlen durch O in den gegebenen Projektionsrichtungen.
Falls r; und r, zusammenfallen, werden zwei beliebige Bilder
(Py) und (P,) affin sein. Sind dagegen die Richtungen verschie-
den, sind die Bilder nicht affin. Dies folgt z.B. daraus, dass
die Gerade r; bei Ty in einen Punkt, bei T, in eine Gerade
abgebildet wird.

Wenn T, regulir ist, T, dagegen singuldr (mit der Ebenen-
richtung ¢, durch ), werden zwei willkiirliche Bilder (P,) und
(Py) dann und nur dann affin sein, wenn r; in der Ebene g, liegt.
Und sind schliesslich sowohl 7y als auch T, singuldr (mit Ebenen-
richtungen ¢, und g, durch 0), werden die Bilder (P;) und
(P,) einer beliebigen Figur (P) in R® affin sein oder nicht, je
nachdem ¢; und g, zusammenfallen oder nicht. Die Beweise
dieser einfachen Satze werden hier iibergangen.

Falls T, und T, beide regulir mit verschiedenen Prolektlon&
richtungen r; und r, sind, wird die Ebene 7, = ryry, bei T3 in
eine Gerade sf, bei T, in eine Gerade s} abgebildet. Diese Geraden
(durch 0y,) bestimmen die sogenannten singuléiren Richtungen
in «, und man sagt, dass T; und T, allgemeine oder spezielle

Lage haben, je nachdem sf und sf verschieden oder zusammen-
fallend sind.

§ 2. Die Abbildung T..

Wir betrachten nun zwei willkiirliche axonometrische Abbil
dungen 7, und 7, und konstruieren eine neue Abbildung T,
folgendermassen:

Durch 0O,;, legen wir zweil verschiedene Geraden s
und s,. Ein beliebiger Punkt P in R® hat bei T, und T
die Bilder P, und P,. Durch P, legt man eine zu s, pa
rallele Gerade p,, durch P, eine zu s, parallele Gerad
p.- Den Schnittpunkt von p; und p, bezeichnen wir mi
P;. Somit ist eine Abbildung T von R® auf die Eben
o festgelegt, die P in P; dberfihrt (Fig.1).
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Ty hingt ausser von 7; und 7T, auch von den Richtungen
§; und s, ab, im ganzen von 14 Parametern, da T; und T,
je von 6 Parametern abhiingig sind (vgl. § 4). Der Punkt O,
das Bild von O bei Ty, fallt, wie man unmittelbar sieht, in
0y,. Von T, gilt abrigens: '

Die Abbildung T, ist ebenfalls eine axonometrische
Abbildung. Fur diesen Satz werden wir im §4 einen allge-
meinen analytischen Beweis geben.

Wir wollen zunichst die verschiedenen mdoglichen Fille naher

untersuchen:

i 4 0,
A Sz
\ 2,
0 ‘ & 57
Fig1.

A. Die. Abbi]dungen

Die Geraden s; bzw. s, sind bei T| bzw. T, Bilder von zwei
Ebenen m; bzw. 7z, durch r; bzw. r,. Wenn diese Ebenen nicht
zusammenfallen (in my,), gibt es eine Schnittgerade ry, und
jeder Punkt einer Geraden p durch P parallel zu r; wird bei
T; in denselben Punkt P; abgebildet. Punkte ausserhalb p werden
dagegen in Punkie ausserhalb P, abgebildet. Falls P eine
Gerade ¢ durchliuft, die nicht zu r;,r, oder r, parallel ist,
wird P; eine Gerade ¢, P, eine Gerade ¢, so durchlaufen, dass
entsprechende Punktreihen #hnlich sind. Die zur Konstruktion
der Punkte P; gehdérigen Biischel paralleler Geraden werden dann
auch &hnlich, also perspektiv, und P; durchlduft eine neue
Gerade ¢y in «. gy fallt speziell in p,, wenn g zu der Ebene 7,
parallel ist; dies hat auch Galtigkeit, wenn ¢ zu ry parallel
wird. — Die Abbildung 7T ist somit eine regulédre axonome-
trische Abbildung mit der Projektionsrichtung ry.

Falls die oben eingefiihrien Ebenen 7r; und 7, in 7, zusammen-
fallen, werden sémtliche Punkte in einer Ebene durch P parallel
z1 7y, in denselben Punkt P, abgebildet, wihrend Punkte ausser-

T, und 7, sind beide reguldr.
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halb der Ebene ausserhalb P, abgehildet werden. Eine Gerade.

g, die nicht zu =, parallel ist, wird wie oben in eine neue
Gerade abgebildet, woraus folgt, dass 7’5 in diesem Fall eine
singulire axonomelrische Abbildung mit sy, als Ebenenrich-
tung ist. : ‘

Wenn T, und T, dieselbe Projektionsrichtung r; = r, haben,
folgt aus obigem, dass man allgemein wieder eine Abbildung T,
mit derselben Projektionsrichtung erhilt, so dass die drei Bilder
(Py), (P,), (P;) eines Objekis affin sind. '

Sind r; und r, verschieden, wird 75 nur dann singulér sein,
wenn s; und s, in den in § 1 definierten singuléren Richtungen
s¥ und s} gewihlt werden, und diese Méoglichkeit kann nur ent-
stehen, wenn 7, und 7T, allgemeine Lage haben. Wenn also T
und T, spezielle Lage besilzen, wird T, immer regulér.

Wenn man s; in sf, s, dagegen ausserhalb s¥, wihlt, ist r,
in der Ebene s; enthalten, und 73 hat die Projektionsrich-
tung r,, wodurch (P,) und (P;) affin werden. Wéihlt man
sowohl s; ausserhalb s als s, ausserhalb sf, haben m; und m,
eine Schnittgerade ry, welche nicht in der Ebene m, liegt. T,
wird also eine regulire Abbildung mit der Projektionsrichtung r;.

Verschiedenen Wahlen von s; und s, entsprechend erbilt
man verschiedene Richtungen ry;. Man kann jedoch nicht alle

Richtungen r, erhalten. Erstens muss r; ausserhalb der Ebene

7115 liegen, und ferner muss man die Forderung stellen, dass die
Bilder s, von 7; (bei T,) und s, von m, (bei T,) nicht zusam-
menfallen. Wenn nun eine Gerade s den Strahlenbtischel mit dem
Scheitel O, durchlduft, so dorchlaufen die (in T; und T,) ent-
sprechenden Ebenen projektive Ebenenbiischel mit den Achsen
r; und r,. Diese Ebenenbiischel werden nur in dem Fall per-
spektiv, wenn die Ebene s, dasselbe Bild sowohl bei 7' als
auch bei T, hat, also wenn T; und T, spezielle Lage haben.

Wenn also T, und 7, allgemeine Lage haben, kénnen wir als
Projektionsrichtung jede Richtung ausserhalb der Ebene m;, und
der durch die projektiven Ebenenbiischel erzeugten Kegelflache
zweiter Ordnung haben. Falls die Abbildungen spezielle Lage
‘haben, muss die Kegelfliche durch einen von den perspektiven
Ebenenbiischeln erzeugten (ebenen) Geradenbiischel erselzt werden.

Unabhiingig davon, ob T, und 7, allgemeine oder spezielle

Lage haben, haben T, und T3 (und ebenso T, und T};) in jedem

Nr.5 9

Fall spezielle Lage. Der Strahl s; entspricht ndmlich sowohl in

T, wie in T; der Ebene =;. Zum Abbildungspaar (Ty,7T,;) gehort

somit nur die eine singuldre Richtung.s;, und dementsprechend

zu (T,,T3) nur die singulire Richtung s,. '
Wir gehen nun zum zweiten Fall iiber:

B. Die Abbildung 7, ist regulir, die Abbildung T, singular.

Bei 7y wird der Raum R® in die ganze Ebene « abgebildet,
wihrend T, den Raum in eine Gerade a, durch O, abbildet.
Eine Gerade s, durch O, ist in T, das Bild einer Ebene =,
durch ry, wihrend der Punkt O, selber in T, das Bild der
Ebene g, durch O ist. Eine Gerade s, durch 0,, wird, wenn
sie in a, fillt, das Bild des ganzen Raumes sein; im entgegen-
gesetzten Fall werden Punkte von s, ausserhalb O, gar nicht
Bilder von Punkien im Raume sein.

Im ersten Fall, wenn s, in «, liegt, werden alle Punkte einer
Ebene 7 durch P, parallel zu 7w, bei T, in denselben Punkt P,
* (auf a,) abgebildet, und da iibrigens Gerade wie oben in Gerade
_dberfihrt werden, ist T; eine singulire axonometrische. Abbil-
~dung von R® auf a, mit der Ebenenrichtung 7;. Wenn s, variiert,
~erzeugt 77, einen Ebenenbiischel mit der Achse ry.

Sind dagegen s, und a, verschieden — and fallt r; nicht
. in g5 — wird die Schnittgerade r; der Ebenen n; und g, Pro-
- Jektionsrichtung fiir eine reguléire Abbildung 7,. Wenn s; den
Strahlenbiischel (0y,) in « durchliuft, wird ry einen Strahlen-
biischel in g, durchlaufen, dessen Strahlen alle Projektionsrich-
tungen fiir T, sein konnen. Zu jeder Richtung s, kann man
unendlich viele Richlungen s, wéhlen, so dass man zu jeder
Projektionsrichtung r, unendlich viele unter sich affine Bilder
ethalten kann. Der Strahl s; bestimmt somit die Projektionsrich-
tung r,;, wéhrend s, bestimmt, welches von den affinen Bildern
entstehen wird.

Der Fall, wo ry in g, liegt, hat nichts von Interesse aufzu-
weisen. Schliesslich soll der letzie Fall betrachtet werden:

C. Die Abbildungen 7, und 7, sind beide singular.

R® wird bei T, in die Gerade a, durch O,,, bei T, in die
Gerade a, durch O,, abgebildet. Der Punkt Oy, ist bei T (bzw. T5)
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das Bild einer Ebene ¢, (bzw.g,) durch O. Je nachdem die
gewahlten Strahlen s; und s, in a bzw. a fallen oder nicht,
entstehen, vorausgesetzt dass ¢; und g, nicht zusammenfallen,
drei verschiedene Fille:

1°. s, = @, $; = @. Der ganze R® wird in den Punkt O,
abgebildet. T, ist somit eine doppel-singulére axonometrische.
Abbildung.

2°. s, = a;, S, verschieden von a,. Der ganze R’ wird auf g
abgebildet, so dass sdmtliche Punkte in einer Ebene durch P
parallel mit g, in denselben Punkt von a, abgebildet werden.
Da sich im {ibrigen Strahlen als
Strahlen abbilden, wird T, eine (ein-
fach-)singulire axonometrische Ab-
bildung.

3°. s, ist verschieden von a;, s; von

Geraden p durch P parallel zu der
Schnittgeréden ry der Ebenen g; und
Fig. 2. 0, werden bei T; in denselben Punkt

P, abgebildet. Deshalb wird hier T

eine regulidre Abbildung mit der Projektionsrichtung rs. —
Man beachte, dass die Projektionsrichtung r, unabhiingig von
den gewdhiten Richtungen s und s, ist. Wir erhalten durch
Variation von s, und s, eine doppelte Unendlichkeit von unter
sich affinen, derselben Projektionsrichtung entsprechenden
Bildern.
Indem wir uns besonders fiir die regularen Abbildungen T,
interessieren, koénnen wir den folgenden Satz aussprechen:

Je nachdem T, und T, beide regulér, die eine oder
beide singulér sind, entstehen durch Variation der Ge-
raden s; und s, Bilder, die 7 co' und einer Projek-
tionsrichtung entsprechen. Die Zahl der unter sich
affinen, jeder Projektionsrichtung entsprechenden Bil-
der ist 1, ! und o2

a, (Fig.2.). Siamtliche Punkte eimer
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§ 3. Erzeugung einer vorgelegten T, aus gegebenen

T,und T,.

Es seien T} und T, gegebene reguliire axonometrische Ab-
bildungen mit den Projéklionsrichtungen ry und r,, und Ty sei
eine neue regulidre Abbildung mit der Projektionsrichtung rs.
Die Bilder des Gegenstandes (P) werden wie frither mit (P),
(Py), (P;) bezeichnet.

Allgemein ldsst sich (P;) nicht aus (P;) und (P,) durch Wahl
der Richtungen s; und s, bilden. Wenn bei T, die Richtung r,
Projektionsrichtung werden soll, muss man nimlich s; und s,
als Bilder der Ebene ryrybzw. ryr; in T bzw. T, wahlen, und
das aus (P;) und (P,) und den Richtungen s;,s, entstehende
Bild wird dann im allgemeinen nur mit dem gegebenen (P,)
affin sein.

Man kénnte sich nun die Aufgabe stellen, zu T; und T, solche
ebenen affinen Abbildungen hinzufiigen, wodurch (P,) in (P)) und
(P;) in (P;) iibergehen, dass sich (P;) nun durch die gewdhn-
liche Konstruktion aus den neuen Bildern (P;) und (P;) bilden
ldsst. Mit den drei Projektionsrichtungen ry,r,,r, sind auch
die Richtungen s,,s, gegeben, da wir ja frither gezeigt haben
(8.9), dass auch in T, die Gerade s, (s,) das Bild der Ebene
rirg (ryrs) ist. Indem wir annehmen, dass ry ausserhalb der Ebene

. nyry liegt, sind s; und s, verschiedene Geraden.

Hiermit ist unsere Aufgabe darauf reduziert worden, eine
Affinitat zu finden, die (P,) in (P;) iberfiihrt, so dass entspre--
chende Punkte in (P}) und (P;) auf Geraden parallel zu s, liegen,
und analog fur (P,). Da eine Affinitdt durch zwei entsprechende
Dreiecke bestimmt ist, brauchen wir nur auf zu s; parallelen
Geraden durch drei Punkte P;, Q,, R; drei andere Punkte P], (1,
R;, zu wihlen, wodurch die Affinitit festgelegt wird. Entsprechend

- fur (P;). Wenn man nun das neue Bild (P;) aus (P;) und (P;)

mit den Richtungen s,, s, konstruiert, wird (P;) der Projektions-
richtung ry entsprechen, also mit (P,) affin sein, und da drei
entsprechende Punkte von (P;) und (P;) zusammenfallen, werden
die beiden Bilder identisch.

Unsere Aufgabe ist hiermit geldst, und zwar, wie man sieht,
mit unendlich vielen Lésungen. Man kénnte ferner die Forderung
stellen, die Figur (P;) solle der Figur (P,) ahnlich sein. Wir
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gelangen dann zu der elementaren Aufgabe, ein Dreieck, einem
gegebenen ihnlich, so zu legen, dass ein Eckpunkt in einem
gegebenen Punkte und die beiden anderen auf gegebenen paral-
lelen Geraden liegen. Wenn die Orientierung beibehalten wird,
hat diese Aufgabe eine und nur eine Lésung. Wir haben somit:

Aus zwel axonometrischen Bildern kann man, einer

willkiirlichen Projektionsrichtung entsprechend, die
ausserhalb der Ebene der gegebenen Projektionsrich-
tungen liegt, jedes axonometrische Bild auf eine und
nur eine Weise allein durch
Anwendung von Ahnlich-

PN, keitausden vorgelegten Bil-
¥ dern erhalten.
a Es seien danach Ty und T,
0 beide singulire axonometrische
| Iy Abbildungen mit den Ebenen-
N y

richtungen ¢; und. g,, deren
Schnittgerade mit r; bezeichnet
ist. Ty bilde den Raum auf die
Gerade a,, T, auf a, ab. Wie auch
s; und s, gewahlt werden, fahrt
die frither beschriebene Kon-
struktion zu unter sich affinen Bildern, der Projektionsrichtung
ry entsprechend. In diesem Fall gilt folgender Satz:

Durch passende Wahl von s, und s, kann man im
allgemeinen bis auf Ahnlichkeit jedes axonometrische
Bild der Richtung ry entsprechend erhalten.

Beweis. — Drei Punkte O, P, sollen eine Ebene bestimmen,
die ry nicht enthalt. Die Bilder von P und Q werden wie iblich
mit Pi, Q,, P,, Qs bezeichnet. Durch P, und Q; werden Geraden
p; und g, parallel zu einer vorgeleglen Richtung s, gelegt, ana-
log durch P, und Q. Geraden p, und ¢, parallel zu s,; p, und p,
schneiden sich in Py, q; und ¢, in Q;. Wir wollen nun beweisen,
dass s, und s, im allgemeinen so gewahlt werden konnen, dass das
Dreieck 0.,P;Q, dhnlich einem beliebigen Dreieck O'P'Q" wird.

Dies wird dadurch bewiesen, dass man eine Ahnlichkeitstrans-
formation findet, welche die Punkte 0,,P;Q,FP,Q, so in VPunkte
0'P,Q,P,Q, tberfithrt, dass die Geraden P'P| und Q;Q" und
ebenso’ PP’ und Q,Q" parallel werden.
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Die Lage der parallelen Strahlen s}, p; = P{P’ und ¢, = Q,Q’
lasst sich dadurch bestimmen, dass ihre Abstéinde sich wie O, P;:
P, verhalten miissen. Analog findet man die parallelen Geraden
85, P4, gy durch O°, P/, @, indem ihre Abstinde das Verhéltnis O,,P,:
PyQ, haben. Da die Punkte 0O,P,Q weder auf einer Geraden
noch in einer zu der Richtung ry parallelen Ebene liegen, sind
die genannten Verhiltnisse ungleich, und die beiden Systeme
von parallelen Geraden haben folglich verschiedene Richtung.

Man hat pun noch ein dem Dreieck O,,P,P, dhnliches
Dreieck so zu legen, dass P; auf p; und P; auf p, liegen. Denn
wenn dieses erfallt ist, werden von selbst Q) auf ¢ und Q) auf ¢}
liegen. Wir sind somit zu der elementaren Aufgabe gefithrt worden,
dhnlich einem gegebenen Dreieck ein Dreieck zu legen, welches
einen Eckpunkt in einem gegebenen Punkt und die beiden
anderen auf gegebenen sich schneidenden Geraden hal. Es
gibtim allgemeinen nur eine Lésung unter Bewahrung der Orientie-
rung, doch ‘keine oder ‘unendlich viele in dem Sonderfall, wo
Z (ay, a) = £ (s7,8y). — Somit ist der aufgestellte Satz bewiesen.

Die zuletzt erwiihnte Moglichkeit kommt nicht in Frage, wenn
@, und a, mit einander den Winkel null bilden, also parallel
(zusammenfallend) sind. Wir heben hervor, dass in diesem Fall
der obige Satz unbeschrinkt gilt.

Die Eckhart'sche Methode — Parallelkonstruktion aus eigent-
lichen axonometrischen Bildern — hat in der Praxis den Nachteil,
dass Ahnlichkeits- und Kongruenztransformationen der gegebe-
nen Figuren notwendig sind, um bestimmte axonometrische
Bilder hervorzubringen. Diesem Nachteil ist, wie wir jetzt
zeigen werden, durch Anwendung von singuliren axonometri-
schen Abbildungen abzuhelfen. Hierdurch wird es dann ermog-
licht, z. B. allein aus Grundriss und Aufriss einer Figur, ohne An-

- wendung der erwihnten Transformationen, beliebige axonometri-

sche Bilder zu konstruieren.
Wir betrachten drei reguldre axonometrische Abbildungen

T,,T,, Ty mit den Projektionsrichtungen r,,r,,r;, die nicht in

derselben Ebene liegen. Objekt und Bilder werden wie gewdhn-
lich bezeichnet. Den Ebenen r,r, und rory entsprechen in T,
und T, die Strahlen s; und s,; diese- Geraden kénnen zusam-
menfallend (parallel) sein oder nicht. Durch entsprechende Punkte
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P, und P, legt man jetzt Geraden p; und p, parallel zu s; und s,.
Man sucht aber nicht den Schnittpunkt dieser Geraden, sondern
lasst nene Geraden a; bzw. a, die Geraden p; bzw. p, schneiden
(Fig.4). Mit anderen Worten: Wir parallelprojizieren die Figur
(P) auf die Gerade @, in der Richtung s,, und analog fiir (P,).

Die neuen Bilder auf a; und a,, (P;) und (P;), sind axono-
metrische Bilder von (P) in den singuléren Abbildungen T| und
Ty, wo T, bzw. T, die Ebenenrichtung r,r; bzw. rory hat. Falls
wir auf diese neuen Bilder die gewdhn-
liche Parallelkonstruktion anwenden,
werden reguliire axonometrische, der Pro-
jektionsrichtung r, entsprechende Bilder
entstehen, und durch passende Wahl
, der neuen Richtungen s} und s, kann
) man, wie oben gezeigt ist, bis auf
Ahnlichkeit jedes axonometrische Bild
hervorbringen.

Fig. 4.

§4. Algebraische Darstellung. Orthogonale Axonometrie.

Eine axonometrische Abbildung 7'; ldsst sich durch zwei -

Gleichungen folgender Form definieren

Y1 = @y T A%y + gy = O

@ Uyz = byx; + byxs + by = bz,
oder kuarzer
'6)) Y = (y1,yy) = (ax,bp),

wo £ = (x,,a,, x) affine Koordinaten eines Punkts P in R® und
= (y,,y,) affine Koordinaten des Bildpunktes P; in der Bild-
ebene « sind.
“Wenn a
abgebildet; diesen Fall lassen wir hier ausser Betracht. In anderen
Fiallen wird die Matrix

a,asly

bybyb,

den Rang 9 oder 1 haben, je nachdem die Abbildung reguldr
asby, ayby— asby),

oder singuldr ist. Der Vektor (ayb; — asb,, asb; —

= b = 0, wird der ganze Raum in dem Punkt (0,0)
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den wir mit ab bezeichnen?, wird entsprechend ein eigentlicher
Vektor, der dle Projektionsrichtung r; bestimmt, oder der Null-

vektor sein. ab befrledlgt nimlich die (xlelchungen a =0 und

: by = 0.

Wenn ab — 0, existiert ein eigentliches Zahlenpaar (p,q), wo

| pa+qb = 0. Der Raum wird auf die Gerade py) + qy, = 0 ab-
§ gebildet, und die Ebenenrichtung ¢ wird durch eine der Glei-
g chungen ar = 0 oder br = 0 bestimmt.

Es sei nun die axonometrische Abbildung 7T, durch

@) b = (yy, g = (x, d)

E Dbestimmt, wo ¢ und D gegebene Vektoren, nicht beide Nullvek-

toren, sind.

Wenn T, und T2. beide regulir sind, werden die durch T,
und 7, bestimmten Bilder affin sein oder nicht, je nachdem

N AN
die beiden eigentlichen Vektoren ab und ¢ linear abhfngig sind
oder nicht. Die zu T, T, gehdrigen singuldren Richtungen s*

und sf werden Bilder der Ebene r = aﬁﬁ+ /3&? in T, bzw. T,.
Die Richtungen werden dann durch (|acd|, [6cd|) und (|abe],
labd[) bestimmt, und die beiden Abbildungen haben allgemeine
oder spezielle Lage, je nachdem die Determinante von Null

|acd| | beb|
labe| |abd|

verschieden oder gleich Null ist.

Es seien zwei Richtungen s; und s, in der Bildebene « durch
(g, 4o) und (uy, pe), WO Aqps — Aop; 70, gegeben. Wir wollen
die Gleichungen fiir die aus Ty, T5, s; und s, abgeleitete Abbil-
dung 7T, aufstellen. Wenn der Punkt P; den Koordinatenvektor

I'I L "

= (y7 .y, ) hat, wird P, durch die Gleichungen

2, I" l y”l —_ 2'2 yll_ll yi?'

s 91 ML Yy T e yll’—ﬂqyg

estimmt. Seizen wir hier (1) und (2) ein, erhalten wir Aus-

“driicke der Form

1) Wenn das Koordinatensystem in R® rechtwinklig ist, bedeutet ab das
ektorprodukt a x b.
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Y = (yY', u3) = Cer, f2),
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Die Abbildung v = (axr,br) ist dann und nur dann
eine orthogonale axonometrische Abbildung, wenn a
und b orthogonale Einheitsvektoren sind.

Die Einheitsvektoren i (1,0,0), i (0,1,0) und f (0, 0, 1) wer-
den durch (1) in die Vektoren i’ (a;, »,), i’ (a5, b,) und ¥ (ag, bg)
abgebildet. Ein solches ' Vektorensystem ist somit orthogonale
Projektion eines rechtwinkligen Koordinatensystems, wenn

wo ¢ und f aus den Gleichungen

Ave—2f = d,a— 4,0
3 2 1 2 1
@) s € — porf = g € — gD

gefunden werden kdnnen.

Man sieht daraus, dass T eine neue axonometrische Abbil
dung ist. Die in den obigen Paragraphen gefundenen geometri- |
schen Eigenschaften kann man jetzt durch Rechnung nachweisen?),
Beispielsweise sei hier erwihnt, dass man aus (3) die Gleichung :

Gy a? = b2 und ab = 0,

indem man nicht gerade fordert, dass die gegebenen Vektoren
Einheitsvektoren sein sollen.
Betrachtet man-die Vektoren 1/,i" und ¥ als Ortsvektoren kom-

P SN S N AN
(4) (oo — Aoy} € = Aopto 0 — Aopuy 0D — Aypus DC+ 2y 0D plexer Zahlen der Ebene, und setzt

erhalten kann. Falls sowohl 7, als T, singulir sind, d.h. so-.
wohl a und b als auch ¢ und d linear abhingig sind, zeigt die"
obige Gleichung (4), dass T, im allgemeinen regular ist und

2= aqptiby, 2z, = ayt+iby, z3 = as =+ ib;,

sieht man, dass die Bedingungen (5) sich in die einzige Gleichung

N ,
dass die Projektionsrichtung ¢f von der Wahl der Richtungen

) NS NN
s; und s, unabhéingig ist, da namlich die Vektoren ac, ab, be, bb alle

linear abhéngig sind.

\,.2 2
41+22+Z§ — 0

umschreiben lassen. Die Bedingungen in dieser Form sind Gauss
[6] zu verdanken.

Die erwéhnten Bedingungen kann man so. aufstellen, dass
Schlieslich erwihnen wir einige einfache Bedingungen, die nur die Vektoren ¥, 1, f' eingehen. Man erhalth
erforderlich sind, wenn ein axonometrisches Bild eine ortho-
gonale Projektion des Gegenstandes sein soll. Wir nehmen :
hier an, dass (x, aw, x3) rechtwinklige Koordinaten bezeichnen,
dass die x;x;-Ebene Bildebene ist, und dass (¥, y,) rechtwink-
lige Koordinaten dieser Ebene bezeichnen.

Falls das Bild (P)) eine orthogonale Projektion des Objektes"
(P) sein kann, muss man (P) so drehen kénnen, dass der Punkt
P (x;, x5, x3) in den Punkt P’ (y), ys, Y3), Wo yj eine zu yi, y,
gehorige passende xz-Koordinate ist, kommt. Folglich sollen’
die Gleichungen

GT) (o 8) =) @x ) = (@) @<,

welches sich durch Rechnen leicht nachweisen lisst. Diese letzteren
Bedingungen sind notwendig, aber nur hicreichend, wenn keine
der erhaltenen skalaren oder vektoriellen Produkte verschwinden.

1) Vergl. (5], S. 14—15.

yp = oL, yy=1"0r, ygh=u
eine Drehung im Raume bestimmen, d. h. a und b miissen orth
S
gonale Einheitsvektoren (und ¢ = ab = a X b) sein, Daraus folgt:’

1) Siehe [5] D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd, XXII, 5. 2
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& von P durchlaufene Raumfigur wird mit (P) und ihre Bilder
f werden mit (P)) und (P,) bezeichnet.
" Wenn T, und 7, beide reguliar sind, werden die beiden
Bilder (P) und (Py) von (P) dann und nur dann projektiv,
wenn die Projektionszentren O, und O, zusammenfallen. Der
[ letzte Teil des Satzes folgt daraus, dass O, einen Bildpunkt in
1';3 Ty, aber nicht in T, hat, wenn 0O; und O, verschieden sind.
Falls T; regulir mit dem Zentrum O, und T, singulir mit
9. KAPITEL der Achse o, sind, wird (P,) nur dann ein projektives (singu-
] . ~lires) Bild von (P;), wenn O, auf o, liegt. Sind endlich 7, und
Perspektive und quadratische Abbildungen. T, beide singular 1mlt den A(I:hsen 021 ungd 0,, werden (Pl)1 und
| (P, dann und nur dann projektiv, wenn die Achsen 0; und o,

§  rusammenfallen. Die Beweise dieser einfachen Satze werden hier
Unter einer perspektiven Abbildung versteht man eine lineare

| iibergangen.
Abbildung des projektiven Raumes auf eine projektive Ebene «,
die Bildebene. Eine solche Abbildung T lisst sich aus einer g
Zentralprojektion mit dem Zentrum O auf eine Ebene g und
einer projektiven Abbildung von & auf « zusammensetzen. Ist.

§6. Die Abbildung T..

"diese Abbildung regulir, wird T selbst als regular bezeichnet. : Wir betrachten jetzt zwei willkirliche, regulire oder singu-
Wenn dagegen die ganze Ebene auf eine Gerade a in « abge- -g lire Abbildungen T, und T,, bei welchen der Punkt P in P
bildet wird, sagt man, dass T singulér ist, und falls der ganze ‘g bzw. P, abgebildet wird. Eine neue Abbildung T, des Raumes
R® in einen Punkt abgebildet wird, ist 7" ganz ausgeartet. Diesen - wird folgendermassen gebildet:
letzteren Fall werden wir im Folgenden ausser Betracht lassen. In der Ebene & wéhlen wir zwel feste Punkte U; und

Ist T regulir, werden Geraden durch O in Punkte abgebildet, U,. Wir nehmen an, dass die Geraden U;P; und U,P, sich
wahrend andere Geraden projektiv auf Geraden in « abge- in einem Punkt P; schneiden. Dadurch ist eine neue
bildet werden. Der Punkt O selber hat kein Bild. Ist 7 singulir,

Abbildung T; festgelegt, die P in P, tiberfithrt.
lisst sich die Abbildung von A auf e aus einer Zentralprojek- . Diese aus Ty, Ty, U; und U, abgeleitete Abbildung wird, wie
tion der Ebene 8 aus einem Punkt O, von g auf eine Gerade b

wir schen werden, im allgemeinen nicht eine perspektive, sondern
und einer projektiven Abbildung von b auf a zusammensetzen.

eine quadratische Abbildung des Raumes auf « (oder auf
Jede Ebene durch.den Strahl 00; wird dann in einen Punkt eine Gerade oder einen Kegelschnitt in «) sein. Da eine perspek-
von a abgebildet; die Gerade selber, die Achse der Abbildung,: tive Abbildung von der Wahl des Zentrums und von einer ebenen
hat kein Bild. Kollineation, d.h. von 3+8 = 11 Parametern, abhéngig ist,
Man kann kurz sagen, dass eine regulire perspektive Abbil- f wird 7, von 2-11+42:2 = 26 Parametern abhfingen. Im folgen-
dung eine projektive Abbildung eines Strahlenbfindels auf eine den sollen die verschledenen Formen von T3, je nachdem 7T; und
Ebene ist; eine singulire perspektive Abbildung dagegen ist eine T, regular oder singulir sind, nebst verschiedenen Lagen von U,
projektive Abbildung eines Ebenenbiischels auf eine Gerade. und U, unter_sucht werden. Wir interessieren uns besonders fiir
Es seien jetzt T; und T, gegebene perspektive Abbildungen. die Filie, wo T, und T, entweder beide regulir oder beide singu--
Ein beliebiger Punkt des Raumes wird mit P bezeichnet, seine’

lir sind, wéhrend der »schiefe« Fall, wo die eine regulir, die
Bilder bei T; und T, werden mit P, und P, bezeichnet. Eine ‘andere singular ist, nur kurz behandelt werden wird.

§5. Regulire und singulire Abbildungen.

2*
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A. Die Abbildungen 7, und 7, sind beide reguldr.

21

Jeder Punkt der Ebene «-ausserhalb u ist Bild einer

Geraden der Kongruenz G. U, (U, ist Bild der Ebene

6 = ups (6p = wys). Die dbrigen Punkte von u sind nicht
Bildpunkte.

Wir wollen danach das Bild einer Geraden untersuchen,

indem wir doch stets etwaige Punkte auf Iy, Uy und s ausschlies-
sen. Es gibt 5 Fille: :

Der Punkt U ist in T, das Bild einer Geraden u; durch O,,ent- '
sprechend U, das Bild in 7, einer Geraden u, durch O,. Fir i
T, ist es jetzt entscheidend, ob die Geraden u, und u, windschief
liegen, sich schneiden oder zusammenfallen.

A;. Die Geraden v, und %, schneiden sich nicht.

Es sei P ein Punkt im R® ausserhalb u; und u,. Der Ebene
uy P entspricht in 7 die Gerade U,P;, der Ebene u,P in T, die
Gerade U,P,. Wenn P; und P, nicht beide auf der Geraden
u = U, U, liegen, hat P in T, einen bestimmten Bildpunkt £;,
den Schnittpunkt der Geraden U P, und U,P,, und alle Punkte

der Schnittgeraden p der

g % A Ebenen u,P und u,P, d.h.
o o 7 }\ alle Punkte aunf der Geraden
s - u
v G
U

1°. Wenu die Gerade p die Geraden u; und g, schneidet, jedoch
von s verschieden ist, wird p in einen Punkt abgebildet.

.2°. Wenn p die Geraden u, und s schneidet, also in ¢ liegt,
wird p in U, abgebildet.

-3°% Wenn p die Gerade u,, aber weder u, noch s schneidet,
beschreibt, wenn p von P durchlaufen wird, der in T, enispre-
chende Punkt P, eine feste Gerade durch Uy, und P; wird des-

halb diese Gerade so durchlaufen, dass P und P; projektive
Reihen erzeugen. ' :

darch P, die u; und u, schnei:
den (die Punkte auf u; und
Fig. 5. ‘ngausgenommen), haben den-
selben Bildpunkt P;. — Die
Gerade u = U,U, ist in T; das Bild einer Ebene o; durch u,, in T,
das Bild einer Ebene ¢, durch um,. Liegt P auf der Schnitt-
geraden s dieser Ebenen, so hat P kein bestimmtes Bild. Liegt end-
lich P auf u;, wird P, in U; fallen, die Gerade U, P, ist deshalb
unbestimmt, und P hat kein Bild bei T;. Wir haben somit (Fig. 5):
Bei T, hat jeder Punkt P ausserhalb der Geraden
u,, 4, und s einen Bildpunkt. '
Die Geraden u; und u, sind Leitgeraden einer Geraden-
kongruenz G, der s angehdrt. Indem wir im folgenden nur
auf die ausserhalb 1, u, und s liegenden Punkte P im R® Riick-
sicht nehmen, gilt der Satz: '
Bei T; werden samtliche Strahlen der Kongruenz G
(ausser s) in Punkte der Ebene o abgebildet.
Umgekehrt ist ein Punkt P; in der Ebene « ausserhalb der
Geraden u das Bild einer Geraden der Kongruenz. Der Punkt
U, kann als Schnittpunkt der Geraden u und einer beliebigen von
_u verschiedenen Geraden durch U; aufgefasst werden. U, ist des:
haib in T, das Bild der Ebene o,, U, das Bild von ¢;. Die ibrigen
Punkte von u sind nicht Bilder von Punkten im R®. Also:

u,

4°. Wenn p die Gerade s, aber weder m; noch u, schneidet,
werden die Ebenenbiischel u1P und u,P projektiv, die Geraden-
biischel U P; und U,P, aber perspektiv. Der Punkt P; durch-
lauft deshalb die Perspektivachse der Geradenbischel, so dass
die Punktreihen (P) und (P,) projektiv werden.

, 5°. Wenn p allgemeine Lage hat, also weder iy, 1y noch s schnei-
* det, werden, wenn p von P durchlaufen wird, die Geradenbiischel
- UiPy und UyP, projektiv, aber nicht perspektiv. P, durchliuft
- folglich einen Kegelschnitt durch U; und U,.

Wir fassen diese Ergebnisse zusammen:

Eine Gerade p wird im allgemeinen in einen Kegel-

schnitt durch U; und U, abgebildet. Wenn p eine der
Geraden uy, u,, s schneidet, istdas Bild von peine Gerade,

und wenn p zwei dieser Geraden schneidet, wird das

Bild ein Punkt.

Die Abbildung T; wird somit eine quadratische Abbildung
des Raumes auf die Ebene «.

Die Geraden u,, u,, s werden als Hauptgeraden des Raumes,
die Punkte U; und U, als Hauptpunkte, der Strahl u als
Hauptgerade der Ebene « bezeichnet.




22 Nr. 5

Hiernach sieht man leicht, wie eine Ebene y auf « abge-
bildet wird. '

1°. Wenn y die Geraden u; und s enthilt (y = o;), wird sie in

den Punkt U, abgebildet.

2°, Wenn y die Gerade u;, aber nlcht s enthalt, ist ihr Bild d

eine Gerade durch Uj.

3°. Wenn y die Gerade s, aber weder ny noch u, enthalt, wird
7y projektiv auf « abgebildet. Bei der dadurch bestimmten
Kollineation korrespondieren die Geraden s und u.

4°. Wenn y die Hauptgeraden in den Punkten By, B,, (; schneidet,

wird 7 in o durch eine quadratische Transformation ahge- f

bildet. Die Gerade B;C wird in den Punkt U,, die Gerade B,C
in U; und die Gerade BB, in einen Punkt B, der Ebene « ab-
gebildet. Die Hauptpunkte in « sind somit die Punkte U3 U,, B;,
in y die Punkte By, B,, C. : ‘ ‘

Dije Abbildung betreffend sei noch Folgendes bemerkt. Es sei
p eine Gerade, die bei T; in den Kegelschnilt », durch U, und
U, abgebildet wird; und g sei eine andere Gerade, die in #, ab-
gébildet wird. Allgemein baben x, und x, noch zwei Punkte ge-
mein, die Bilder der zwei Transversalen der 4 Strahlen uy, u,, p, q.

Haben die vier Geraden nur eine Transversale, beriihren sich die

Kegelschnitte; und wenn die vier Geraden hyperboloidische Lage |
haben, fallen x, und #, zusammen. Folglich wird ein Kegelschnitt §
in e darch U; und U, das Bild einer Fliche zweiter Ordnung g

sein. Die eine zur Kongruenz G gehérige Regelschar wird so
abgebildet, dass jede Erzengende einem
Punkt des Kegelschnittes zugeordnet
ist, wahrend jede Erzeugende der ande
ren Schar sich in den ganzen Kegel
schnitt abbildet.

noch U, enthilt, ist auch das Bild

Fig. 6. die Gerade s enthalten muss.

Besonders tibersichtlich wird die betrachtete Abbildung, wenn

beide perspektiven Abbildungen T und T, nur Zentralprojek

tionen sind (Fig. 6). Die Sehpunkte O, und O, liegen ausserhalb «. .

Eine Gerade in «, die weder U

einer Fliache zweiter Ordnung, wo
jedoch die zu G gehorige Regelschar
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u, ist die Gerade O,U,, u, die Gerade O,U,. Eine Gerade der
Kongruenz G wird in ihren Schnittpunkt mit « abgebildet, und
eine beliebige Gerade p wird durch den Kegelschnitt, in dem «
von der Strahlenfliche zweiter Ordnung durch p, ny, u, geschuitten
wird, abgebildet. Die quadratische Abbildung zwischen einer
Ebene y, die nicht s (= u) enthilt, und « ist d1e bekannte
SteiNER’sche »schiefe Projektion» D

Hieraus folgt leicht:

Wenn u; und u, sich nicht schneiden, kann man die
Abbildung T3 aus einer schiefen Projektion des Raumes
auf eine Ebene 7 und einer projektiven Abbildung die-
ser Ebene auf « zusammensetzen,

Man braucht nur die Ebene y durch die Hauptgerade s
zu wéahlen.

App. Die Geraden %, und 2, schneiden sich.
Den Schnittpunkt der Geraden bezeichnen wir mit 0;. Es

~ sei P ein Punkt im R® ausserhalb der Ebene w = 0,0,0;. Der

Ebene u;P(u,P) entspricht in T, (T,) die Gerade U,P,(U,P,).
Wenn Uy P; und U,P, nicht zusammenfallen (in u = U,U,), wird
P in ihren Schnittpunkt P; abgebildet. Dieser Punkt ist zugleich
das Bild aller anderen Punkte” der Geraden O,P, doch hat O,
offenbar kein Bild in T;. Die Gerade u = U U, ist bel T, (T,)
das Bild einer Ebene ¢, (s,) durch n, (u,). Es entstehen dann
zwei verschiedene Moglichkeiten, je nachdem ¢; und o, (mit
der Schnittgeraden s durch 0,) verschieden sind oder in der

.. Ebene @ zusammenfallen. Diese kann man auch so formulieren,

dass im ersten Falle die Ebene w verschiedene Bilder in 7,

und Ty hat, im zweiten Falle aber dasselbe Bild und dann eben
die Gerade u = U, U,.

a) Die Ebene w = 0,0,0; hat verschiedene
Bilder in 7, und T,.
Jeder Punkt P ausserhalb u,, u, und s hat in T; einen be-
stimmten Bildpunkt P, der gleichzeitig der Bildpunkt der gan-

zén Geraden OzP, Oy ausgenommen, ist. Jedem Punkt der Ebene

o (ausserhalb u, und u,) entspricht der Punkt S, wo die » in
T1 und T, entsprechenden Geraden durch U; und U, sich schnei-

1) vergl, [9), S. 73 ff., [11), [12], [13].
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den. Einem Punkt in der Ebene o (0,) entspricht der Punkt
U, (U)). Durchliuft P eine Gerade p, die keine der drei Geraden.
un,, uy, s schneidet, werden die Ebenenbischel u,P und u,P bei
Tl bzw. T, in projektive, aber nicht perspektive Geradenbuschel
U,P, und U,P, abgebildet. Daraus folgt, dass Py einen Kegel-
schnitt durch U, U, und S durchliuft. Es jst nun ersichtlich:

T, ist eine quadratische Abbildung des Geradenbiin-
dels (0,) auf die Ebene «, wo uy, uy, s die Hauptgera.den
des Bandels, U, U, Sdie Hauptpunkte der Ebene « sind.

Dies kann man auch auf folgende Weise auslegen:

Wenn die Geraden a; und u, sich in O; schneiden,
und wenn die Ebene wu, bei 7y und 7T, nicht in dieselbe
Gerade abgebildet wird, ldsst sich die Abbildung 75 aus
einer Zentralprojektion aus O auf eine Ebene y und
einer quadratischen Transformation von yauf e« zusam-
mensetzen. ‘

Speziell kann s in u; oder u, fallen; in diesem Fall wird
die quadratische Abbildung singulir (mit zwei zusammenfal-
lenden Hauptpunkten).

b) Die Ebene w = 0;0,0; hat dasselbe
Bild in Ty und T,.

Wie oben werden die Punkte einer Geraden O3P beil Tj in
denselben Punkt P, ahgebildet. Wenn P eine Gerade p ausser- |
halb @ durchliuft, werden die oben erwahnten Geradenbiischel -
U,P, und U,P, diesmal perspektiv, da der Schniltpunkt der :
Geraden p mit » in T; sowohl als in T, einem Punkt der Ge-
raden u = U,U, entspricht. Folglich wird P; eine p entspre-
chende Gerade p; durchlaufen, so dass die zugeordneten Punkt
reihen projekliv werden. Es gilt daher:

Wenn die Geraden u; und u, sich in O3 schneiden,
und die Ebene wmu, bei T und T, in dieselbe Gerade ;
U,U;, abgebildet wird, ist T, eine neue perspektive Abbil
dung mit dem Sehpunkt O;.

Bei dieser Abbildung hat die Ebene w kein Bild, wie die:
Gerade o nicht Bild einer Ebene ist; die entstehende perspek
tive Abbildung von R® ausserhalb ® wird jedoch bewirken, dass
@ und u einander zugeordnet werden.

Wir gehen jetzt zu dem besonders speziellen Fall dber:

25
Aqpp- Die Geraden w, und u, fallen zusammen.

U, ist dann in 7 das Bild der Geraden o = 0,0,, speziell
das Bild des Punktes O,. Entsprechend fir U,. Ein Punkt P
ausserhalb o wird bei T, in einen Punkt P, abgebildet, und
man sieht, dass die ganze Ebene oP in denselben Punkt ab-
gebildet wird. Wenn die Ebene sich um o dreht, wird der Ebe-
nenbiischel (o) bei T; und T, in projektive Geradenbiischel ab-
gebildet werden. Der ganze Raum (die Achse o ausgenommen)
wird dann in einen Kegelschnitt oder in eine Gerade abgebildet,
je nachdem diese Geradenbiischel projektiv oder zugleich per-
spektiv sind. Welche der beiden Méglichkeiten eintrifft, ist da-
von abhiingig, ob es ecine Ebene gibt, die sowohl bei 7 als bei
T; in die Gerade u abgebildet wird oder nicht. Wir haben somit:

Wenn die Geraden u; und u, beide in die Gerade
0= 0,0, fallen, wird T; eine singulire quadratische
oder eine singuldre perspektive Abbildung sein. Der

Raum wird auf einen Kegelschnltt oder

eine Gerade
abgebildet.

. Wir haben hiermit die Moglichkeiten fiir 7, untersucht, die
eintreffen konnen, wenn T, und 7, beide regulir und die Pro-
jektionszentien O; und O, verschieden sind. Wir wollen jetat
kurz den Fall betrachten, wo O; und O, zusammenfallen.

-In diesem Fall sind, wie in § 5 erwahnl, die Bilder (P,) und
(P,) eines Gegenstandes projektiv. Die Geraden u; und u, kénnen
nicht windschief sein, so dass nur die Fille A und Ay vor-
kommen kénnen. Die Ergebnisse werden voéllig wie oben, man
kann sie aber hier anders erkliaren. Da (#;) und (P,) projektiv
sind, bedenlen die Bedingungen b)S.24 und a)S.23, dass die
Gerade u = U, U in der Kollineation, die (P,) in (P,) tberfiihrt,
Fixgerade ist oder nicht.

Wir erhalten dann die SeypEwiTz'sche Erzengung einer qua-
q

dratischen Abbildung? :

Wenn man aus zwei Punkten U, und U, zwei ebene

projektive Figuren (P)) und (P,) zentralprojiziert, und

die Gerade u = U; U; nicht Fixgerade der Kollineation
(P)— (P,) ist, wird der Schnittpunkt entsprechender

1} Verg. z. B. Enzyklopadie der math. Wissensch. III C 11 S. 2012 f.
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Strahlen eine Figur (P,) durchlaufen, die mit (P;) oder
(P,) quadratisch verwandt ist.

Wenn dagegen u Fixgerade ist, wird (Py) mit (Py)
und (P,) projektiv sein.

Es ist oben eine Voraussetzung, dass U; und U, verschiedenen
Geraden u, und u, durch O, = O, entsprechen, welches bedeutet,
dass U, und U, nichtentsprechende Punkte der Projektivitat
(P,)—(P,) sind. Sind sie dagegen entsprechende Punkte, entsteht
der Fall Ay, dem wir hier folgende Formulierung geben:

Wenn man von zwei entsprechenden Punkten U; und,
U, zwei projektive Figuren (P)) und (P;) zentralproji-
ziert, wird die Figur (P,) auf einem Kegelschnitt oder
einer Geraden liegen, je nachdem die Gerade u nicht
Fixgerade oder Fixgerade der Kollineation (P)—(Py) ist.

s

Es bleibt noch zu untersuchen, welchen Einfluss die Wahl
der Punkte U; und U, auf die erzeugte Abbildung 73 hat, wenn
zwei Abbildungen T, und T, vorliegen.

Hier miissen wir auch eine Reihe von Maglichkeiten behandeln,
indem die gegebenen Abbildungen verschieden gelegen sein kon-
nen. Wir nehmen an, dass T; und 7, regulir und die Zentren
0, und O, verschieden seien. Der Punkt O,, also die Gerade
0,0,, wird bei T; in einem Punkt V; abgebildet, wébrend O,
also wieder die Gerade o = 0,0y, bei T, in V, abgebildet wird.
7, und V, heissen die Kernpunkte der Abbildung. Der Ebenen-
biischel (o) wird bei 7; und 7, in projektive Geradenbiischel
mit den Scheiteln V, und V, abgebildet. Dann entstehen die
folgenden Falle:

1°. Die Kernpunkte V; und V; sind verschieden, und die Biischel
(V) und (V,) sind projektiv, aber nicht perspektiv.

9°. Die Punkte V, und V, sind verschieden und die Biischel
(V) und (V,) perspektiv.

3°. Die Punkte V; und V, sind zusammenfallend, tind die pro-
jektiven Geradenbiischel (V;) und (V,) haben 2, 1 oder 0 reelle
Doppelstrahlen.
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4°. Die Punkte V; und V, sind zusammenfallend, und die Biischel
(V) und (V,) sind identisch.

Wir wollen diese Fille der Reihe nach behandeln.

1°. Die Biischel (V;) und (V,) erzeugen einen Kegelschnitt x.
Falls U; und U, so gewihlt werden, dass die Geraden V,U; und
VoU, sich nicht auf # schneiden, werden die Strahlen ; und u,
nicht in derselben Ebene liegen. Wenn dagegen die Geraden
sich auf x schneiden, liegen u; und u, in derselben Ebene.
Diese Ebene hat jedoch nicht dasselbe Bild bei T, und bei Ts,.
Wir sehen also, dass T; immer eine quadratische Abbildung,
entweder ohne oder mit Sehpunkt, wird. Dies gilt auch, wenn
U in Vy, U, in V, gewihit werden. Wir haben also:

Wenn man aus zwei gegebenen perspektiven Abbil-
dungen T, und 7T, eine neue Abbildung T, bildet, wird
diese Abbildung im allgemeinen nicht perspektiv sein,

- wie man auch die Projektionszentren U; und U, wihlt.

2°. In diesem Fall existiert also im Biischel (o) eine Ebene =,
die sowohl bei T, als bei T, in die Gerade v = V,V, abgebildet
wird. Die Perspektivachse der Biischel (V;) und (V,) bezeichnen
wir mit k. Wahlen wir nun U, in V,, U, in V,, werden simi-
liche entsprechenden Strahlen U;P; und U,P, sich auf k schnei-
den. Projiziert man die Bilder (P)) und (P,) aus den
Kernpunkten V,und V,, werden entsprechende Geraden-
bischel perspektiv.

Hier konnen bei geeigneter Wahl von U; und U, alle Mog-'

lichkeiten Ay, A, und A entstehen, Wir erhalten eine quadra-
tische Abbildung ohne Zenltrim, mit Zentrum oder eine perspek-
‘tive Abbildung, je nachdem die Punkte U, und U, so gewihlt

werden, dass 1) V.U; und V,U, sich ausserhalb k& schneiden,
2) V,U; und V,U, sich auf der Geraden k schoeiden, und 3) U, und
U, beide auf der Geraden V,V, liegen. Als Sehpunkt (Zentrum)

der Abbildung hat man den Schnittpunkt der Geraden u; und Us.

- Wir wollen noch untersuchen, ob samtliche Punkte der Ebene

‘7 abgesehen von den Punkten der Geraden o als Sehpunkte
- 0y in T, auftreten kénnen. Lisst man einen Punkt Q die Gerade

v=V,V, durchlaufen, werden die bei Ty und 7', entsprechenden

Strahlen projektive Geradenbiischel in der Ebene s mit Scheiteln
0y und O, durchlaufen. Da der Strahl o selber in die verschiede-
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nen Punkte V, und V, abgebildet wird, werden die Geraden-
biischel einen Kegelschnittin der Ebene 7 erzeugen. Wir sehen also:

Samtliche Punkte der Ebene 7z, die Gerade o und
ein gewisser Kegelschnitt durch O, und O, ausgenom-
men, konnen Sehpunktein der aus T, und T, abgeleite-
ten perspektiven Abbildung T sein.

3°, Wir werden kurz die Resultate aufrechnen. Es ergibt sich
eine quadratische Abbildung ohne Zentrum oder mit Zentrum
oder eine perspektive Abbildung, je nachdem U; und U, auf
nicht-entsprechenden Geraden der Biischel (Vi) und (V3), auf
entsprechenden Geraden oder aufl einem Doppelsllahl gewillt
werden.

4°. Diese letzte Moglichkeit ist von besonderem Interesse. Denn
hier gibt es nur zwei Fille: entweder ist die Abbildung quadra-
tisch ohne Zentrum, oder sie ist perspektivisch. Die Fille ent-
stehen, je nachdem, ob die Gerade U,U, nicht durch den Punkt
V, = V, geht oder hindurchgeht.

Hier wird O, nicht an eine bestimmte Ebene durch o ge-
bunden sein, da jede Ebene durch o dasselbe Bild in T, wie
in 7T, hat. Nicht alle Pankie des Raumes ausserhalb o kénnen
jedoéh als Sehpunkte auftreten. Die Bedingung muss die sein,
dass die Strahlen 0,0, (u;) bzw. 030, (uy) nicht bei T; bzw.
T, in denselben Punkt der Ebene « abgebildet werden. Lassen
wir jetzt einen Punkt 0O die Ebene o durchlaufen, dann werden
die entsprechenden Strahlen projektive Biindel mit Scheiteln
O, und O, durchlaufen; da aber jede Ebene durch o = 0,0,
sich selbst enlspricht, werden die Biindel perspektiv sein, und
0O, muss ausserhalb der zuhérigen Perspektivebene gewdihlt
werden. Also ergibt sich:

Sind die Kernbiischel (V,) und (V) identisch, kann
jeder Punkt ausserhalb der Geraden 0,0, und einer
bestimmten Ebene Sehpunkt der perspektiven Abbil-
dung 75 werden.

Diese Abbildung entsteht, wenn T; und T, Zentralprojek-

tionen auf dieseibe Ebene 8 sind. V; und V, fallen dann beide -
in die Spur V der Geraden o in der Ebene 8. Die erwihnte-
Perspektivebene ist hier 8. 'Wihlt man O, ausserhalb dieser
Ebene (und des Strahls o), werden die Geraden 0;0, und 0,0,
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die Ebene 8 in den Punkten U, und U, schneiden, so dass die
Gerade U,U, den Punkt V enthilt. Wenn dagegen diese Gerade

~ V nicht enthilt, bekommt man die Steinersche schiefe Projek-

tion (Fig. 6).
Hiermit haben wir die Behandlung des Falles A, wo die
gegebenen perspektiven Abbildungen beide regulir sind, beendet,

und wir wollen jetzt zu den Fillen tbergehen, wo T, allein
oder zugleich 7 singulir ist.

B. Die Abbildung 7, ist regular, 7, singular.

- Ty hat den Sehpunkt O, und bildet R, auf die ganze Ebene
e ab. Ty hat die Achse 0, und.bildet den Raum auf die Gerade
@ in @ ab. Wir nehmen an, dass die Achse o, nicht durch den
Punkt O; hindurchgeht. Es mogen nun U; und U, die Projek-
tionszentren in « sein. U, ist bei T, das Bild einer Gerade uy
durch O;, wahrend U, entweder das Bild von keinem Punkt
oder das Bild einer Ebene durch die Achse o, ist, je nachdem
U, ausserhalb oder auf der Geraden a, liegt. Wir nehmen vor-
laufig an, U, liege ausserhalb a,.

Es ergeben sich jetzt zwei Moglichkeiten, je nachdem u, und
05 sich schneiden oder nicht.

B;. Die Geraden %, und o, sechneiden sich nicht.
‘Es sei P ein Punkt von R? ausserhalb u, und o,. Die Ebene
u P wird bei T, in eine Gerade U,P; abgebildet. Die Ebene o,P
wird in den Punkt P, auf a, abgebildet. Die Geraden U,P; und
U,P, werden sich, wenn P; und P, nicht beide auf der Ge-
raden u = U, U, liegen, in P, schneiden, und P, ist ausserdem in
Ty das Bild jedes Punktes (ausserhalb u, und o,) der Schnitt-

. geraden der Ebenen u,P und o,P. Bei T, ist die Gerade u das

Bild einer Ebene ¢, und der Schnittpunkt S, von u und a, ist
bei T, das Bild einer Ebene ¢, durch o0,. Diese Ebenen haben

die Schnittgerade s. Genau wie-bei dem Fall A; ergibt sich hier:

T ist eine quadratische Abbildung von R® auf « mit
den Hauptgeraden u,, 0, und s.

- Man bemerkt, dass o, bei der Abbildung eine feste, von der

- Wahl von U, unabhingige Achse ist. Wenn man also U, und

die Gerade U,S, festhilt, withrend U, auf dieser Geraden variiert,
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werden samtliche Hauptgeraden der quadratischen Abbildung
und damit die schiefe Projektion bewahrt, welches zur Folge

hat, dass man durch Variation von U, unter sich projektive

Bilder (P;) erhilt.

B Die Geraden 2, und 0, sehneiden sich.

Bezeichnet man den Schnittpunkt mit O, wird eine Gerade
0,P allgemein in einen Punkt P, abgebildet, so dass hier
eine quadratische oder perspektive Abbildung mit dem Zen-
trum O, entsteht. Welche der beiden Abbildungen eintreffen
* wird, hingt — wie im Falle A;;— davon ab, ob die oben definier-
ten Ebenen o, und ¢, verschieden sind oder zusammenfallen
(in die Ebene o = 0,0,). Wir haben somit:

T, ist eine quadratische Abbildung mit Zentrum
oder eine perspektive Abbildung.

Die dem Fall A;;; entsprechende Moglichkeit liegt hier nicht
vor, da O, ausserhalb o, liegt, so dass u; nie in o, fallen kann.

Wir haben noch nicht den Sonderfall, wo der Punkt U, auf
der Geraden a, liegt, behandelt; man sieht ohne Schwierigkeit,
dass in diesem Fall nur singulidre perspektive Abbildungen
entstehen konnen.

C. Die Abbildungen 7, und 7, sind beide singular.

Die Abbildung T, hat die Achse o, und bildet den Raum auf
die Gerade a, ab, analog hat T, die Achse o0, und bildet den

Raum auf die Gerade a, ab. Entscheidend fur den Charakter '

‘der Abbildung ist es, ob o0, und o, windschief sind, sich schnei-
den oder zusammenfallen.

C;. Die Geraden o, und 0, schneiden sich nicht.

Wir nehmen an, der Punkt U, bzw. U, sei ausserhalb a;
bzw. a, gewiihlt. Ist P ein Punkt im Raume ausserhalb der ge-
gebenen Achsen, wird die Ebene o,P in einen Punkt P, auf a,
abgebildet, analog o0,P in P, auf a,, so dass P in den Schniti-

punkt von U,P, und U,P, abgebildet wird. In diesen Punkt
werden ausserdem die fibrigen Punkte der o, und o, schneiden-

den Geraden durch P abgebildet. Die Schnittpunkte §; und S,

von u und a; und a, entsprechen in T, bzw. T, zwei Ebenen
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0 und o, durch o, bzw. o,, deren Schnittgerade s kein Bild-
in Ty hat. Wie oben sieht man dann:

T; ist eine quadratische Abbildung mit den Haupt-
geraden oy, 0, und s.

Wenn U, auf a; oder U, auf a, liegt, entstehen singulire

perspektive Abbildungen. Diesen speziellen Fall werden wir hier
ausser Betracht lassen.

C;y- Die Geraden 0, und o, schneiden sich.
Der Schnittpunkt heisst O,, die Ebene der Achsen w. Indem
wir wieder U, und U, allgemein wéhlen, sehen wir wie vorher:

Ty ist eine quadratische Abbildung mit Zentrum oder
eine perspektive Abbildung..

Die Gerade u = U,U, schneidet wie oben a, in S, a, in Sss

-welche Bilder der Ebenen ¢, und o, (durch o, bzw. 0,) sind.

Die Abbildung 7'; wird quadratisch oder perspektivisch, je nach-

dem o¢; und o eine Schnittgerade haben oder in ® zusammen-
fallen. '

Cip- Die Geraden o, und o, fallen zusammen.

Der Ebenenbiischel mit der Achse 0o, = 0, wird bei 7', und T,
in projektive Reihen auf a; und a, abgebildet. Durch Projektion
aus U, und U, bekommt man dann, wie bei dem Fall Ay, als
Bild von R® entweder einen Kegelschnitt oder eine Gerade, wenn
U, bzw. U, ausserhalb a; bzw. a, gewihlt sind. Es lasst sich
leicht entscheiden, wann die eine und wann die andere Még-
lichkeit entsteht. Also:

Ty ist eine singulare quadratische oder perspektive
Abbildung. ‘

Wil man hi»er untersuchen, wie die Abbildung 7, bei ge-
ge.benen Ty und T, von der Wahl von U; und U, abhingig ist,
wird es aus dem Vorhergehenden offenbar sein, dass der Charak-

.ter der Abbildung im wesentlichen durch die Lage der Achsen o,
‘und o,, die ja von der Wahl von U; und U, unabhéngig sind,

entschieden ist. Wir besprechen besonders die Verhaltnisse im

“Fall Cpp.

Die Ebene @ wird bei T, bzw. T, in den Punkt V, bzw. V,

‘abgebildet. Die Abbildung T, wird dann quadratisch oder per-




39 Nr.5 Nr. 5 3
. 33
.ES besteht nun die Mdaglichkeit, zu T, oder T, eine einfache
projektive Abbildung in ‘der Bildebene « hinzuzufiigen, z. B. eine
Bewegung eines oder. beider Bilder (P,), (P,) einer gegebenen
Figur (P), um die oblge Lage zu erreichen. Im allgemeinen ist
dieses maglich. ;
Es sei O; ein Punkt ausserhalh der Geraden 0,0,, den wir
als Sehpunkt der perspektiven Abbildung T; wiinschen. Die
Ebene @ = 0,0,0;, wird bei T, in eine Gerade w; durch V,,
bei T, in eine Gerade w, durch V, abgebildet. Nimmt man nun
an, V; und V, liegen beide im Endlichen, kann man zu T,
bzw. T, eine Drehung in der Ebene um V, bzw. V, hlnzufugen
S(') dass der Strahl w, bzw. wy in den Strahl v fillt. Hiermit 1s;
die Bedingung 1) befriedigt. Ist ein Kernpunkt unendlich fern
muss man die Drehung durch eine Parallelverschiebung erset-’
zen. Ist dagegen die Gerade v, also beide Kernpunkte, unendlich.
fern, kann man die Bedingung 1) durch Bewegungen der ge-
gebenen Bilder nicht befriedigen.
Hat man nun die Befriedigung der Bedingung 1) erreicht,
kann man durch passende Wahl der Punkte U, und U, fast
jedes O; der Ebene o als Sehpunkt erhalten (8. 28). Jeder 2VVahl
\des Projektionszentrums aber-entspricht nur ein neues perspek-
tives Bild der gegebenen Figur. Wir heben hervor:
- Durch Hmzufugung von Bewegungen in Vder Bild-
.k,‘ebfane o« zu Ty und T, ist es im allgemeinen mdoglich, die
beiden Bilder in solche Lagen zu bringen, dass neune

.perspektivische Bilder durch passende Wahl von U
and U, zu erhalten sind. '

spektiv, je nachdem die Punkte U, und U, nicht beide oder
heide auf der Geraden v = V,V, liegen.

Wenn 7T, perspektivisch ist, kann man die Ebene o der
Geraden v = u zuordnen.

Einem bestimmten O, entsprechend bekamen wir, wenn Ty
und T, reguliir waren, nur eine einzelne perspektive Abbildung Ts.
Hier dagegen erhalten wir mehrere, indem man die Punkte U;
und U, willkiirlich auf der Geraden v = V,V, wihlen darf. Im
speziellen Fall, wo V; und V, zusammenfallen (im Schnittpunkt
von a; und a, falls diese Geraden verschieden sind), kann man
die Gerade u = U, U, beliebig durch V; = V;, wenn nur ausser-
halb @, und a,, wihlen. Wir haben somit:

Wenn aus zweil singuldren perspektiven Abbildun-
gen T, und T, sich eine regulare perspektive Abbildung
bilden ldsst, kann man durch verschiedene Wahl von .
Projektionszentren U; und U, c® oder o® unter sich pro-
jektive Bilder desselben Gegenstandes erhalten.

Die Projektivitit der Bilder folgt daraus, dass wir stets das
selbe Zentrum O3 haben.

§ 7. Perspektive Abbildungen.

Es ist in der geometrischen Photogrammetrie eine zentrale Auf-
gabe, aus zwei perspektiven Bildern ein drittes zu konstruieren.’
Diese Aufgabe ist von Guipo Hauck® durch sein »Dreibilderver-:
fahren« geldst worden. Auf Grund der vorstehenden Untersuch-
ungen werden wir ein neues Konstruktionsverfahren angeben:

Falls 7, und T, zwei regulare perspektive Abbildungen mit.
allgemeiner Lage sind, wird — wie aus dem Satz S.27 hervor-.
geht — unsere Methode kein neues perspektives Bild geben, wie:
auch die Projektionszentren U; und U, gewahlt werden. Aus
§ 6 ergibt sich folgendes: Bezeichnet man mit V, und V, die
Kernpunkte, d.h. die Bilder von O, bei T; und von O; bei Ty,
muss 1) die Gerade v = V,V, sowohl bei Ty als bei T, das
Bild derselben Ebene ® durch 0,0, sein, und 2) miissen Ul'
und U, auf der Geraden v gewdéhlt werden. Wenn also die
Bedingung 1) nicht far die gegebenen Abbildungen befrledlgt
ist, kann T, nie eine perspektive Abbildung werden.

1} {7] und EB]. Vergl. auch [9), 8.157 ff.

- Wenn T, und T, nicht vollig allgemeine gegenseitige Lage
_haben kann man ohne zusitzliche Bewegungen auskommen, in-
dem z.B. die Bedingung 1) schon befriedigt sein, und die Konstruk-
ion direkt an den vorliegenden Figuren vorgenommen werden
ann. Dieses hat z.B. Giltigkeit, wenn die Kernpunkte V., und
V, identisch sind, speziell wenn T, und T, nur Zentralpr()]ek-
ionen auf dieselbe Ebene sind (vergl. S. 28). :

II'I dem Fall, wo (P;) und (P,) die MoNGE’schen Bilder, d. h.
Aufriss und Grundriss sind, sind die Verhaltnisse sehr fibersichit-
ich. Hier fallen V; und 'V, in dem unendlich fernen Punkt,
der durch die Verbindungsgerade zweier entsprechender Punkte

d P] b IIlt 1 t I: ne neu I th Il—
J un 1 eS[]II] S zusammen. ine e e pe Spe e Abb
D. Kgl. Danske Vidensk, Selskab, Mat.- -fys. Medd, XXII,
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dung T, erhilt man in diesem Fall, wenn man U; und U, so
wihli, dass die Gerade U,U, durch' V; = V, hindurchgeht. Dies
bedeuntet, dass U; und U, die Mo~GE’schen Bilder eines Punktes
U im Raume sind. Der Schnittpunkt P; von U,P, und U,P,
wird ein zusammenfallendes Bild der Spur der Geraden .UP
in der Mittelebene bei beiden Abbildungen. Somit ist (P,) die

orthogonale Projektion auf eine der Bildebenen von derjenigen |

Figur, die durch Zentralprojektion der Figur (P) aus U auf die
Mittelebene entsteht.

Werden U; und U, nicht so gewihlt, dass sie Bilder von

einem und demselben Punkt U smd S0 w1rd die Abbildung T,

quadratisch.

Dem Verfahren bei axonometrischer Abbildung entsprechend
werden wir auch hier eine andere Art der Erzeugung perspek-
tiver Bilder aus zwei gegebenen Abbildungen (Bildern) besprechen,
indem wir eine Kombination von regularen und singuldren per-
spektiven Abbildungen versuchen. Dadurch erreichen wir, erstens
die erwihnten Bewegungen der zwei gegebenen Bilder zu ver-
meiden, zweitens die Erzeugung von vielen verschiedenen, dem-
selben Sehpunkt O, entsprechenden Bildern (P;).

Es selen T; und T, gegebene regulire perspektive Abbildun-

gen mit Sehpunkten O; und O,. Wir suchen ein neues per-

spektives Bild mit Sehpunkt O;, wo O, ganz willkirlich ausser-
halb 0,0, gewihlt wird. Dem Strahl O,0; entspricht bei T ein
Punkt U,, analog 0,0; bei T, ein Punkt U,. Nun.zentralproji-
zieren wir die Figuren (P,) und (P,) aus U; bzw. U, auf zwei
Geraden a; bzw. a,. Dadurch entstehen auf @, und a, singuliire
perspektive Bilder (P}) und (P,) von dem Objekt (P). wobei
die Geraden 0,0; und 0,0; die Achsen der Abbildungen sind.
Wenden wir nun auf diese Bilder die auf S.31—32 angegebene
Konstruktion an, so entsteht ein Bild (P;), einer neuen reguliiren
perspektiven Abbildung 73 mit Sehpunkt O, entsprechend.

Damit sind wir zu folgendem Verfahren (Fig.7) gefiihrt
worden:

Zu einem vorgelegten Sehpunkt O; bestimmt man
die O, entsprechenden Punkte U; und U, in den Abbil:

dungen T, und T,. Von U, aus projiziert man das Bild
(P,)) auf eine willkarlich gewahlte Gerade a, in (P)), von'

V, die Kernpunkte sind, die

_weshalb §; in der singuldren
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U, aus das Bild (P,) auf eine Gerade a, in (P,). Die Gerade
UV, schneidet a; in S;, und U,V, schneidet a, in S,. Auf
der Geraden §;S, werden zwei beliebige Punkte U; und U,
gewahlt, wonach (P}) von Uj aus und (P,) von U, aus
projiziert werden. Der Schnlttpunkt P, entspr echender

~Geraden erzeugt ein neues a,

perspektives Bild von (P). “

Beztiglich der Einfihrung
der Punkte S; und S, ist zu
bemerken, dass, indem V, und

Gerade U,V; bei T, das Bild
der Ebene o = 0,0,0, wird,

Abbildung das Bild derselben Fig. 7.
Ebene wird. Analog fir S,. Ul und U, sollen daon auf der

Geraden §,S, liegen.

Da auch a; und a, willkiirlich wihlbar sind, gibt es im

‘ganzen 6 Parameter zur Festlegung des Bildes (P;), d.h. es

konnen im ganzen oo® unter sich projektive, dem vorgelegten

Sehpunkt O, entsprechende Bilder entstehen. Weil eine Kolli-

neation von 8 Parametern und eine Kongruenztransformation
von 3 Parametern abhingig sind, ist zu erwarten, — einen Beweis
a; a, dafir habe ich jedoch nicht durch-
fithren kénnen, — dass man durch
geeignete Wahl der beiden Geraden
ay, a, und der Punkte U;, U, aus
einer gegebenen Figur (P) d.h. aus
(P;) und (P,) sogar auf unendlich
viele verschiedene Weisen ein vor-
gelegtes perspektives Bild (P;) her-
vorbringen kann.
‘Wahlt man sowohl a; als a,
Fig. 8. durch den Schnittpunkt S der Ge-
raden U,V, und U,V,, braucht
man nur Uj; und U, auf einer Geraden durch § zu wihlen.
Besonders einfach wird es, wenn @, und a, auf derselben
_Geraden a durch S gewihlt werden: Die Konstruktion bekommt
dann die in.Fig. 8 angegebene relativ einfache Form.

3#
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§ 8. Imaginidre Abbildungen.

Im Vorhergehenden haben wir immer die behandelten Ab-

bildungen als reell vorausgesetzt, wie es natiirlich erscheint, da -

der Ausgangspunkt die axonometrischen und perspektiven Ab-
bildungen des Raumes auf eine Ebene waren, wo man sich
gewdhnlich nur fir die reellen Punkte interessiert. Wenn von
quadratischen Abbildungen die Rede ist, kann man indessen
vorteilhaft imaginiire Punkte verwenden, indem man dadurch
neue Auskiinfte auch auf reellem Gebiet bekommt.

Betrachtet man die allgemeine Abbildung 7T, die aus zwei

perspektiven Abbildungen 7, und T, in Verbindung mit zwei-

Projektionszentren U, und U, hervorgeht, ndmlich die quadra-
tische Abbildung, so haben wir gesehen, dass der ganze Strahlen-
raum so auf die Bildebene « abgebildet wurde, dass eine Gerade
einem Kegelschnitt durch U; und U, einer neuen Geraden eder
einem Punkt entspricht, je nachdem sie die Hauptgeraden nicht
schneidet oder eine oder zwei von ihnen schneidet. Wihlen wir
nun U; und U, als die Kreispunkte der Ebene, wird. der
ganze Strahlenraum sich auf die Kreise einer Ebene abbil-
den lassen, indem man zu den Kreisen auch Geraden (uneigent-
liche Kreise) und Punkte (Punktkreise) mitrechnet.

Im allgemeinen wird die Abbildung T, die den Strahlenraum
in die Kreise der Ebene ﬁberfﬁhrt,'imaginﬁr sein; bel besonderer
Wahl von 1, und u, wird die Transformation jedoch reell. Dann
miissen u, und u, imaginir sein, und die friither erwéhnte
Geradenkongruenz G mit den Leitgeraden n; und u, wird ellip-
tisch.

Als Beispiel werden wir folgende Abbildung betrachten. Ty

und 7T, sind Zentralprojektionen des Raumes auf die Ebene "

z=0 (in allgemeinen rechtwinkligen Koordinaten) aus den Punk-
ten 0, (0,0,7) und O, (0,0,—i), und U, und U, werden in
den Kreispunkten der Ebene z = 0 gewihlt. Ein reeller Punk
P wird bei den Zentralprojektionen in konjugiert-iméginar
Punkte P, und P, dberfithrt, wonach. die Verbindungsge
raden mit den konjugiert-imaginéren Kreispunkten einen reellen
Schnittpunkt P, geben. Die Kongruenz G, die die Geraden O,U
und O,U, als Leitgeraden hat, wird, wie ein einfaches Ausrech
nen zeigt, eine Rotationskongruenz mit der Z-Achse al

der Form

- oYy =
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Hauptachse', und die betrachtete Abbildung T; wird die schiefe
Projektion auf die Ebene z = 0, die durch diese elliptische
Kongruenz bestimmt ist. (Einfach kann man diese Abbildung so
erzeugen, dass die Gerade durch die Punkte (p; ¢, 1) und

(—g, p,—1) in den Mittelpunkt (B%q, m’

5 O) der Strecke ab-

gebildet wird; p und ¢ sind unabhingige Parameter).

Diese bemerkenswerte Abbildung bildet ohne Ausnahme alle
reellen Punkte des Raumes auf die reellen Punkte der Ebene
ab. Die Gerade s fallt in die unendlich ferne Gerade der Ebene
z = 0. Die schiefe Abbildung zwischen zwei zu z = 0 parallelen
Ebenen wird somit eine Ahnlichkeit (speziell eine Kongruenz),
_Wodur.ch also Gerade in Gerade fibergefithrt wird. Dies ist damit
ibereinstimmend, dass eine zur Kongruenz gehérige Strahlen-

fliche, die eine zu z =0 parallele Gerade enthilt, ein hyperbo-

lisches Paraboloid mit der Richtungsebene z = 0 ist. Da andere
Geraden in Kreise abgeblldet werden, schliesst man, dass fiir ein

beheblges Hyperboloid der Geradenkongruenz das eine System
von Kreisen in Ebenen parallel zu z = 0 liegt.

§9. Algebraische Darstellung.

Eine perspeklive Abblldung T, lasst sich durch Gleichungen

Qy'l = 1% F 9%y + a373 -+ ax, = ap
by, + boxy + byxy + byx, = bg
0Y3 = X T Gy + G373 + Cuxy = X

oder kurzer
W oy = oy, v, yy) = (ax, bz, cx)

darstellen, wo ¢ = (x;, @, @3, x,) projektive Koordinaten des Rau-
_mes,

Y = (¥}, y5.y;) projektive Koordinaten der Bildebene

a und -¢ ein Proportionalititsfaktor sind.

Der Sehpunkt O, ist dadurch charakterisiert, dass er keinen

EBiIqunkt hat. Ldst man also die Gleichungen

ax=0, bx=0, =0,

1) [14], S. 168 fr.
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bekommt man Koordlnaten far O,. Wir bezeichnen eine Lésung

dieser Gleichungen mit ahc wo dieses Symbol ein Vektor ist,

dessen Komponenten die Komplemente der letzten Reihe der
Matrix

0,050,
bibabsb,
€1 CaCaty
0000
sind.
Wenn dieser Vektor eigentlich ist, d.h. wenn die Matrix
den Rang 3 hat, ist die Abbildung reguldr. Hat die Matrix den

Rang 2, wodurch a/ﬁ\t ein Nullvektor wird, ist 7y eine singulare
Abbildung, durch die der Raum auf eine Gerade abgebildet wird.
Ist endlich der Rang gleich 1, bekommt man eine Abbildung
des Raumes in einen einzelnen Punkt. Der Rang Null ist aus-
geschlossen. '

Es sei nun T, eine regulire Abbildung. Wir suchen die Punkte
L, die in denselben Punkt 1y° abgebildet werden.

Ist r°= (a9, x9, x2,x%) eine Losung der Gleichﬁngen (1) fiur
15 L9, Ly, Ly g :

y = y°, werden samtliche Losungen ¢ in der Form

AN
L = Ax®+ pabe (Ls£0)

dargestellt, woraus man sieht, dass alle Punkte ¢ auf einer Ge-
raden durch das Projektionszentrum (Sehpunkt) O, liegen.
Es sel nun eine neue perspektive Abbildung 7, durch

(2) oy’ = (br,ex, fr)

bestimmt, und es seien die Punkte U; und U, in der Ebene «
durch die Koordinaten 1t' = (u}, u,,u’y) und u” = (a},u,,u}) ge-
geben. Wir suchen eine algebraische Darstellung der Abbildung T,
die dadurch bestimmt isl, dass der Punkt P (¢) in den Schnitt-
punkt. P, der: Geraden U;P; und U,P, abgebildet werden soll.

TN N
Die Linienkoordinaten dieser Geraden sind 'y’ und 1"y”, wonach
wir zur Bestimmung von Y die Gleichungen

/\

m =1 t)']l”t) _ n | 11’[)'1)” | LJH l 1 t)r n l
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haben. Setzt man hier ¥ = (ar,bz,cx) und y” = (b, ex, fr) ein,
entstehen Gleichungen einer quadratischen Abbildung des
Raumes auf die Ebene.

Diese Gleichungen werden sehr. einfach, wenn man z. B. U

im Punkte (1, 0, 0) und U, im Punkte (0, 1, 0) wihlt. Man hat dann

Y = 0.~y g, WY = @ 0.y,
wodurch ’
Y = (Y1, YsYa, YalUs)
oder
(3) p" = ((C&) (hg) (b) (f&) (cx) (7).

Wir nehmen jetzt an, dass sowohl T, als T, regulire Abbil-

dungen sind, d. h. weder ;ﬁ\c noch E;C?'Nullvektor ist. Die Gerade
uy, die bei Ty in den Punkt (1,0,0) abgebildet wird, muss darch
die Gleichungen by = 0, ¢x = 0 bestimmt sein. Die Gerade iy
ist entsprechend durch ?x = 0, fx = 0 bestimmt. Weil die Ebene
o, bei T, der Geraden U,U, entspricht, muss die. Gleichung
dieser Ebene ¢z = 0 sein. Analog hat g, die Gleichung fr = 0,
so dass die dritte Hauptgerade s durch die Gleichungen ¢ = 0,
ft = 0 gegeben ist.

~ Man kann nun leicht entscheiden, wann die Abbildung T,
quadratisch ohne Sehpunkt oder mit Sehpunkt oder perspekti-
visch wird. Die Abbildung wird quadratisch ohne Sehpunkt,
wenn u; und u, sich nicht schneiden, d. h.

| bedf| == 0.

Ist dagegen ]f)tbf] — 0, existiert ein Sehpunkt O, ‘mit dem

Koordinatenvektor hcb und die Abbildung ist quadratisch oder

perspektiv. Welche der beiden Moglichkeiten eintrifft, ist davon

-abhdngig, ob die Gerade s existiert oder nicht, also ob die Vek-
‘toren ¢ und f linear unabhingig sind oder nicht. Wenn ¢ = k-f,

ist T, perspektiv, und wenn c¢>=k-f ist, wird 7T; quadratisch.
Wenn T, perspektiv ist, bekommt man aus (3) die Gleich-
ung

oy = (k- dx, bz, cx).
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S
Die Ebene ¢z = fr = 0 enthilt die Sehpunkte O, (abc), O,

N AN

(bef) und Oy (beb) und ist die frither mit w bezeichnete Ebene,
die sowohl bei T, als bei T, in dieselbe Gerade der Ebene «,
hier die y;-Achse, abgebildet wird.

Es ist nun auch klar, dass die Kernpunkte, d.h. das Bild
Vi von Oy bei 7; und das Bild V, von O, bei T, auf dieser

DET KGL. DANSKE VIDENSKABERNES SELSKAB
‘MATEMATISK-FYSISKE MEDDELELSER, Binp XXII, Ng. 6

EINLEITUNG IN DIE
ALLGEMEINE KONGRUENZLEHRE

VON

. AN
Geraden liegen. Setzt man nimlich ¢ = abc in die Gleichung (2)

AN
ein, oder ¥ = def in (1), wird in beiden Fillen die dritte Koor-
dinate Null.

] : JOHANNES HJELMSLEV
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