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EINLEITUNG

n einer Abhandlung aus dem Jahre 1924 hat M. Linpow? die

Librationspunkte in dem speziellen Fall des Vierkorperpro-
blems bestimmt, wo drei gleich grosse Massen in der relaliven
Bewegung in den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks fest
liegen, und die vierte Masse unendlich klein ist und sich in der-
selben Ebene bewegl wie die drei endlichen Massen. In diesem
Falle findet man 10 Librationspunkte. Diese zu bestimmen ist
eine recht miihsame Aufgabe, da die Bestimmung von der Lo-
sung von Gleichungen recht hohen Grades abhangig ist.

Die vorliegende Abhandlung beabsichtigt, die Librationspunkte
fiir willktirliche Massenverhiltnisse zu bestimmen. In Ana-
logie mit der Bezeichnung des probléme restreint als das restrin-
gierte Dreikérperproblem wollen wir dieses Problem das restrin-
gierte VierkoOrperproblem nennen.

Die gestellte Aufgabe wire nicht zu bewiltigen, wenn sie nach
derselben Methode geldst werden sollte, die Linpow in dem spe-
ziellen Fall mit drei gleich grossen, endlichen Massen hat an-
wenden missen. Indessen liegt die Sache nun so, dass man im
allgemeinen Falle, wo die Massen willkiirlich sind, die Problem-
stellung mit Erfolg umkehren kann: Statt die Librationspunkte
von gegebenen Massenverhdllnissen aus zu bestimmen, kann
man die Massenverhilinisse von gegebenen Librationspunkten
aus bestimmen. Denn wéhrend bei der Anwendung des erstge-
nannien Verlahrens die L&sung von Gleichungen recht hohen
Grades verlangt wird, wird bei der Verwendung des zweiten Ver-
fahrens nur die Losung von Gleichungen ersten Grades verlangt.

Bei der Anwendung dieser Methode in Praxis kann man
Schritt far Schritt die Librationspunkte durch die ganze Ebene

1) Der Kreisfall im Problem der 3 --1 Korper, A.N. 220, 369 und in den
Publikationen der Kopenhagener Sternwarte Nr. 46.
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verschieben; die entsprechende Anderung der Massenverhéltnisse
kann dann auf eine anschauliche Weise durch die Verschiebung
des gemeinsamen Schwerpunktes der Massen ausgedriickt werden.
Aus einer solchen Untersuchung wird es dann hervorgehen, dass
die Librationspunkte nur innerhalb bestimmter Gebiete der Ebene
fallen kénnen, und die Bestimmung dieser Gebiete wird eins der
wichtigsten Resultate der Untersuchung sein.

Im Abschnitt I wird das Problem ganz allgemein behandelt
werden, und es zeigt sich, dass fiir einen gegebenen Librations-
punkt die Koordinaten des entsprechenden Schwerpunktes durch
zwei Gleichungen ersten Grades bestimmt werden kénnen.

Mit den Resultaten des Abschnitts I als Grundlage wird im
Abschnitt II eine theorelische Untersuchung einer Reihe wvon
speziellen Fillen ausgefiihrt.

Ebenfalls mit den Resultaten im Abschnitt I als Grundlage
wird endlich im Abschnitt III eine eingehende numerische Be-
handlung des Problems vorgenommen.

Im allgemeinen werden nur positive Werte der endlichen
Massen berificksichtigt werden, so dass ihr gemeinsamer Schwer-
punkt in das von den Massen gebildete gleichseitige Dreieck falll.
In gewissen speziellen Fillen wird es jedoch der Ubersicht wegen
notwendig sein, auch negative Werte der Massen zu beriicksich-
tigen, so dass ihr gemeinsamer Schwerpunkt in diesen Fillen
ausserhalb des gleichseitigen Dreiecks fallen wird.

Wenn eine der endlichen Massen gegen Null strebt, wird das
Problem auf das probléme restreint reduziert, und in die-
sem Falle werden die Librationspunkte in die fiinf bekannten
Librationspunkte L,, L,, Ly, L, und L; hincinwandern. Dieser
Ubergang vom allgenieinen zum speziellen Fall wird gewisse Aul-
schliisse tiber den verschiedenen Charakter dieser finf Libra-
tionspunkte geben koénnen. , -

Die vorliegende Abhandlung ist durch eine pekunifire Unter-
stiittzung seitens des Carlsbergfonds, dem ich zu grossem Dank
verpflichtet bin, ermoglicht worden. Es ist mir auch eine liebe
Pllicht, an dieser Stelle Herrn Professor E. STROMGREN [iir gute
Ratschlige und andere Hilfe, die fir die Durchfithrung meiner
Arbeit von wesentlicher Bedeutung waren, meinen- herzlichsten
Dank auszusprechen.




. Der aligemeine Fall.

1, Die Differentialgleichungen der Bewegung.

Die drei endlichen Massen m;, m, und m; und eine vierte
unendlich kleine Masse befinden sich in eincm gegebenen Augen-
blick in derselben Ebene, mit Geschwindigkeiten, die in dieser
Ebene liegen. Die vier Massen werden dann, wenn sie keinen
anderen Einwirkungen als ihren gegenseitigen Anziehungen aus-
gesetzt sind, fiir immer in dieser Ebene bleiben. Wir wéhlen
nun in dieser Ebene ein festes, rechtwinkliges Koordinatensystem
und bezeichnen die Koordinaten der drei endlichen Massen in
diesem Koordinatensystem mit (X;, V), (X:, V,) und (X;, Ys),
wahrend die unendlich kleine Masse die Koordinaten (X, Y) hat.
Wir bezeichnen ferner die Distanzen zwischen den endlichen
Massen mit ¢ ,. ¢y, und g, ,, wihrend g, ¢, und g; die Di-
stanzen zwischen den drei endlichen Massén und der unendlich
kleinen Masse bezeichnen. Indem £® die Gravitationskonstante
bezeichnet, erhalten wir die folgenden Differentialgleichungen
fir die Bewegung der drei endlichen Massen:

X = —£my (Xi—X,) [ of , — E'my (5, — Xy) [ €} 5,
Yi= —my (V= Yo) [ oy = Komy (Y1 = Y3) [ of 5
Xy = —kPmy (X, — X)) [ o}, — kmy (X2 — X3) [ 6} ;.
Yo = —k'my (Y, — Y0 | g ,— Kmy (Y, = V) [ 6} 55 "

Xé' = —I"m (X, — XD/ 9? 3 — kmy (X3 — X5) / 92.3’

Yy = —kPm, (Y;—Y))/ QiS—_ EPmy (Yy—Y,) / 93,3,

wihrend die Bewegung der unendlich kleinen Masse durch die
folgenden Differentialgleichungen bestimmt wird: ‘
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X' — — By (X—X) ] ol — Rmg (X— X) | ¢ — Komy (X— X) [ o, } o
Y'=—1'm (Y=Y [0} —k'my (Y—Y,) [ o) — kK*my (Y—Y3) [ 03. B

Wir ersetzen jetzt das feste Koordinatensystem X, Y durch
ein mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit n rotierendes Ko-
ordinatensystem x, y. Wir erhalten dann die Transformalions-
gleichungen:

X = xcosnt—ysinnl, 1

f (3)

Y = xsinnt+ yceosnt.

Die Differentialgleichungen fiir die Bewegung der drei end-
lichen Massen in dem rotierenden Koordinalensystem werden nun:

x—2ny, —nPxy = —kPmy (g — x5 [ 0} ,— kPmy (xp— ) [ o 5,
" N 2. 2 2 _ '3
gy T 2nx; —nfy = — EPmy (y, —yo) / Q?,z_l\ my (Y, — ys) / 01,5
" ’ 2 2] /
Xy —2ny, — nfr, = —k my (xy — ;) / 0?,2_ ko my (?Cz_xs)/ 9333,
Y+ 2, — g, = — K (g ) oy Rmy (g u) | &y,
Xy —2nyy— nry = —k'my (v —ay) [ 08, — FPmy (23— x5) [ 63 4,
" oy 2 o R ! Fg o
gy +2nxy —nlyy = —kmy (g, —y1) | Qig_ k*my (3 — y2) / 93,3,
wihrend die Bewegung der unendlich kleinen Masse durch fol-
gende Differentialgleichungen bestimmt wird:
x"—2ny —n*r = —km, (x —x)) [} — k*my (x—2,) | 0},
2 .
— k*my (x—a;3) [ 0%, )
"+2nx'—n'y = —K'm; (y—y) |08 — K*my (y —y,) | 03
L y 1 m)ie; s\ —Ya)/ Q%
2 3
‘ —k2my (g —y3) [ 6§

Wir hetrachten jetzt den speziellen Fall, wo die drei endli-
chen Massen in dem rotierenden Koordinatensystem feste Lagen
einnehmen, indem sie sich in den Eckpunkten eines gleichsei-
tigen Dreiecks mit der Seite ¢ befinden; ihre Geschwindigkeit
und Akzeleration miissen dann zu jeder Zeit gleich Null sein.
Wir haben deshalb:

) =axh, =, =0, ] =2, =2z, =0, 1 ©)
pi=va =y =0, ¥l =yi =g =0, |

|
I

€Y
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Aus (4) in Verbindung mit (6) und (7) erhalten wir dann:

n2Px, = kimy, (2, —ay) + kmg (x, — x3),

nZelx, = Kkmy (xy— ) + E*my (2, —2y), (8)

S

nelxy = IPmy (x5 — ) + KPmy (25— x,),

”293.’:’1 = I*my (g, — yo) + kzma (71— ys),

n*’yy = Kmy (g, — yp) + k’ms (g2 — ys), (9
n%*yy = K*my (ys — yp) + Emy (73 — 1), l

wo (8) zur Bestimmung von ax, x, und x; dienen kann, wih-

rend y;, y, und y, mit Hilfe von (9) bestimmt werden kénnen.

Wenn wir nun die drel Gleichungen (8) mit bzw. m,, m, und

m; multiplizieren und die drei Gleichungen (9) auf entsprechende
Weise behandeln, gibt Addition die zwei Gleichungen:

myxy + myxs +myx; = 0, } 10
myyy + MYy + myyy; = 0.

Es ergibt sich aus (10), dass der gemeinsame Schwerpunkt
der drei endlichen Massen in den Anfangspunkt des Koordina-
tensystems fallen muss. ‘

Mit Hilfe von (10) kénnen (8) und (9) auf folgende Gleich-
ungssysteme reduziert werden:

(kF*M —n%**)x; = 0,

(k*M —n%¢®) x, = 0, (11)

(B*M —n?®) x; = 0,

(k*M —n%®) y, = 0,

(M —n%%) y, = 0, (12)

(IEM — n%®) y, = 0,

M = m;+my+ my. (13)
Wir setzen jetzt voraus, dass nicht samtliche sechs Koordi-

naten gleich Null sind, wonach die sechs Bedingungsgleichungen
(11) und (12) auf eine einzelne Bedingungsgleichung
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PM—n%® =0 (14)

reduziert werden.
Unter den im vorhergehenden gemachten Voraussetzungen
gilt also folgendes System von Bedingungsgleichungen:

Ty =a, =2, =0,
r ’ v
I = U, = y; = 0,

Q1,27 Q93 :‘91,_3-:

Q’
’ | (15)

myx + myxy + myx; = 0,

myy, + meys + myy; = 0,

M — n? o3 = 0.

2,- Librationspunkte.

Nachdem wir nun nachgewiesen hahen, dass die drei endli-
chen Massen unter ihren gegenseitigen Anziehungen fiir immer
in den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks verbleiben kon-
nen, so dass sie in einem Koordinatensystem, das seinen Anfangs-
punkt in dem gemeinsamen Schwerpunkt der Massen hat, und
das mit einer passenden Winkelgeschwindigkeit rotiert, feste Stel-
lungen einnehmen, wollen wir die Bedingung dafiir finden, dass
die unendlich kleine Masse anch eine feste Stellung in dem rotie-
renden Koordinatensystem einnimmt; wir wollen mit anderen
Worten die Librationspunkte, die den drei endlichen Massen
entsprechen, bestimmen. Ist der Punkt (’I‘ y) ein Librationspunkt,
so haben wir zu jeder Zeit

=0, '=0, 1
y/ 0 yll _ O, J (16)

s

die, in die Differentialgleichungen (5) fir die Bewegung der un-
endlich kleinen Masse eingesetzt, folgende zwei Bedingungsgleich-
ungen ergeben:
my (x—xy) [ of + k*my (x—xp) [ 08 + k2my (2 — x3) [ 0} = n’x, } an
17
kemy (g —y,) [ o} + K2my ( — yu) [ ¢} + Kmy (y — ) [ 0% = nPy,



§ = (x—x)" +(y—yp?, »

3= (@—a)’+ (g — 1) (18)
05 = (x—a3)* + (g —y3)*.

Wird in (17) der Wert fiir n* aus der Gleichung (14) einge-

setzt, so kann die Gravitationskonstante k% aus den zwei Gleich-

ungen fortdividiert werden, und hierdurch entstehen die Gleich-
ungen

S

o

my (x—axy) [ ¢ + my (@ — ) [0} +my(x—axy) [0} = Mx/o®, 1

a9

my (g =y o+ me =) [+ my (g —p2) [ gh = My/g® )"

Wir fithren nun in die zwei Bedingungsgleichungen die rela-
tiven Massen uy, @, und gy ein, die durch die Gleichungen

g =my [ M, wy=my[M, p;= my/M (20)
definiert werden, so dass wir
prtustps =1 (21)

haben.
Hierdurch entstehen die zwei neuen Bedingungsgleichungen

l"i(x“‘x1)/931+Mz(x_x2)/93+‘“3(33_-1'3) - UC/QS,

, (22)
=y |4t (W —u) [0} i1 (y—y3) = y/&-}

Das Problem, die Librationspunkte zu bestimmen, ist damit
von einem dynamischen Problem auf ein rein mathematisches
Problem reduziert worden. Das zeigt sich u. a. dadurch, dass
die zwei Bedingungsgleichungen von den Einheiten der Masse
und der Zeit unabhaingig sind. Was die Einheit der Lange be-
trifft, werden wir spéter eine fiir das vorliegende Problem be-
queme Léangeneinheit wihlen.

3. Losung der Bedingungsgleichungen.

Bei der Behandlung der zwei Bedingungsgleichungen (22) in
Verbindung mit den Gleichungen (18) und (21) kann man nach
zwel verschiedenen Verfahren vorgehen.

In die erwihnten Gleichungen gehen ein:
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1. Die Koordinaten der drei endlichen Massen; diese Koor-

dinaten sind bekannte Gréssen.

2. Die Koordinaten x und y der Librationspunkte.

3. Die relativen Massen pq, g und .

Wenn die relativen Massen bekannt sind, werden die zwei
Bedingungsgleichungen dazu dienen kénnen, die Koordinaten x
und y der Librationspunkte zu bestimmen. Da aber x und y
sowohl explicite in die Z&hler als implicite in die Nenner der
Briiche eingehen, wird die Bestimmung von x und y sehr schwie-
rig werden, und es werden sich gewdhnlich viele Losungen er-
geben. Einem bestimmten Satz von Werten der relativen Massen
entspricht indessen eine bestimmte Lage des gemeinsamen Schwer-
punktes, und wir erhalten deshalb das folgende Resultat: Einer
bestimmten Lage des Schwerpunktes entsprechen ge-
woéhnlich mehrere Librationspunkte.

Ist dagegen die L.age eines Librationspunktes und damit x
und y bekannt, werden die zwei Bedingungsgleichungen in Ver-
bindung mit Gleichung (21) zur Bestimmung der relativen Mas-
sen gy, e und py dienen kénnen. Da die drei Gleichungen in
diesen Grdssen linear sind, werden die Gleichungen leicht geldst
werden kénnen, und sie werden im allgemeinen einen und nur
einen Satz von Werten der relativen Massen und damit eine be-
stimmte Lage des Schwerpunktes ergeben. Wir erhalten deshalb:
Einer bestimmten IL.age eines Librationspunktes ent-
spricht gewdhnlich ein und nur ein Schwerpunkt.

Hiermit ist die Grundlage fir die folgende Behandlung der
zwei Bedingungsgleichungen gegeben. Wir wollen in diesen Gleich-
ungen x und y als bekannte Grossen auffassen, wihrend gy, p,
und gy unbekannte Gréssen sind. Die in gy, po und pg linearen
Gleichungen wollen wir auf eine mdglichst einfache Form zu
bringen suchen.

Wir denken uns das gleichseitige Dreieck (Massendreieck)
auf einfache Weise in dem rotierenden Koordinatensystem x, y
orientiert, indem die Verbindungslinie M, M, zwischen den Mas-
sen my, und m, als parallel mit der Ordinatenachse voraunsgesetzt
wird (Abb. 1). Mit dem Anfangspunkt im Mittelpunkt des Mas-
sendreiecks und init Achsen, die mit der x-Achse und der y-Achse
parallel sind, wird ein neues Koordinatensystem &, % eingefiihrt.
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Wir bezeichnen die Koordinaten des Anfangspunktes des Koor-
dinalensystems x, y in dem neuen Koordinatensystem mit o, «;
der Ubergang von dem einen System von Koordinaten zum an-
deren findet dann mit Hilfe der Gleichungen

§= ot

} (23)
7 =t+7y )

Y

statt.

M, (€,n,)

M.En,

Abb. 1.

o und z, d. h. die Koordinaten des Schwerpunktes im neuen
Koordinatensystem &, 4, kénnen mit Hilfe der relativen Massen
wis by und wg ausgedriickt werden. Man findet leicht:

1 —

G:()T]/3(3M1—1)Q, l

- (29
1

T = 5(‘«,2—%)9.

Umgekehrt konnen wy, g, und gy mit Hilfe der Keordinaten
des Schwerpunktes ¢ und z ausgedriickt werden:
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1 2 -
M1—§+§V36/Qs
1 1 -
wy = =—=V3a]o+7/o0, (25)
3 3
m=g—gVsale vl

- Statt wy, @, und py als unbekannte Gréssen zu behandeln
kénnen wir ¢ und ¢ als Unbekannte betrachten. Aus den zwei
Bedingungsgleichungen (22) in Verbindung mit (23) und (25) er-
halten wir zur Bestimmung von ¢ und ¢ folgende zZwei Gleich-
ungen:

1 o §_§1 5’—“52 L""‘Eg) 11‘ {é_;cg 5*53:)
V3 (252 S ST SE L gt 25 _s3),
[31/( i ¢} o | ¢ ¢ ¢
_f efEE 6 E&
¢* 3{ei+93* %J
(26)
Vomlo—m 41— 77*?73)] [ﬁ—% 717 1}
S VYN A & S R . B 3 } PP Bt O S S %
LV ( el 03 0% o3 of &
T/ T %, 1T
el
WO .
0} = (E—E)"+(g—u)%

i
9% = (§— Ez)z + ('77_772)2, (27)
9

3

E"El 5*“52 E‘*Es
oy = T Gy = —5 7, g = 3
01 03 g3
(28)
Ie _77"]1 ,8 _7]7772 /6’ _7/_7}3
1 3 2 3 3. 3
51 03 93

wonach die Gleichungen zur Bestimmung von ¢ und = die ein-
fachere Form
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[%V§(2a1—azfag)+;2} o+ [ag—c¢3]r = %*g{al—*—az—l-ag},
1oy 1 7@ &
GVsea—a ot St e = o f e

erhalten.

Eine weitlere Vereinfachung kann jetzt dadurch stattfinden,
dass eine bestimmte Langeneinheit festgelegt wird. Es wird bequem
sein, als Langeneinheit den Radius des dem Massendreieck um-
schriebenen Kreises zu wéhlen; fir die Seite ¢ des Massendrei-
ecks erhalten wir dann

0= l/g (30)
Die Koordinaten der drei endlichen Massen werden:
- I S |
§1 - l’ :52 - 2 3 §3 - 53 ]
1 1, C2Y)
70="0, 55 =58 55— —5V3 J

wihrend die Gleichungen zur Bestimmung von o und = jetzt die
einfachere Form

1+V3Qey—ag—a)] c+3 [052—0!3] v = E—V3(a; + g+ ey), (I)} (39)
V8 28— —B)lo+[1+3 B — 8] v = 4 — /3 (8 + B+ 8y (ID
erhalten.

Diese zwei Gleichungen, die die Grundlage sowohl der theo-
relischen als der numerischen Behandlung des vorliegenden Pro-
blems bilden, werden im folgenden mit rémisch I und IT he-
zeichnet werden. Der Ubersicht wegen geben wir jetzt eine
Zusammenstellung der Formeln in der Reihenfolge, in der sie
benutzt werden sollen, wenn man fiir einen gegebenen Librali-
onspunkt mit den Koordinaten § und 5 den entsprechenden
Schwerpunkt mit den Koordinaten ¢ und z bestimmen will.

0F = (E—1)+q%
]2 ] _\2

2 w2 ——Val,

¢ (“2)+(” ;3 (33)

2 _
&= (e+g) +(1t503)
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1 1
=4 - kS _
Lo E1 sty st
—= , o = "y Oy — ——F—>
g ] Y
. ) (34)
"/—51/3 7+5 V3
PR o2’
R o ’ 3

A= 14320, ay— ),
B, =3 (az‘ﬂs),

Cr = §— V3 (ar+as+ay),
Ay = V/3(28,— B— 8. (35)
14+3(8,— 8y,

Co = 71— V3(8 + B2+ By

&
I

Ao+ Bz = C,,

Ayo+ Byt = C,. } (36)

Die Bestimmung von o und ¢ erfolgt, wie es sich aus dieser
Zusammenstellung ergibt, in vier Schritlen. Zunichst werden g,
go und g5 aus (33), dann ey, as, o3, 81, B8y und B, aus (34) be-
stimmt; nachher kénnen 4,, By, C;; 4,, B, und €, aus (35) ab-
geleitet werden; zum Schluss werden ¢ und z durch Lésung der
zwel linearen Gleichungen (36) bestimmt,

I[I. Spezialfalle.

1. Der Librationspunkt auf einer Symmetrieachse.

Wir wollen jetzt den speziellen Fall betrachten, wo der Li-
brationspunlkt auf eine der Symmetrieachsen des Massendreiecks
falit. Liegt der Librationspunkt aul der Symmelricachse durch M,
(der &-Achse), haben wir = 0, woraus folgt:

QZ = (5_1)2: :

1 _
1
=0t =1+&4+5, } W
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f—1 §+%
R I
. @
o V'3
/3120- /82:—/83:_‘ Q% ’
Ay = 14+2V3 (e —ay),
B, =0,
C,=E8V3(x,+2a,), (3)
4, =0,
By = 1+464,,
C, = 0.

Die Gleichungen zur Beslimmung von ¢ und z werden des-
halb auf

123 —e)]o = )3 (e t20), @O )
[1468)7 = 0 an |

reduziert, so dass ¢ aus I und = aus Il bestimmt werden kénnen.
Wird 1+648, = 0 vorausgesetzt, erhalten wir aus Gleichung II
7z = 0, und dies bedeutet, dass der Schwerpunkt, ebenso wie der
Librationspunkt, auf der Symmeirieachse liegt. Die Abszisse des
Schwerpunktes wird dann durch die Gleichung

VBt 2ay)
’ 1+ 213 (o;— y) } ®)

bestimmt.

Ist 1+648, = 0, braucht ¢ nicht gleich Null zu sein, und der
Schwerpunkt kann dann ausserhalb der Symmeirieachse fallen.
Aus 1+68, = 0 folgt g = }/3, was wiederum zur Folge hat,
dass eniweder ¥ = 1 oder &§ = —2 ist. Sowohl fir & = 1 als far

-

. . 1 . ,
& = — 2 erhalten wir aus (5) o = g Es geht hieraus hervor,

dass, wenn der Librationspunkt mit den Massen m, und m;, die
Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks bildef, der Schwerpunkt
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auf der Verbindungslinie zwischen m, und m; liegen wird. Die
Masse m, ist in diesem Falle Null, und das Vierkorperproblem
ist auf einen bekannten Spezialfall des Dreikdrperproblems (das
probléme restreint) reduziert worden. Die Librationspunkte in
§=1 und § = —2 auf der Symmetrieachse entsprechen den
Librationspunkten L, und L, im probléme restreint.

Verhaltnisse, die den fiir die Symmelrieachse durch die Masse
m; gefundenen entsprechen, miissen auch fir die Symmetrieachsen
durch die Massen my, und my gelten. Es gilt deshalb folgende Regel:

Wenn der Librationspunkt auf eine der Symmetrie-
“achsen des Massendreiecks féllt, wird der entspre-
chende Schwerpunktim allgemeinen auf dieseibe Sym-
metrieachse fallen. Nur wenn der Librationspunkt mit
zwei der endlichen Massen die Eckpunkte eines gleich-
seitigen Dreiecks bildet, kann der entsprechende
Schwerpunkt ausserhalb der Symmetriecachse fallen,
und er wird dann auf die Seite des Drejecks fallen, wel-
che die zwei endlichen Massen verbindet.

2. Der Librationspunkt auf einer Verbindungslinie zwischen
zwei Massen.

Wir gehen jetzt dazu tber, den Fall zu behandeln, wo der
Librationspunkt auf eine der drei Verbindungslinien zwischen
den drei endlichen Massen féllt. Die Rechnung wird am ein-
fachsten, wenn der Librationspunkt sich auf der Verbindungs-
linie zwischen den Massen m, und m; befindet, in welchem
Fqlle & = ——% ist.

Es wird praktisch sein, die Untersuchung in 5 Teile einzu-
teilen, je nachdem

. o 1= 1.
1°. —51/3<-7;<§1/3,
o ‘ 1. =
2°, 7> V3,

o 1



.. 1 =53
‘O 1 o
5°. 7;:~§V3.

In dem ersten Fall liegt der Librationspunkt zwischen m,
und my, im zweiten und drilten Fall auf den Verlingerungen
der Dreiecksseite, wihrend er im vierten und fiinften Fall in
den Massen m, und my selbst liegt.

Die Bestimmung von o wird in den drei ersten Fillen dieselbe
sein, weshalb diese Bestimmung ausgefithrt werden wird, ehe
die einzelnen Falle jede fir sich betrachtet werden.

In den drei ersten Fillen erhalten wir:

ay = 0, wy3=0, (6)

so dass Gleichung 1 zur Bestimmung von ¢

— l —
(1+2V30‘1)‘7:*§_V3“1 : (7)
wird, woraus sich
1
=5 : (8)
ergibt.
1° g <g<iys
* 2 V3 \/'7 2 l :
Fir § = —_ und unter der gegebenen Voraussetzung erhalten
wir
: 9
o1 = Z+7iz’
~Lyg— :
0 =5 K (9
1 —
93 = 9 V3 +17,
7 1 1
/g = 3 /3 = T3 ﬂ = 3. (10)
et TP e P g

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XXI, 6. 2
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Aus Gleichung II findet man danach den folgenden Wert fiir z:

- 16775—247]3—1—1537]

167*—1204*—63 ° ()
o 15
2°, 7> 5 ]/3.
Fir & = —%und unter der gegebenen Voraussetzung erhalten
wir
9
2 _ 9 b
21 4 _{—7] *
02 = ’7‘5[& (12)
1 —
o= 1+5V3,
q 1 1
)8 = 3 18 = 5, /8»:_- (13
Pl el el )

Aus Gleichung II findet man danach den folgenden Wert fiir :

27 <7]2 + ?::>

T = —— 3\ . (14)
1/3<fr,2—1) +184
o b
. 1
Far £ = 3 und unter der gegebenen Voraussetzung erhalten
wir
9
0l = LT
1 —
oo =5 V31, (15)
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7 1 1
ﬂ = "3 Ie = T, /8 — T g 16)
ol 05’ P 03 (

Aus Gleichung Il findet man danach den folgenden Wert fiir «:

27 (7]2 + i>

T =5+ 3\ . (17)
3 2_ Y —18;
V3<ﬁ 4> 87
R 1
4 47—2]/3
. 1 1.z .
Mit den Werten & = Y und 7 = 5)/3 erhalten wir
91:1@, 0 =0, ngl/g, (18)
“1:*‘2)7V§: ag = 0,
19
L L (19
1_6’ 3*35

wahrend «, und A, unbestimmt bleiben.

Wenn wir die Werte fiir «; und e«; in I einsetzen, erhalten
wir die Gleichung

— V8 ayo+3ayr = —V3 ay, (20)
die nach Division durch die unbestimmte Grisse o, in
o—)3r =1 )

umschrieben werden kann. Dies ist die Gleichung fir die Ver-
bindungslinie zwischen den Massen m; und m;.

Wenn wir dann die Werte fiir 8; und 8; in II einsetzen,
erhalten wir die Gleichung

—V38y0+3887 = —)/3 B, - (22)

die nach Division durch die unbestimimte Grosse 8, in

o—137v=1 (23)

2*
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umschrieben werden kann, d. h. dieselbe Gleichung, die sich
aus Gleichung I ergab. Hieraus geht hervor, dass, wenn der
Librationspunkt in der Masse m, liegt, der Schwerpunkt in
einem: willkiirlichen Punkt auf der Verbindungslinie zwischen
den Massen my und m; liegen kann. Dieses Resultat ist in Uber-
einstimmung mit dem [rither gefundenen.

1 —
o o
5. 7 5 V3.
. 1 1.= .
Mit den Werten & = -5 und 7 = —3 ]/3 erhalten wir
00=1V3 &=V3 ¢=0, (24)
1.~
0&1:—61/‘5, 062:0,
(25)
1 1 '
/81 - _bT, /92 - g:

wahrend e¢; und 8; unbestimmt bleiben.
Setzen wir die gefundenen Werten in I und II ein, erhalten
wir 'in beiden Fallen die Gleichung

o+V3z =1, (26)

das ist die- Gleichung fur die Verbindungslinie zwischen den
Massen m; und m,. Hieraus geht hervor, dass, wenn der Libra-
tionspunkt in der Masse mjy liegt, der Schwerpunkt in einem will-
kiirlichen Punkte auf der Verbindungslinie zwischen den Massen
m; und m, liegen kann. '

Verhéltnisse, die den far die Verbindungslinie zwischen
den Massen m, und mg; gefundenen entsprechen, miissen auch
fir die zwei anderen Verbindungslinien zwischen den Massen
gelten.



Nr. 6 ‘ 21

Es gilt deshalb folgende Regel:

Wenn der Librationspunkt auf eine der Verbin-
dungslinienzwischenden Massen fallt,wird der Schwer-
punkt im allgemeinen auf dieselbe Linie fallen. Nur
wenn der Librationspunkt in einen der Eckpunkte des
Massendreiecks fallt, kann der Schwerpunkt ausser-
halb dieser Linie fallen, und er wird dann in einen
willkirlichen Punkt auf der Seite fallen kénnen, die
die zwei anderen Eckpunkte des Dreiecks verbindet.

3. Der Librationspunkt in der Nahe des Mittelpunktes
des Massendreiecks.

Wenn der Librationspunkt sich im Mittelpunkt des Massen-
dreiecks befindet, wird der Schwerpunkt mit dem Librations-
punkt zusammenfallen. Fir § = 0 und 4 = 0 erhalten wir
namlich:

=0 =0 =1, (27)
1 1
oy = —1, g = 5 (x3=§,
L ) ' (28)
fi=10, B=—5V3 8—3Vs

A, =1—3)3, B,=0, C =0,
(29)
Ay =0, By=1-3)3, C,=0,

so dass die Gleichungen zur Bestimmung von ¢ und »

(1—3)/3) o =0, }
, _ 30)
(1—3)3)r=0
oder :
ag=10, z=20 (31)
werden.

Wir denken uns jetzt, dass sich der Librationspunkt in un-
mittelbarer Nihe des Mittelpunkts des Massendreiecks befindet,
und setzen
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§=rcosy, .

} (32)

7 = rsine,

wo r die Distanz des Librationspunktes vom Mittelpunkt bezeich-
net. Wir betrachten r als eine unendlich kleine Grosse erster
Ordnung. Da die Koordinaten ¢ und + des Schwerpunktes, die
auch unendlich kleine Grossen erster Ordnung sind, aus den
zwel Gleichungen

Ao+ Bz = Cy, 39
Ago+Byr = C,

bestimmt werden sollen, sieht man, dass die Ordnung, bis zu
welcher €; und C, berechnet werden sollen, um 1 grosser sein
‘muss als die Ordnung, bis zu der die vier Koeffizienten berech-
net werden sollen. Wir wollen A, B{, 4, und B, bis zu Glie-
dern zweiter Ordnung, €, und €, bis zu Gliecdern dritter Ord-
nung berechnen. Wir finden:

=1—2cos¢-r+r?,
0% = 1+ (cos ¢ — )/ 3sing) r+12, (34)
02 = 1+ (cos )/ 3sin¢) r-+r2,

L~
o

3
0512—1—-2005gp-l‘~21~(1+3003293)1‘2
L 3
—5(300593—]—5(:053@)1-,
11 - 3 . .
a2:2—+Z(cosga—l—3]/351ngu)r—f—ﬁ(2~9cos2g)—]/3311129))1'
1 - TP
+é§(—3(‘,05{p+'151/38111@+4OCOS390—301/3311]3gJ)!“J’,

g = ;——i—i—(cos?—?)l/gsin g:)r—{—%(z—ﬁ)cos.‘zgp+l/§sin2rp)r2

1
32

+-——(—3cosg—15})3sing+40cos 3¢+ 30} 3sin 3 ¢) r*,




. 3 . ; . I
B = 81ngo-1'~{—§sm297-1'2+%(51ng1+031n393)1'3,
1 1 - .
By = —§ﬁ+z(3 V'3 cos ¢ —bBsing)r
ﬁ%@ V3—)3cos2¢—11sin2¢) r?

+$(15 V3 cos p —33sin ¢

_ 36
—40)/3cos3¢—30sin3¢) r?, (36)
1 .- 1 =
/33:51/3—-1(31/30059)4-5&119:)1‘
y -
+E(2l/3—|/3cos2qa+llsin291)r2
1 .. = .
——=(15)3cosg+33sing
32
—40)/3cos 3¢+ 30sin3 ) r?,
(. .3 3 \
A, =1-3)3 1+§C08g)'1'+§(2+0082cp)1‘ ,
9 (. 1. . i}
By =35}3 smgo-r—lsmfzg)-r , 37
Cl=(1—1—;1/3)cosw~r+8~}/3 008293-1'24—%]/300593-1'3,
9 =1 1 .
A2:§V3(511190-r-zsm2ga-1'2),
(. 3 3 .
B, =1—3})3 1—Jcosgrto(2—cos29)r®), (38)
3 .= 5 = . 27 = .
Cy, = <1-I——Z-]/S)singrr—%]/Snggo-r2+16[/3 sin - r®.

Die zwei unbekannten Grossen o und z kénnen jetzt aus den
Gleichungen I und Il durch wiederholte Anniherungen bestimmt
werden. Nimmt man in erster Annaherung nur Glieder erster
Ordnung in Gleichung I mit, kann das Glied Byz, das zweiter
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Ordnung wird, weggelassen werden, wonach das Glied erster
Ordnung in der Reihenentwicklung fiir ¢ durch Gleichung I be-
stimmt werden kann. Mit dem gefundenen Wert fir ¢ kann das
Glied zweiter Ordnung in 4,0 berechnet werden, wonach Gleich-
ung II das Glied erster Ordnung in der Reihenentwicklung fir
7 ergibt. Den gefundenen Wert fiir ¢ setzt man dann in Gleich-
ung [ ein, wobei o bis zu Gliedern zweiter Ordnung bestimmt
werden kann, und in der Weise fahrt man fort, bis ¢ und ¢ bis
zu Gliedern dritter Ordnung bestimmt sind. Das Resultat wird:

20+9)3 2673 —405 /3
= — p-— - V" 2w .2
) CosS ¢ I 5704 cos2 g1
56133 +5184)/3 ;
Se-ro,
35152 (39)
29+9)/3 . 2673—405)3 . .
= 59 sin ¢ r+—2w sin2e¢-s
56133+ 51843 .
+ 35152 s g

Es sei bemerkt, dass die Zahlenkoeffizienten in den zwei
Reihenentwicklungen numerisch dieselben sind. Wenn wir die
Zahlenkoeffizienten mit 6 Dezimalen berechnen, so erhalten wir
folgende zwei Reihenentwicklungen:

0 = —0.857470 cos - r—0.729112 cos 2 ¢ - r®
1.852297 cos -1,

+ ¢ (40)
7 = —0.857470sin ¢-r +0.729112sin 2 - 1*

+ 1.852297 sin ¢- 1.

Wird r als konstant betrachtet, wihrend ¢ variiert, so wird
der Librationspunkt einen Kreis mit dem Zentrum im Mittel-
punkt des Massendreiecks und mit dem Radius r durchlaufen.
Der Schwerpunkt wird dann in erster Annéherung einen mit
dem Kreise des Librationspunktes konzenirischen Kreis durch-
laufen, jedoch mit einem efwas kleineren Radius; ferner werden
die Lagen des Librationspunktes und des Schwerpunktes in den
Kreisen um 180° gegeneinander verschoben sein. Das Resultat
wird mit anderen Worten:



Nr. 6 25

Eine kleine Verschiebung des Librationspunktes
vom Mittelpunkt des Dreiecks hat eine Verschiebung
des Schwerpunktes zur Folge, die in entgegengesetzter
294+9)/3

52
ist wie die Verschiebung des Librationspunktes.

Richtung vor sich geht, und die mal so gross

1

Abb. 2.

Abb. 2 zeigt drel Schwerpunktskurven, die drei verschiedenen
r-Werten entsprechen; die Kurvenpunkte sind mit Hilfe von den
Gleichungen (40) berechnet. Die Kurven haben, ebenso wie das
Massendreieck, 3 Symmetrieachsen. Bei der &ussersten der drei
Kurven ist die Abweichung zwischen der berechneten Kurve und
der wirklichen Kurve schon ziemlich bedeuntend. Numerische Be-
rechnungen, die in Abschnitt III erwidhnt werden, zeigen, wie
sich die weitere Entwicklung der Kurve gestaltet. Fiir einen ge-
wissen Wert von r zwischen 0.3 und 0.4 erhalt die Kurve drei
Spitzen, die gegen die Mittelpunkte der Dreiecksseiten gerichtet
sind, und fir noch grossere Werte von r ergeben sich drei
Schieifen.
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4. Der Librationspunkt in der Nihe einer der
endlichen Massen.

Wenn der Librationspunkt gerade mit einer der drei endli-
chen Massen zusammenfillt, muss, wie wir frither gesehen haben,
diese Masse gleich Null sein, und der Schwerpunkt muss auf
derjenigen Dreiecksseite liegen, die die zwei anderen Massen ver-
~ bindet. Wir wollen jetzt die Lage des Schwerpunktes untersuchen,
wenn der Librationspunkt sich in der Nihe der Masse m, be-
findet. Wir setzen in diesem Fall

£ =

1+rcosyp, } (1)

= rsing,

wo wir r als eine unendlich kleine Grosse erster Ordnung be-
trachten. Mit diesen Werten fiir § und # erhalten wir

¢ =T
02 = 3+ (3cosg—)/3sing)r+r?, (42)
of =3+ (Bcosg+ ) 3sing)r+r2.

Hieraus ergibt sich ferner, indem in den Reihenentwicklungen
nur Glieder erster Ordnung mitgenommen werden:

—3
¢, = COSg-r 7,

o — l]/§+i(—5.]/gcosy+95in93)l‘

276 36 ’ (43)
oty = 1_[/§+i(—5]/gcosga~95ing))r

6 36 _ ’

By = sing-r—2,

A 1 L ! {9 cos +]/§Sin )Y,

, = — — -+ — (¢ wir,

S T e y (44)
Ry = l,+i(——gcong—}—l/§Sing?)f'

6 36 ’
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— A
A1=2]/3005g)'1'*2+27c05g)-r,
b 3. )
L= 5 sing-r, ' (45)
= 11
Cl:—[/SCOSgJ-r*ZJrFCOScp-r,
e I
A2:2V3smgp-r g sing
3
B, = 5 Cosgr, (46)
S B
C, = —)3sing-r +€Sll’1§p-l’.

Es geht aus den gefundenen Ausdriicken hervor, dass B,
und B, erster Ordnung werden, A;, C,, A, und €, aber der
Ordnung — 2. Da sowohl o als ¢ in diesem speziellen Fall end-
liche Gréssen — also von ‘der Ordnung 0 — sind, werden die
Glieder By 7 und B,+ in den Gleichungen I und II einer Ord-
nung werden, die um 3 hoher ist als die der tibrigen Glieder.
Diese zwei Glieder kénnen deshalb in der ersten Anniherung
weggelassen werden, wonach ¢ aus jeder Gleichung [fir sich
bestimmt werden kann. Wir finden in beiden Fillen:

o= —=. 47

Um einen genaueren Wert fiir ¢ zu finden, und um den
Wert von z zu bestimmen, nehmen wir jetzt in I und II Glieder
erster Ordnung mit, d. h. wir benutzen die in (45) und (46)
gegebenen Ausdriicke fir die Koeffizienten. Durch Multiplikation
von I mit cosg und von II mit —sing und darauffolgende Addi-
tion wird ¢ eliminiert, und fiir o erhalten wir dann nach einer
kleinen Reduktion:

*L+V§(1 +2cos2¢)

Fo =
2 8cos2¢

(48)
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Wenn wir den Wert von ¢ in eine der zwei Bedingungs-

gleichungen einselzen, erhalten wir:

1
T=—§tg290. ‘

(49)

Soll der gefundene Schwerpunkt in das Massendreieck oder
auf seine Begrenzung fallen, miissen die folgenden zwei Bedin-

gungen gleichzeitig erfalll sein:

. 1
1°. O'g—E

. 1 = 1.~
2 —51/3§1-§§.V3

Die erste Bedingung kann in

1+2cos2¢
cos2¢

umschrieben werden, woraus wir
0°

60°

135°

240°

315°

A IA

IA A A
bS]
A
o
3

erhalten.
Die zweite Bedingung kann in

—V3 Ztg29 < V3
umschrieben werden, woraus wir
0°<g¢
60°
150°
240°
330°

30°,
e =< 120°,
¢ < 210°,
p < 300°,
¢ << 360°

IA A A

IA A A IA

erhalten.

(50)

(51)

(52)

(563)

(54)

(55)
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Fassen wir nun die zwei Sétze von Bedingungen zusammen,
die ¢ gleichzeitig befriedigen muss, erhalten wir als Bedingung
dafiir, dass der Schwerpunkt in das Massendreieck fallen soll:

0°

60°
150°
240°
330°

30°,
120°,
210°,
300°,
g << 360°.

¥

IAIAIA

IA A A IA

IA A

Abb. 3 =zeigt das Gebiet um die
Masse m,. Die schraffierten Ausschnitte
bezeichnen die verbotenen Gebiete. Die
fir den Librationspunkt erlaubten Ge-
biete bestehen aus vier Ausschnittén,
jeder von 60°, durch vier Ausschnitte —
jeder von 30° — von einander getrennt.
Das Massendreieck selbst liegt in einem
der erlaubten Ausschnitte.

In der folgenden Tabelle sind ¢ und
z fiir spezielle Werte von ¢ angegeben.

¢ o T
0° 180° — % + g V3 ra 0
30 200 — ‘12 % V3 r3 - % V3
60 240 — % % V3
90 270 —% % V3 8 0
120 300 — % — % V3
150 330 — % + % V3 rs % V3

(56)
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Es kann nun gezeigt werden, dass einem bestimmten Schwer-
punkt in der Nihe einer Seite des Massendreiecks vier Librations-
punkte in der Néhe derjenigen Masse entsprechen, die in dem
der Seite gegentberliegenden Eckpunkt liegt. Wir setzen

1 1.+
0= —=+3)3 ¢, l
2 8 V (57)
T = 7y, I
wo ¢ eine positive, unendlich kleine Grésse erster Ordnung isi,
wihrend 7, eine endliche Grdsse ist. ¢ kann dann aus der
Gleichung

bestimmt werden, welche die vier Lésungen

Po -
g, + 90°
7 gt 180° &9
po+ 270°
ergibt.
Die entsprechenden Werte von r finden sich aus der Gleichung
cos 2¢
F_V1+9cos‘)g) e. (60)

Aus (59) und (60) geht jetzt hervor:

Wenn der Schwerpunkt in der Ndhe einer Seite des
Massendreiecks liegt, werden vier Librationspunkte
in der Néhe derjenigen Masse liegen, die sich in dem
der Seite gegeniiberliegenden Eckpunkt befindet, und
zwar ein Librationspunkt in jedem der vier erlaubten
Gebiete.

Wird der Koeffizient fir ¢ in der Gleichung (60) mit & be-
zeichnet, so erhalten wir

- cos 2¢
k= l/l + 2 cos 297 (61)
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In der folgenden Tabelle sind die Werte von k fir die
@-Werte von 0° bis 90° angegeben.

P k
0° 0.6934
5 6922

10 6885
15 6818
20 6713
25 6552
30 6300
35 5878
40 5051
45 0.0000
50 —0.6432
55 —1.0268
60 o0
65 1.311
70 1.129
75 1.058
80 1.022
85 1.005
90 1.000

Abb. 4.

Abb. 4 zeigt, wie sich die vier Librationspunkte in den vier
Gebieten verschieben, wenn ¢ konstant gehalten wird, wihrend
7o variiert, d. h. wenn der Schwerpunkt parallel der Seite des
Massendreiecks verschoben wird.

5. Der Librationspunkt in der Nihe eines der Punkte, die mit
den Eckpunkten des Massendreiecks in Bezug auf dessen Sei-
ten symmetrisch liegen.

Wenn der Librationspunkt auf eine der Symmetrieachsen des
Massendreiecks fallt, so dass er mit den zwei Massen, die nicht
auf der Symmetrieachse liegen, ein gleichseitiges Dreieck bildet,
wird, wie wir frither gesehen haben, der Schwerpunkt auf die
Seite des Dreiecks fallen, die senkrecht zur Symmetrieachse steht.
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Von den zwei Lagen, die der Librationspunkt in diesem Falle
auf der Symmetrieachse einnehmen kann, wird die eine mit einer
der Massen zusammenfallen, wihrend die andere ausserhalb des
Massendreiecks fallen wird (Abb. 5). Wir haben schon frither die
Lage des Schwerpunktes bestimmt, wenn sich der Librations-
punkt in der Nahe eines dieser Punkte (M) befand, und gehen

n

A
|
i
l
!
i
|
I
i
I
I
I
|

i B -—
L /\Z

3
Abb. 5.

nun dazu tber, die Lage des Schwerpunktes zu bestimmen, wenn
sich der Librationspunkt in der Nihe des anderen Punktes (P;)
" befindet.
Wir setzen in diesem Fall

ot

= —2+rcose,

| ’ } (62)
7 = rsing,
wo r eine unendlich kleine Grosse erster Ordnung ist. Mit die-
sen Werten fiir § und 4 erhalten wir:

02 = 9—6cosq-r+r?,

03 =3—(Bcosg+}3sing)r+r2, (63)
02 = 3—(3cosg—}3sing)r4rd.

Hieraus finden wir, indem nur Glieder bis zur ersten Ordnung
mitgenommen werden:
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oy
o

241

By =
By =

By =

C,,

%

1 1+2
*9( gCOSfp'I),

#(15—]/ (1+< cos ¢ + l/—smgj>)

__1/3(1+< cos 92——1/351119’) )

57 sing-r,

(1 —I—( cos ¢ — ]/§ sin go>1'),

! (1-1—( €Os ¢ - — l/351nga>1>,

N TR
251n-gu r,
—14+= 1/3+( +~1/3)c05901

1 2 =\ .
( E+E-[/3)smrp~1,

T
2 bgpl’

5_
6

‘) sing-r.

33

(64)

(65)

(66)

Die Koordinaten des Schwerpunktes werden -dann aus den
Gleichungen I und II bestimmt. Durch Multiplikation von I mit
cos ¢ und von II mit —sin ¢ und darauffolgende Addition wird

¢ eliminiert, und fiir ¢ erhalten wir dann nach Reduktion:

+9(9+V3)(1+2c059¢)
2 208 cos ¢p

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskah, Mat.-fys. Medd, XXI, 6.

(68)

3
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Setzen wir den Wert fiir ¢ in eine der zwei Gleichungen ein,
so erhalten wir:

r=~%@9.. (69)

Wenn der gefundene Schwerpunkt innerhalb des Massen-
dreiecks oder auf dessen Begrenzung fallen soll, miissen folgende
zwel Bedingungen gleichzeitig erfullt sein:

(70)

1°. a=—

b | -

.

j—

V3. (71)

B |

. —ols==

Die erste Bedingung kann in

14+2cos2¢

> 72
cos ¢ =0 (712)

umschrieben werden, woraus sich wieder

90° < ¢ < 1207,
240° < ¢ < 270°,
300° < ¢ < 360°

(73)

ergibt.
Die zweite Bedingung kann in

—)3<tge=)3 (74)
umschrieben werden, woraus sich

0° <g=< 60°
120° < ¢ << 240°, (75)
300° < ¢ < 360°
ergibt. ~
Fassen wir nun die zwei Sitze von Bedingungen, die ¢ gleich-
zeitig befriedigen muss, zusammen, so erhalten wir als Bedin-
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gung dafiir, dass der Schwerpunkt innerhalb des Massendreiecks
fallen soll:

0° =p= 60°,

(76)
300° < ¢ < 360°. }

Abb. 6 zeigt das Gebiet um P;. Der schraf-
fierte Teil bezeichnet das verbotene Gebiet.
Das fiir den Librationspunkt erlaubte Gebiet
ist ein Ausschnitt von 120°.

ot
Es kann nun gezeigt werden, dass einem
bestimmten Schwerpunkt in der Nihe der Seite
M,M; im Massendreieck ein Librationspunkt
in der Niahe von P, entspricht. Wir setzen
.
s L. 004VY
2 208 77)
T = 7y,

wo ¢ elne positive, unendlich kleine Grosse erster Ordnung ist,
wahrend 7, eine endliche Grésse ist. ¢ kann dann aus der
Gleichung

gy = — 21 (78)

bestimmt werden, die folgende zwei Lésungen ergibt:
%o 9
= 7
7 g+ 180° (79)

Wegen der Bedingungen, die ¢ befriedigen muss, kann doch
nur der eine Wert von ¢ angewandt werden.
Den entsprechenden Wert von r findet man aus der Gleichung

oS ¢
].—i—QCosnge' (80)

r o=

Aus dem Vorhergehenden geht jetzt hervor:

Wenn der Schwerpunkt in der Nahe einer Seite des
Massendreiecks liegt, wird ein Librationspunkt in der
3*
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Nihe des Punktes liegen, der mit dem gegeniiber-
stehenden Eckpunkt der Seite in Bezug auf die be-
treffende Seite symmetrisch liegt.

Wird der Koeffizient von ¢ in der Gleichung (80) mit & be-
zeichnet, erhalten wir:

COS ¢

k= 1+2cos2¢’

(81)

In der Tabelle ist der Wert von % fiir p-Werte von 0° bis
60° angegeben.

12 k
0° 0.3333
5 3355
10 3420
15 3536
20 3711
25 3965
30 4330
35 4864
40 5686
45 7071
50 0.9847
55 1.8154
e 60 00
—_—
Abb. 7.

Abb. 7 zeigt, wie sich der Librationspunkt verschiebt, wenn
man ¢ konstant hélt, wihrend ¢, variiert, d. h. wenn der Schwer-
punkt parallel der Seite des Massendreiecks verschoben wird.

6. Der Librationspunkt in der Niihe eines Librationskreises.

Unter einem Librationskreis wollen wir einen Kreis verstehen,
der sein Zentrum in einem der Eckpunkle des Massendreiecks
hat und durch die zwei anderen Eckpunkte geht. Abb. 8 zeigt
das Massendreieck M; M, M; und die drei Librationskreise 1, ,
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und ;. Die Schnittpunkte zwischen den Librationskreisen sind
einerseits die Punkte M;, M, und M, und anderérseits die im
Vorhergehenden erwidhnten Punkte P;, P, und P;. Auf jedem ein-
zelnen der drei Librationskreise liegen vier der erwahnten sechs
Punkte, so aufl I, die Punkte M,, M;, P, und P;. Wir haben im
Vorhergehenden (11, 4; 1L, 5) den Fall nidher untersucht, wo der
Librationspunkt in der Nihe dieser Punkte liegt, und wir gehen

nun dazu iiber, den allgemeineren Fall zu studieren, wo der Li-
brationspunkt in der Nihe eines Librationskreises liegt, entweder
etwas ausserhalb oder etwas innerhalb des Kreises.

Wenn der Librationspunkt sich in der Ndhe des Librations-
kreises [; befindet, konnen wir, da der Radius des Kreises ]/5 ist,

E= 1+(]/§+£)cosgp,

_ e
p = (V3 +&)sing

setzen, wo die unendlich kleine Grosse ¢ die Distanz zwischen
dem Librationspunkt und dem Librationskreis bezeichnet. Mit

[N

diesen Werten fiir § und 7 erhalten wir:
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o = V§(1+§Vse),

oo bY

0 :(6+3V§c05gz——3singo)(1—Jr%]/gs)—{—sz, (83)

[+

o3 = (6+3l/§cosgp+35inrp)(l +%V'§8>+82_

Die Grossen 6 + 3 l/gcos ¢ —3sing und 6 + 3 /3 cos 9+ 3sing,
die von 0 bis 12 variieren kénnen, wollen wir mit f2 und f2
bezeichnen:

f%=6+3]/§cosw—38ingo=6[1+cos(rp+30°)], (84)
fo = 6+3V§cosgo—f—3singa = 6[1 4 cos (p — 30°)].

Indem nur Glieder erster Ordnung in den Reihenentwick-
lungen mitgenommen werden, erhalten wir:

o = V3A+5V30,

o = h(+ 530, (85)
1 -

0 = fr(1+5V30),

1 2

M1F§COSS"_§V§COSS"'£’
13 — |
ch:E[Q’+V3COSQJ_<ZV3_}’gcos.‘ﬁ)e}’ (86)
103 = 3,7 .,1
_ 19 ¥ /‘ hal .
ay fJQ_i_VSCOS‘(P <4l3+2cos¢>e},

1 . 2 =
By = 3 s1ngJ—§|/3 sing-s,

(&

1 1 — . 3 1 . '
B :E[_§V§+V3 smq;—!—<z—§smq>>s], (87)

11+ = . 3,1 .
,8 Zﬁlgl/g—}‘]/g S]1190—<Z+§S]n90>6],

w
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A= 1+g]/§cos_cp~—écos¢-s
3 3
3 = 9 1 1 1
—[§V3+3cosgo—<4—r21/3 COSgJ)eJ'{ 2+f3]’
9 - 9 — 3 1 1
By = |=+3)3cos —(— /3 + —cos )e}-[»wm], 88

C, = 1+§—l/§cosg3+%cos¢p-e

3. = 9 1, = 1,1
—[§V3 +3COS¢—<ZT§V3 cosga>eJ-h+d,

2 . 4 . 3 3 - 1 1
AQ:§V§51nq)m3smgz-s—!—{g—zl/de]-[}g—ﬁ]

(R

|
— [35incp§]/3 sing-¢

3.—-.9 1 1
32:1+{4AV3+—€]["—3+“§]
2R TR
. o (89)
3 1 1
+[3 3sing—=singp-&|- -———.],
Vasing =y sing-e| |75 =72
2 = . 5 . 3 3 — 111 1
02—51/3 SlH9>+§Slng)-e+{2 4[/33_ f*%*fg}
1 = 171 1
—|3sing—— /3 sing-#|- +4},
[ 5 vt
Der Kiirze wegen fithren wir die Bezeichnungen
: 1 1
91:_3+_:3,’ 1
2 3 1 com
oot 1 ]
“TRTR

ein; ferner setzen wir

6= 1+, (91)
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wo ¢ eine unendlich kleine Grosse erster Ordnung ist, Gleichung I
und II kénnen dann nach Reduktion auf folgende einfache Form
gebracht werden:

[1‘1'_23:1/5305‘1)]Kl_gl/'g!]l)d"}_ggﬂ} = 3cos¢-e,

| g /3 sing <1 ——Z— /3 g1> + g gQJ s (92)

+[1—;’V’§gl+3V§sin¢-gg}z = Bsing-e.

. 3. 3 .
Da g, nur im Ausdruck 1——5 V3 g, auftritt, wollen wir

3
gz = 1_§V§91 (93)

setzen, wonach die Gleichungen I und II folgende Form erhalten :

{1 —]—;Vgcosgu}{ggd#—gggz} = 3cosg-¢,

‘ ' (99
gl/gsinpgg—}—%gg}d'—}— {gy]—3l/§sing)-g2}r = 3sing-¢.
Die Determinante des Systems wird
D= [1—)—%V§008rp}-{g§~24792}. : (95)
Diese Determinante wird Null, wenn
1°, 1+§1ﬁ3¢oscﬁ:0, (96)

2°, gg_—zgg = 0. 97
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Aus (96) erhalten wir

150°
g = (98)
210°.

Die zwei gefundenen Werte von ¢ entsprechen den Punkten
M, und M, auf dem Librationskreis 7;.

Aus (97) erhalten wir

ﬁ}=V§ (99)
13

Da f, und f; die Distanzen des Libratibnspunktes von M, bzw.
M, bezeichnen, wenn & = 0 ist, wird f, = }/3 den Punkten M,
und P, auf dem Librationskreis /; entsprechen, wihrend f; = }/3
den Punkten M, und P, entspricht.

Hieraus geht hervor, dass die Determinante der Gleichungen fiir
die Punkte M,, M, P, und P; auf dem Librationskreis /; Null wird.
Diese vier Punkte sind gerade die Schnittpunkte zwischen dem
Librationskreis [, und den zwei anderen Librationskreisen. Fir
andere Punkte auf diesem Kreis ist dje Determinante von Null
verschieden, und das Gleichungssystem kann dann zur Bestim-
mung der Koordinaten des Schwerpunktes dienen. Man findel:

7
Dd = {3cosw~gg—2§singa-gg}s,
(100)
. 9
Dz = [35111rngg*§cosgo~gg} g.

Wir stellen zum Schluss die Formeln zur Berechnung von
o und v in der Reihenfolge zusammen, in der sie angewandt
werden sollen.



42

—

.

f2 = 6{1fcos (p+ 3071,

f2==6[1 + cos (g —307],

1 1
$oRTR
qglﬂL‘
7L

3 I
g = 15 V390
27 .
hy = 3(:0590'93*“55139"92’

9
h, = Ssinrp-QS**ECOSWQQ,

2 = s 27
D= {1+§V3 cosgoy[gg%j{gi},

Iy = %,
kg - %27
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Zur numerischen Berechnung sind jedoch folgende Formeln
geeigneter:

a = |cosec? (75"—93) ,
2
b = |cosec?® (105"*%)\,
a . b .
hy = 3 |cosp— g sin 30°+ ¢ +§sm (30°—¢) )|,

h, =3 [sin @ ——% V3 (ga sin (30° + ¢) — g sin (30" — g)))J,

(IO

D

Il

In der folgenden Tabelle sind die Werte von k; und k, fiir
die ¢-Werte von 0° bis 180° angegeben.

P ky ke
0° +1.616 -+ 0.000
10 1.603 0.273
20 1.562 0.555
30 1.485 0.857
40 1.355 1.195
50 1.135 1.597
60 -+0.737 2.124
70 —0.118 2.947
80 —2.849 -+ 4.903

90 — —
100 -+ 9.096 —0.955
110 6.713 1222
120 6.633 2.510
130 8.021 4.0562
140 +13.497 -+ 7.642

150 -— —
160 —9.479 —5.307
170 4136 1.678
180 —3.123 —0.000
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Abb. 9 zeigt, wie sich der Schwerpunkt im Verhiltnis zu M;
verschiebt, wenn ¢ eine positive Konstante ist, wihrend ¢ vari-
iert, d. h. wenn der Librationspunkt auf der ausseren Seite des

Abb. 9.

360
330
300+ /

2701
2401

20—~ —

180 -

50— -
1201
s
6ot
30

\
,

0 ] L 2 Y 1 L L
0 30 60 Q0 120 150 [80 210 240 270 300 330 JéO"sp
Abb. 10.

Librationskreises, in konstanter Entfernung von diesem, ver-
schoben wird. Wenn & aber eine negative Konstante ist, so dass
der Librationspunkt auf der inneren Seite des Kreises verschoben
wird, so wird die Kurve der Verschiebung des Schwerpunktes
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zu der in der Abbildung gezeigten Kurve mit M; als Symme-
triezentrum symmetrisch liegen.

Setzen wir :
=14k e=1+4qgcosé,

(101)
T = koo = gsiné,

so ist # damit als Funktion von ¢ definiert. Abb. 10 zeigt das
Abhéngigkeitsverhéltnis zwischen 6 und p. Die voll ausgezoge-
nen Teile der Kurven entsprechen positiven Werten von ¢ (der
Librationspunkt ausserhalb des Librationskreises), die gestrichel-
ten Teile entsprechen negativen Werten von & (der Librations-
punkt innerhalb des Librationskreises). Iis geht aus der Abbil-
dung hervor, dass einem bestimmten Wert von ¢ zwel Werte
von 6 (6, und 6,4 180°) bzw. auf einem voll ausgezogenen oder
einem gestrichelten Kurventeil entsprechen, der Tatsache gemass,
dass der Librationspunkt fiir einen bestimmten Wert von ¢ ent-
weder ausserhalb oder innerhalb des Librationskreises liegen kann.

Einem bestimmten Wert von 6 entsprechen entweder zwei
oder vier Werte von ¢, wie aus der folgenden .Ubersicht her-
vorgeht.

Anzahl von Librationspunkten
9
A chalb d I ‘halb des
Li}glxs‘;?iloifskreigs Lill;xgle&oﬁsl{r;ie;s Insgesamt
0°— 30° 3 1 4
30°—150° 1 1 2
150°—210° 1 3 4
210°—330° 1 1 2
330°—360° 3 1 4

Wenn man nur mit positiven Massen rechnet, muss der
Schwerpunkt im Massendreieck liegen, so dass 150° <8 < 210°.
Aus dieser Ubersicht ersicht man, dass dann vier Librations-
punkte in der Néhe des Librationskreises liegen.

Es sei bemerkt, dass in der Ubersicht eventunelle Librations-
punkte in der Nihe der kritischen Punkte M,, M;, P, und P,
nicht berticksichtigt sind. In der Tat liegen, wie aus den nu-
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merischen Berechnungen in Abschnitt III hervorgehen wird,
im ganzen acht Librationspunkte in der Nihe des Librations-
kreises; ausser den oben genannten vier Librationspunkten liegen
zwei Librationspunkte in der N&he von M, und zwei in der
Nahe von M.

7, Die Gebiete der Librationspunkte.

Mit Hilfe der vorhergehenden theoretischen Untersuchung ist
es jetzt mdglich, zu entscheiden, in welchen Gebieten der Ebene
der Librationspunkt liegen kann, wenn dem Librationspunkt
positive Massen entsprechen sollen, d.h. wenn der Schwerpunkt
innerhalb des Massendreiecks fallen soll. Die Begrenzung der
erwihnten Gebiete wird man dadurch finden kénnen, dass man
den Schwerpunkt den Umkreis des Massendreiecks durchlaufen
ldasst und die Kurven bestimmt, die die entsprechenden Libra-
tionspunkte dabei durchlaufen.

So lange sich der Schwerpunkt auf einer Seite des Massen-
dreiecks befindet, ohne in einem der Eckpuukte zu liegen, haben
wir einen Spezjalfall des Dreikdrperproblems (probléme restreint).
In diesem Spezialfall gibt es fiinf Librationspunkte, némlich:

L, auf der Linie, die die zwei endlichen Massen verbindet,
und zwar zwischen diesen zwei Massen liegend,

L, und Ly auf der Linie, die die zwei endlichen Massen ver-
bindet, jeder auf einer der Verlingerungen der Linie fiber
die Massen hinaus liegend,

Ly und Ly in den zwei Punkten, die mit den zwei Massen
Eckpunkte gleichseitiger Dreiecke bilden.

Abb. 11 zeigt die Verschiebungen der Librationspunkte, wenn
der Schwerpunkt den Seiten des Massendreiecks entlang ver-
schoben wird, jedoch von den Eckpunkten des Massendreiecks
abgesehen. Die Pfeile geben die Bewegungsrichtungen der Libra-
tionspunkte an, wenn wir uns denken, dass der Schwerpunkt
in der positiven Umdrehungsrichtung um das Massendreieck ver-
schoben wird. Die Pfeile auf den Seiten des Massendreiecks ge-
ben die Bewegungsrichtung des Librationspunktes L, an, wih-
rend die Pfeile auf den Verlingerungen der Seiten die Bewe-
gungsrichtungen der Librationspunkte L, und‘L3 angeben. Far
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die Librationspunkte L, und L; wechselt die Lage zwischen den
sechs Punkten M, P, M,, P,, M; und P;. .

Es geht nun aus der Abbildung klar hervor, dass — von dem
Gebiet abgesehen, das von den Seiten des Massendreiecks be-
grenzt wird — keine bestimmten Gebiete der Ebene durch die
gegebenen Linienstiicke und Punkte begrenzt sind. Wir haben
aber aunch bis jetzt vorausgesetzt, dass der Schwerpunkt sich
nicht gerade in den Eckpunkten

des Massendreiecks befand; sollte

dies der Fall sein, werden zwel P,

der Massen Null sein, und das N

Problem ist jetzt auf ein Zwei- < P
kérperproblem reduziert. Es exi-

stieri dann keine endliche Anzahl 2. 7

von Librationspunkten mehr; fiir

die gegehene Winkelgeschwindig- \
keit, womit das Koordinatensy- ﬂ

stem rotiert,haben die Librations- D

punkte als geometrischen Ort ’

einen Kreis mit dem Zentrum 1

in der endlichen Masse und mit Abb. 11,

dem Radius }/3. Es werden so-

mit insgesamt drei Kreise (die Librationskreise [, /, und 1)
zu beriicksichtigen sein. Es sind indessen nur Teile der Peri-
pherie der Librationskreise, die die gesuchten Gebiete begrenzen.
Denken wir uns, dass der Schwerpunkt nicht den Umkreis des
Massendreiecks  selbst durchlauft, sich aber langs der inneren
Seite des Umkreises bewegt, so wird der Schwerpunkt, indem er
in positiver Umdrehungsrichtung M, passiert, im Verhilinis zu
M, Positionswinkel 4§ durchlaufen, die von 210° bis 150° vari-
ieren. Die entsprechenden Werte des Positionswinkels ¢ des
Librationspunktes gehen aus Abb. 10 hervor; aus dieser Abbil-
dung geht auch hervor, ob sich der Librationspunkt lings der
dusseren oder der inneren Seite des Librationskreises bewegt.
Vom Librationskreis /; werden folgende vier Bogen Grenzkurven:

—30°<< ¢ << 30° (Innere Seite), 150°< ¢ << 210° (Aussere Seile),

90° <X ¢ < 150° (Innere Seite), 210°< ¢ << 270° (Innere Seite).
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Fiir die Librationskreise l, und I, gelten entsprechende Ver-
héltnisse.

Abb. 12 zeigt, wie die 9 geradlinigen Stiicke auf den Seiten
des Massendreiecks und auf den Verlingerungen der Seiten in

LAHEUL g [

SIEIRIA

Abb. 12.

Verbindung mit den 12 Bogen auf den 3 Librationskreisen im
ganzen 7 Gebiete der Ebene begrenzen, namlich:

1 Gebijet von den Seiten des Massendreiecks begrenzt (1),

3 Gebiete von zwei Verldngerungsstiicken und einem Kreis-
bogen begrenzt (11),

3 Gebiete von drei Kreisbogen begrenzt (III).

Die auf den Begrenzungsstiicken angebrachten Pfeile geben
diejenige Umlaulsrichtung auf der Gebietsbegrenzung an, die der
positiven Umlaufsrichtung des Schwerpunktes in der Bewegung
lings der Begrenzung des Massendreiecks entspricht. Man sieht,
dass die Bewegung des Librationspunktes fir alle 7 Gebiete in
einer der Umlaufsrichtung des Schwerpunktes entgegengesetzten
Richtung erfolgt.
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III. Numerische Berechnungen.

1. Der Librationspunkt auf einer Symmetrieachse.

Im Abschnitt 11, 1 haben wir den Spezialfall behandelt, wo
der Librationspunkt auf eine der Symmetrieachsen des Massen-
dreiecks fallt. Der Schwerpunkt wird dann im allgemeinen auch
auf die betreffende Symmetrieachse fallen. Fiir die Symmetrie-
achse, die mit der &-Achse zusammenfillt, haben wir frither ge-
funden, dass die Abszisse ¢ des Schwerpunktes durch die Gleich-
lll'lg

_ V3 (et 20)
7= 1+2]/§(a1—a2) )

bestimmt werden kann, wo

1
. E+ |
¢y = é—ﬁl [£4 :“——2 (2)
tod g
ol = (E—1)%, g =1+5+8. (3)

Wenn man nun § bestimmte Werte gibt, kénnen die entsPre-
chenden Werte von ¢ berechnet werden. In der folgenden Tabelle
I ist ¢ fiir &Werte von —2.0 bis 2.7 angegeben. Fir §<—2

) o
B M, | o

X

20 -15 -0 -G5 00 05 10 45 20 25 &
Abb. 13.

und §>1-+/3 fllt der Schwerpunkt ausserhalb des Massen-
dreiecks, und es ist deshalb bei der Rechnung nicht notwendig
gewesen, diese Werte von § zu beriicksichtigen; auch fiir ein
kleines Gebiet innerhalb des Intervalls —2 < &< 14+ }/3 fallt der
Schwerpunkt ausserhalb des Massendreiecks, des Zusammen-
hangs wegen sind jedoch diese Werte in der Tabelle mitgenommen.

Eine gute Ubersicht dariiber, wie sich die Librationspunkte
verschieben, wenn der Schwerpunkt die §-Achse durchlauft, er-

D. Xgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XXI, 6. 4
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Tabelle 1.

£ o & o
—2.0 —0.5000 -+0.1 —0.0912
1.9 0.3623 0.2 0.1864
1.8 0.2285 0.3 0.2762
1.7 —0.0994 0.4 0.3533
1.6 -+ 0.0239 0.5 0.4133
1.5 0.1408 0.6 0.4554
14 0.2506 0.7 0.4813
1.3 0.3528 0.8 0.4946
1.2 0.4479 0.9 0.4993
11 0.5373 1.0 0.5000
1.0 0.6244 11 0.4994
0.9 0.7186 1.2 0.4951
0.8 0.8468 13 0.4838
0.7 1.1243 1.4 0.4628
0.6 -+ 3.5331 1.5 0.4298
0.5 —0.5000 1.6 0.3831
0.4 -+ 0.0303 1.7 0.3218
0.3 0.1286 1.8 0.2456
0.2 0.1259 1.9 0.1547
—0.1 —+0.0765 2.0 —0.0500
0.0 0.0000 2.1 -+ 0.0674
22 0.1959
2.3 0.3340
24 0.4798
2.0 0.6318
2.6 0.7884
+97 109483

halten wir durch Betrachtung der Abb. 13. Die waagerechten Li-
nien stellen die Symmetrieachse fiir verschiedene Werte von ¢
dar, die schrige Gerade markiert die Lage des Schwerpunktes
auf der Symmetrieachse, und endlich bezeichnen die Schnitt-
punkte zwischen den waagerechten Linien und der Kurve die
Lage der Librationspunkte auf der Symmetrieachse.

Fiar ¢ = 0 gibt es vier Schnittpunkte zwischen der Achse
und der Kurve; diese vier Schnittpunkte entsprechen gerade den
Linpowschen Librationspunkten L., L, L, und L;. Wenn jetzt
der Schwerpunkt auf der Abbildung nach rechts und die Achse
gleichzeitig nach oben riickt, so geht aus der Abbildung deutlich her-
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Tabelle II.

No. 13 4
1 —2 —0.5
2 —1.619790 0
3 —0.732051 +1
4 —0.5 —0.5
5 —0.413888 0
6 —0.257 - 0.135171
7 0 0
8 +1 —0.5
9 +2.043817 0
10 -+ 2.732051 +1
No. Der Librationspunkt L, im probléme restreint.
No. Der Linpowsche Librationspunkt Lg.

1
2.
No. 3. Der Librationspunkt aunf dem Librationskreis I (8 = 1—}/3).
No. 4. Der Librationspunkt L; im probléme restreint.

No. 5. Der Lmpowsche Librationspunkt Ly.

No. 6. Der Zusammenschmelzungspunkt fir Ly, und L.

No. 7. Der Lixpowsche Librationspunkt L;.

No. 8. Der Librationspunkt Ls; im probléme restreint.

No. 9. Der Linpowsche Librationspunkt Ls.

No.10. Der Librationspunkt auf dem Librationskreis 1; (¢ = 1+V3).

vor, dass sich L, und L, einander nidhern werden, wihrend L,
sich vom Mittelpunkt entfernen und L, sich dem Miltelpunkt
nihern wird. Fuar einen hestimmten Wert von ¢ (¢ = 0.135171)
schmelzen Ly und L, zusammen (§ = —0.257), und fiir grossere
Werte von o liegen auf der Achse nur die zwei Librationspunkte
L, und L,. Fiir ¢ =1 hat man fiir Ly:§ = 1—|—]/§ und fir
Lg:&E=1— I/E Wenn dagegen der Schwerpunkt vom Mittel-
punkt nach links und die Achse gleichzeitig nach unten rickt,
werden slels vier Schnittpunkte zwischen der Achse und der
Kurve, also vier Librationspunkie vorhanden sein. Wihrend o
sich — 0.5 néhert, werden L, und I, sich einander nihern, um
schliesslich im Punkt ¥ = 1 (M) zusammenzuschmelzen; gleich-
zeitig wird sich L, dem Schwerpunkt nihern und mit diesem im
Punkt & = —0.5 zusammenschmelzen, wihrend die Bewegung

von Ly im Punkt § = —2(P,) enden wird.
In der Tabelle IT sind § und ¢ lir gewisse Spezialfille ange-
geben. Wenn die Zahlenwerte irrational sind, sind sie mit 6 De-
. 4+
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zimalen angegeben; doch ist im Falle No. 6 § nur mit 3 Dezi--
malen angegeben, weil eine Angabe von ¢ mit 6 Dezimalen in
diesem Falle nur einer Angabe von & mit 3 Dezimalen entspricht.

2. Der Librationspunkt auf einer Verbindungslinie zwischen
zwei Massen,

Ebenso wie bei der theoretischen Behandlung dieses Falles
(11, 2), denken wir uns auch hier, dass der Librationspunkt auf
die Linie M, M; (die Verbindungslinie zwischen den Massen m,
und m;) fillt. Wenn wir von den zwei Spezialfillen, wo der Li-
brationspunkt in M, und M; fallt, absehen, so wird der enlspre-
chende Schwerpunkt auch auf diese Linie fallen, und seine Or-
dinale =z wird durch die Gleichungen

164" —249°+ 1539 1 o 1%
1697 —1204—63 ° 21/3<"7<213: (4)
27(712_,_1) _
-4 1 —
reAT 3\2 : 77>§'V3,. (5)
V3(v;2~—> + 18y
4A
27(7’2+%) 1.~
T=q+— 312 , f;7<—§]/3 (6)
]/3(7/'2—1) — 18y

bestimmt sein.

In der Tabelle 11 ist # fiir -Werle von 0 bis 2.6 angegeben.
Aus den Gleichungen fiir # ersieht man, dass, wenn 5 gegen — g
vertauscht wird, z durch —«z ersetzt werden wird; die Tabelle
gibt deshalb gleichzeitig = fiir 4-Werte von 0 bis —2.6.

Abb. 14 zeigt, wie die Librationspunkte verschoben werden,
wenn sich der Schwerpunkt auf der Linie M, M; bewegt. Die
senkrechten Linien der Abbildung zeigen die Linie M, M, fur
verschiedene Werte von ¢; die schrige Gerade markiert die Lage
des Schwerpunktes auf dieser Linie, wihrend die Schnittpunkie
zwischen den senkrechten Linien und der Kurve die Librations-
punkte bezeichnen.



Tabelle I11. 7
25 ; =t
17 T 7’] T
20}
0.00 —0.0000 0.9 —0.8660
0.05 0.1208 1.0 0.8638 15y
0.10 0.2380 1.1 0.8547
0.15 0.3481 1.2 0.8349 70 1M,
0.20 04487 || 138 . 0.8010
0.25 1 0.5379 14 0.7514 05 A
0.30 06148 15 0.6847 g
0.35 0.6791 16 0.6008 00 ~L <
0.40 0.7315 1.7 0.5002 : 2 ~
0.45 0.7728 18 0.3844
0.50 0.8043 1.9 0.2547 ~O9
0.55 0.8275 20 —0.1135 M
0.60 0.8438 2.1 +0.0374  -70 R
0.65 0.8545 2.2 0.1959
0.70 0.8610 23 0.3600  —z5 Ll A
0.75 0.8644 24 0.5278
0.80 —0.8657 25 06981 g N
2.6 | 4-0.8694 L]
-25

Man sieht aus der Abbildung, dass
immer drei Schuitipunkte zwischen der
Kurve und einer der senkrechten Li-
nien existieren. Es werden deshalb immer drei Librationspunkte
auf der Linie M, M; liegen. Der Librationspunkt, der zwischen
M; und M; liegt, entspricht dem Librationspunkt L, im probléme
restreint, wihrend die zwei anderen Librationspunkte den Libra-
tionspunkten L, und L; im probléme restreint entsprechen.

: .
-08 ~04 Ao 04 08T
Abb. 14.

- 3. Der Librationspunkt innerhalb des Massendreiecks
(Gebiet I).

Den allgemeinen Fall, wo der Librationspunkt innerhalb der
Seiten des Massendreiecks liegt, wollen wir jetzt einer genaueren
numerischen Untersuchung unterziehen. Wenn nach und nach
der Librationspunkt in einer grossen Anzahl von Punkten in-
nerhalb des Massendreiecks angebracht wird und die entspre-
chenden Schwerpunkte bestimmt. werden, wird man eine gute
Ubersicht dariiber erhalten kénnen, wie der Schwerpunkt ver-
schoben wird, wenn der Librationspunkt sich bewegt.
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Von grosser Bedeutung fiir die Durchfiihrung dieser Rechen-
arbeit ist es, die Verschiebung des Librationspunktes auf eine
bequeme Weise zu wihlen. Man kénnte daran denken, mit dem
Librationspunkt im Mittelpunkt des Massendreiecks zu beginnen,
um ihn nachher in gleich langen Schritten auf Linien durch den
Startpunkt zu verschichen. Es ist jedoch ein Nachteil bei dieser
Methode, dass die Punkte am dichtesten um den Mittelpunkt
liegen werden, ebenso wie die Methode keine gehithrende Riick-
sicht auf die fundamentale Rolle nimmt, welche die Dreiecks-
seiten im Problem spielen. Das Verfahren ist identisch mit der
Methode, nach der der Librationspunkt auf Kreisen mit dem
Zentrum im Mittelpunkt des Dreiecks verschoben wird.

Die soeben skizzierte Methode wurde im Anfang der Berech-
nung angewand!, und eine grosse Arbeit wurde ausgefiithrt, ehe
es klar wurde, dass' die Methode unbefriedigend war. Die Re-
chenarbeit wurde deshalb auf einer ganz neuen Grundlage wieder
aufgenommen und nach einer Methode, welche die Bedeutung
der Dreiecksseiten berticksichtigt. Der Librationspunkt wird auch
bei dieser Methode um den Mittelpunkt verschoben; statt in
Kreisen verschoben zu werden, wird er aber jetzt auf den Seiten
gleichseitiger Dreiecke verschoben, deren Seiten mit den Seiten
des Massendreiecks parallel sind, und deren Mittelpunkte in den
Mittelpunkt des Massendreiecks fallen. Dadurch entsteht die enge
Beziehung zu den Seiten des Massendreiecks.

Wegen der Symmetrie in Bezug auf die drei Symmetrieachsen
des Massendreiecks ist es bei der Berechnung nicht notwendig,
den Librationspunkt auf dem ganzen Umkreis der erwihnten
Dreiecke zu verschieben. Es geniigt, den Librationspunkt auf
'/; des Umkreises zu verschieben, z. B. vom Seitenmittelpunkt
bis zum Eckpunkt, indem wir die Schwerpunkte, die den tbri-
gen Librationspunkten entsprechen, mit Hilfe der Symmetrie in
Bezug auf die drei Symmetrieachsen finden kdnnen. Dieses Ver-
héltnis kann auch so ausgedriickt werden, dass es gentigt, den
Librationspunkt innerhalb eines der sechs kongruenten Dreiecke,
worin das Massendreieck durch die drei Symmetrieachsen geteilt
wird, zu verschieben. :

Abb. 15 zeigt die Lage der Librationspunkte, die bei der Be-
rechnung benutzt sind. Die sechs kongruenten Dreiecke, in die
das Massendreieck geteilt ist, sind mit den Zahlen 1-6 numeriert.
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Die gewiihlten Librationspunkte befinden sich alle im Dreieck 3.
Wie aus der Abbildung hervorgeht, sind die Librationspunkte
auf den Dreiecksseiten in Schritten von der Grosse 0.05 verscho-
ben worden, ebenso wie die Distanz zwischen den Dreiecksseiten

0.05 ist; jedoch ist zwischen der Dreiecksseite § = —0.45 und
der Seite £ = —0.50 des Massendreiecks eine besondere Dreiecks-
seite £ = —0.48 eingeschoben, indem es sich, als die Berech-

nung vorwirtsschritt, zeigte, dass in dem erwihnten Gebiet eine
ganz geringe Verschiebung des Librationspunktes senkrecht auf
die Dreiecksseite eine grosse Verschiebung des Schwerpunktes
zur Folge haben wird. Die in der Abbildung angegebenen 84 Li-
brationspunkie sind iiber die verschiedenen Abszissen so verteilt,
wie die folgende Ubersicht zeigt.

& Anzahl
—0.05 1
10 3
15 4
20 6
25 8
30 9
35 11
40 13
45 14
—0.48 15
Summe 84

Abb. 15.

Nach Vollendung der Berechnung wurden dann unter Ver-
wertung der Symmetrie in Bezug auf die Symmetrieachse durch
M, die entsprechenden Libralionspunkte im Dreieck 2 behandelt,
wonach unter Verwertung der Symmetrie in Bezug auf die Sym-
melrieachse durch M, die entsprechenden: Librationspunkte im
Dreieck 1 behandelt wurden. Damit waren die Libralionspunkte
oberhalb der &-Achse behandelt. Die symmetrischen Librations-
punkte unterhalb der §-Achse erfordern keine spezielle Behand-
lung, da es sich hier um Symmetrie in Bezug auf eine Koordi-
natenachse handelt.
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Mit 84 Librationspunkten in jedem der kleinen Dreiecke wird
die Gesamtzahl der Librationspunkte innerhalb dieser Dreiecke
504. Hierzu kommen noch 61 Librationspunkte, die auf den drei
Symmetrieachsen liegen, so dass die Gesamtzahl der Librations-
punkte innerhalb des Massendreiecks, deren Schwerpunkt he-
stimmt ist, die Anzahl von 565 erreicht.

Im folgenden sind die numerisclhien Resultate der Berechnun-
gen in Tabellenform angegeben. In diesen Tabellen sind nur die
Librationspunkte oberhalb der £-Achse beriicksichtigt, indem wir
die Schwerpunktskoordinaten, welche den in Bezug auf die £-Achse
symmetrischen Librationspunkten entsprechen, durch Wechsel
des Vorzeichens der Ordinaten finden kénnen. Die Koordinaten
sind in den Tabellen Dreieck fiir Dreieck angegeben, so dass in
der ersten Tabelle diejenigen Koordinalen angegeben sind, die
dem kleinsten der Dreiecke entsprechen, auf deren Seilen der
Librationspunkt verschoben wird; dieses Dreieck wird durch
& = —0.05 gekennzeichnet. In der letzten Tabelle findet man die
Koordinaten, die dem gréssten der Dreiecke entsprechen; dieses
Dreieck wird durch § = —0.48 gekennzeichnet.

Die numerischen Rechnungen sind mit einer Rechenmaschine
ausgefiithrt und zwar im allgemeinen finfstellig; in gewissen kri-
tischen Féllen sind jedoch die Berechnungen mit noch mehr
Stellen ausgefiihrt. Dennoch fiihrt die ziemlich komplizierte Rech-
nung in der flinften Stelle des Resultats oft Unsicherheit mit sich.
Ich habe es deshalb vorgezogen, die Koordinaten der Librations-
punkte und Schwerpunkte nur mit 4 Dezimalen anzugeben.

TabelleIV.
&= —0.05.
§ 7 ¢ T

»—i—O.lO 40 —0.0912 " | —0

0.0683 0.0183 0.0611 0.0137
=+ 0.0250 0.0433 —0.0204 0.0354
—0.0183 | 0.0683 -+ 0.0187 0.0598

0.05 ‘ 0.0866 0.0456 0.0790

0.05 0.05 0.0424 0.0461
—0.05 ] —+0 -+ 0.0408 —0
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Tabelle V.
& =—0.10.
& n @ 1
|
—+0.20 +0 I —0.1864 —0
0.1799 0.0116 0.1674 0.0060
0.1366 0.0366 0.1249 0.0225
0.0933 0.0616 0.0815 0.0429
0.0500 0.0866 —0.0383 0.0663
-+ 0.0067 0.1116 -+ 0.0036 0.0920
—0.0366 0.1366 0.0430 0.1194.
0.0799 0.1616 0.0785 0.1480
0.10 : 0.1732 0.0932 0.1614
0.10 0.15 0.0889 0.1419
0.10 0.10 0.0819 0.0969
0.10 0.05 0.0779 0.0492
—0.10 +0 -+ 0.0765 —0
Tabelle VI.
&= —0.15.
€ N o T
+0.30 +0 —0.2762 | —0
0.2482 0.0299 0.2300 0.0102
0.2049 0.0549 0.1881 0.0248
0.1616 0.0799 0.1439 0.0438
0.1183 0.1049 0.0984 0.0663
0.0750 0.1299 0 0528 0.0914
—+0.0317 0.1549 —0.0082 0.1184
—0.0116 0.1799 -+ 0.0340 0.1465
0.0549 0.2049 0.0725 0.1753
0.0982 0.2299 0.1062 0.2043
0.15 0.2598 0.1381 0.2392
0.15 0.20 0.1239 0.1941
0.15 0.15 0.1155 0.1505
0.15 0.10 0.1099 0.1027
0.15 0.05 0.1066 0.0521
—0.15 -+0 -+ 0.1056 —0
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Tabelle VII.

& = —0.20.
é 7 o T
-+ 0.40 —+0 —0.3533 0
0.3598 0.0232 0.3237 —+0.0005
0.3165 0.0482 0.2877 -—0.0061
0.2732 0.0732 0.2477 0.0187
0.2299 0.0982 0.2044 0.0362
0.1866 0.1232 0.1585 0.0577
0.1433 0.1482 0.1110 0.0823
0.1000 0.1732 0.0630 0.1090
0.0567 0.1982 —0.0158 0.1373
-+0.0134 0.2232 - 0.0293 0.1661
—0.0299 0.2482 0.0709 0.1951
0.0732 0.2732 0.1077 0.2239
0.1165 0.2982 0.1386 0.2522
0.1598 0.3232 0.1622 0.2801
0.20 0.3464 0.1767 0.3060
0.20 0.30 0.1614 02805
0.20 0.25 0.1491 0.2461
0.20 0.20 0.1400 0.2052
0.20 0.15 0.1336 0.1589
0.20 0.10 0.1292 0.1084
0.20 0.05 0.1268 0.0550
—0.20 +0 -+ 0.1259 —0

Nr. 6
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Tabelle VIII.

&= —0.25.
& 7 o T
+0.50 +9 —0.4133 +0
0.4714 0.0165 0.3977 0.0082
0.4281 0.0415 0.3704 0.0126
0.3848 0.0665 0.3383 -+ 0.0089
0.3415 0.0915 0:3016 —0.0013
0.2982 0.1165 0.2606 0.0172
0.2549 0.1415 0.2157 0.0376
0.2116 0.1665 0.1679 0.0616
0.1683 0.1915 0.1181 0.0884
0.1250 0.2165 0.0675 0.1169
0.0817 0.2415 —0.0175 0.1465
+0.038t 0.2665 +0.0306 0.1762
—0.0049 0.2015 0.0753 0.2056
0.0482 0.3165 0.1154 0.2342
0.0915 0.3415 0.1496 0.2619
0.1348 0.3665 0.1769 0.2885
0.1781 0.3915 0.1961 0.3144
0.2214 0.4165 0.2060 0.3404
0.25 0.4330 0.2067 0.3579
0.25 0.40 0.1918 0.3486
0.25 0.35 0.1743 0.3270
0.25 0.30 0.1614 0.2974
0.25 0.25 0.1520 0.2605
0.25 0.20 0.1452 0.2171
0.25 0.15 0.1404 0.1680
0.25 0.10 0.1373 0.1146
0.25 0.05 0.1356 0.0581
—0.25 +0 —+0.1350 —0
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Tabhelle IX.
& = —0.30.
& 7 g T

—+0.60 -+0 —0.4554 —+0
0.5397 0.0348 0.4312 0.0308
0.4964 0.0598 0.4085 0.0393
0.4531 0.0848 0.3808 0.0390
0.4098 0.1098 0.3481 0.05314
0.3665 0.1348 0.4104 -+ 0.0176
0.3232 0.1598 0.2678 —0.0015
0.2799 0.1848 0.2210 0.0248
0.2366 0.2098 0.1707 0.0516
0.1933 0.2348 0.1180 0.0807
0.1500 0.2598 0.0643 0.1114
0.1067 0.2848 —0.0109 0.1426
0.0634 0.3098 -+ 0.0407 0.1736
-+ 0.0201 0.3348 0.0890 0.2038
—0.0232 0.3598 0.1326 *0.2327
0.0665 0.3848 0.1704 0.2600
0.1098 0.4098 0.2013 0.2858
0.1531 0.4348 0.2242 0.3103
0.1964 0.4598 0.2382 0.3341
0.2397 0.4848 0.2422 0.3580
0.30 0.5196 0.2277 0.3944
0.30 0.45 0.1889 0.3888
0.30 0.40 0.1702 0.3734
0.30 0.35 0.1567 0.3493
0.30 0.30 0.1469 0.3172
0.30 0.25 0.1400 0.2776
0.30 0.20 0.1352 0.2312
0.30 0.15 0.1320 0.1790
0.30 0.10 0.1300 0.1220
0.30 - 0.05 0.1289 0.0619

—0.30 —+0 -+ 0.1286 —1{
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Tabelle X.

£ = —0.35.
§ n o T
+0.70 40 —0.4813 +0
0.6513 0.0281 0.4701 0.0488
0.6080 0.0331 0.4562 0.0742
0.5647 0.0781 0.4379 0.0876
0.5214: 0.1031° 0.4149 0.0913
0.4781 0.1281 0.38641 0.0870
0.4348 0.1531 0.3525 ©0.0757
0.3915 0.1781 0.3129 0.0585
0.3482 0.2031 0.9679 0.0361
0.3049 0.2281 0.2180 +0.0095
0.2616 0.2531 0.1642 —0.0203
0.2183 0.2781 0.1076 0.0524
0.1750 0.3031 —0.0495 0.0857
0.1317 0.3281 +0.0084 0.1194
0.0884 0.3531 0.0645 0.1524
0.0451 0.3781 0.1178 0.1840
+0.0018 0.4031 0.1652 0.2139
—0.0415 0.4281 0.2071 0.2417
0.0848 0.4531 0.2418 0.2674
0.1251 0.4781 0.2685 0.2912
0.1714 0.5031 0.2865 . 0.3136
0.2147 0.5281 0.2948 0.8355
0.2580 0.5531 0.2924 0.3580
0.3013 0.5781 0.2773 0.3827
0.35 0.6062 0.2407 0.4168
0.35 0.55 0.1928 0.4315
0.35 0.50 0.1638 0.4322
0.35 0.45 0.1431 0.4231
0.35 0.40 0.1284 0.4049
0.35 0.35 0.1179 0.3782
0.35 0.30 0.1107 0.3431
0.35 0.25 0.1058 0.3002
0.35 0.20 0.1027 0.2500
0.35 0.15 0.1008 0.1936
035 0.10 0.0997 0.1320
0.35 0.05 0.0992 0.0669
—0.35 +0 " +0.0990 —0
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Tabelle XI.

§ = —0.40.
& B @ T
+0.80 +0 -—0.4946 +0
0.7629 0.0214 0.4907 0.0695
0.7196 0.0464 0.4838 0.1216
0.6763 0.0714 0.4736 0.1544
0.6330 0.0964 0.4594 0.1736
0.5897 0.1214 0.4405 0.1822
0.5464 0.1464 0.4162 0.1819
0.5031 0.1714 0.3860 0.1738
04598 0.1964 0.3494 0.1589
0.4165 0.2214 0.3064 0.1380
0.3732 0.2464 0.2572 0.1118
0.3299 0.2714 0.2023 0.0812
0.2866 0.2964 0.1428 0.0472
0.2433 (.3214 0.0799 -+0.0111
0.2000 0.3464 —0.0152 —0.0262
0.1567 0.3714 -+ 0.0495 0.0636
0.1134 0.3964 0.1123 0.1001
0.0701 0.4214 0.1715 0.1546
-+ 0.0268 0.4464 0.2254 0.1669
—0.0165 0.4714 0.2727 0.1964
0.0598 0.4964 0.3123 0.2231
0.1031 0.5214 0.3435 0.2473
0.1464 0.5464 0.3656 0.2695
0.1897 0.5714 0.3781 0.2904
0.2530 0.5964 0.3301 0.3111
0.2763 0.6214 0.3705 0.3330
0.3196 0.6464 0.3472 0.3582
0.3629 0.6714 0.3055 0.3902
0.40 0.6928 0.2473 0.4283
0.40 0.65 0.1852 0.4597
0.40 0.60 0.1366 04798
0.40 0.55 0.1081 0.4874
0.40 0.50 0.0794 0.4847
0.40 0.45 0.0625 0.4726
0.40 0.40 0.0506 0.4514
0.40 0.35 0.0424 0.4212
0.40 0.30 0.0371 0.3820
0.40 0.25 0.0337 0.3343
0.40 0.20 0.0318 0.2786
0.40 -0.15 0.0309 0.2158
0.40 0.10 0.0305 0.1473
0.40 0.05 0.0304 0.0747
—040 +0 +0.0303 | —o0
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Tabelle XII.

§ = —0.45.
& 7 o T
+0.90 40 —0.4993 40
0.8312 0.0397 0.4963 0.2137
0.7879 0.0647 0.4919 0.2786
0.7446 0.0897 0.4847 0.3199
0.7013 0.1147 0.4738 0.3452
0.6580 0.1397 0.4582 0.3586
0.6147 0.1647 0.4372 0.3623
0.5714 0.1897 0.4098 0.3574
0.5281 0.2147 0.3753 0.3448
0.4848 0.2397 0.3333 0.8252
0.4415 0.2647 0.2835 0.2991
0.3982 0.2897 0.2261 0.2673
0.3549 0.3147 0.1618 0.2307
0.3116 0.3397 0.0916 0.1902
0.2683 0.3647 —0.0172 0.1472
0.2250 0.3897 -+ 0.0594 0.1029
0.1817 0.4147 0.1361 0.0587
0.1384 0.4397 0.2106 +0.0158
0.0951 0.4647 0.2807 —0.0248
0.0518 0.4897 0.3446 0.0622
+-0.0085 0.5147 0.4008 0.0960
—0.0348 0.5397 0.4483 0.1261
0.0781 0.5647 0.4863 0.1526
0.1214 0.5897 0.5144 0.1762
0.1647 0.6147 0.5323 0.1974
0.2080 0.6397 0.5397 0.2175
0.2513 0.6647 0.5359 0.2377
0.2946 0.6897 0.5194 0.2598
0.3379 0.7147 0.4873 0.2867
0.3812 0.7397 0.4332 0.3230
0.45 0.7794 0.2497 0.4324
0.45 0.70 0.0631 0.5367
0.45 0.65 +0.0047 0.5654
0.45 0.60 —0.0347 0.5797
045 - 0.55 0.0621 0.5829
0.45 0.50 0.0815 0.5761
0.45 0.45 0.0952 0.5597
0.45 0.40 0.1047 0.5336
0.45 0.35 0.1110 0.4975
0.45 0.30 0.1150 0.4513

(fortgesetzt).
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Tabelle XII (fortgesetzt).

¢ 7 a T
0.45 0.25 0.1173 0.3951
0.45 0.20 0.1185 0.3295
0.45 0.15 0.1189 0.2554
0.45 0.10 0.1189 01745
0.45 0.05 0.1189 0.0885

—0.45 +0 —0.1188 —0

Tabelle XIII.
£ = —048.
& 73 ¢ z

+ 0.96 40 — 05000 | 40
0.8895 0.0407 0.4988 0.3970
0.8462 0.0657 0.4963 0.4792
0.8029 0.0907 04915 0.5269
0.7596 0.1157 0.4834 0:5551
0.7163 0.1407 04711 0.5704
0.6730 0.1657 0.4535 0.5757
0.6297 0.1907 0.4296 0.5726
0.5864 0.2157 0.3983 0.5618
0.5431 0.2407 0.3588 0.5438 -
.0.4998 0.2657 0.3103 0.5189
0.4565 0.2907 0.2527 0.4874
0.4132 0.3157 0.1859 0.4497
0.3699 0.3407 0.1108 0.4066
0.3266 0.3657 —0.0287 0.3593
0.2833 0.3907 | --0.0585 0.3089
0.2400 0.4157 0.1484 0.2570
0.1967 04407 0.2383 0.2051
0.1534 0.4857 0.3255 0.1548
0.1101 0.4907 0.4076 0.1073
0.0668 0.5157 04824 | 0.0639

+ 0.0235 0.5407 05484 | 4 0.0249

—0.0198 0.5657 0.6046 | —0.0093
0.0631 0.5507 0.6504 0.0388
0.1064 0.6157 0.6857 0.0640
0.1497 0.6407 0.7107 0.0858
0.1930 | 0.6657 0.7253 0.1049

(fortgesetzt).
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Tabelle XIII (fortgesetzt).

§ 7 a T
0.2363 0.6907 0.7295 0.1228
0.2796 0.7157 0.7224 0.1411
0.3229 0.7407 0.7020 0.1622
0.3662 0.7657 0.6631 0.1902
0.4095 0.7907 0.5932 0.2335
0.48 0.8314 -+ 0.2500 0.4330
0.48 0.75 —0.0944 0.6305
0.48 0.70 0.1668 0.6694
0.48 0.65 0.2105 0.6890
0.48 0.60 0.2390 0.6962
0.48 0.55 0.2584 0.6931
0.48 0.50 0.2718 0.6806
0.48 0.45 0.2811 0.6583
0.48 0.40 0.2874 0.6259
0.48 0.35 0.2916 0.5826
0.48 0.30 0.2943 0.5282
0.48 0.25 0.2958 0.4625
0.48 0.20 0.2965 0.3859
0.48 0.15 0.2068 0.2993
0.48 0.10 0.2968 0.2045
048 0.05 0.2968 0.1038

— 048 +0 - —0.2967 —0

Zur Veranschaulichung des Inhalts der Tabellen dienen fol-
gende drei Abbildungen. Abb. 16 zeigt die Kurven, die der
Schwerpunkt durchliauft, wenn der Librationspunkt den Um-
kreis der vier kleinsten Dreiecke durchliuft. Bis zum Auftreten
der Schleifenbildung findet die Bewegung des Schwerpunktes
in derselben Umlaufsrichtung statt wie die Bewegung des
Librationspunktes, . die Lage der Punkte auf den Kurven
aber wird ungefihr um 180° im Verhiltnis zu einander
verschoben sein. — Abb. 17 zeigt die Schwerpunktskurven,
die den drei folgenden Dreiecken entsprechen. Die Schleifen
haben sich hier entwickelt und nihern sich stark den Seiten
des Massendreiecks. — Endlich zeigt Abb. 18 die Schwerpunkts-
kurven, die den drei grossten Dreiecken entsprechen. Gleich-

zeitig damit, dass die Schleifen grosser werden, nahern sich diese
D, Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fvs. Medd. XXI, 6. . 5
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immer mehr den Seiten -des Massendreiecks und gleiten
nach und nach iibereinander. Wenn wir die Kurve betrachten,
die dem grossten Dreieck entspricht, werden wir sehen, dass

Abb. 17.

jedem Umlauf des Librationspunktes zwei Umlaufe des Schwer-
punktes in entgegengesetzter Richtung entsprechen. Denken wir
uns die Entwicklung fortgesetzt, so dass die Bewegung des Li-
brationspunktes immer naher an den Seiten des Massendreiecks
stattfindet, so wird das Resultat augenscheinlich, dass auch die
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Bewegung des Schwerpunkies immer niher an den Seiten des
Massendreiecks verlaufen wird; wenn sich der Librationspunkt
aber einen Umlauf bewegt, wird sich der Schwerpunkt zwei
Umlaule in enigegengesetzter Umlaufsrichtung bewegen.

Aus dem Vorhergehenden geht nun folgendes hervor: Einem
Librationspunkt innerhalb des Massendreiecks ent-
spricht ein Schwerpunkt innerhalb des Massendrei-
ecks.

Da es ferper einleuchtend ist, dass, gleichzeitig damit,
dass der Librationspunkt das ganze Areal des Massendreiecks
durchléuft, der Schwerpunkt mindestens ein Mal dieses Areal
durchlaufen wird, .erhalten wir folgendes Resultat: Einem
Schwerpunkt innerhalb des Massendreiecks entspricht
mindestens ein Librationspunkt innerhalb des Massen-
dreiecks.

5*
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Dass einem Schwerpunkt innerhalb des Massendreiecks meh-
rere Librationspunkte innerhalb dieses Dreiecks entsprechen
konnen, geht schon aus dem Linpowschen Spezialfall hervor;
in diesem Fall liegen vier Librationspunkte innerhalb des Mas-
sendreiecks. '

4. Der Librationspunkt ausserhalb des Massendreiecks
(Gebiet II).

Bei der numerischen Untersuchung des Falles, wo der Li-
brationspunkt im Gebiet II liegt, kénnen wir uns beil den Be-
rechnungen auf die Behandlung eines einzelnen der drei kon-
gruenten Teile, woraus das Gebiet besteht, beschrinken. Es wird
deshalb wegen der Symmetrie in Bezug auf die &-Achse am
praktischsten sein, den Teil des Gebietes, der bei M, (II)) liegt,
zu behandeln.

Da der Zusammenhang zwischen der Bewegung des Libra-
tionspunktes und des Schwerpunktes fiir Gebiet II nicht so kom-
plizierter Natur ist wie fiir Gebiet I, steht dem nichts im Wege,
hier den Librationspunkt in grosseren Schritten zu verschieben.
Um die Verschiebung des Librationspunktes auf einfache Weise
der Begrenzung des Gebietes anzupassen, wollen wir die Ver-
schiebung auf geraden Linien durch M, erfolgen lassen.. Die
Lange der Schritte ist mit 0.2 gewéhlt, so dass fiir jede Linie
Berechnungen fiir acht Librationspunkte ausgefithrt werden miis-
sen (p; = 0.2; 0.4; 0.6; 0.8; 1.0; 1.2; 1.4; 1.6). Als Linien fir die
Verschiebung des Librationspunktes sind die vier Linien gewiihlt
worden, die mit der &-Achse die Winkel —20°, —10°, 10° und
20° bilden. Die &-Achse selbst und die zwei Linien, die einen
Teil der Begrenzung des Gebietes bilden, miissen noch hinzuge-
fiigt werden; die Verhiltnisse auf diesen Linien sind jedoch
schon im Vorhergehenden behandelt worden (III, 1; III, 2). Da-
durch wird die Gesamtzahl der Librationspunkte innerhalb des
Gebietes II;, fiir- die der Schwérpunkt bestimmt ist, 57; wenn
die entsprechenden Librationspunkte in den zwei anderen Ge-
bieten mitgerechnet werden, erreichen wir im Gebiet II eine
Gesamtzah] von 171.

Die Tabellen XIV—XVI enthalten die numerischen Resultate
fiir die Librationspunkte auf den drei Linien: p = 10°, ¢ = 20°
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Tabelle XIV. Tabelle XV.
¢ = 10°. p = 20°
01 G T @1 G T
0.2 \ — 0.4950 — 0.2034 0.2 — 0.4947 | — 0.4535
0.4 0.4622 0.2140 0.4 0.4602 0.4664
0.6 0.3816 0.2123 0.6 0.3763 0.4550
0.8 0.2430 0.1975 0.8 0.2340 0.4178
1.0 — 0.0464 0.1703 1.0 — 0.0346 0.3562
1.2 -+ 0.1997 0.1325 1.2 - 0.2122 1 0.2746
1.4 0.4830 0.0868 14 0.4931 0.1783
1.6 +0.7900 | —0.0356 16 + 07949 | —0.0726
und ¢ = 30°. Wegen der Sym- Tabelle XVI.
metrie in Bezug auf die &-Achse ¢ = 30°.
ist es nicht notwendig, in den
Tabellen die Librationspunkte 01 G T
unterhalb der &-Achse mitzu-
nehmen. Fir die Librations- 0.2 —0.4938 | —0.8624
punkte auf der Z-Achse wird 04 0.4551 0.8401
auf Tabelle I verwiesen. gg gg?ﬁ 8;8;"5’
. Al?b. 19_ze1gt das 'Gebll?t 1T, 10 —0.0100 0.5831
mit eingezeichneten-Librations- 1.9 1 0.2572 0.4404
punkten, sowie das Massendrei- 14 0.5130 0.2812
eck mit eingezeichneten Schwer- 16 +0.8043 | —0.1130

Abb. 19.
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punkten. Wenn der Librationspunkt von M, aus auf einer gera-
den Linie bis zum Librationskreis I, verschoben wird, geht gleich-
zeitig eine Verschiebung des Schwerpunktes von ecinem Punkt
aul M;M, bis M, auf einer Kurve vor sich, die in dem grdssten
Teil ihres Laufes wenig von einer geraden Linie -abweicht. Es
geht deutlich aus dem Lauf der Schwerpunktskurven hervor,
dass, wenn der Librationspunkt das ganze Gebiet 1I; durchléiuft,
der Schwerpunkt gleichzeitig das Gebiet des Massendreiecks ein
und nur ein Mal durchlaufen wird. Hieraus folgt:

Einem Schwerpunkt innerhalb des Massendreiecks
entspricht ein und nur ein Librationspunkt innerhalb
jedes der drei Gebiete IT, IT, und II;.

5. Der Librationspunkt ausserhalb des Massendreiecks
(Gebiet HI).

In &ahnlicher Weise wie bei der Behandlung des Gebiets II
kénnen wir uns hier mit der Behandlung eines einzelnen der
drei kongruenten Gebiete, die zusammen das Gebiet 1II aus-
machen, begniigen. Es wird dann am leichtesten sein, das Gebiet zu
behandeln, das in Bezug auf die £-Achse symmetrisch liegt (I11,).

Auch in diesem Fall wird der Zusammenhang zwischen den
Verschiebungen des Librationspunktes und des Schwerpunktes
ziemlich einfacher Natur sein, so dass man sich bei der Behand-
lung damit bhegniigen kann, eine verhiilinismissig kleine Anzahl
von Librationspunkten zu betrachten. Abb. 20 zeigt das Gebiet
ITII; mit den Librationspunkten, die bei der Berechnung ange-
wandt sind. Diese liegen auf Kreishogen mit dem Zentrum in
M, und mit den Radien g, = 1.8; 2.0; 2.2; 2.4; 2.6; 2.8. Jeder
einzelne Kreisbogen des Gebietes ist von den Librationspunkten
in acht gleich grosse Bogen geteilt. Hierdurch werden die Libra-
tionspunkte um P; herum am dichtesten liegen, was der Strenung
der entsprechenden Schwerpunkte zum Teil entgegenwirkt. Auf
jedem einzelnen der sechs Kreishogen liegen 9 Librationspunkte,
so dass die Gesamtizahl der Librationspunkte im Gebiet I1I; 54
betrigl; wenn die entsprechenden Libralionspunkte in den zwei
anderen Gebielen mitgerechnet werden, so erhalten wir im Gebiet,
ITT 162 Librationspunkte.
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Die Tabellen XVII—XXII enthalten die Koordinaten der Libra-
tionspunkte und der Schwerpunkte. Wegen der Symmetrie in
Bezug auf die &Achse ist es nichl notwendig, in den Tabellen
die Librationspunkte unterhalb der ¥-Achse mitzunehmen; be-
ritcksichtigt sind auch nicht die Librationspunkte auf dem Libra-
tionskreis l;, weil der entsprechende Schwerpunkt in M, liegt.
Die Librationspunkte auf der £-Achse sind schon frither behan-

Abb. 20. '

delt worden (1IL1); der Vollstindigkeit wegen sind jedoch auch
diese Punkte in den Tabellen mit aufgenommen.

Die -den Librationspunkten entsprechenden Schwerpunkte
sind im Massendreieck in der Abb. 20 gezeigt. Wenn der Libra-
tionspunkt lings eines der Kreisbogen vom Librationskreis I,
nach I, verschoben wird, so wird der Schwerpunkt gleichzeitig

Tabelle XVII.

0o, = 1.8.
é n o T
038 10 408468 | —0
0.7859 0.2248 0.8262 0.0550
0.7439 0.4460 0.7545 0.1234
— 06745 | 406603 | 405821 | —0.2371
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Tabelle XVIII.

Ql = 2.0-
¢ n [ T
—1.0 +0 -+ 0.6244 —0
0.9884 0.2154 0.5928 0.1115
0.9536 0.4284 0.4905 0.2339
—0.8961 -+ 0.6363 ~-0.2747 —0.3964
Tabelle XI1X.
91 = 2.2.
¢ ‘ 5 o T
|
—1.2 —+0 -+ 0.4479 —0
1.1911 | 0.1972 0.4167 0.1317
1.1646 | 0.3929 0.3146 0.2754
—1.1207 | 05854 | 400987 | —04625
Tabelle XX.
01 = 2.4
H n v z
—14 +0 -+ 0.2506 —0
1.3941 0.1690 0.2223 0.1442
1.3762 0.3371 —+ 0.1297 0.3032
—1.3466 —+0.5035 —0.0625 —0.5074
Tabelle XXI.
01 = 2.6.
é ’ 7 o T
—1.6 ’ +4-0 -+ 0.0239 —0
1.5968 0.1288 -+ 0.0011 0.1580
1.5872 0.2574 —0.0727 0.5318
—1.5713 =+ 0.3853 —0.2187 —0.5471
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Tabelle XXII.

Ql - 2.8-
& 7 o T
—1.8 +0 —0.2285 —40
1.7990 0.0742 0.2425 0.1796
1.7961 0.1483 0.2863 0.3715
—1.7912 40.2223 | —0.3669 —0.5916

einer der gezeigten Kurven entlang von M, nach M, verschoben.
Der Kreisbogen, der [, am néachsten liegt, entspricht der Schwer-
punktskurve, die M; am néchsten liegt, wihrend der Kreishogen,
der P, am nichsten liegt, der Schwerpunktskurve entspricht, die
M, M, am néchsten liegt. Der Punkt P, selbst entspricht der Linie
M, M;, ebenso wie der Kreisbogen [, dem Punkt M, entspricht.
Es geht aus der Abbildung hervor, dass, wenn der Librations-
punkt das ganze Gebiet I1l; durchléuft, der Schwerpunkt gleich-
zeitig das Gebiet des Massendreiecks ein und nur ein Mal durch-
laufen wird. Hieraus folgt:

Einem Schwerpunkt innerhalb des Massendreiecks
entspricht ein und nur ein Librationspunkt innerhalb
jedes der drei Gebiete IIl,, III, und III,.

6. Ubersicht iiber die numerischen Resultate.

Nachdem nun eine vollstindige Ubersicht iiber die Verschie-
bungen des Schwerpunktes, die bestimmtlen gegebenen Verschie-
bungen des Librationspunktes entsprechen, zustandegebracht ist,
liegt es nahe, das Problem umzukehren, indem man — von den
numerischen Resultaten ausgehend — versucht, die Verschiebun-
gen der Librationspunkte fiir bestimmte gegebene Verschiebungen
des Schwerpunktes zu.bestimmen.

Dieses Problem ist gewissermassen von komplizierterer Natur
als das urspriingliche Problem, da es sich hier darum handelt,
die gleichzeilige Bewegung einer grésseren Anzahl von Librations-
punkten klarzulegen. Dies lasst sich an und fir sich schon
machen, wegen der verwickelten Verhilinisse wird eine solche
Untersuchung aber kaum von grésserem Wert sein. Dagegen
wird man eine gute Ubersicht iiber die Verhiltnisse bekommen,
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wenn man den Schwerpunkt bestimmte Gebiete innerhalb des
Massendreiecks durchlaufen lasst und dann die Gebiete bestimmt,
die gleichzeitig von den entsprechenden Librationspunkten durch-
laufen werden.

Die im folgenden gefundenen Kurven, die diese Verh#ltnisse
veranschaulichen sollen, sind alle durch Interpolation zwischen
den in friheren Tabellen gegebenen Zahlenwerten gefunde
worden. ) )

Die Untersuchung wird nun zunéchst fir diejenigen Libra-
tionspunkte durchgefiihrt werden, die sich im Gebiet I befinden.

X

Abb. 21. Abb. 22.

Wie schon friither erwéhnt, wird in diesem Gebiet mehr als ein
Librationspunkt einem . bestimmten Schwerpunkt entsprechen
kénnen. Dies Verhéltnis beruht darauf, dass, gleichzeitig damit,
dass der Librationspunkt ein einzelnes Mal durch das ganze Gebiet
I verschoben wird, der Schwerpunkt jedenfalls durch gewisse
Teile des Gebietes mehr als ein Mal verschoben wird. Eine nihere
. Untersuchung zeigt, dass ein kleiner Teil des Massendreiecks um
den Mittelpunkt des Dreiecks viermal vom Schwerpunkt durch-
laufen wird, wéhrend der iibrige Teil des Dreiecks nur zweimal
durchlaufen wird. Die Kurve, welche die zwei Teile des Dreiecks
trennt, sieht man auf Abb. 21; sie wird im folgenden als die
Schwerpunktsgrenzkurve bezeichnet werdén. Die zwei Schnitt-
punkte zwischen der Kurve und der &-Achse haben die Abszissen
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0.135171 und — 0.320605. Liegt der Schwerpunkt innerhalb dieser
Grenzkurve, gibt es also vier Librationspunkte im Gebiet I;
wenn er dagegen aunsserhalb der Grenzkurve liegt, gibt es nur
zwel Librationpunkte im Gebiet [. Denkt man sich eine Ver-
schiebung des Schwerpunktes aus dem inneren ins dussere Gebiet,
wird der Ubergang von vier auf zwei Librationspunkte dadurch
geschehen, dass zwei der Librationspunkte sich einander néhern,
um sich in einen Doppelpunkt zu vereinen, wenn der Schwer-
punkt auf der Grenzkurve selbst liegt; dieser Doppelpunkt ver-
schwindet, sobald die Grenzkurve passiert ist.

Dem Schwerpunkt in einem bestimmten Punkt der Grenzkurve
muss deshalb eine bestimmte Lage des Librationsdoppelpunktes
entsprechen, oder mit anderen Worlen: der Schwerpunktsgrenz-
kurve muss eine Kurve der Librationsdoppelpunkte entsprechen.
Diese Kurve sieht man in Abb. 22. Thre Schnitipunkte mit der
§-Achse haben die Abszissen 0.355111 und —0.257, die den oben
erwidhnten Schwerpunktsabszissen entsprechen, wie im Schema
gezeigl ist.

& o
0.355111 | — 0.320605
— 0.257 0.135171

Der untere Satz von Werten ist schon wiihrend der Behand-
lung des Spezialfalles erwéihnt, wo der Schwerpunkt sich auf
einer Symmetrieachse befindet (III, 1). Wenn der Schwerpunkt
auf der &-Achse von M, aus verschoben wird, wird es, wie aus
Abb. 13 hervorgeht, anfangs keine Librationspunkte auf dem
Teil der §-Achse geben, der innerhalb des Massendreiecks liegl;
die zwei Librationspunkte, die im Gebiet I liegen, miissen also
ausserhalb der §-Achse liegen. Wenn aber der Schwerpunkt den
Puankt mit der Abszisse 0.135171 erreicht hat, taucht ein Libra-
tionsdoppelpunkt mit der Abzisse —0.257 auf, dem Maximum
der Kurve in Abb. 13 entsprechend. Wenn der Schwerpunkt
danach innerhalb der Grenzkurve wandert, entstehen im Gebiet I
vier Librationspunkte, und zwar zwei auf der &Achse und zwei
ausserhalb der & Achse. Erreicht dann der Schwerpunkt die Spitze
der Schwerpunktsgrenzkurve mit der Abszisse —0.320605, so
werden, wie wir spéter sehen werden, die zwei ausserhalb der
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&-Achse liegenden Librationspunkte zu einem Librationsdoppel-
punkt auf der &-Achse selbst und mit der Abszisse 0.355111
zusammenschmelzen. Dieser Librationsdoppelpunkt, der im Ver-
schwinden begriffen ist, fallt dbrigens mit einem der zwei auf
der &-Achse liegenden Librationspunkte zusammen, so dass in
der Tat von einem Librationstripelpunkt die Rede ist. Bei' der
weiteren Verschiebung des Schwerpunktes bleiben nur zwei
Librationspunkte zuriick, die beide aufl der ¥-Achse liegen.
, Die Kurve, die von den zwel
ausserhalb der &-Achse liegenden
Librationspunkten durchlaufen
wird, wenn der Schwerpunkt die
£-Achse durchliuft, sehen wir
in Abb. 23. Beim Starten des
Schwerpunktes von M, aus liegen
die zwei Librationspunkte in M,
und M,;. Wihrend der Verschie-
bung des Schwerpunktes von M,
nach dem Mittelpunkt des Drei-
ecks werden die zwei Librations-
punkte von den Eckpunklen des
Dreiecks nach den Linpowschen
Abb. 23. Librationspunktlen L, und I.; ver-
schoben. Wahrend der weileren
" Verschiebung des Schwerpunktes vom Mittelpunkt des Dreiecks
nach dem Punkt mit der Abszisse —0.320605 wandern die Libra-
tionspunkte weiter auf der gezeiglen Kurve, um sich auf der
E-Achse im Punkt mit der Abszisse 0.355111 zu vereinen.

Die Ubersicht, die wir jetzt fiber die Verschiebungen der vier
Librationspunkte als Folge der Verschiebung des Schwerpunktes
auf der Symmetrieachse durch M, erlangt haben, kann direkt
aul die Verschiebungen des Schwerpunktes auf den zwei Sym-
metrieachsen durch M, und M, tbertragen werden. Die Schwer-
punktsgrenzkurve und die Kurve der Librationsdoppelpunkte
werden selbstverstindlich bei den drei Symmetrieachsen diesel-
ben sein; dagegen wird die Kurve der ausserhalb der Symme-
trieachse liegenden Librationspunkte in den drei Fallen verschie-
den sein. In Abb. 24 sehen wir alle drei Librationspunktkurven.
Diese drei Kurven werden jetzt mit den drei Symmetrieachsen
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und den drei Dreiecksseiten zusammen das Dreieck in 18 Ab-
schniite teilen. Fiir diese Abschnifte gilt es, dass, wenn der
Schwerpunkt auf den drei Dreiecksseiten oder den drei Symme-
trieachsen verschoben wird, der Librationspunkt sich gleichzei-
tig auf den Linien oder Kurven, die die Grenze der Abschnitte
bilden, verschiebt. Wenn also der Schwerpunkt auf dem Umkreis
des in Abb. 25 gezeiglen Dreiecks 1 verschoben wird, werden die
Librationspunkte sich gleichzeitig auf den Umkreis der drei Ab-

7,

Abb. 24. Abb. 25.

schnitte 1 in Abb. 24 verschieben. Die zwei dusseren Abschnitie
werden beide einen Librationspunki auf dem Umkreis haben,
wiithrend der innere Abschnitt entweder zwei Librationspunkte
(wenn der Schwerpunkt innerhalb der Schwerpunktsgrenzkurve
liegt) oder keine Librationspunkte auf dem Umbkreis hat. Liegt
dagegen der Schwerpunkt innerhalb des Dreiecks 1, wird ein
Librationspunkt innerhalb jedes der zwei &usseren Abschnitie
liegen, wahrend innerhalb des inneren Abschnittes entweder zwei
Librationspunkte (wenn der Schwerpunkt innerhalb der Schwer-
punkisgrenzkurve liegt) oder keine Librationspunkte liegen. Wenn
zwel Librationspunkte im inneren Abschnitt liegen, so werden
sie jeder auf seiner Seite der gestrichelten Kurve liegen, die die
Kurve der Librationsdoppelpunkte darstellt. Diese Kurve darf als
eine Verschwindungskurve der Librationspunkte aufgefasst wer-
den. Wenn zwei Librationspunkte verschwinden sollen, wandern
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sie nach dieser Kurve hin. Auf der Kurve werden sie sich in
einem Librationsdoppelpunkt vereinen und dort verschwinden.

In derselben Weise wie drei Abschnitte dem Dreieck 1 ent-
sprechen, werden drei Abschnitte jedem der anderen fénf Drei-
ecke im Gebiet I entsprechen. Vergleicht man Abb. 24 mit Abb.
25, so sieht man, wie die 18 Abschnitte fiir die Librationspunkte
in Abb. 24 den Dreiecken in Abb. 25 entsprechen. Ein néheres
Studium der Lage und der Form der Abschnitte kann zu vielen
interessanten Beobachtungen Anlass geben. Hier soll nur auf
zwei Tatsachen aufmerksam gemacht werden: 1°. Die drei Schnitt-
punkie zwischen den drei Librationspunktkurven sind gerade die
Linpowschen Librationspunkte L;, L, und L;. — 2°. Es geht
aus der Rechnung ziemlich sicher hervor, dass die Kurve der
Librationsdoppelpunkte die drei Librationspunktkurven beriihrt.

Die Librationspunkte im Gebiet IT kénnen in derselben Weise
wie die Librationspunkte im Gebiet I behandelt werden. Wegen
der Symmetrieverhiiltnisse geniigt es, die Verhaltnisse in II, zu
behandeln.

Wird der Schwerpunkt von M; auf der Symmetrieachse des
Massendreiecks verschoben, so wird der Librationspunkt, der
in 11, liegt, gleichzeitig vom
Librationskreis 7, nach M,
auf der £-Achse verschoben.
Wird dagegen der Schwer-
punkt auf den anderen zwel
Symmetrieachsen verscho-
ben, so wird der Librations-
punkt auf den zwei Kur-
ven, die in Abb. 26 gezeigt
sind, verschoben. Diese zwei
Kurven in Verbindung mit
der %§-Achse werden II; in

Abb. 26. sechs Abschnitte teilen, die

den sechs kongruenten Drei-

ecken des Massendreiecks entsprechen, wie die Zahlen in der
Abbildung zeigen. ’

Der Schnittpunkt zwischen den zwel Kurven, die innerhalb
11 liegen, ist der Linpowsche Librationspunkt L,. Es geht aus
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der Rechnung =ziemlich deutlich hervor, dass die zwei Kurven
die geradlinigen Grenzen des Gebietes im Punkt M, beriihren.

Fuar die bei M, und M; liegenden Teile des Gebietes IT (11,
und II,) gelten dhnliche Verhélinisse wie bei II,.

Auch die Librationspunkte im Gebiet III konnen in dersel-
ben Weise wie die Librationspunkte in den Gebieten I und II
behandelt werden. Hier wol-
len wir der Symmetriever-
hialtnisse wegen den Teil
des Gebietes behandeln, der
bei der Dreiecksseite M, M,

(1I1;) liegt.

Wird der Schwerpunkt 4
von M, langs der Symme-
trieachse des Massendrei-
ecks verschoben, so wird
der Librationspunkt, der in

111, liegt, gleichzeitig langs

der Z-Achse vom Librati- /
ounskreis !, nach P, der ’ 7,

den einen Schnittpunkt zwi- Abb. 27,

schen den Librationskreisen

I, und I, bildet, verschoben. Wird dagegen der Schwerpunkt
langs der zwei anderen Symmetrieachsen verschoben, so wird
der Librationspunkt anf den zwei Kurven, die in Abb. 27 gezeigt
sind, verschoben werden. Diese zweil Kurven in Verbindung mit
der &-Achse werden III; in sechs Abschnitte teilen, die den sechs
kongruenten Dreiecken des Massendreiecks entsprechen, wie die
Zahlen in der Abbildung zeigen.

Der Schnittpunkt zwischen den zwei Kurven ist der Linpowsche
Librationspunkt L;. Die Schnittpunkte zwischen den Kuarven und
den Librationskreisen [, und [; haben eine solche Lage auf den
Librationskreisen, dass die zwel Bogen von den Schnittpunkten
nach P; 13° 12 ausmachen.

Die bei M; M, und M, M; liegenden Teile des Gebietes I1I
(I, und ITI;) werden in entsprechender Weise in sechs Ab-
schnitte geteilt werden kénnen.

M.

2

N
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Was die mdgliche Anzahl von Librationspunkten in dem vor-
liegenden Problem betrifft, geht nun folgendes Hauptresultat
aus dem Vorhergehenden hervor:

In dem behandelten Spezialfall des Vierkdérperpro-
blems, wo die drei endlichen Massen in einem rotie-
renden Koordinatensystem feste Stellungen in den Eck-
punkten eines gleichseitigen Dreiecks einnehmen, wer-
den 8,9 oder 10 Librationspunkte bestehen, je nachdem
der Schwerpunkt der drei endlichen Massen ausserhalb,
auf oder innerlralb der Schwerpunkisgrenzkurve liegt.
Ausserhalb des Massendreiecks liegen immer 6 Libra-
tionspunkte. ‘

Indleveret til Selskabet den 2. December 1943,
Frerdig fra Trykkeriet den 17. August 1944



