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Einleitung.

1. Unter einer schwachen Figur soll eine variable Figur ver-
standen werden, deren Punktle simtlich gegen ein und denselben
Punkt, deren Geraden samilich gegen ein und dieselbe Gerade und
deren Ebenen sdmtlich gegen ein und dieselbe Ebene konvergieren.
Alle Abstinde, Winkel, Flicheninhalte, Volumina einer solchen Fi-
gur konvergieren also gegen Null, und die Geometrie der Figur han-
delt von den Relationen zwischen den Grenzverhiltnissen dieser
gegen Null strebenden Grossen. Im folgenden werden allgemeine
Methoden zur Erforschung dieser Geometrie entwickelt.

Als den der Natur der Sache angepassten Arbeijtsbhereich
wihlen wir den projekiiven Raum. Die Grenzverhiltnisse zwischen
den in einer Figur auftretenden Gréssen derselben Art sind pro-
jektive Invarianten und daher unabhéngig von der speziellen
(euklidischen oder nichteuklidischen) Metrik, die man jederzeit
als Hilfsmittel frei wihlen kann. Die Geometrie der schwachen
Figuren erweist sich somit als Kapitel der projektiven Geometrie.

2. Wir beginnen mit der Besprechung der infinitesimal-
projektiven Gebilde,.

Zwel eineindeulig und stetig aufeinander bezogene Punktrei-
hen O--4--- und O--4"--- auf zwei Geraden ! und I’ werden
(infinitesimal) projektiv in O, O’ genannt, wenn folgendes der
Fall ist: Man wéhle zwei von O bzw. O verschiedene, feste
Punkte (Bezugspunkte) U und 'U1 auf [ bzw. I, ferner einen
von O und U verschiedenen Punkt P auf I Ist dann P| der
durch die Relation

OAPU~ O'A'P,U,

bestimmte Punkt von U, so soll-P| gegen einen Punkt P, kon-
vergieren, wenn A gegen O (und daher der entsprechende Punkt
A’ gegen O) slrebt.

1%
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Die Punklireihen O--4--- und O'--A’--- werden ordinir
projektiv oder singuldr projektiv in O, O’ genannt, je nachdem Py
von O’ und U, verschieden ist oder mit einem dieser Punkte
zusammenfillt!,

Wir bedienen uns auch der Redeweise, die infinitesimalen
Vekioren OA und O'A’ seien projektiv und haben die Repri-
sentanten OPU und O'P.U,.

In dhnlichem Sinne kann man von in O, O (infinitesimal)
projektiven Punktreihen auf zwei Kurven sprechen. Man hat
dann zwei variable Bezugspunkte zu benutzen, die gegen Grenz-
punkte U, U; auf den Tangenten der Kurven in O und O’ kon-
vergieren, und P ist durch einen variablen Punkt zu ersetzen,
der gegen einen Punkt P auf der Tangente der ersien Kurve
konvergiert. Auch hier sprechen wir von projektiven infinitesi-
malen Vekloren OA und O'A’, welche durch die auf den Kur-
ventangenten gelegenen Reprisentanten OPU und O'P,U; dar-
gestellt werden. '

An die Stelle der beiden Punkireihen koénnen in analoger
Weise zwei beliebige (gleich- oder verschiedenartige) stetige ein-
dimensionale Gebilde treten, die anfeinander bezogen sind, z. B.
Geraden- oder Ebenenbiischel, allgemein (eindimensionale) Punkt-
scharen, Geradenscharen u. s.w. Auch hier kann man von unterein-
ander projektiven infinitesimalen Vekloren bzw. Winkeln sprechen,

3. Ein weiteres fundamentales Hilfsmittel bei diesen Unter-
suchungen sind die hyperprojektiven Gebilde.

Zwei eineindeutig und stetig aufeinander bezogene Punktrei-
hen O--A--B--C--+ und O'--A"--B'--C'--- auf zwei Geraden
werden hyperprojektiv in den Punkten O, 0’ genannl, wenn je-
dem bestimmten Grenzverhélinis « zweier infinitesimaler Vek-
toren OA und OB der einen Punktreihe ein eindeutig bestimmtes
Grenzverhiltnis &’ der beiden entsprechenden infinitesimalen
Vektoren 0'A” und O'B’ der anderen Reihe entspricht. Wird die
funktionale Abhéngigkeit «" = ¢ («) als stetig vorausgesetzt, so
folgt ¢ (&) = &', wo r eine reelle Zahl ist. Den Grenzverhiltnissen

! Eine eingehendere Untersuchung dieser Begriffshildung findet man in der
Abhandlung des Verfassers: Infinitesimale Elemente im projektiven
Raum (Neuviéme congrés des mathém. scandinaves, Helsingfors 1938). Insbe-
sondere sei auf die dort behandelten Beziehungen zu Kriimmung und Torsion
hingewiesen.
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04 0B 04
OB’ 0C° OC
entsprechen ndmlich bzw.
0'A” OB 04
OIB" O’CI! OIC”

so dass fiir beliebige Werte von « und 8

¢ (@) 9 (B) = ¢ (af)

gellen muss, woraus eben ¢ (&) = o folgt.

Die Zahl r wird als Exponent der Korrespondenz oder
genauer als Exponent der Korrespondenz A — A" im Punkipaar
0, O' bezeichnet. Ist die Korrespondenz ordinir infinitesimal
projektiv, so ist r = 1. Der umgekehrte Schluss ist jedoch nicht
statthaft.

4. Auch hier konnen an die Stelle der Punktreihen beliebige
andere cindimensionale stetige Gebilde treten, beispielsweise eine
Punktschar O--A--B--- und eine Geradenschar o+ -a--b---, die
derart aufeinander bezogen sind, dass jedem bestimmten Grenz-
verhiltnis o zweier infinitesimaler Vektoren OA und OB der
Punktschar eindeutig ein bestimmtes Grenzverhiltnis o der zu-
geordneten infinitesimalen Winkel oa und ob der Geradenschar
entspricht, wobei die Abhiingigkeit ' = ¢ («) wieder als stetig
vorausgesetzt wird. In allen diesen Fallen wird von hyperpro-
jektiven Gebilden gesprochen, und jedesmal gibt es eine bestimmte
reelle Zahl r, derart dass ¢ (o) = e ist, und diese Zahl heisst
der Exponent der Korrespondenz, genauer: die Korrespondenz
A — a hat den Exponenten r, die Korrespondenz a -~ A den Ex-

1
ponenten —.
r

I. Unendlich kleine Gridssen.

5. Caunchy hat in seinen Exercices de Mathématiques, 1326,
p. 145—150, die Ordnung unendlich kleiner Grossen folgender-
massen definiert:

Eine Funktion f(x), die fiir > 0 gegen 0 strebt, heisst
unendlich klein von der Ordnung a (in Bezug auf x), wenn
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f(x)_)fO fir r<a
a loo far r>a,

[

—I fiar r = a keine Forderung
x
gestellt wird. Als Beispiele fiithrt Cauchy die Funktionen

wihrend an das Verhalten von

xoa X a T o 1
ex, ex loge, ex ——
logx

an, die nach Division durch x” bzw. gegen
1, oo, 0

konvergieren. Selbstverstindlich ist hierbei vorauszusetzen, dass
x durch positive Werte gegen 0 geht.

Die Definition scheint ganz in Vergessenheil geraten zu sein;
denn sie wird in keinem der bekannten neueren Standardwerke
iiber Analysis erwihnt'.

Wir wollen hier Caunchy’s Definition wieder aufnehmen und
hinzufiigen: Eine Funktion f(x), die fiir & — 0 gegen 0 strebt,
heisse unendlich klein von unendlich hoher Ordnung,

wenn ]i(ii)—>0 [y jede positive Zahl r und vnendlich klein
x -
von der Ordnung 0, wenn f(x)— 0 fir x— 0, aber [(—T—)—*OO
x

far jeden positiven Wert von r. Beispiele von Funktionen der
beiden letzteren Arten sind

- 1
y=¢ y‘-logx'

Durch diese Definitionen wird also jeder unendlich kleinen
Grosse f(x) eine Zahl zugeordnet, die die Ordnung von f(x)
angibt und entweder 0, posiliv oder oo ist.

Wie man sieht, werden fir = 4= 0 keinerlei die Stetigkeit
von f(x) betreffende Annahmen gemacht, und auch der Grenz-
iibergang x— 0 braucht nicht kontinuierlich vor sich zu gehen;
2 kann eine beliebige Fundamentalfolge mit dem Grenzwert 0

! In J.Hadamard’s Cours d’Analyse I, p. V wird im Gegensatz dazu sogar
gesagt, dass x (log 2)? keine bestimmte Ordnung beigelegt werden soll.
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durchlaufen. Ubrigens kénnen auch mehrdeutige Funktionen
zugelassen werden.

6. Wir werden uns jedoch besonders fiir den Fall interes-
sieren, wo die Gleichung y = f(x) fir >0 und x— 0 einen
Kurvenbogen im ersten Quadranten darstellt, der in jedem Punkt
eine eindeutige, mit dem Punkt stetig variierende Tangente besitzt,
und fiir den die positive x-Achse Halbtangente im Nullpunkt

ist, so dass L;f)—> 0. Die Ordnung von f(x) ist dann mindestens

1. Dass sie genau 1 ist, bedeutet, dass die Kurve y = f(x) in
der Umgebung des Nullpunktes von allen Parabeln y = px’,
wo r>1, p>0, umschlossen wird. Ist die Ordnung a>1, so
wird die Kurve von allen Parabeln y = px', wo r>a, p>0,
umschlossen, wihrend sie selbst die zu den Werten 1 <r<{a
gehodrigen Parabeln umschliesst. Die Parabeln y = pa", p>0,
sind dann diejenigen, die der Kurve in der Umgebung von O
am nichsten kommen. Durch jeden Punkt P der Kurve geht
genau eine dieser Parabeln. L#isst man P gegen O gehen, und
konvergiert diese Parabel hierbei gegen eine Grenzlage, so wird
die letztere als oskulierende Parabel der Kurve in O bezeichnet.

Dass die Ordnung a unendlich gross ist, bedeutet, dass die
Kurve in der Umgebung von O alle Parabeln 7 = pa’ umschliesst.

7. In Ubereinstimmung mit der tiblichen Terminologie sagen
wir, die Kurve 3 = f(x) habe eine Beriithrungsordnung (mit

f(x)
x

ihrer Tangente), die gleich der Ordnung von
a—1 ist.

, also gleich

8. Ist y = f(x) unendlich klein von einer Ordnung, die <1
und >0 ist, so berihrt die Kurve die y-Achse in O, und man
kann dann nach Vertauschung von x und gy die obigen Betrach-
tungen auf die inverse Funktion anwenden.

9. Ausser einer Reihe naheliegender allgemeiner Sitze iiber
Summe, Produkt u.a. von unendlich kleinen Grossen fihrt
Cauchy an der genannten Stelle einen Satz an, der in Bezie-
hung zu den Untersuchungen steht, die wir im folgenden anstellen
werden: .

Ist f(x) unendlich klein von der Ordnung a, so konvergiert

die Grosse af (@) fir *— 0 gegen a. Fiur die Kurve y = f(x)

fx)
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(Fig. 1), die hier als konvex in der Umgebung von O voraus-
gesetzt werden soll, bedeutet dies, dass die x-Achse von der
Tangente in P in einem solchen Punkt Q geschnitien wird, dass

Qﬁ — a und folglich Q__}a—i—l Das Grenzverhaltnis ail von

0Q
g—Q nennen wir den Index der Kurve im Punkte O, so dass

Cauchy’s Bemerkung besagt, dass der Index im Nullpunkt
gleich dem reziproken Wert der Beriithrungsordnung ist.

y ¥ 2(1}_.}/2)
P
&
2 (xuy) r
[7 Q R z a Qx,,0)
Fig. 1. Fig. 2.

Im folgenden werden wir mit unseren Zielen vor Augen auf
diese Eigenschaft zuriickkommen.

10. Wir schrinken nun unseren Kurvenbegriff y = f(x) derart
ein, dass der betrachtete Bogen OA in der Umgebung von O
konvex (jedoch nicht notwendig frei von Ecken) ist. Wir nchmen
ferner an, dass Abszisse x und Ordinate y des variablen Kurven-
punktes eine in O hyperprojeklive Korrespondenz mit dem
Exponenten r+1, wo r> 0 ist, bilden, dass also fiir zwei Punkte
P, = (x, y,;) und P, = (x,, y,) der Kurve (Fig. 2), die beide gegen

O konvergieren, die Grenzverhiltnisse 22 ynd 22 in der Beziehung
b Ty

g (E& >z-+1
1 Ly
stehen'.

Ist das Grenzverhalinis a:_2 = > 1, so ist das Grenzverhaltnis

- 1
%z folglich = o +1, und da sich die Abszisse axo des Schnitipunktes
1

Q der x-Achse mit PP, aus

' Dabei ist 12 statt 1im %2 und ®2 statt lim 22 geschrieben. Diese kurze
41 @y X1
Schl eibweise erd im folgenden tberall verwendet.
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_ Xl ol
[V —
Yo Uy

bestimmt, hat man die Grenzverhiltnisse

Yo %o
r
Xy Yy Xy o —1
1
ml yi_l (X1+ —1
251
und
r
xy, o —1

= —
xy o1

11. Die Tangente von  aus an den Bogen PP, beriihre ihn

im Punkte R = (&, ). Das Grenzverhéltnis TTO ist dann an das
. S

r r
g —1 —1
Interval ﬁ, To , also an a ; , o D,C i gebunden.
Xy Xy -1 &1
Setzt man « = 1-+e¢, so erhdlt man

o —1 _ (48—t 1
=1 A+ =1 rd1 T4y

wo &> >>0; und das genannte Intervall kann

7 1 r 1+4+¢
r+1 147" r+1 14y
geschrieben werden, woraus ersichtlich ist, dass es im Intervall

( LA (1+6)>

r+1 1+ r+1
enthalten ist.

12. Ist R = (&, #) cin beliebiger von O verschiedener Punkt
der Kurve, so kann man durch den Punkt Q = (x,, 0), in wel-
chem die Tangente (oder eine Stiitzgerade) in R die x-Achse
schneidet, stets eine Sekanle QP, P, derart legen, dass fiar einen
gegebenen, gentigend kleinen positiven Wert von ¢ das Verhalt-

nis@2 = 1+¢ wird. Aus dem Obigen entnimmt man dann,
Rl }
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dass alle Haufungswerte von %0 beim Grenziibergang R— O fur
jedes & dem Intervall ;

r 1 r

r+1 14¢ r+1

(1+¢)

&8

Q

e
S

angehoéren miissen, d. h. das Grenzverhiltnis + ist eindeutig be-

stimmt und gleich - ! i Hiermit gleichbedeutend isl, dass das

Grenzverhélinis
0oQ _ r
OR  r+1
oder
er 1
0]8] 1

. » . 1.
1st, also dass die Kurve den Index - in O hat.

13. Dass die Korrespondenz x —y hyperprojektiv mit dem
Exponenten r--1 ist, hat zur Folge, dass die Korrespondenz

:1:~>;172 hyperprojektiv mit dem Exponenten r ist, d. h.:

Die Korrespondenz, die dem laufenden Punkt P des
Bogens OA seinen projizierenden Strahl OP zuordnet,
ist hyperprojektiv mit dem Exponenten r im Grenz-
punkt O und dessen zugeordneter Gerade, der Tangente
in O. :

Die Zahl r soll daher der Kriimmungsexponent in O ge-
nannt werden. Von diesem Gesichispunlte aus kdnnte man den

bereits als Index bezeichnelen reziproken Wert l auch den
Krimmungsgrad nennen. !

Es liegt in der Natur der Sache, dass die Zahl r eine pro-
jektive Invariante ist. ‘

Aus der Existenz des Krimmungsexponenten r als Exponent
einer fiir den Grenzpunkt O und die Tangente in O hyperprojek-
tiven Korrespondenz zwischen dem laufenden Kurvenpunkt P
und seinem projizierenden Strahl OP kann man umgekehrt auf
eine hyperprojektive Korrespondenz mit dem Exponenten r -1
zwischen den Koordinaten x, y des laufenden Punktes in Bezug
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auf ein Koordinatensystem mil der Tangente als x-Achse und
einer beliebigen anderen Geraden durch O als y-Achse schliessen.

Den Kriimmungsexponenten r wollen wir der Kiirze halber
den Exponenten in O und die Zahl r+1 den Ordinaten-
exponenten in O nennen.

14. Wir wollen nun eingehender die Bedingung dafiir unter-
suchen, dass die Relation y = f(x) eine in x = 0 hyperprojek-
tive Korrespondenz x—y mit dem Exponenten n (>0) dar-
stellt. Bei dieser Untersuchung soll die Funktion f(x) vorliufig
nur als positiv und stetig fiir alle 2 >0 innerhalb eines gewis-
sen Intervalls vorausgesetzt werden. Es handelt sich um die
Frage, was man aus der fiir jedes w<{1 und >0 gegebenen
Grenzbedingung

f({r) n

Yy > fir x—0, =,

fo 7

iiber das Verhalten der Funktion im Nullpunkt selbst schliessen
kann.

Lésst man x eine »grenzgeometrische Progression«, d. h. eine
Fundamentalfolge

xo’ xl’ xZ" e, mi" .
durchlaufen, fir welche

x,
j——l-—>‘w, 0 < <<,

i
gilt, so bilden die entsprechenden Funklionswerte
f(xo): f(xl)’ f(x‘_).)’ s f(xi)7 Tt

wegen der gegebenen Grenzbedingung eine grenzgeometrische
Progression mit dem Grenzquotienten p" und konvergieren da-
her ebenfalls gegen Null.

Hieraus kann man aber schliessen, dass f(x) gegen Null
konvergiert, wenn x eine ganz beliebige Nullfolge positiver Zahlen
durchlauft.
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Man nehme namlich an, dass es eine Nullfolge positiver
Zahlen x,, x,, x5, : -+, x;, - - - derart gibe, dass fir die entspre-
chenden Funktionswerte

f(xo)s f(xl), ey, f(mi)’ PR __>k>0
gilt. Man kénnte dann stets eine solche Teilfolge

Xy, T, X;

i?

auswihlen, dass

Entweder ist dann diese Teilfolge selbst oder eine ihrer Teil-
folgen eine grenzgeometrische Progression mil einem Grenzquo-

. 1 .
tienten §§ (eventuell 0). Dann miissten aber die entsprechenden

Funktionswerte gegen Null konvergieren, wihrend sie nach
Annahme gegen k>0 konvergieren. Der Beweis gilt auch fir
= 0OQ,

Es ergibt sich somit, dass fir jede Nullfolge positiver
Zahlen x;,x;, -+ die zugehoérigen Funktionswerte f(x,),
f(x), - -ebenfalls eine Nullfolge bilden, dass also f(x)—> 0
far -0, oder m.a. W. dass f(x) eine unendlich kleine
Grosse definiert.

15. Aus der obigen Untersuchung ist sofort ersichtlich, dass
die Grenzbedingung

f(tx)  »
floy "

fir einen mnegativen Wert n die Relation f(x)—> oo fir x—0
zur Folge hat, so dass f(x) eine unendlich grosse Grésse definiert.

fir ©—0, t—u,

16. Schliesslich nun der wichtige Satz: Hat die Kurve
y = f(x) im Nullpunkt O den Kriimmungsexponenten r
(und folglich den Ordinatenexponenten r+1), so istihre
Berihrungsordnung mit der Tangente in O gleich r, und
f(x) stellt eine unendlich -kleine Grésse der Ordnung
r+1 dar.

Setzt man nimlich
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p(x) =—2%, ©>0,
X

so hat man

g (tx) f(tsc)_(iyc)"_)_ rel—n e N
o (@) = @ t fiir x—0.

Fiir n> r+-1 ist ¢ (x) also eine unendlich kleine und fir n>r+4-1
eine unendlich grosse Grosse, d. h. f(x) ist unendlich klein von
der Ordnung r-+1, %@ unendlich klein von der Ordnung r,

und damit ist der Satz bewiesen.
1%. Fir n = r-+1 entsteht eine Funktion

p(x) = [

—  r+1
.’L‘+

x>0,

ither deren Verhalten fiir x — 0 von vornherein nicht mehr als

?((tm)) — 1 ausgesagt werden kann. Nimmt man jedoch an, dass
P

p(x) fir x— 0 einen endlichen oder unendlichen Grenzwert
hat, so kommen folgende Moglichkeiten in Betracht:

1°. ¢(x) >a =% 0 und co far x—0.
In diesem Fall ist die Grenzbedingung stets erfiillt.

2°, p(x)—0 fir x—0.

Setzt man @ = w» (x), so hat man
v(tx)  g(r) ¢(@) 1
S A LCZ s
¥ () lx x t’
woraus folgt, dass
w(:c):%x)—>oo fiir x*— 0,

also, dass die y-Achse Tangente der Kurve y = ¢(x) im Null-
punkt ist.
Fiur zwei variable Punkte P, (x;, y;) und P, (x,, y,) dieser Kurve
(Fig. 3) soll nun gelten, dass z—z, wenn 22 gegen einen Wert >1
1 1
konvergiert, gegen 1 konvergiert. Wihlt man nun die beiden

. ! . ’ .
variablen Punkte derart, dass ;ﬁ gegen einen Wert > 1 konvergiert,
1
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XLy . . o s -
so muss — ins Unendliche wachsen. Die inverse Korrespondenz
x

y-—>x ist allso hyperprojektiv mit unendlich hohem Exponenten.
(Die Korrespondenz y-+x ist hierbei ein-
dentig gedacht; im tibrigen spielt dies aber
keine Rolle.)

Als Resultat hat man daher, dass die
fragliche Funktion ¢ in diesem Fall
die inverse einer Funktion mit un-
endlich hohem Exponenten ist.

3% gp(x) > o0 fur x— 0.

A
Fig. 3.

Die reziproke Funktion konvergiert dann gegen 0, und

ot
()
dieser Fall kann daher sofort aufl den vorigen mit dem Resultat
zuriickgefithrt werden, dass ¢(x) hier die reziproke der in-
versen einer Funklion mit unendlich hohem Exponen-
ten ist.

Die einfachsten Beispiele von Funkiionen ¢(x) fir die drei
Falle 1°, 2° 3° sind:

1
logax’

g(x) =¢, gla) = p(x) = —loga.

Diesen entsprechend hat man die folgenden drei Beispiele von
Kurven mit dem Exponenten r im Nullpunkt

' r+1
r+1 x €xr r+1
=x e

sy g = ‘—’IOg‘x, y=—x logm

II. Schwache Figuren in der Ebene.

18. Ein schwaches Dreieck ABC isl ein variables Dreieck,
dessen Ecken alle gegen einen Punkt O und dessen Seiten alle
gegen eine Gerade [ Lkonvergieren

(Fig.4). Dieinfinitesimalen Seiten und >C<

Winkel des Dreiecks konvergieren A 3
samtlich gegen Null. Die Geometrie 7 4
des Dreiecks hat es mit den Relalionen Fig. 4.

zwischen den Grenzverhadltnissen der
Seiten und den Grenzverhiltnissen der Winkel zu tun. (Unter
»Winkel« verstehen wir »infinitesimale Winkel«.) Die Grenzver-
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haltnisse der Seiten bzw. Winkel seien durch die Verhéliniszahlen

a, b, ¢ bzw. A, B, C gegeben. Man hat dann wegen der Konvergenz
der Richiungen AC, CB, AB gegen dieselbe Richtung
c=a-+b C=A-+B,
(a, b, )= (4, B, 0),

wo die letzte Relation die Proportionalitiat von a, b, ¢ und 4, B, C

zum Ausdruck bringt’. ” 4
Hiermit ist die Trigo- ~
des schwachen

nometrie
Dreiecks erschopft.

19. Indem wir nun zur
Betrachtung einer aus mehr
als drei Punkten A4, 4,
Ag, - -+ bestehenden schwa-
chen Figur mit dem Grenz-
punkt O tbergehen, wollen
wir einschrinkend anneh-
men, dass der Punkt O der ;

Figur in dem Sinne ange- ;
hért, dass die Geraden 0A, .l
dieselbe Grenzlage wie die /
Geraden 4,4, haben.

In der Figur (Fig. 5) ist ©
angenommen,dass die Halb- Fig. 5.

gerade x die gemeinsame
Grenzlage der Halbgeraden O(A,), 4;(4,), A,(45), 45,(4), u.s. w.
ist, Das gleiche gilt dann fiir die Halbgeraden O(4,), O(4,),

0(Ay), Ai(4,), A1(4)), 4,(4) u.s.w.
Wir nehmen an, dass die Abstinde 04, 04,, O4;, OA,, --

Grenzverhiltnisse haben, die durch die positiven Verhiltniszahlen

oy, g, @y, 04, -+ (Wobei bis auf weiteres a; < ey <oy <oy, <---

vorausgesetzt wird) angegeben werden, so dass dlso

(04,, O4,, O4,, O4,, -~ ) oo (ay, ay, ey, ag, ).

! Dieses Resultat ist zum ersten Mal von L’Hospital in seinem berithmten
Werk: Analyse des infiniments petits, pour l'intelligence des lignes courbes,
Paris 1696, sec. édit. 1716, p. 153. angegeben worden.
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Ferner wird angenommen, dass die Halbgeraden O(4,), O(4,),
0(4;), 0(4y), - - - Winkel mit der gemeinsamen Grenzlage  bil-
den, deren Grenzverhiltnisse durch positive Verhiltniszahlen
615 By, B3, B, - -+ angegeben werden konnen.

Samtliche Grenzverhiltnisse zwischen Abstinden und zwi-
schen Winkeln der Figur lassen sich dann durch die Gréssen
o; und 6, ausdriicken.

In einem affinen Koordinatensystem x,y kénnen die Koordi-
naten jedes der Punkte A; durch (e;, 8,¢;) reprisentiert werden.
Fihrt man die Grosse

[ikl] = 6., (txl )+ 6,0, (o~ ap) + b,c, (oc,c ~ ;)

ein, die den doppelten Fliicheninhalt des Dreiecks AA A, repri-
sentiert, so kann der infinitesimale Winkel (ikl) = ~ 4 A A d.h,
der infinitesimale Winkel zwischen den Geraden AA, und 4,4
durch

[ikl]
(ot — ;) (oy— o)

(kD =

ausgedriickt werden.

Fihrt man [fir die in der Figur hervorgehobenen infinitesi-
malen Winkel die dort angegebenen Bezeichnungen p,q, p,,
g, u, v ein, so erhalt man das Grenzverhilinis

q .

E:P+QL:£,1+P _123] ey—ay

v gtpr Py 9.4, (284] ay— oy
P1

Bezeichnet man den Schnittpunkt der Geraden A;4, und A,4,
mit T, so hat man das Grenzverhiltnis

= AT [234]
Ady  [134]—[234]

Die Strecken AA,, i<k, werden durch o, —a, und die Strecke
OT durch

OT = 04, + A, T = oy + (e — )T

reprasentiert.
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Man sieht nun leicht, dass man fir alle Abstande und Win-
kel der Figur durch die Grossen e, und 6, ausdriickbare, re-
prisentierende Zahlen finden kann.

20. Sind die Punkie O und 4; der Figur speziell an eine
feste konvexe, die x-Achse in O berithrende Kurve mit dem
Exponenten r(>0) in O gebunden, so hat man

+1 +1 41
— @y (g —ey) + oy (e —eg) + ey (0‘2—0‘1)‘0‘4*0‘3
+1 +1 P+ 1 .
“rz (“4““3)+“; (“2*“4)+“l4+ () ep—ey

o r
Fig. 6. Fig. 7.

Far r = 1 ergibt sich insbesondere

3Ty

u
1 0y~ by

Lésst man «; und «, gegen 0 und «; und e, gegen « konver-

: ary s WL
gieren, so geht das Grenzverhéltnis — in
v

2 _Is 1

v OT r
iiber (Fig. 6).

21. Von den speziellen, mit der Kurve verkniipften schwachen
Figuren erwiihnen wir noch diejenige, die entsteht, wenn man
die zur infinitesimalen Sehne OS parallele Tangente zieht. Gehort
zu S die Zahl ¢ und zum Berithrungspunkt M die Zahl 8, so
hat man mit den in der Figur (Fig. 7) angegebenen Bezeich-

nungen
D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XX, 21. 2
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u_ 1
S
utov A
=1 ==,
u T <ﬁ>
also das Grenzverhéltnis Il
o
- = 1+r> .
5=

Wichst r ins Unendliche, so geht dieses Grenzverhiltnis gegen
1; konvergiert r gegen 0, so geht es gegen e,

v Es sei bemerkt, dass die Bedingung,
dass die Tangente in M parallel OS ist,
in diesem Zusammenhang in Wirklichkeit
nur bedeutet, dass der Schnittpunkt der
Tangente mit OS bei dem durchgefithrten

44 Grenziibergang keine Grenzlage in O hat.

22. Wir wollen noch die etwas weiter-

o . gehende Aufgabe lsen, wo gefordert wird,

Fig. & dass der Schnittpunkt U der Tangente in

M mit der Geraden OS beim Grenziitbergang derart variiert, dass
. ein eindeutig bestimmtes Grenzverhélinis

oU _
os "

existiert, das mit Vorzeichen, positiv oder negativ gerechnet
wird, je nachdem OU und OS dieselbe oder entgegengesetzte
Richtung haben.

In diesem Fall hat man mit den in Fig. 8 angegebenen
Bezeichnungen

v_MU_ ., OM _ ., OM 1
z ou oU 0S w’
z
L =r,
n
also
v r OM
W= W05
wéahrend

v+un _ (OS)’”
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os

ist, so dass man zur Bestimmung von & = oM

die Gleichung

FU D =0

erhilt. Hierin ist fiir g = co die Lésung der vorigen Aufgabe
{21.) enthalten.

23. Im ubrigen verweisen wir auf die in 10. angegebenen
Formeln, nach welchen die Grenzverhiltnisse zwischen Abszissen
und zwischen Ordinaten variabler Punkte
(x, y), die gegen O konvergieren, durch
eine Gleichung der Form PV

E_* <:—L.->r+1
U1 Ty

der Behandlung zuganglich und die ein-
schldgigen Fragen auf elementare analy-
tisch-geometrische Betrachtungen redu-
ziert werden. Die genannte Gleichung ¢
wird als Grenzgleichung der Kurve Fig. 9.
in O bezeichnet.

24. Als weiteres Anwendungsbeispiel sei noch die folgende
Verallgemeinerung von 21. genannt: Auf dem Bogen P (Fig. 9),
der gegen O konvergiert, werde ein Punkt R bestimmt, dessen
Tangente der Sehne parallel ist. Die repriisentierende Zahl i
von It und die reprisentierenden Zahlen « und 8 von P bzw. Q
sind dann durch die Gleichung

. 1 ccr+1_/§.r—b-1

I T

verkniipft.

Die repriisentierende Zahl des Schnittpunktes der Tangenlen
in P und Q ergibt sich leicht mit Hilfe einer fritheren Betrach-
tung (19.).

25. Wir wenden uns nun der Untersuchung von zwei kon-
vexen Kurven k und %; (Fig. 10) zu, die vom selben Punkt O
ausgehen und dorl dieselbe Halbtangente x und denselben Ex-

ponenten r haben. Die Kurven mdgen ferner auf derselben Seite
2*
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der Tangente in O liegen, so dass sie eine Spitze zweiter Art
bilden. Zur Behandlung der schwachen Figuren, die mit beiden
Kurven verkniipft sind, miissen wir ausser den Grenzgleichungen
der Kurven noch das Grenzverhilinis

. 04,
"= o4

der beiden auf einer Sekante durch O ausgeschnittenen' Sehnen
heranziehen.

%
X 4 i
AJ.
x | Z
o
Fig. 10. Fig. 11.

Von dieser Grisse, die als das Krimmungsverhéltnis der
Kurven (Kriimmungsverhilinis von %k und k) bezeichnet wird,
wird vorausgesetzt, dass sie einen eindeuligen Wert hat. Mit
ihrer Hilfe kénnen heliebige Sehnen OP,0P; und ihre Neigungs-
winkel 6, 0, (Fig.11) verglichen werden:

i~ loa) = (om0

)
6, \'OP,/°

26. Fithrt man (Fig. 12) ein affines Koordinatensystem x, y

ein, so hat man fiir zwel Punkte (), ) und (x,, y,) mit derselben

Abszisse x;
i=(ic_1>r:i” g _ 8
x, oy,

also

also
) .r
= =1,
g1 !

Von den Kurven k, der genannten Art, die ein bestimmtes
endliches, von 0 verschiedenes Kriimmungsverhéltnis zu einer



Nr. 21 21

gegebenen Kurve k haben, soll gesagt werden, dass sie den durch
k bestimmten schwachen Bereich um O angeben; jeder Punkt
(x, y) dieses Bereichs befriedigl eine Gleichung der Form

g /x>r+1
g N ‘w\xl

>

wo w ein Parameter ist.
. r4-1 r+1
Zwei Punkte (x,a;, yypqey )und (X ey, g pees ), o 3 ey,
des Bereiches bestimmen eine Gerade mit der Steigung
r+1 r+1
Yy gy T ety
Xy 6L Cy

w =

und mit der Abszisse (das ist das auf
der x-Achse abgeschnittene Stiick)

r r x
_ ey 0‘2(1”!1“1 _Mzaz)
r =2 r+1 r+1c
{1ty T fhglig
151 . .
Setzt man o = 01 so kann man sagen, dass die Gerade

1
durch die Grenzverhillnisse

r+1 r+1
=2 _ Mm% Tty
— Ll
@ 0 7 o
. r r
£ = xr _ ay ey (pry ey — pyery)
N T r+1 r+1
1 ¢y TTHa Gy

bestimmt ist; v und ¥ kénnen somit als Koordinaten der Gera-
den verwendet werden.

Zwei Geraden (uy, &) und (u,, &) haben, wenn u; % u, ist,
einen Schnittpunkt, der durch die Koordinaten

U, & —my & &—§&
Ry = yiuguy i1
u, — iy uy,— 1y

bestimmt ist,

27. Die analytische Geometrie der aus zwei Kurven mit den
Grenzgleichungen
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u (:c)r+1 y (.’,U r+1
o Lo Ty 551)

bestehenden Figur ist nun leicht zu tbersehen.
Wir wihlen (x,, y,) und (x,, y,) auf derselben Sekante durch
0, so dass
T
Lo o
die Gleichungen der Kurven konnen dann formal als Gleich-
ungen zweier Parabeln
y = pxr+1’ y = qxr-l-l

geschrieben werden, wo

Uy Uy
) = p— "
P x0r+1, q ! 1
und
Bzhfq“:f
q 1 \ %o '

Damit hat man die analytischen Grundlagen der schwachen
Geomelrie der beiden Kurven in O: Die diesbeziiglichen Auf-
gaben kdonnen mittels gewdhnlicher algebraischer Rech-
nungen geldost werden, indem man vorgeht, als ob es

sich um die elementare analytische Geometrie der bei-
1

den Parabeln y = pe"™h y = g2, wo Py, t= (g) ,

q
handelte.

28. Es ist jedoch zu beachten, dass die obigen Uberlegungen
in Wirklichkeit keinerlei Metrik voraussetzen. Die Grenzverhalt-
nisse infinitesimaler Vektoren in Richtung der x-Achse sind rein
projektiv bestimmt, und dasselbe gilt fiir infinitesimale Vektoren
in der Richtung der y-Achse, allgemein fiir Vektoren einer be-
stimmten Richtung. Fir zwei Vektoren verschiedener Richtung
hat jedoch das Grenzverhaltnis keinen bestimmten Sinn, solange
man keine Metrik eingefithrt hat. Jede der obengenannten Gros-

l v
111 q :%}1—, far sich hat daher nur

0 Xy

sen p und g, p =

rein formale, wihrend Ié = i; reale Bedeutung hat. Fahrt man
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aber irgend eine beliebig gewihlte Metrik im infinitesimalen Be-
reiche um O ein, so erhilt jede der genannten Grdssen fiir sich
eine geometrische Bedeutung; die Endresultate, die Geometrie
der vorgelegten schwachen Figur, sind rein projektiver Natur
und gelten unabhingig von der speziellen Metrik, die man wih-
rend der Zwischenrechnung vor Augen gehabt hat. Auch die
beiden Parabeln
r+1 r+1
y=pr ., §=4x

haben nur die hierdurch fixierte mehr formale Bedeutung. Sie
sollen die oskulierenden Parabeln der Kurven in O und p und
q ihre Parameter genannt werden. Das Krimmungsverhiltnis
ist mit den Parametern, wie schon oben erwihnt, durch die

Gleichung ;—) = i; verkniipft.

ITI. Berithrungsinvarianten.

29. Die Invariante i, ist die erste der sogenannten Berth-
rungsinvarianten unserer beiden Kurven & und k;. Sie setzt
voraus, dass die durch Zentralprojektion von O aus vermittelte
Beziehung der Kurven infinitesimal projektiv in O ist, und gibt
dann das Grenzverhiltnis entsprechender infinitesimaler Vektoren
0A; und OA an (vgl. Einl. 2.). Sie ist als Kriimmungsverhiltnis
der Kurven k und k; in O bezeichnet worden. Im ordinéiren
Fall, wo i, einen endlichen, von Null verschiedenen Wert hat,
und den wir, wenn nichts anderes gesagt wird, stets vor Augen
haben wollen, haben die Kurven denselben Exponenten r. Besitzen
die Kurven gewdhnliche Kriimmungen in O, so gibt {; deren
Verhiltnis an. Auch wenn beide Kurven die Kriimmung 0 oder
4,

0OA
wollen wir, wie schon gesagt, an der Bezeichnung Krimmungs-

verhéltnis festhalten.

In allen Fillen ist i; eine projektive Invariante. Wir werden
nun im folgenden eine Reihe von #dhnlichen projektiven Invari-
anten (Beriihrungsinvarianten) der beiden Kurven angeben, die
sich indessen alle als durch i; ausdriickbar erweisen werden.

oo in O haben, das Grenzverhiltnis i, = aber noch existiert,

30. Die erste dieser Invarianten, i,, ist dual zu {;. Es seien
t und {, die Tangenten von einem Punkt Q auf x an die Kur-
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ven (Fig. 13), R und R, ihre Beriihrungspunkle und u und u,
ihre Winkel mit ». Dann wird 7, als Grenzverhiltnis von u,
und u fiir Q— O definiert. Da die Kurven denselben Index in
O haben, hat man

P R OS\* _ [ OS\"
® u v \OR] \OR,}’

also

~
=y

Fig. 13. Fig. 14.

31. Die nichste anzufiihrende Invariante wird gebildet, indem
man die Kurven und ihre gemeinsame Tangente in O mit einer
Geraden s schneidet (Fig. 14), die gegen den Punkt O konver-
giert, im tubrigen aber nur der Bedingung unlerworfen ist, dass
sie keine Grenzlage auf x hat. Die variablen Schnittpunkte P,
(), R konvergieren dann alle gegen O. Die betreffende Invariante
iy (Segresche Invariante) wird dann als das Grenzverhiltnis

L _RQ _ g, _ [0Sy _ [0Sy
® RP g (OP) (OQ)
definiert, so dass
1

m
151

i3 - = i2
gilt.

32. Die zu i; duale Invariante sei i,. Sie wird gebildet, indem
von einem Punkt T (Fig. 15), der gegen die zu x entgegenge-
setzte Halbgerade x;, konvergiert, aber keine Grenzlage in O hat,
die Tangenten ¢ und # an die Kurven legt. Diese Tangenten
schneiden x in P und P;, und i, ist dann das Grenzverhiltnis

. OP1
14 = Bﬁ
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Da die Winkel u; und u, uid folglich auch ¢; und ¢ das Grenz-
verhaltnis 1 haben, sieht man jedoch unmitlelbar, dass
iy = 1
ist.
Welchen Grenzlagen U auf der Halbgeraden x; der Punkt T
zustrebt, ist ohne Einfluss auf das Resultat.
Man siehl ferner, dass das Grenzverhiltnis der infinitesimalen

Winkel (st;) und (st), wo s die Gerade OT bezeichnet, denselben
Wert 1, hat.

33. Endlich seien noch zwei zueinander duale Invarianten
i; und i; genannt. Die erstere ist das Grenzverhiltnis zweier
inlinitesimaler Vektoren OB und OA, wo A und B die Schnitt-
punkte der Kurven mit einer Geraden a sind (Fig. 16), die in
der Weise gegen x konvergiert, dass O nicht Grenzlage von
Schnittpunkten der Geraden a und x ist. Man erhalt sofort

OB P

b [ 1
9y _ <%>"_ <% 03)‘“
¥ oS/, \oB 0S)/’

, 1y
Iy = g'll

und weiter

oder

Fir r = 1 ergibt sich speziell 7, = VZ




34. Die duale Invariante Ji; entsteht folgendermassen: Von
einem Punkt T (Fig. 17), der derart gegen O konvergiert, dass
keine Grenzlage der Geraden OT auf
x fallt, werden die Tangenten ¢ und
t, an die Kurven gelegt. Es seien R
und R, ibre Beriihrungspunkte und
P und P; ihre Schnittpunkte mit x.
Die Invariante i; ist dann dass Grenz-
verhéltnis

el der Winkel u; = (xf)) und u = (x0).
Aus dem schwachen Dreieck TPP;

. . wry e TP
entnimmt man, dass dieses Verhaltnis auch durch —, also

orP TPy’
auch durch oP. oder (da die Kurven denselben Index haben)
1
durch OR. dargestellt wird. In fblicher Weise erhilt man daher
i
o (OSY (05 ORy
8 u, ¢ OR OR, OR
oder
-
"\ G,
| 1
g = T = ; .
.41
Iy

Ferner sei bemerkt, dass die drei Grenzverhéaltnisse

re - o°P - PR
TP, OP, PR,

einander gleich sind und dass dem zufolge % denselben Wert hat.
1

Die Invariante i, ist also auch gleich dem Grenzver-

héiltnis%der Lingen der Tangenten von 7T an die
1

Kurven.

35. Wir wollen noch die Relation zwischen den Schnitt-
punkten der beiden Kurven mit einer heliebigen, gegen x kon-
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vergierenden Sekante s angeben (Fig.18). Die Sekante schneide
die Kurve k in den Punkten P und (), die derart gegen O kon-
vergieren, dass das Grenzverhélt-

. 0Q e a .
nis 5 = a(>>1) ist. Sie schneide
die andre Kurve k&, in den Punk-
ten Rund S, die durch die Grenz-

verhéaltnisse

bestimmt seien. Eine gew6hnliche
Rechnung zeigt dann, dass diese 0
die Gleichung

r+1
r+41 r &

. —1,
s —n w—1 §+1y

r+1
e —

=0

. —1
befriedigen, die genau zwei reelle Wurzeln hat.

Im Fall {;>1 (der in der Figur wiedergegeben ist) ist
die eine (dem Punkt R entsprechende) Wurzel kleiner als 1
und die andre (dem Punkt S entsprechende) grosser als 1.
Fir i; = 1 sind die Wurzeln & = 1, & = «.

Ist s Tangente an k, fallen al-
so Pund Q zusammen (Fig. 19),
so geht die Gleichung in

kY

wb

E TG D E+iTr=0

tber. Isthier i; = 1, so ist sowohl
& als auch &, gleich 1.

86, Bisher haben wir von den
bheiden betrachteten konvexen
Kurven nicht nur vorausgesetzt,

Fig. 19. dass sie denselben Anfangspunlkt

0O, sondern auch, dass sie dort

dieselbe Halblangente 2 haben und auf derselben Seite derselben
liegen. Nun kann man aber mittels einer harmonischen Homo-
logie mit der Tangente als Achse und einem nicht auf dieser
gelegenen Zentrum oder mit einer durch O gehenden Achse und
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auf der Tangente gelegenem Zentrum oder schliesslich mit O als
Zentrum und einer nicht durch O gehenden Achse die eine der
Kurven in eine neue iberfihren, ohne dass die Grenzverhalinisse
der mit der Kurve verkniipften infinitesimalen Vektoren mit
dem Anfangspunklt O gedndert werden. Hiernach ist klar, dass
die Betrachtungen auf solche konvexen Kurven mit demselben
Anfangspunkt O und derselben Tangente in O {ibertragen werden
kénnen, welche die zusétzliche Bedingung, dieselbe Halbtangente
zu haben und auf derselben Seite zu liegen, nicht erfiillen. In
den alsdann mdglichen Fal-
len, wo die beiden Kurven
zusammen eine Kurve mit
0 als Konvexititspunkt, mit
O als Spitze erster Art oder
mit O als Wendepunkt aus-
machen, kann man. wie frii-
Fig. 20. _ her von einer Invariante 7,
dem Krimmungsverhéltnis,
sprechen. Man kénnte ihm ein Vorzeichen beilegen, wozu wir
hier jedoch keinen Anlass haben. ‘

37. Wir betrachten zunichst den Fall, wo die Kurven k und
ky zusammen einen konvexen Bogen ausmachen (Fig. 20). Eine
variable Gerade «a, die derart gegen x konverglert, dass ihr
Schnittpunkt mit x keine Grenzlage in O hat, schneidet & und
k, in Punkten A und B, die beide gegen O konvergieren. Wir
suchen das Grenzverhéltnis

OB _ ¢
04 %1
der Vektoren OB und OA. Unter Heranziehung der zu k

symmetrischen Kurve mit Bezug auf eine Gerade y erhélt man
wie in 33.

.
QB = jr—+1i,
04 1

wo i; das Krammungsverhéltnis von & und k, ist.
Im Anschluss an 34. bemerken wir ferner, dass das Grenz-
verhaltnis der Lingen der Tangenten TR und TR, an die Kurven
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von einem Punkt T aus, der derart gegen O konvergiert, dass
keine Grenzlage von OT mit x zusammentéllt, sich zu

—

iy =

L
W
1y

[uy

ergibt.

38. Konvergiert- a dagegen in der Weise gegen x, dass der
Schnittpunkt P mit x gegen O geht (Fig.21), so héngt das

. PB
gesuchte Grenzverhiltnis von PA ab. Ist das letztere Grenzver-

verhéllnis gleich g, so erhilt man unter Heranzfehung der zu
ky; mit Bezug auf y symmetrischen Kurve &’

yg - <?-2—>r+1.
Ui T ’

und wegen

Yo %o _ - Y1 _
= = M =p
y x y
entnimmt man hieraus
1
i f. x\'T
=
o *y
oder
1
OB x r+1 Jr+d

0A— = —# h

Das Resultat von 37, ist hierin fiir » = 1 enthalten.
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Im einfachsten Fall r =1, i; = 1, w = 1 sind die beiden
Vektoren OB und OA einander gleich.
Ist r =1, i; = 1, w beliebig, so ergibt sich

OB
o1 = Ve

In leicht verstdndlicher Schreibweise hat man dann die Gleichung
PO* = PA-PB,

die als Ausdruck fiir »den infinitesimalen Satz iber die Potenz
eines Punktes« aufgefasst werden kann.

59. Wir nehmen nun an (Fig. 22), dass wir zwei Kurven-
zweige k und k,; haben, die einen Wendepunkt in O hilden und
ein bestimmtes Kriimmungsverhiltnis

. 04,
"= 04

haben, wobei die Strecken ohne Vorzeichen gerechnet werden.
Von den beiden Zweigen wird angenommen, dass sie den Ex-
ponenlen r in O haben. Von einem Punkt T der Sekante OAA,
sind die Tangenten an die beiden Kurvenzweige gezogen; die

Beriihrungspunkte selen R und R,. Der Puunkt T konvergiere
gegen «, jedoch so, dass er keine Grenzlage in O hat. Die Punkte
A und A;, R und R, konvergieren alle gegen O, so dass die
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1

Grenzverhiltnisse 04 und 04, nach 21. denselben Wert (1 —i—r);

OR OR,
haben, woraus folgt, dass das Grenzverhilinis

OR, _ 04, _

OR 04 1

ist.

Falls T gegen O konvergiert, das Grenzverhalinis or einen

0A

hestimmten vorgegebenen Wert hat und das Grenzverhaltnis

,

0A somit gleichfalls bekannt ist, kann man die Resultate von
1

22. heranziehen.

40. Die Tangente an % im Punkte A schneide nun k, in B

OB

04

bestimmen, wenn A, und damit auch B, gegen O konvergiert.
Man hat

und x in € (Fig. 23). Wir wollen das Grenzverhalinis & =

ocoa_ r 1
0c 0OA OB r+1 §
OB~ — r

u:ﬁ.ﬁ'i_l:(lg) LIy

n @ u

woraus folgt

F i+ DE—itr = 0.

Diese Gleichung hat genau eine positive Wurzel, und £ ist also
durch sie bestimmt.
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Das Verhilinis, in dem das Stiick der Tangente zwischen
dem Bertthrungspunkt und dem Schnittpunkt von der Wende-
tangente geteilt wird, ist

BC - :
1 (r+1)Y&+r.

Aus der obigen Gleichung folgt dann

OB\"*! BC _ .r
<OA ) ca T

41. Wir betrachten wieder zwei Kurvenzweige k, k, (Fig. 24),
die in O einen Wendepunki mit der Tangente x bilden und
dort den Kriimmungsexponenten r und das Krimmungsverhéltnis
i; haben. Auf & werden zwei Punkte 4 und B gewihlt, die

in der Weise gegen O konvergieren, dass das Grenzverhiltnis

%3 = « (>>1) ist. Die Gerade AB = s schneidet &k, im Punkt C,

der dann gleichfalls gegen O konvergiert. Man sucht den Wert

des Grenzverhiltnisses § = Fg Man erhélt hierfiir die Gleichung
" arllh:l a1+1ﬁa
. S E—i] =0
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Hiermit hat man die Grenzrelation zwischen den drei Schnitt-
punkten 4, B, C. Lésst man « gegen 1 gehen, so erhiilt man die
vorige Gleichung.

Unterwirft man s der Bedingung, dass das Grenzverhéiltnis

gg einen bestimmten Wert ¢ haben soll, so hat man die Relation
. 0C _CA—-04
§=04" oa —we—(tD,

die zusammen mit der obigen Gleichung
zur Bestimmung von £ und e« dient.

42, Analoge Aufgaben halt man, wenn
eine Spilze erster Art vorliegt (Fig. 25). Die
Tangente in einem Punkt 4 von k schneide
k; in B. Man sucht das Grenzverhiltnis

= %ﬁ, wenn A, und damit B, gegen O

konvergiert. Zur Bestimmung von £ findet Fig. 25.
man die Gleichung

§1~+1+ii- (l"f‘l) :E—]—II r=20,

e

die genau eine positive Wurzel £, << —— bhesitzt. Das Teilver-

BC r _,_ 1
héltnis CA ergibt sich zu r—(r+1) §. Man hat dann
(98] B _
04/ ‘ca” W
¢ Man betrachte nun eine Sekante s (Fig. 26),
4 die den einen Zweig in A und B, den anderen
in € schneidel, so dass das Grenzverhiltnis
I . .
%;i = « ist. Zur Beslimmung des Grenzver-
o Sl . 0C
haltnisses & = — hat man dann
04
kf ar +1 1 ar+ 1 o
S e e .
Fig. 26. a—1 «—1

43. Bei der Untersuchung schwacher Figuren ist es von

Wichtigkeit, bestimmte Regeln fiir die Anwendung des
D. Kgl, Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XX, 21, 3
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Dualitétsprinzips zu haben. Wir wollen daher einige Worle
daritber hinzuftigen. In einem ebenen Polarsystem entspricht
einem schwachen Dreieck ein schwaches Dreieck, und da die
beiden Dreiecke homolog sind, sind entsprechende Stiicke pro-
portional. Einem konvexen Bogen mit den Tangenten a, b in
den Endpunkten A, B (Fig. 27) entspricht im Polarsystem ein
konvexer Bogen mit den Tangenten ay, b, in den Endpunkten
A, B, (Fig. 28), derart dass a, und b, die Polaren von A und
B und A, und B, die Pole von a und b sind. Konvergiert B, b

3 ]

A ¢ @ c,
Fig. 27. Fig. 28.

R

gegen A, a, so konvergiert auch By, b, gegen 4., a,. Dem Grenz-

Verhﬁltnisi—g der einen Figur entspricht das Grenzverhilinis
bier _ 446y der anderen, und hieraus folgt, dass, wenn der
a¢q BC,

eine Bogen einen bestimmten Index in A hat, auch der andere
elnen Index in A, hat, und zwar den reziproken.

Ferner erkennt man mittels des genannten Grenziiberganges
folgendes: falls der Vektor AB und der Winkel ab hyperprojektiv
sind, so gilt dies auch fiir den Winkel a,b, und den Vektor
AB), d.h. wenn der eine Bogen einen bestimmten Exponenten
r in A hat, so hat der andere einen bestimmten Exponenten r,
im entsprechenden Punkt 4,, und da die beiden Indices reziprok
sind, gilt dies auch fir r und ry.

Mit Hilfe dieser Bemerkungen kann man aus den Resultaten
von 24., 35., 39., 40., 41., 42. neue Relationen herleiten sowie
Zusammenh#inge zwischen frither abgeleiteten Relationen unmit-

telbar erkennen.
IV. Indexrelationen.

44. Im folgenden beschiftigen wir uns speziell mit Relationen,
die an den Indexbegriff ankniipfen, ohne Riicksicht darauf, ob
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in dem betreffenden Kurven-
punkt ein beslimmter Kriim-
mungsexponent existiert oder
nicht.

Die beiden vom Punkt A
ausgehenden konvexen Kur-
ven [ und mn (Fig. 29) mdgen
eine Spilze zweiter Art bilden,
derart dass m von ! umschlos-
sen wird. Die Tangente b an -
m im Punkte B schneide die 4
gemeinsame Tangente a in D Fig. 29.
sowie die Kurve [ in €, und
C,. Die Tangenten c¢; und ¢, an [ in €, bzw. C, schneiden a in
E bzw. F und einander in G. Konvergiert B gegen A, so kon-
vergieren die Punkte €, C,, D, E, F, G sdmtlich gegen A und
ihre Verbindungsgeraden gegen a. Wir suchen eine »Reprisen-
tantenfigur« far die hierdurch bestimmte schwache Figur, wobei
wir voraussetzen, dass die Kurven bestimmte ordinidre Indices A
und w in A haben und dass bestimmte. Grenzverhéltnisse

_ 4G . AG
L™ 4B’ °* T AB

i

existieren. Die Indizes der Kurven geben direkt die beiden
Grenzverhéltnisse
EC,

_ _FC, DB
T AE

AR M T AD

A oder

an.

Ein Diagramm aller Grenzverhiltnisse erhélt man, indem
man aufl einer Zahlengeraden die Punkte A, B, Cy, C,, D, E, F
in der Weise markiert, dass die Verhéaltnisse der durch die:
Abszissendifferenzén bestimmten Intervalie die betreffenden Grenz-

A z D [ 3 F .
2 1 4 2 £
&% P & % &
Fig. 30.

verhiltnisse angeben. Auf diese Weise findet man die folgende

Reprasentantenfignr (Fig. 30) mit den angegebenen Abszissen,
3*
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wobei den Punkten A und B die Abszissen 0 und 1 zugeschrieben

sind.
Der Punkt G ist nicht angegeben. Seine Abszisse ergibt sich

mit Hilfe des Satzes von Menelaos zu

AG =

hat.
Alle Grenzverhdltnisse von Sirecken und Winkeln der vor-

liegenden schwachen Figur kénnen dann an der Reprisentanten-
figur abgelesen werden. Man erhilt so

_g:D_Cl_:Hl(l_ 1 .1)
7h_Ll ECI A 1+|u, §1’

_l_v_D_Cz_H'1<1_ 1 .L)
Ty T FC, A 14w &)

l*l—f—‘u/
u—u GCy, 1—q & 144

w—u C,G  p,—1 I+p 1°

12 &
Wegen 1 = ¢y = 0 hat man
LI
1+ =7 T 1+4+p

In dhnlicher Weise ergibt sich
- A
=2 1+ w

Wenn ein konvexer Bogen, der von A ausgeht und
innerhalb der Spilze zwischen ! und m verlauft, einen
Index in A hat, so liegt dieser zwischen

H§A+w—1 und & Q4w —1.
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Die Indizes 4 und p der Kurven [ und m selbst gehoren gleich-

falls diesem Intervall an.
Haben die Kurven inshesondere denselben Exponenten r in

~ |

A und eine Invariante i = 1, so gilt § =&, =1, 1 = p =

k)
und das Diagramm reduziert sich in der Weise, dass £ = D =

r .
_F*r—i—l’ Ci,=B=C,=G=1 wird.

Fig. 31.

43. Wendet man das Dualititsprinzip an, so erhilt man die
folgende Figur:

Von einem Punkt B auf I (Fig.31) lege man an m die Tangen-
ten ¢; und ¢, mit den Berthrungspunkten €; und C,. Die
Geraden a, b, ¢y, ¢,, d, ¢, f und g entsprechen den Punkien 4,
B,C;,C,, D, E, Fund G der Fig. 29 dual.

Dem Grenzverhéaltnis & der Fig. 29 entspricht hier

ac, _p_0B_ 1

ab  q PB g,

und ebenso entspricht &,
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und #,

AC, 1
AB &
Ferner hat man
-1
Sa
CGB _ge )1
C.B  c¢g &
pG@+1 1
A+ 1) a7y

Beim Ubergang zur dualen Figur sind folgende Vertauschun-
gen vorzunehmen:

A — —>1 p 1 & — 1 — 1 — I
v s P S T S ] - Y3 -
u ! Y g n &g

46. Ein schwaches Dreieck PQR, von dem zwei Ecken P
und Q auf I liegen, sei der Kurve m umbeschrieben. Die Seiten

y

R P =3
CN
K l
m .
7
l
Fig. 32.

mogen m in den Punkten B, C, D (Fig. 32) berithren. Man kann
dann alle Grenzverhéaltnisse in Abhingigkeit von den oben
genannten Grossen ermitteln. Man hat
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SC_PD_QB_ 1—§&

CP DQ BT &1

ferner
L1
cP_ 5 _DQ
PD” 1 QB
&

und schliesslich (mit Hilfe der Dualitiit)

RO _ £RPQ _1—n
PR~ ZPQR g1

Aus diesen Gleichungen kdnnen alle Verhéltnisse gefunden
werden, so z. B. :
SP
PG =

el |tm'
=

Ein Diagramm, das die Grenzverhéltnisse der Figur darstellt,
sieht so aus (Fig. 33):

4 __F c P R _»p Q@ B T
o & 2 g el gy g8 )
Fig. 33.

47. Es entsteht hier die interessante Frage, ob R zwischen
P und ( fillt. Man kann sofort sagen, dass R jedenfalls in P
fallt, wenn A = p ist. Sind aber andere Fille méglich, wo R
nicht zwischen P und Q liegt? Man erkennt, dass R links von

D, also auch links von  liegen muss, da & < 1::__l
ll.lr

vorige Diagramm, wo AE =< AD ist). Kann aber R nicht links
von P liegen? Die Frage liuft derauf hinaus, ob p unter der
gemachten Voraussetzung, dass m von I umschlossen wird,
kleiner als . sein kann. Diese wichtige Frage kann nun gerade
mit Hilfe der hier vorliegenden Figur beanlwortet werden. Die
Winkel bei P und  im Dreieck PQR werden nimlich unend-
lich klein, und hieraus folgt, dass die »Projektion« von R aunf
P(Q zwischen die Punkle P und Q oder in einen von ihnen
fallen muss. Hiermit ist also bewiesen, das R in der Repriisen-
tantenfigur zwischen P und (, jedoch moglicherweise in P
(namlich fiir 2 = p) fallt. Zugleich ist bewiesen, dass der Index

(vgl. das
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2 von [ hochstens gleich dem Index w von m ist, wenn
m von [ umschlossen wird.

Dieses wichtige Resultat fithrt sofort zu dem Satz, dass die
Kurve AB in A keine ordinidre Kriimmung haben kann, wenn
der Index in A grésser als 1 ist. Jeder in A beriithrende Kegel-
schnitt muss dann némliich die Kurve umschliessen. Ist der
Index kleiner als 1, so wird hingegen jeder beriihrende Kegel-
schnitt von der Kurve umschlossen. Nur wenn der Index 1 ist,
besteht die Moglichkeit ordindrer Kriimmung. Es braucht jedoch
keine bestimmte ordindre Kriimmung zu existieren, aber:

Hat die Kurve ordindre Kriimmung, so ist der Index
gleich 1.

Allgemeiner: Hat die Kurve keine singuléir'e Kriimmung (d. h.
hat sie beschrinkte Kriimmung), so ist der Index 1.

Wenn die Kurve singulire Kriimmung hal, so braucht der
1

Index nicht 1 zu sein. Beispiel: y = ¢ *, wo der Index 0 ist.

48. Haben die beiden Kurven / und m denselben Index, so
hat auch jede zwischen ihnen verlaufende konvexe Kurve diesen
Index, vorausgesetzt, dass sie iiberhaupt einen bestimmten Index
hat. Dass dieses nicht der Fall zu sein braucht, entnimmt man
daraus, dass ein konvexer Sireckenzug PQR ---, der in [ ein-
geschrieben und m umbeschrieben ist, keinen beslimmien Index
hat, da die betreffenden Grenzwerte zwischen & (1+p)—1 und
& (1+p)—1 oszillieren (vgl. 44.). Ist dagegen zugleich & = &,
d.h. iy = 1, so hat der genannte Streckenzug einen bestimmten
Index, und zwar denselben wie die gegebenen Kurven. In diesem
Fall ist es auch klar, dass alle konvexen Kurven, die innerhalb
der Spitze verlaufen, den gleichen Index und das Krimmungs-
verhéltnis 1 zu den gegebenen Kurven haben.

Hat eine konvexe Kurve k im Anfangspunkt A eine bestimmte
oskulierende Parabel y = ax', die nicht entartet ist (a >0, r> 1),
so hat & im Punkte den Kriimmungsexponenten r-—1 und den

Index . Hieraus folgt speziell fiir r = 2, dass ein konvexer

1
r—1
Bogen, der in einem Punkt eindeutige, nicht ausgeartete Kriim-
mung besitzt, in diesem Punkt den Index 1 hat, woraus sich
insbesondere ergibt, dass der Schmiegungskreis mit dem Kram-
mungskreis zusammenfallt,
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Mit Hilfe der obigen Konstruktion findet man Lkonvexe
Streckenziige als Beispiele von Kurven mit beliebig (auch 0
oder o¢) vorgeschriebenem Index.

V. Indextheorie der Raumkurven.

49. Die im folgenden zu betrachtenden Raumkurven werden
stiickweise monoton angenommen. Einleitend beschrinken wir
uns anf die Betrachtung eines monotonen Kurvenzweiges, der
von dem Punkt A ausgeht, dessen Umgebung untersucht werden
soll. Bei der daran anschliessenden Untersuchung innerer Kurven-
punkte werden die beiden von dem betreffenden Punkt aus-
gehenden Zweige einzeln betrachtet.

Das Verhalten des zu betrachtenden Kurvenzweiges 4 - -
im Punkte A betreffend, gehen wir davon aus, dass die folgenden
drei Indexzahlen 1, g, » existieren und von 0 und oo verschieden
sind:

1°. Der Index 4 der Raumkurve im Punkte A. Darunter
wird das Grenzverhilinis fiir B— A der beiden infinitesimalen
Winkel e und B verstanden, die die Sehne AB von A bis zu
einem Nachbarpunkt B mit den Tangenten in diesen Punkten
bildet. Die Zahl A ist zugleich Index einer jeden Zentralprojek-
tion von einem beliebigen Projektionszentrum O aus, das nicht
der Schmiegebene in A angehért, oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt, Index des projizierenden Kegels in der Erzeugenden
OA. Dies entnimmt man sofort daraus, dass das Grenzverhiltnis
der Winkel e und 8 gleich dem Grenzverhiilinis ihrer Projek-
tionen ist. ‘

2°. Der Index @ des von A aus projizierenden Kegels
in der Kurventangente a in A. Diese Zahl stimmt mit dem Index

einer jeden ebenen Leitkurve des Kegels in dem A entsprechenden
Punkt auf a tberein.

3°. Der Index » einer ebenen Leitkurve der Raum-
kurve (Schnitt der Tangentenfliche der Raumkurve mit einer
nicht durch A gehenden Ebene) in dem A entsprechenden Punkt
P auf a. Die Zahl » erweist sich als unabhéngig von der Wahl
der ebenen Leitkurve. Es seien namlich A und B zwei Nachbar-
punkte mit den Tangenten a und b (Fig.34). Die Tangenten-
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flaiche werde von zwei Ebenen, die, wenn sie a in zweil verschie-
denen Punkten P, P, schneiden, in diesem Zusammenhang als
parallel angesehen werden kdnnen, in zwei Bogen PQ und P;Q,
mit den paarweise parallelen Tangenten PT und Q7, P;T; und
Q.T, geschnitten, wo T und 7, auf der Schnittgeraden ¢ der
Schmiegebenen in A und B liegen. Die Tangenten « und b
werden von t in zwei Punkten 4, und B; geschnitten, die fir
B— A gegen A konvergieren.
Man hat dann die Grenzver-
hilinisgleichungen

TQ BT PT _ AT

7.0, BT, P.T, AT’

woranus
TO _ 1104
PT ~ P,T,

folgt, was eben zeigt, dass »
von der Lage der Schnittebene
unabhingig ist, wenn diese
nur nicht durch 4 geht.

Schneiden die Ebenen die
Erzeugende a im selben Punkt
P, so zeigt eine direkle Betrachtung des Grenziiberganges, dass
die beiden Schnittkurven denselben Index in diesem Punkt haben.

Insbesondere kann man (in einer metrischen oder auch nur
affinen Darstellung) die Ebene der Leitkurve als Bezugsebene
(unendlich ferne Ebene) verwenden, so dass » bel dieser Inter-
pretation als Index des Richtungskegels bezeichnel werden kann.

Von den drei Zahlen 1, y, v ausgehend, kann man nun die
infinitesimalen Iigenschaften der Iurve in dem betreffenden
Punkt studieren.

Bemerkung I: Die obigen Beweise gelten auch fiir nicht
monotone Kurven, wenn nur 4; und B, mit B gegen A konver-
gieren.

Bemerkung II: An die Stelle ebener Leitkurven kénnen auch
monotone riumliche Leitkurven treten, die a in von A verschie-
denen Punkten schneiden und deren Schmiegebene in einem




Nr. 21 43

Schnittpunkt mit a von der Schmiegebene der gegebenen Kurve
in A verschieden ist. Alle derartigen Leilkurven haben in ihrem
Schuittpunkt mit @ denselben Index, nidmlich ».

Bemerkung III: Die Beschrinkung unserer Untersuchungen
auf monotone Kurven
erweist sich somit als
unndtig. Es wire hin-
reichend gewesen voraus-
zusetzen, dass die Kur-
ven Charakteristiken
sind, d.h. Kurven mil
tiberall gewéhnlicher, ste-
tig variierender Tangente
und mit der Eigenschalft,
dass jede feste Ebene
durch die Tangente a
eines festen Kurvenpunk-
tes A von der Tangente
b eines variablen Kur-
venpunktes B, der gegen
A konvergiert, in einem
Punkt mit der Grenzlage
A geschnitten wird®.

Aus konventionellen Fig. 35.

Grinden wollen wir hier
Jedoch daran festhalten, dass die zu betrachtenden Kurven
monoton sind.

50. Fig. 35 zeigt die Raumkurve k mit der Punktschar 4 - - B - - -
und der Tangentenschar a-- b ---, die Leitkurve [ in der Ebene
¢ mit der Punktschar P-- Q) --- sowie den projizierenden Kegel
A(k) mit der Leitkuarve m = P-- R--- in der Ebene o¢. Die
Schmiegebene in A hat die Spur PST in o, und B; sei der
Schnittpunkt der Tangente b mit dieser Schmiegebene. Die Tan-
gentenfliche von k& schneidet die Schmiegebene (des Punktes A)
in der Kurve k” = 4 -- By, die in B; die Tangenle A,B,T hat;
TUQ ist die Spur der Schmiegebene des Punktes B. Die beiden

T

' Vgl. hierzu die Abhandlung des Verfassers: Eksempler paa geometriske
Underspgelser over lntegralkurver i Rummet. (Festskrift til J. F. Steffensen,
Kebenhavn 1943).
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Schmiegebenen schneiden einander in der Geraden A;B; (welche
Tangente an k® in By ist). Das Viereck AA;B.B ist dann beim
Grenziibergang B— A schwach. Seine Seiten streben der Richtung
nach gegen, a und der Grésse nach gegen 0, und gleichzeitig
gehen seine infinitesimalen Winkel, fiir die wir die in der Figur
angegebenen Bezeichnungen einfithren, gegen 0. Alle Seitenebenen
des Tetraeders A4,B,B konvergieren geger die Schmiegebene in
A und alle infinitesimalen Flichenwinkel gegen 0. Die Kanten
des Tetraeders werden von der Ebene o in den Ecken P, Q, R,
S, T, U eines schwachen vollstindigen Vierseits geschnitten.

Alle Grenzverhéllnisse des Vierecks AA4,B;B und des soeben
genannten Vierseits PQRSTU kénnen nun durch die Zahlen
A, u, v ausgedriickt werden. '

Zur Konstruktion einer Reprisentanlenfigur hat man die
Verhéltnisse

PR _, SR_ =~ TQ
RO _“ ps " pr—

13

zur Verfligung, und durch sie ist die ganze Figur bestimmt, da
beispielsweise die Abszisse von U sich daraus ergibt, dass die
Punktenpaare PQ, RT, SU nach dem Desarguesschen Involutions-
satz tber das vollstindige Vierseit einer Involution auf der
Geraden angehoren. Das Diagramm ist hiernach durch die unter
den Punkien (Fig.36) angegebenen Abszissen bestimmt.

¢ r g7 Q
A 1 A Aprurt o
-+ 1ty 1A by /ﬁW ] 1

4
o

Fig. 36.

51. In dieser Figur kénnen alle Grenzverhiltnisse sowohl
zwischen infinitesimalen Vektoren als auch zwischen infinite-
simalen Winkeln des Vierseits abgelesen werden:

1°. Als Grenzverhaltnisse der Seiten des Vierecks A44,BB
ergeben sich: '

AB ey  PS A(y+1)

AA va ST A(u—w)+p+1
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was zugleich den Index der Schnittkurve k° der Tangen-
tenfldche mit der Schmiegebene in A angibt. Ferner

AlBlzﬁ:@'_: y+1
BB 71 TU  pw(A+1)

9°, Die Verhiltnisse

AA;:A,B,: BB

kénnen also durch die drei Zahlen

-+ 1
e I R R T(RRY

ausgedriickt werden, und AB kan zugleich durch die Summe
dieser Zahlen, also durch

<1+%> (ud.+ e+ 1)

reprisentiert werden.
Der Index der Schnittkurve k° der Schmiegebene mit der
Tangentenfliche ist wie schon erwahnt

A-]_Bi _ )'(V‘l‘l)
AA1 l(‘l,l/‘“"/)"*"!lj“l"‘l-

3% Projiziert man die Raumkurve k derart auf eine
Ebene, dass die Schmiegebene nicht Projektionsebene
ist, so hat die entstehende ebene Kurve denselben Index
wie die Raumkurve.

4°. Ist die Schmiegebene Projektionsebene, die Tan-
gente aber nicht Projektionsstrahl, so ist der Index der

Projektion der Raumkurve
.= BB as SR
AB 8 RQ’
also

5 = o
Vl _
w1
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5°. Ist schliesslich die Tangente Projektionsstrahl, -
so ist der Index der Projektion

_ BB at8 _
2s = AB, T« w1

6°. Fir den Index der Schnittkurve der Tangenten-
flache mit einer beliebigen, von der Schmiegebene

verschiedenen Ebene durch die Tangente a findet man,
wenn PMN (Fig. 35) die Spur der Ebene in ¢ ist,

PM 4 H my oy v

MN ~ t,

u, vty A(p—v)tpt+1’

7°. Fir den Index der Schnittkurve der Tangenten-
flache mit einer beliebigen Ebene durch 4, die a nicht
enthilt, findet man, wenn VWZ (Fig. 37) die Spur der Ebene ist,

YW T _ (D) Gt D)
wz ST A{p—»)+p+1°




Im Falle 4= = » = 1 hat man

. PM 1 VW
s Ay =2, o= o, — =
MN 2" Wz

)\11 —

2;

I

alles wohlbekannte- Resultate unter den gewdhnlichen elemen-
taren Voraussetzungen iiber Raumkurven, die z. B. bei algebrai-
schen Raumkurven 3. Ordnung, allgemeiner bei kubikalen
Kurven® (bei denen die Krimmungen selbst nicht zu existieren
brauchen) erfiillt sind.

52. In einem ebenen Polarsystem entspricht, wie frither er-
wihnt, einem schwachen Dreieck wieder ein schwaches Dreieck,
wobel entsprechende Stiicke proportional sind. Hieraus folgt
auch fir den Raum ein einfaches Prinzip zur Bestimmung der
Verhiltnisse einer schwachen Figur, die durch Polaritit aus
einer gegebenen schwachen Figur entstanden ist.

Die einer gegebenen Raumkurve mit den Indexzahlen 4, u, »
entsprechende Raumkurve hat danach die Indexzahlen

2 _1 V-:l ) :l(,u—v)+,u/+1
1T T Alv+1) ’

wo die letzte zum Index der Schnittkurve der Tangentenflache
mit der Schmiegebene reziprok ist, da diese Kurve dem pro-
jizierenden Kegel dual entspricht.

Selbstverstandlich hat man auch

Ay —v) +p+1
w =
G+ 1)

b

in Ubereinstimmung mit den bereits gefundenen Ausdriicken.
Sollen die Indizes einer Kurve beim Ubergang zur dualen
ungedndert bleiben, so muss

Ay =1

sein, An g werden keine Forderungen gestellt. Dieser Index wird
sich aber in einer Hauptklasse von Fillen als gleich » erweisen.
! Das sind Kurven mit der Eigenschaft, dass 6 beliebige ihrer Punkte stets

eine nicht ausgeartete algebraische Raumkurve 3. Ordnung bestimmen und alle
Grenzlagen solcher algebraischen Kurven gleichfalls nicht ausgeartet sind.




48 Nr. 21

53. Die bisherigen Untersuchungen beruhten ausschliesslich
auf der Existenz der Indexzahlen 1, g, », und von Relationen
zwischen diesen hat man nur eine, w = », die daraus folgt, dass
die Kurve m von der Kurve [ umschlossen wird. Die gegenseilige
Lage von k° und k ergibt nichts Neues.

Wir wollen nun die etwas weitergehende Voraussetzung
machen, dass die Raumkurve eine im Punkte A hyper-
projektive Verbindung zwischen der Punktschar der
Kurve und dem von 4 ausgehenden
projizierenden Kegel vermittelt,
was damit gleichbedeutend ist, dass k
durch eine Projektion, bei der die Schmieg-
ebene nicht Projektionsebene ist, in eine
ebene Kurve tibergefihrt wird, die in dem
A entsprechende Punkt einen bestimmten
Krimmungsexponenten r hat. Diese Zahl
r soll nun auch als Kriimmungsex-
ponent der Raumkurve in 4 be-

Fig. 38.

. . 1.
zeichnet werden, und es ist klar, dass r = = isl.

i

54. Hiernach kann man zeigen, dass ein bestimmtes Kriim-
mungsverhiltnis zwischen k° (der Schnittkurve der Tangenten-
fliche mil der Schmiegebene in A) und k besteht, worunter das
Kritmmungsverhiltnis § zwischen % und der Projektion k' der
Raumkurve auf die Schmiegebene zu verstehen ist. (Vgl. Fig. 35,
S. 43, und die in der nebenstehenden Fig. 38 dargestellte Projek-
tion, wo B’ die Projektion von B und € den Schnittpunkt von
k' und AB; bezeichnen.) Man hal

AC  AC AF

T AB, T AB 4B,

oder
f (a_ly @t 8
g - 3
Aus Fig. 35, S. 43, entnimmt man nun
_ <;§> 5Q
PR/ RQ
oder
£ A+ p+1

s (M+1)1+1'
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Da das Kriimmungsverhiltnis somit eine bestimmte, von 0
verschiedene Zahl ist, haben %' und £° also auch %k und k°,
denselben Exponenten und daher auch denselben Index, d.h.

A(y+1) -
Ap—v)+p+1
oder
=,
folglich:

Wenn die Raumkurve k einen bestimmten Krim-
mungsexponenten r und damit einen bestimmten Index

1 . .
A = = hat, und wenn ausserdem die beiden anderen In-
r

dizes g, v existieren, so sind diese einander gleich, und
k’ und k haben ein bestimmtes Kriimmungsverhéiltnis

L Aptptl
(p+1)

Der erste Teil des Satzes kann offenbar auch so formuliert
werden:

Wenn eine von einem Punkt A ausgehende, mono-
tone Raumkurve einen bestimmten Krimmungsexpo-

nenten r, also auch einen bestimmten Index A = =, und
r

ausserdem einen bestimmten Index g in diesem Punkt
besitzt, so existiert auch der dritte Index » und ist
gleich w.

55. Mit Hilfe einer der obigen #hnlichen Rechnung kann
man das Krimmungsverhiltnis 4 der Kurven m und I in der
Ebene ¢ finden, wo m die Projektion der Kurve I von A4 aus
und ! den Schnitt der Tangentenfliche mit ¢ bezeichnen: diese
beiden Kurven haben unter den jetzigen Voraussetzungen den-
selben Exponenten w. Es ergibt sich

:' 142 lu—p \#
K Ao \dptu+1]7

HB. Wir wollen nun ausserdem voraussetzen, dass die Bezie-
hung zwischen der Punktschar der Kurve k¥ und dem von der

Tangente a ausgehenden projizierenden Ebenenbiischel hyper-
D. Kgl. Danske Vidensk. Selskah, Mat.-fys, Medd. XX, 21. 4
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projektiv im Punkte A und in dessen zugeordneter Ebene, der
Schmiegebene «, ist. Der Exponent dieser Beziehung wird der
Torsionsexponent der Kurve in A genannt. Sind B und C zwei
Nachbarpunkte von A, und werden die Ebenen aB und aC mit

. . ... . AB ..
B bzw. y bezeichnet, so ist das Grenzverhiltnis —— der beiden

AC
infinitesimalen Vektoren AB und AC mit dem Grenzverhilinis a—/i
o
der beiden infinitesimalen Winkel «8 und ey durch die Gleichung
af _ (AB\®
oy AC

verbunden, Werden die Geraden AB und AC mit b bzw. ¢ be-
zeichnet, so hat man ferner

ab _ (ABY

ac  \AC|®
Aus den beiden Gleichungen folgl dann

S

b _ [abyr

ay.  \ac/’
also, dass der Krimmungsexponent des projizierenden Kegels
% ist, also

= Y =

S

Man erkennt, dass die Existenz der Exponenten r und
s die Existenz von 4, g, » und die Gleichung p = » zur
Folge hat,

d1. Eine naheliegende Betrachtung lehrt, dass die Projektion
der Raumkurve, wenn die Schmiegebene Projektionsebene, die
Tangente aber nicht Projektionsstrahl ist, den Exponenten r+ s
hat im Einklang mit der frither gefundenen Formel

7 S
Tl s

Ferner sicht man, dass eine Projektion in Richtung der Tan-
gente von einem von 4 verschiedenen Punkt aus den Exponenten
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8

r+1

hat im Einklang mit der frither gefundenen Formel

do = p(+1) = l—&F )

Wir fithren noch die Kriimmungsverhalinisse £ und 4 an:

1 r
o ] ,1_ s \r - r—‘—s_?
:‘Sf(l F1‘%—3)(r+s)’ W_(1+r)(rs—f—r+s)'

Schliesslich ist der Exponent der Schnittkurve der Tan-
gentenfldche mit einer beliebigen, von der Schmieg-
ebene verschiedenen Ebene durch «

pt1
wh

=r+s
und der Exponent der Schnittkurve der Tangentenfliche
mit einer beliebigen Ebene durch A4, die @ nicht enthilt,

1 _ S
w(d+1) r+1°

Zwei Ranmkurven, die einander in einem Polarsystem (einer
Korrelation) entsprechen, haben Exponenten r, s und r’, s, die
durch die Gleichungen

verbunden sind.

V1. Schwache Figuren im Raume.

58. Eine vom Punkt A ausgehende, monotone Raumkurve
mit der Halbtangente x, dem Kriimmungsexponenten r und dem
Torsionsexponenten s in diesem Punkt, sei auf ein Koordinaten-
system x, y, z bezogen, dessen y-Achse in der Schmieghalbebene
und dessen z-Achse in dem Halbraum liegt, der die Kurve ent-
hélt. Ein beliebiger, lings der Kurve gegen A konvergierender
Punkt wird dann durch drei infinitesimale Vektoren z, g, z dar-
gestellt, deren Richtungen gegen die drei Halbachsen des Koor-

dinatensystems konvergieren.
4*
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Eine schwache Figur 4;4,---A;---, die an die Kurve gebun-
den ist, ist bestimmt, wenn die zu den Punkten gehorigen Ab-
szissen bestimmte Grenzverhiiltnisse haben. Wir geben diese

mittels der Verhaltniszahlen x,, x,,- - -, x; - an. Die den anderen
Koordinaten entsprechenden Grenzverhiltnisse werden analog
durch yy, yy, -+, g;,- -+ und zy, 75, -+, z,,- - - angegeben. Man
hat dann

y (x.)“fl z. (x.)”‘“'l
L e e
1 x Z \ Ly
als »Grenzgleichungen« der Kurve. Mit diesen Gleichungen be-
herrscht man die schwache Figur vollstdndig in jedem Koordi-
natensystem der angegebenen Art, so dass jede sie betreffende

Frage auf ganz elementare Weise, als ob es sich um eine Raum-
parabel mit den Gleichungen

1 d 1
y :pxr-}- L z= qw1+s+

in affinen Koordinaten handelte, gelést werden kann.

59. Als Beispiel kann angefiihrt werden, dass die Schmieg-
ebene eines Punktes mit der Abszisse x ein Stiick X von der
a-Achse abschneidet, das durch das Verhiltnis

X r(r+s)

x (r+-1D){r+s+1)

bestimmt ist.

Dies entnimmt man jedoch in mehr direkter Weise aus der
Fig. 35, §. 43:

pt1

X A4, A

+Fu—v
®  AB (1+)17>(1M+,w+1)

womit man zugleich ein allgemeineres Resultal hat. Setzt man

. . 1 r - .
hierin speziell 1 = —, u = v = —, so erhilt man den obigen Aus-
r s

druck.

60. Ein weiteres Beispiel, das das obige als Grenzfall umfasst,
ist das folgende:

Drei gegen A konvergierende Punkte der Kurve, fur die die
Grenzverhalinisse der Abszissen (d. h. der entsprechenden infini-
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tesimalen Vektoren) durch die Verhaltniszahlen xy, x,, x5, gege-
ben sind, bestimmen eine Ebene, die von der Tangente (der x-Ach-
se) ein Stiick abschneidet, dessen zugehdrige Verhiltniszahl

I3 r+s+1 I 1
i 1 T Ly Ty
— r+s+1 r r-s+1 r
T =X, Ty Xpl| i |Xy x, 1
y+s41 T r+s+1 r
ot s T3 |a s 1

ist.

61. Eine beliebige schwache Figur A{--A4,- -4, -+, die in eine
monotone, vom Grenzpunkt 4 der Figur ausgehende Kurve ein-
geschrieben ist, kann unter den benutzten Voraussetzungen un-
mittelbar mit Hilfe eines in der obigen Weise angebrachten Ko-
ordinatensystems behandelt werden. Die Relationen zwischen den
Verhiliniszahlen der Winkel und denen der Vektoren kénnen
direkt aus der ebenen Figur, $. 15, entnommen werden, da die
Projektion auf die xy-Ebene eine ebene schwache Figur ist, deren
Verhiliniszahlen mit den entsprechenden der riumlichen Figur
iibereinstimmen.

Die Verhaltnisse der Flichenwinkel des Tetraeders 4;A, 4,4,
werden durch die Grdssen

(AlAz), (AQA?,)’ (A3A4): (AlAa)’ (A1A4)’ (A2A4)
reprisentiert, wo

_ W
(414,) = [123][1247

(240) = oairagiy ede) = r3a173a3]

und analog fiir die fibrigen (mit der S. 16 angegebenen Bedeu-
tung der Symbole in den Nennern). So erhilt man z. B. fiir das
Grenzverhiltnis (A, 4,): (4, 4,)

(4, 4:) _ av—ey [284]
(A, 4A3) oy~ 0y [124]°

VIiI. Berithrungsinvarianten von Raumkurven.

62. Zwei monotone Raumkurven % und k{, die vom selben
Punkt A ausgehen, dort dieselbe Halbtangente a und dieselbe
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Schmieghalbebene « haben, auf derselben Seite der letzteren
liegen und schliesslich in A die gleichen Exponenten r und s
haben, hesitzen zwei wesentliche Bertthrungsinvarianten, namlich:

1°. Das Kriimmungsverhidltnis I;, d.h. das Kriim-
mungsverhélinis der Projektionen der beiden Kurven
auf die gemeinsame Schmiegebene von einem beliebigen
Punkt aus®.

2°, Das Torsionsverhéltnis I,, d.h. das Grenzverhiltnis
der beiden Vektoren (Sehnen), die in einer von a ausgehenden,
gegen P konvergierenden IHalbebene von den Kurven ausge-
schnitten werden.

63. Beziiglich der Invariante I, wollen wir sofort zeigen:
Wenn sie fur ein Projektionszentrum P existiert, so existiert sie
auch fiir jedes andere Projektionszentrum ( und hat den glei-
chen Wert. Dass sie fiir das Projektionszentrum P existiert und
den Wert I; hal, bedeutet nimlich, dass eine gegen a konver-
gierende Ebene durch AP die Kurven in zwei Punkten K und
K, schneidet, die derart gegen A konvergieren, dass das Grenz-
verhéltnis

AR,
AK
ist. Gleichzeitig ist das Grenzverhiltnis der Winkel, die die
Vektoren AK, und AK mit a bilden, gleich 1.

Legt man nun eine Ebene durch AQ und K, die k; in einem
Punkt K; schneidet, so haben die Winkel, die die Vektoren
AK), und AK wihrend des Grenziiberganges mit a bilden, eben-
falls das Grenzverhiltnis 1. Hieraus folgt aber, dass auch die
Winkel, die AK; und AK] mit a bilden, das Grenzverhiltnis 1
haben, also dass dasselbe fiir die Vektoren AK; und AK1 gilt,
d. h. dass das Grenzverhiltnis

AK,
AK 4L

1st, was zu beweisen war.

! Selbstverstindlich darf dieser Punkt nicht in der Ebene liegen, auf die
projiziert wird, und dies wollen wir daher hier und in dhnlichen Fillen still-
schweigend annehmen.
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Man kann nun auch sagen, dass die Kegel, die die Kurven
von einem beliebigen Projektionszentrum Pausserhalb
der Schmiegebene aus projizieren, in der Erzeugenden
PA das Krimmungsverhdltnis I; haben.

Aus der obigen Unlersuchung geht zugleich hervor, dass
jede gegen a, aber nicht gegen « konvergierende Ebene durch
A die Kurven in solchen Punkien K und K; schneidet, dass
das Grenzverhiltnis der Vektoren AK, und AK gleich I, ist.

64. Eine dritte Beriihrungsinvariante I ist das Kriimmungs-
verhiltnis der die Kurven von A aus projizierenden
Kegel. Legt man von a aus eine Halbebene, die die Kurven
in M und M, schneidet, und lidsst man diese Halbebene gegen
AM,
AM
die Winkel # und #6,, die die Vektoren AM und AM; mit der
Halbtangente a bilden, haben das Grenzverhiltnis

« konvergieren, so ist das Grenzverhiltnis gleich 1,, und

-1 :13-

Eine variable Ebene durch 4 und M, die gegen a, aber
nicht gegen & konvergiert, schneidet die Kurve k; in einem
neuen Punkt M,. Man hat dann

AM, AM,
AM YV AM

&%y:ﬁzf
AM, g

= 12,

also

Die Existenz von I; ist eine Folge der Existenz von [; und I,.

I, = 1 ist gleichbedeutend mit I, = I,. Dieser Fall liegt
insbesondere vor, wenn die Kurven in A denselben projizierenden
Kegel haben. I, S 1, ergibt I;Z 1; im ersten Fall umschliesst der
projizierende Kegel der zweiten Kurve den der ersten, im zweiten
Fall umgekehrt.
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65. Um einen Uberblick tiber die verschiedenen invarianten
Relationen zwischen den beiden Kurven zu erhalten, ist es niitz-
lich, zwei beliebige inﬁnitesimale; auf den heiden Kurven endende
Vektoren AM und AM,; zu betrachten. Die Winkel, die die
Vektoren mit a bilden, seien 6 und 4.

Durch AM lege man eine variable Ebene, die beim Grenz-
tibergang M — A gegen a, aber nicht gegen « konvergiert. Diese
Ebene schneidet k; in einem solchen Punkt M,, dass der von
AM; und a gebildete Winkel 6, das Grenzverhéltnis 1 zu 6 hat.
Es gilt nun

AM, _
AM v
AM\ 8,
<AMQ> T’
woraus
6  [AM, AM\"
6 <AM 'A*M)
oder
6 AMN
o = (h ) o
folgt.

. Bezeichnet man nun die Winkel, die die Halbebenen aM
und aM; mit « bilden, mit ¢ und ¢; und fithrt (dem obigen
analog) den Punkt A, ein, in dem die ersigenannte Halbebene
k; schneidet, so erhélt man in dhnlicher Weise

) AM>S
L = (],- ] I1
P1 < cAM, (I

60. Projiziert man die beiden Kurven k und k; von einem
Punkt O aus, der in der gemeinsamen Schmiegebene in 4, aber
nicht auf der gemeinsamen Tangente liegl, so erhélt man zwei
projizierende Kegel, deren Kriimmungsverhaltnis I, lings OA
mit Hilfe der Formel in 33. fir zwei ebene Kurven bestimmt
werden kann. Man erhilt so

also
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67. Wahlt man schliesslich ein Projektionszentrum O, das
auf der gemeinsamen Tangente der Kurven in A liegt (aber
von A verschieden angenommen wird, da der andere Fall bereits
behandelt ist), so erhiilt man zwel projizierende Kegel, deren
Kriimmungsverhéltnis (mit den in 64. angegebenen Bezeichnungen)

AMI_ ) ¢,

57 AM 6 213_7

1

r+1
Iy

ist.

68. Wir gehen nun zur Besprechung der zu den obigen
dualen Invarianten, d. h. der Berithrungsinvarianten der
Schnittkurven der Tangentenfldchen mit ein und der-
selben Ebene iber.

1°. Geht die Schnittebene nicht durch 4, so haben die
Schniltkurven ! und !, mit den beiden Tangentenflichen das-
selbe Kriimmungsverhiltnis wie die Schnittkurven m und my
der Ebenen mit den von A aus projizierenden Kegeln. Dies
folgt unmittelbar daraus, dass das Krimmungsverhiltnis von [
und m mit dem von I, und m, tbereinstimmt (vgl. den S. 51
angegebenen Ausdruck fiir dieses Kriimmungsverhiltnis 7).
Hieraus folgt:

Das Krimmungsverhéltnis der Schnittkurven der
Tangentenflichen mit einer beliebigen nicht durch A
gehenden Ebene ist gleich dem Kriimmungsverhéllnis
der die Raumkurven von A aus projizierendefl Kegel,

also gleich
L\
L=

© 2°, Eine dhnliche Betrachtung lehrt:-
Das Krimmungsverhiltnis der Schnittkurven &° und
k{ der Tangentenflachen mit der gemeinsamen Schmieg-
ebene « in A stimmt mit dem der Raumkurven selbst
iiberein, ist also gleich [;.
3° Falls die Schnitlebene die Tangente a enthilt, aber von
der Schmiegebene verschieden ist, ist das Kriimmungsverhiltnis

der Schnittkurven
r $

P
Il I?.
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dieselbe Invariante wie fiir die Projektionen der Kurven in dem
Fall, wo die Schmiegebene Projektionsebene ist (66.).

4°. Geht schliesslich die Schnittebene durch A, aber nichi
durch die Tangente «, so ist das Kriimmungsverhéltnis der

Schnittkurven
Ir+]
2

4

dieselbe Invariante wie fiir die Projektionen der Raumkurven
in Richtung der Tangente (67.).

69. Eine direkte Untersuchung der Relationen zwischen den
charakteristischen Zahlen r, s, I, I; und r', s, I, I, zweier Paare
'k, k; und &/, k7 von Raumkurven, die einander in einer Polaritat
enlsprechen, zeigt, dass ausser den frither abgeleiteten

die Formeln
’ Il # f 1
Lo n-g

gelten. Hiermit hat man ein Mittel, um von jedem der im
vorstehenden gefundenen Resultate zum dualen tber-
zugehen.

70. Die angegebenen Bertihrungsinvarianten sind mit Hilfe
invarianter Methoden, die sofort die betreffenden Relationen in
ihrer gegenseitigen Abhéingigkeit klar hervortreten lassen, gefunden
worden. Sie lassen sich aber natiirlich auch mit Hilfe der in 58.
besprochenen formalen analytischen Darstellung gewinnen. Um
dies zu illustrieren, fithren wir die wichtigsten Relationen zwi-
schen den Konstanten der Grenzgleichungen und den betreffen-
den Invarianten an.

Die beiden Raumkurven seien durch die beiden Paare

_ r+1 o r+1 ]
v (D o an

_ r+s+1 o r+s+1
=qx <=M

von Grenzgleichungen dargestellt. lhre Projektionen auf die

xy-Ebene sind
1

. r+ _ r+1
y=pxr . Fg=pxr
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und die Definition der Invariante I; ergibt dann unmittelbar
oL
A::(BJI W
P/
Die Invariante Ignﬁndet man, indem man mit der Ebene
y = ez schneidel. Sind x und x; die Abszissen der Schnittpunkte,

so ergibt sich
1

L:ﬁzgjf (2)

R q. pit

also wegen (1)
q rys :
111}, (3)
q1 !

Mit Hilfe elementarer analytischen Rechnungen wund der
Formeln (1), (2), (8) ist es nun leicht, alle dibrigen Invarianten
abzuleiten.

Beispielsweise ist die Invariante der Projektionen

r+s-+1 r+s-4+1
x > 2= 4T

(%)l“"s _ 1117+5 1;+s’

womit man die allgemeine Formel aus 66. hat.
Die Projektionen

zZ=4q

auf die mz~Ebené

3 $

41 —— 71
41 1 r-+1
= cq yI 2= sq g
r+1 ! PE—H_H

auf die yz-Ebene ergeben die Invariante

] r+1
q pm'HT Pl ar
A At
1 1 :

womit das allgemeine Resultat von 67. bestétigt ist.

Indem man die Tangentenflichen analytisch darstellt und
ilire Schnittkurven mit den Ebenen x = 1, x =0,y =0, z = 0
bestimmt, findet man alle Invarianten der ebenen Schnitte der
Tangentenflachen, so wie sie in 68. angegeben sind.
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7. An Stelle der Grundinvarianten I; und I, kann man

4 =T =P
4 =1 b
— Ty _ I
| A, =11, v
einfithren, die sich im Koordinatensystem unmittelbar inter-
pretieren lassen, ndmlich A4, als das Grenzverhiltnis der y-Koor-
dinalen von Punkten mit gleicher Abszisse und A, als das:
entsprechende Grenzverhéltnis der z-Koordinaten. Da das Koordi-
natensystem keiner anderen Bedingung unterworfen ist, als dass
x in die Halbtangente, y in die Schmiegebene und z ausserhalb
derselben fillt, kann die geometrische Bedeutung von 4, und
A, ohne Schwierigkeit unabhingig vom Koordinatensystem for-
muliert werden.
4; und A, sind die Segreschen Invarianten der Raum-
kurven'.
Als Normalformen der Grenzgleichungen der Kurven kann
man hiernach fir k:
g = xr+1, z = xr+s+1
und fiar k:
x:Alxr+1, z:A0x1‘+‘g+1

einfiihren.

72. Als Anwendungsbeispiel wollen wir folgende Aufgabe
losen: Auf dem Kurvenzweige k sind drei gegen A strebende
Punkte gegeben, deren Abszissen durch die Zahlen xy, x,, x,
reprasentiert seien. Die Ebene durch die drei Punkte konver-
giert gegen die Schmiegebene in A und schneidet den anderen
Kurvenzweig ; in einem Punkt, der mit den anderen gegen A
konvergiert. Gefragt wird nach der die Abszisse dieses Punkles
reprasentierenden Zahl wx. Die Aufstellung der Bedingung dalfiir,
dass die vier Punkte in derselben Ebene liegen, ergibt unmittelbar
die Gleichung

r+1 r+s41
x Ax A.x 1
r+1 r+s+1
T X xy 1 —0
r1 r+s+41 -
s o Ty 1
r+1 r+s4+1
Iy Xy T 1

L C. Seerxe, Sugli elementi curvilinei, che hanno comuni la tangente e il piano
osculatore, Rendiconti Lincei (5) 23, 1924;

B. SEGRE, Sugli elementi curvilinei che hanno comuni le origini ed i relativi
spazi osculatori, Rendiconti Lincei (6) 22, 1935.
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zur Bestimmung von x. Sie kann bis zu drei Wurzeln haben -
im Einklang damit, dass die Ebene bis zu drei Schnitipunkten
mit k&, haben kann.

Der Grenzfall, wo die drei Zahlen x;, x,, x; zusammenfallen
und die betreffende Ebene in die Schmiegebene im Punkt x
iibergeht, erledigt sich ebenso leicht, und man erhélt zur Bestim-
mung des Schnittpunkies a die Gleichnung

r+s)(r+s+1) Gl

s(r+s+1)E_s(1'+s) -
r(r+1) ; r 7 r+1

TAs41
AETTT 4 —0

3. Bisher haben wir ausschliesslich zwei Kurvenzweige k
und k; betrachtet, die mit derselben rdumlichen Qrientierung
“von A ausgehen. Wir wollen nun etwas weiter gehen. Wir halten
daran fest, dass die Kurvenzweige vom selben Punkt A ausgehen
und dort gemeinsame Tangente und gemeinsame Schmiegebene
haben, verlangen aber nicht mehr, dass sie dieselbe Halbtangente
und dieselbe Schmieghalbebene haben und auf derselben Seite
der letzteren liegen. Wir lassen mit anderen Worten zu, dass
die Bdogen k4 und k; in A einen beliebigen der acht v. Staudtschen
Bogentypen bilden.

Bet allen Typen kann man von den Invarianten [, und I,
und damit auch von A4; und A, sprechen, was man ganz wie
fir ebene Kurven einsieht. Das Koordinatensystem wx, y, z sei
mit Bezug auf k& in der bisherigen Weise gewihlt. Hat nun k;
nicht dieselbe Halbtangente wie k, so spiegele man k; an der
yz-Ebene; hat die dabei entstehende Kurve nicht dieselbe Schmieg-
halbebene wie k, so spiegele man sie an der xz-Ebene; liegt die
neue Kurve nicht auf derselben Seite der Schmiegebene wie &, so
spiegele man sie schliesslich an der xy-Ebene. Auf diese Weise sieht
man, dass hochstens drei Spiegelungen an Koordinatenebenen
hinreichend sind, um %, in eine Kurve k; mit derselben Orien-
tierung wie k tberzufithren. Die Invarianten Iy, I,, und damit
auch A4, 4,, von k und k; werden nun als die entsprechenden
Invarianten von k& und k; definiert.

Wir rechnen die Invarianten nicht mit Vorzeichen, sie sind
also stets grosser oder gleich 0. Dasselbe soll auch far die
Koordinaten der Punkte auf den beiden Kurvenzweigen gelten.
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4. Als Beispiel wollen wir die in 72. behandelte Aufgabe
ftir zwei Kurvenzweige 16sen, die in 4 einen Scheitelpunkt bilden
(d. h. die Halbtangenten sind entgegengesetzt, die Schmieghalb-
ebenen identisch und die Schmiegebene ist Stiitzebene der ganzen
Kurve k&, Iy).

In Bezug auf das mit k verkniipfte Koordinatensystem hat
die Ebene durch die drei Punkte auf k& mit den Abszissen x,
x5, xy die Gleichung

x oy z 1
r+1 r+s+1
X Xy Xy 1
r+1 1 = 0.
Xy Xy x, 1
r-1 r+s+1
T3 X, x, 1

Wir suchen nun einen Schnittpunkt dieser Ebene mit k;. Es
seien x, Alocr'H, *42:C1'+S+1 die absolut genommenen Koordinaten
dieses Punktes. Durch eine einzige Spiegelung, namlich an der
yz-Ebene, wird k; in eine mit %k gleich orientierte Kurve iiber-

gefithrt. Daher muss x die Gleichung

r+1 rds4t
—x Ax A’ T 1
r+1 r+s+1
r ox, Ty 1 0
r+1 r+s+1 -
Xy x, Lo 1
r--1 r+s-+1
Ty @ xy 1

befriedigen, die genau eine reelle Wurzel hat.

Far die anderen Bogentypen 16st man die analoge Aufgabe,
indem man diejenigen Vorzeicheninderungen der Koordinaten
x, A" A" TS yornimmt, die den Spiegelungen an Koordi-
natenebenen entsprechen, durch welche ky in eine mit k gleich
orientierte Kurve tbergefiihrt wird. Die acht Vorzeichenkombi-
nationen entsprechen gerade den acht Bogentypen.



VIII. Kurven in hoheren Riumen.

5. Wie Kurven in héheren Riumen zu behandeln sind, liegt
nach dem Vorstehenden auf der Hand: Eine monotone Kurve
J in einem n-dimensionalen Raum, die von einem Punkt A aus-
geht, dort die Halbtangente «', die Schmieghalbebene «?, die
Schmieghalbriume «? ¢, - -, "7 hat, ist durch die positiven
Kriitmmungsexponenten rg, ry, «*+, r,__, zu charakierisieren, die
zu den hyperprojektiven Beziehungen zwischen der Punktschar
(P) auf der Kurve und den sie von 4, ot o®
projizierenden Biischeln gehoren. Die Kurve kann dann in einem
ihr angepassten Koordinatensystem a, @y, - - -, x,_, durch Grenz-
gleichungen der Form

n—2
,' -+ bzw. « aus

k1 o+ 1+ 1 Jotryi+cre-r, o+

pummad 1.“_ pe— . e . f—
T =Py, Xy T Palky ; » Ty 1 = Pp—1%o

dargestellt werden, und dann kénnen elementare analytische Me-
.thoden herangezogen werden.

Fiir zwei vom Punkt A ausgehende Kurven mit derselben
Halbtangente, denselben Schmieghalbraumen und denselben Ex-

ponenten ry, ry, -+, I, _, in A kann man dann die Berithrungs-

invarianten Iy, I, +--, I, _, als Grenzverhiltnisse der bei den
. . n—2

Zentralprojektionen von A4, o', &, -+ bzw. « aus ausge-

schnittenen Vektoren einfithren.
Auf diese Weise gelangt man unmittelbar zu den von B. SEGRE
(far speziellere Kurventypen) aufgestelllen Invarianten'.

76. Auf Einzelheiten, die schwachen Figuren in hdéheren
Riumen betreffend, wollen wir hier nicht eingehen, sondern
nur zum Schluss eine andere Verallgemecinerung erwiihnen, die
daran ankniipft und durch geliufige Abbildungen in die obige
eingeordnet werden kann, namlich die schwachen Figuren héherer
Ordnung. Was wir darunter verstehen, wollen wir uns begniigen,
an Hand von zwei der einfachsten Beispiele anzudeuten:

1°. Unter einer schwachen Figur zweiler Ordnung in der
projektiven Ebene wollen wir eine variable Figur verstehen,
deren Punkte simtlich gegen einen bestimmten Punkt und deren
(durch je fanf Punkte der Figur bestimmte) Kegelschnitte simt-

! L.c. Fussnote 1, S. 60.

-
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lich gegen einen beslimmten eigentlichen Kegelschnitt konver-
gieren.
~ 2°. Im »zyklischen Raume« wollen wir unter einer schwachen
zyklischen Figur eine variable Figur verstehen, deren Punkte
simtlich gegen einen bestimmten Punkt und deren (durch je
drei Punkfe der Figur bestimmte) Kreise samtlich gegen einen
bestimmien Kreis konvergieren.
Diese und analoge schwache Figuren bieten ein interessantes
Arbeitsfeld dar, das es sich gewiss lohnen wiirde zu erforschen.

Indleveret til Selskabet den 21, August 1943,
Feardig fra Trykkeriet den 24. November 1943,





