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Einleitung.

In der Theorie der Dirichletschen Reihen [(s) = f(o+1if)

a .
—Zl‘z, besonders ' ihre Anwendung auf Probleme der
1

analytischen Zahlentheorie betreffend, spielt bekanntlich die fol-
gende Formel, welche die Summe der Koeffizienten durch die
Funktion ausdrickt, eine wichtige Rolle

o+ i
1 w’ —
—\ —f(s)ds = Zan.
2wl aiim il

Hierbei ist die Gerade ¢ = « >0 im Inneren des Konvergenz-
bereiches gelegen, und w ist eine beliebige positive Grosse. Sollte
diese gerade eine ganze Zahl w = m sein, soll jedoch das ent-

dm

sprechende Reihenglied -

fehlen, d. h. amn = 0 sein. (Sonst be-

darf die Formel nur einer geringfiigigen Modifikation.)
Formal folgt diese Darstellungsformel natiirlich aus der be-
kannten Formel

otiw
1 ws fl, w>1
X s =
271\ s 10, 0<w<1.
o—iw '

Die Richtigkeit dieser klassischen Darstellungsformel wurde
zuerst von PERRON in einer bedeutsamen Arbeit »Zur Theorie
der Dirichletschen Reihen«, Crelles Journal 1908, dargetan. Fiir
verschiedene Zwecke ist es bekanntlich bequem, die allgemeinere
Darstellungsformel

S0+ i
1\ w 1 w\¢!
) R, @ — n 1 _
Qmwi \ s¢ [(s)ds I' (o) n%wa ( 3 11)

c-—iom

1*
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zur Verfiigung zu haben, wo die positive Zahl ¢ nicht gerade
gleich 1 ist. Diese Formel folgt ihrerseits formal aus der ent-
sprechenden Relation

e 1 o—1
1 s I logw) ,w>1
B LA
ki $ l 0 , 0<<w < 1.

c—i»

Uber die Gililtigkeit dieser allgemeineren Formel beziiglich
der Werte von ¢ besteht aber heute noch ein ungeldstes Pro-
blem, das auf PErRrON zurtckgeht. In seiner oben zitierten Ar-
beit beweist er, dass die Formel fiir jedes p> 1 giiltig ist. Da-
gegen betont er, dass seine Beweismethode fir 0 <o <1 versagt,
und dass es daher unentschieden bleibt, ob die Formel fir
solche Werte von ¢ Tberhaupt galtig bleibt, d. h. ob auch far
solche ¢ die gliedweise Integration der auftretenden unendlichen
Reihe gestattet ist.

In der vorliegenden Arbeit, welche mit élteren Untersuchun-
gen des Verfassers in seiner Habilitationsschrift »Bidrag til de
Dirichlet’'ske Raekkers Teori«, Kebenhavn 1910, eng zusammen-
hingt, wird die vollstindige Losung des genannten Problems ge-
geben und zwar wird gezeigt, dass die betreffende Formel
fir keinen einzigen Wert von ¢ im Intervall 0<po<1

¥

allgemein giiltig ist. Dies geschieht dadurch, dass zu jedem
0 << <1 eine Dirichletsche Reihe f(s) = Z%SE konstruiert wird,
fiir welche die obige Formel nicht gilt. Ubrigens wird die
Konstruktion eines einzigen Gegenbeispiels geliefert, das fir
sdmtliche ¢ des Intervalls 0 <<p <1 verwendbar ist. Hierbei wird

es bequem sein, die Nicht-Giltigkeit gerade fiur w = 1 (und
also a, = 0) darzutun, wo die Formel einfach

i+ i
/(f) ds = 0
S\

heisst. a—tem

Vorbereitungen und Angabe des zu beweisenden Satzes.

Im folgenden werden nur Dirichletsche Reihen betrachtet,
deren Konvergenzabszisse gleich 0 ist, die also in der ganzen
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Halbebene ¢ > 0 konvergieren, Wir werden eine Dirichletsche
Reihe (mit a, = 0) konstruieren, fiir welche es zu jedem
0<<¢<1 eine positive Abszisse « = w(p) gibl, fiir welche

oetin

O]

s°

o-—i%

ds

iibrigens sogar
-1

71(752 ds
e

divergiert. Damit wird natiirlich die Nicht-Giiltigkeit der obi-
gen Formel bewiesen. Der Nachweis der Divergenz des letztge-
nannten Integrals wird dadurch erbracht, dass bei festem (¢ << ¢ <1

zwel Abszissen o; und o, mit 0<Ceg, < g, <1 angegeben werden,
#a0s +1T

(s . .
so dass das Integral fgo) ds fiir gewisse ins Unendliche wach-
a +iT
sende Werte von T dem Betrage nach uber alle Grenzen wichst.
Dies widerspricht namlich nach dem Cauchyschen Integralsatz,

auf das Rechteck oy, 6y, 0, 4T, o, -+ iT angewendet, der Méog-

opF i
. . : s
lichkeit, dass sowohl das Integral f(o) ds als auch das Inte-
. 8§~
40 - 100
f(s) . . LD : .
gral -~ ds beide existiéren kénnen, so dass mindestens eine
S\
o

der beiden Abszissen ¢, und g, als unser « = & (p) verwendet
werden kann.

Bei einem solchen Nachweis werden wir offenbar dazu ge-
fiihrt, die Gréssenordnung von f(s) fiir ins Unendliche
wachsende f zu untersuchen. Bekanntlich gilt far jede fiir 6> 0

konvergente Dirichletsche Reihe f(s) = Z% bei jedem 0 <o <1

fir {— oo die Abschitzung
[() =07

far beliebiges &> 0. Zur Vorbereitung der spéter vorzunehmen-
den Konstruktion wird es niitzlich sein, kurz an die klassische
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Herleitung dieser Abschiitzung zu erinnern, wobei wir fiir unsere

Zwecke die Voraussetzung ein bischen einschrinken, indem wir
nicht nur Konvergenz der Reihe fiir ¢ > () annehmen, sondern dar-

m
tiher hinaus Beschrinktheit der Koeffizientensumme S, = Za,,

voraussetzen, etwa v=1
|Sml é 1 fiir alle m,

daftir aber auch eine etwas weitergehende Aussage beweisen
konnen, namlich

f(s) = flo+if) = O (79,

wobei ¢ weggefallen ist. Zur Herleitung dieser Abschatzung stel-
len wir ablicherweise die Funktion f(s) in der Halbebene o> 0
durch die (absolut konvergente) Reihe

e

F& = 3 Su (o )

m=1 ms~(1n+1)s

dar, welche durch partielle Summation aus der urspriinglichen
Reihe sofort hervorgeht. Aus der Vorausselzung [S,nlél fiir
alle m folgt daher in der ganzen Halbebene o> 0 die Abschitzung

oo

ol > |2 !

mo1 | mt (m+ 1)

Wir werden diese Reihe fir 0<<o<1 und etwa ¢>1 abschit-

zen. Fir die auftretende Differenz bieten sich von

1 1
m*  (m -+ 1)¢
selbst zwei verschiedenartige Abschétzungen dar, ndmlich einerseits

1 1 1 1 2
@) |~ G| S e iy <
und andererseits
m+1
1 1 du
[ m* (m+1)° ul+s
m-+1
du |s|

< |s|

pult+o “mpl+e

m
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also (da |s|<2{) die Abschitzung

1 1 21
(®) m (m+1) S mive

2 Lo
Vergleichen wir die beiden Ausdriicke — und die fiir
m

ml+e’
t = m zusammenfallen, so sehen wir sofort, dass der erste der
bessere (d. h. kleinere) fiir m<Ct und der zweite der bessere fiir
m>1 ist. Wir schitzen daher fiir ein festes ¢ in 0 <o<<1 und
t— oo folgendermassen ab:

11 1
|f(s)|§m§1 ﬁ—@;_{_ 1)
< Z 2 + 721‘,,

= 0@ 9.

Es wird sich im folgenden darum handeln, eine Dirichletsche
Reihe f(s) = Z%’; mit der Konvergenzabszisse 0 (und welche

im Punkte 0 das obige Verhalien |S,|<1 aufweist) zu kon-
struieren, welche grob gesagt auf jeder Geraden ¢ = o, (0 << 5, << 1)
in gewissen Punkten ¢,-+if, (wo die Folge der #, von g, un-
abhiingig ist) mit #,— oo so gross wird, wie nach der obigen
Abschitzung tiberhaupt moglich ist, d. h. fiir welche

[flo+it,) [=ct;™% (v =1,2,---)

wird, wo ¢ = c¢(g,) eine positive Konstante ist. Uberdies
miissen wir gewisse Forderungen (z. B. in bezug auf Gleichmis-
sigkeit betreffs der auftrelenden Konstanten ¢ = ¢ (g,)) stellen.

Zunichst einige allgemeine Bemerkungen. Wie ein Blick auf
die obige Abschitzung lehrt, ist es offenbar nétig, wenn wir er-
reichen wollen, dass f(o+if) fiir ein grosses f tatséichlich von
der Gréssenordnung {17 ausfallen soll, das Augenmerk auf die-
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jenigen Glieder S, (L-—~l—

: m* (m-+1)
Gré’)ssenordnung des momentan betrachtelen # hat, denn sowohl
diejenigen Glieder, fiir welche m wesentlich kleiner als ¢ isi,
etwa m<t1“d‘, als auch diejenigen, fir welche m wesentlich
grosser als f ist, etwa m> t1+J, geben offenbar zusammen einen
Beitrag von kleinerer Gréssenordnung als 1~ Bei der Kon-
struktion haben wir sowohl die Moglichkeit, die Aufmerksam-
keit aul diejenigen Glieder zu richten, fiir welche m in der Nihe

von ¢ unterhalb ¢ liegt (und wo wir oben die Abschitzung

> zu richten, fir welche m die

2 .
e verwendet haben) als auch auf diejenigen Glieder in der
Nahe von {, fir welche m oberhalb t liegt, (und fiir welche

. . 2t .
wir oben die Abschélzung mire verwendet haben). Bei der

+o
fritheren Untersuchung in meiner oben zitierten Arbeit, die einen
ahnlichen Zweck verfolgt, habe ich an der betreffenden Stelle
die Glieder mit m >t bevorzugt. Es wird aber hier, wo ein et-
was weitergehendes Resultat beziiglich der Gréssenordnung zu
erzielen ist, einfacher sein, umgekehrt die Glieder mit m <¢
besonders in Auge zu fassen.

Wir werden den folgenden Satz beweisen:

Satz: Es gibt eine Dirichletsche Reihe f(s) :Z Z'; mil der
Konvergenzabszisse 0, zn der eine Ordinalenfolge t; < t, < - - <t,—» 00
derart existiert, dass es zu jedem Wertepaare 0 <oy <<u, << 1 eine
positive Konstante ¢ = c(oy,0,) und ein N = N(o,,0,) gibt, so
dass fiir jedes v> N auf der ganzen Strecke o, <0< 0, { = [, der
Betrag von f(o+it,) grésser als ct.™" ist, wihrend ihr Arqu-
ment in einem festen Winkelraum kleiner als 7 efwa um die posi-
tive Achse gelegen ist.

Der Beweis dieses Satzes wird im n#chsten Paragraphen ge-
geben werden. Hier soll aber dargetan werden, dass mit diesem
Satz tatsfichlich das PErronsche Problem gelést wird
und zwar, wie erwidhnt, im negativen Sinne. In der Tat,
bei fest gegebenem 0 <Cp<C1 seien die Abszissen o und ¢, so
gewdhlt, dass 0<Cg; <Coy<<1—p. Wir betrachten die Funktion

f(s)

o~ auf der Strecke oy < 0 < ¢,, t = #, (v > N). Hierbei verhalt

0

sich der Nenner s¢ = ¢?"8° fiir grosse » dem Beltrage nach wie
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l'f, withrend sein Argument (gleichmissig in o) gegen - ¢ kon-

’ f(s) 2

5~ fir grosse » auf der
S

vergiert. Daher gilt fiir die Funktion

ganzen Strecke oy < 0 < 0, I =1,, dass ihr Betrag grosser ist
als etwa

f{v . E 1—d—p . C lJ*“‘z*Q
T gty =g

welche letztere Grosse mit » gegen oo strebt wegen. oy <1-—yp,
wihrend ihr Argument in einem festen Winkelraum kleiner
als 7= gelegen ist, weil dies fiir das Argument des Zihlers gilt,
withrend das Argument des Nenners gegen eine feste Grosse

konvergiert. Dies involviert aber offenbar, dass das Integral
+0a + il
f(s)d d . .
_s‘\T s dem Betrage nach mit » tber alle Grenzen wéchst,
G+ iy,

womit, wie oben ausgefiihrt, die PERrRoNsche Frage erledigt ist.

Beweis des Satzes durch die Konstruktion eines Beispiels.
Wir wiéhlen eine beliebige, aber feste Folge von posiliven

il
Zahlen #; <<f, < --- mit {,— oo, derart dass *1 ., 5o, Der Be-
¥
quemlichkeit halber werden wir die #, ganz und sogar durch
1‘1,,_1_1 taf

12 teilbar annehmen und so, dass schon von Anfang an —4—> -

ist. Fur diese t, (und 0<<o¢<C1) soll f(s+1it,) gross ausfallen.
Fir ein festes f, betrachten wir die obige Differenz

1 -

mtt (m+ 1)t

und zwar fiir Werte von m, die unterhalb ¢, gelegen, aber von
der Grdssenordnung von [, sind, genau gesprochen, fir welche

¢

v

IA

m=

W=
|

ist. Hierbei ist das Argument des ersten Gliedes — 1, logm, das
des zweilen Gliedes —¢,log(m+1), also (abgesehen vom Vor-
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zeichen) die Anderung des Arguments beim Ubergang von T
m°" Ty

u T »
(1H+1)U+”V ) ‘
IV(IOg (m+1)—-]0g 111) =1, ]0g<1 +E)

gleich

z

t
Fiir grosse m verhilt sich diese letztere Grésse wie Ey; genauer
es 1‘ochen‘ <we en 5 l<lo <1 +l> <l far m > 3) liegt sie
8esp , 8 6 m g m m = ° P
fiir alle in Betracht kommenden Werte von m zwischen (:)n_71

t . 153 . .. .
und ;L', also zwischen 6 3 und 4 und damit a fortiori zwischen
m

rc—%und n—{—%, d. h. in einem festen Winkelraum um s links

und

von der imaginiren Achse. Die beiden Glieder

1 . o . .
oo sind somit »im wesentlichen« entgegengesetzt gerich-
(171—5—1)('+l” 1
tet. Fitir den absolulen Betrag der Differenz o ”
m°T i (m1)t i

Inﬁ—l— ity

gilt somit offenbar

1
nla + ity

1

¢’

]

m®t it,, (m + 1)g+ it

wihrend das Argument der Differenz in einiem festen Winkel-
T 7T .
raum von - 3 bis + 3 um das Argument des ersten Gliedes
~oxm, legt.
me+ ity 1168
Nach diesen Vorbereitungen gehen wir nunmehr zur direk-

n

ten Angabe der gewinschten Funktion f(s) = Z% iiber. Statt

s

den Koeffizienten a, selbst anzugeben, ziehen wir vor, die Ko-

m
effizientensumme S, =Zan vorzuschreiben. Wir wahlen bei
- ;
jedem » = 1,2, .-
o it t"’ ty
Sm= m"™ fir -~ < m < g(v =1,2,--:)
Smn=20 fiir alle m ausserhalb dieser Intervalle.

Da |S;| < 1 fir alle m, ohne dass Sp, fiir m — oo einem Grenz-

. . a .
wert zustrebt, so dass die Reihe Zan = Z—g zwischen end-
n
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lichen Grenzen oscilliert, muss der Punkt 0 aufl der Konvergenz-
geraden liegen, d.h. die Konvergenzabszisse gleich 0 sein. Auf
der Strecke 0 <<o<<1, { = {, erhalten wir dann

3 | :
/'(O‘ -+ i/,,) = Z,‘, m“u (W —_ m) -+ R,, (S) B
"=
wobei ¢
'3 1 1
R,(s) :mzzl Sm (mo'+ it, (m+1)°+ it,,) +

> 1 1
- S —— — .
2. Sm (m“‘ b (m+1)°t ”V)

_ byt

4

t f
In der Summe erstreckt von TZ bis ?V ist nach dem obigen und

der getroffenen Wahl von S, = m'# (d. h. S,, hat den abso-
luten Betrag 1 und sein Argument ist gleich dem Argument von

W mit entgegengesetztem Vorzeichen) jedes Glied W———

1 L
1 -—— dem Betrage nach grésser als — und féllt in einen
(m+1)°t m°

Winkelraum (——g,+%> um die positive Halbachse. Somit gilt

fiir diese Summe, dass ihr Realteil und damit a fortiori- ihr
absoluter Betrag grésser ist als

{
1 4% v

— 1—a
;= c(@)t, ™",
£, u

m = Z L] T
wo die positive Konstante ¢ (o) nicht von ¢, abhingt und in
jedem festen Intervall 0Coy < o < 0, <C1 grosser als eine feste

Konstante ¢ = ¢ (o, 05) bleibt, Ferner ist das Argument dieser
Summe gleichfalls in dem betrachleten festen Winkelraum

<—7‘—§, +%E> gelegen. Wir haben nunmehr das Restglied R, (s) ab-

zuschitzen. Dies ist aber mit wenigen Worten getan. Nach den
Abschitzungen (A) und (B) haben wir
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t—1
32 » 2,
IRy (9] < ngl Tzﬁ+ > mo+1>
fy 41
m=——
also fliir » — o
; y—1
3 / oo
du dll
R,,(s)z()\ 2(11‘0_ —{—O‘ 2t, o
\ Vi1 \ i1
=

=0(_D+00, 7)) = o,

und zwar gilt diese Abschitzung gleichmissig in jedem festen
Intervall 0 <o, < 0 < 0, <<1. Schliesslich ergibt sich also fiir
y—> 00 in jedem festen Intervall 0 << gy <X 0 < g, <C 1 die Ungleichung

|f(o+it) |>cti ™ +o0(t ).

Hieraus ist aber ersichtlich, dass /(o it,) fiir hinreichend grosse
v auf der Strecke o, < ¢ < o, absolut genommen grosser als

C 1—g . . . .. .
5t,,  jst, und ferner ist klar, dass ihr Argument in einem festen

5
7 liegt. Hiermit ist der Satz bewiesen,

I ‘ 2 2 . « .
Winkelraum, etwa (——TE, —I-E—)n*), von einer Offnung kleiner als

Indleveret Lil Selskabet den 25, Februar 1942,
Feerdig fra Trykkeriet den 6. Maj 1942,





