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Uber den Quotienten zweier analytischer fastperiodischer
Funktionen.

n der Abhandlung »Zur Theorie der fastperiodischen .
I Funktionen. I1I« (Acta Mathematica, Bd. 47), in welcher
die allgemeine Theorie der fastperiodischen Funktionen
einer komplexen Verinderlichen s = g+if entwickelt
wurde, hahe ich u. a. den folgenden Satz bewiesen:

Es sei —oc << ¢ <'8 < -+ 00, und es seien f(s) und g(s)
Zwei in [@, 8] reguliare fastperiodischie Funktionen, von
denen g(s) im ganzen Streifen (&, 8) von Null verschieden

f(s)

ist. Dann ist der Quotient‘h(s) = 7 ebenfalls eine ‘in
[, 81 fastperiodische Funktion. ’ '

In der vorliegenden Note soll die folgende Verallgemeine-
rung dieses Satzes bewiesen werden.

Satz: Es sei —oo < & << 8 < 4o, und es seien f(s)
und g(s) zwei in [, 8] regulare fastperiodische
Funktionen, von denen g(s) nicht identisch ver-

fGs) .

1m

schwindet. Ferner sei der Quotient h(s) __-'g(s)

ganzen Streifen (e, 8) regular, d. h. jede im Streifen
(e, 8) gelegene Nullstelle von g(s) sei zugleich Null-
stelle von f(s), und zwar von mindestens eben so
hoher Multiplizitit. Dann ist dieser Quotient h(s)
wiederum eine in [o, 8] fastperiodische Funktion®.

» Zur Orienterung sei bemerkt, dass es — wie durch einfache Bei-
spiele leicht zu zeigen — sehr wohl vorkommen kann, dass die Projek-
tionen der Nullstellen von g(s) auf die reelle Achse im ganzen Intervall
« < ¢ < § iiberall dicht liegen.

1*
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Auf den Zusammenhang dieses Satzes — fiir den Spe-
zialfall &« = —co, g = f oo, d.h. fir den Fall, wo f(s)
und g(s) ganze Funktionen sind — mit einem schénen,

auf Quotienten von Exponentialpolynomen beziiglichen
Satz von Rrrr' wird am Schluss dieser Note kurz einge-
gangen.

Zum Beweise unseres Satzes wird, ausser bekannten
Eigenschaften fastperiodischer Funktionen, ein allgemeiner
fanktionentheoretischer Hilfssatz herangezogen, den ich
tibrigens, da es fiir den vorliegenden Zweck geniigt, nur
fir eine spezielle geometrische Konfiguration formuliere.

Hilfssatz: In der komplexen s-Ebene seien zwei paral-
lel den Achsen orientierte Rechtecke R’ und R’ mit dem
gemeinsamen Mittelpunkt s* gegeben, von denen R’ im
Inneren von R’ gelegen ist. Ferner seien die beiden posi-
tiven Zahlen k und K > k fest gegeben. Dann gibt es eine
positive Konstante

py = 59 (R, R, s%, &, K)

mit folgender Eigenschaft: Zu jeder im Innern von R”
reguléren analytischen Funktion ¢(s), welche innerhalb R”
dem Belrage nach < K, dagegen im Punkte s* dem Betrage
nach = Lk ist, ldsst sich ein achsenparalleles Rechteck
R(= an), das innerhalb R gelegen ist, aber R’ in seinem
Innern enthélt, derart wéihlen, dass in jedem Randpunkt s
dieses Rechtecks R die Ungleichung
RAONEE™
besteht.
Auf den (iibrigens sehr einfachen) Beweis dieses Hilfs-

satzes wollen wir hier nicht- eingehen, sondern uns mit

Y J. F. Rirr On the zevos of exponential polynomials,
Transact. American Math. Society Bd. 31 (1929) S. 680—686.
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dem Hinweis begniigen, dass der Satz z. B. als unmittel-
bares Korollar der beiden Hilfssitze 2 und 3 einer von
Herrn JEsseN und dem Verfasser gemeinsam verfassten Ar-
beilt iber die Werteverteilung der speziellen fastperiodischen
Funktion {(s) (Acta Mathematica Bd. 54, S. 18—19) ab-
geleitet werden kann.

Beweis: Die Behauptung unseres Satzes lautet, dass bei
beliebiger Wahl von zwei den Bedingungen « << o« << 8" < 8

Jio)
g(s)

in (a, 87) fastperiodisch ist, dass es also zu jedem > 0

geniigenden Zahlen ¢ und A die Funktion h(s) =

eine relativ dicht liegende Menge von zu h(s) im Streifen
(¢, B') gehorigen Verschiebungszahlen = = 7 (&) gibt, d. h.
Zahlen =, welche fiir alle s des Streifens («', &) der Un-

gleichung
[h(s+in)—h(s) | < e

genugen.

Zu diesem Zweck wahlen wir zuniichst (siehe die Figur)
zu den (schon festgelegten) Zahlen « und 8 zwei weitere
Zahlen & und A" zwischen « und ¢’ bzw. £ und #'; der
Einfachheit halber sei etwa o« —e&' = 87 —48’, sodass die
beiden Intervalle (¢’, 8') und (¢”, ) denselben Mittelpunkt
o = %(a' + 8 = é(cc” + 8'") besitzen. Wir betrachten den
Nenner g(s) auf der vertikalen Geraden o = ¢*; wegen der
Fastperiodizitit der (nicht identisch verschwindenden) Funk-
tion y(#) = g (¥ + if) der reellen Verinderlichen ¢ lasst sich
eine positive Konstante k,, eine Linge L, und eine ab-
zéhlbare Menge von reellen Zahlen

(—oo=<—t_ ). . <<l <t <l <l <l<... (fp—>o0)
so wihlen, dass

bhty—t <L, (fiur alle n= .. .,—2,—1,0,1,.. )
und
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y(t) | = g (0 +itn) | > k, (fiir alle n)
gill. :

Fiir jeden Wert von n betrachten wir die beiden achsen-
parallelen Rechtecke R; und Rp mit dem gemeinsamen
Mittelpunkt s, == o -+ i#y,.déren Eckpunkte auf den vertika-
len Geraden ¢=a', 0 =8 bzw. ¢ =¢", ¢ = g" liegen,
und deren vertikale Seiten die Léingen L, bzw. 2L, haben.
Durch eine vertikale Parallelverschiebung um die- Linge
tn4+1—1n geht also die Konfiguration. (Ra, Rp, sn) in die
Konfiguration (Rp4q, Ru+, $n+,) {ber. Da die Differenz
fnoq— Il fir jedes n kleiner als die vertikale Seitenliinge
L, der Rechiecke R ist, gehort jeder Punkt s des Streifens
(¢/, ) dem Innern wenigstens eines unserer Rechtecke
Ry an. . :

Wir betrachlen nun die Nennerfunktion g (s) im Recht-
eck R, der Konfiguration (Rp, Rn, $n). Innerhalb Ry ist
9(s) | < K,, wo K, die (endliche) obere Grenze von | g(s) |
im ganzen Streifen (', 87) bezeichnet, und im Mittelpunkt
sn ist | g(sn) | > k. Da die verschiedenen Konfigurationen
(Rn, Ru, sn) einander kongruent sind und durch vertikale
Parallelverschiebungen z. B. in die feste Konfiguration
(R,, R, 8o niberfithrt werden kénnen, ergibt sich aus dem
obigen Hilfssatz die Existenz einer festen, d. h. von n un-

abhiingigen positiven Zahl 74, nfmlich
79 = 70 (Ry, Ry, o, ko; Ky)

im Sinne des Hilfssafzes, mit der Eigenschaft, dass es far
jedes n ein Rp umschliessendes, innerhalb_R}{ gelegenes
achsenparallelés Rechteck Rn gibt, auf dessen ganzem Rand
die Ungleichung

: l g(s) | > 7o
erfillt ist.
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Die zu beweisende Fastperiodizitit von h(s) im Streifen
(e, B") ist offenbar dargetan, wenn wir folgendes beweisen
kénnen: Zu einem beliebig vorgegebenen ¢ > 0 gibt es ein
d = d(e) > 0, derart dass jede Zahl 7, welche sowohl fiir
die Funktion f(s) als auch fir die Funktion g(s) im
Streifen («”, 8”) eine zu ¢ gehorige Verschiebungszahl ist,
zugleich eine zu ¢ gehorige Verschiebungszahl der Funk-
tion NI(s) im Streifen (&', 8) ist; denn nach bekannten
Sitzen tiber fastperiodische Funktionen gibt es fiir den
Streifen (&, 8”) relativ dicht liegende gemeinsame Ver-
schiebungszahlen ¢ = ¢(d) der beiden fastperiodischen
Funktionen f(s) und g (s).

Es sei ¢ eine gemeinsame (endliche) obere Schranke
der beide Funktionen | f(s) | und | g(s) | im Streifen (&, 8.
Dann, behaupte ich, besitzt die Zahl

¢ = Min ”50, z—} = 3(e)
die gewiinschte Eigenschaft. Mit anderen Worten: Ist < eine
beliebige zu d gehérige gemeinsame Verschiebungszahl von
f(s) und g(s) in (", 8”), so ist z zugleich eine zu & ge-
horige Verschiebungszahl des Quotienten A(s) in («, 8,
d. h. es besteht die Ungleichung

6 [h(s+i"ﬂ)_h(s)l§€

fir alle s des Streifens (e, ).

Um die Richtigkeit der Ungleichung (”) in einem be-
liebig gewdhlten festen Punkt s = s' des Streifens (¢, 8)
zu beweisen, bestimmen wir zuniichst zu dem betrachteten
Punkt s’ eine ganze Zahl n derart, dass s’ dem Rechteck
Rn angehért, was nach einer oben gemachten Bemerkung

maoglich ist. Dann liegt s" a fortiori innerhalb des Rechtecks
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Rp. Nun ist die Funktion h(s), und daher auch die Funk-
tion { h(s+iz)—h(s) } nach Voraussetzung im ganzen
Streifen (e, 8), also gewiss innerhalb und auf dem Rande
unseres Rechtecks R, reguldr. Folglich gilt nach dem
Maximumprinzip
| h(s’"+iz) —h(s) | < Max | h(s+iz)—h(s)|.
auf R,

Zum Beweis der Ungleichung | & (s' + w) —h(s) | < e geniigt
es also, die Ungleichung

Max | h(s—l—zz)—h(s) | <&

auf R,

zu beweisen. Diese ergibt sich aber unmittelbar daraus,
dass auf dem ganzen Rande des Rechteckes R,

|9(3)|>"Zo

ist. In der Tat gilt fir einen beliebigen Randpunkt s von
R, die Ungleichung

[gG+in) | = 1gO) =l g6+ iDd—g@ | > p—0 =L,

also ( ) (

e ha] - | [ f

| hR(s+iz) —h(s)| gGtin g

_ g fG+in—f()g(s+iv) |
lgG+io)| g |

<O+ iD=fO /O]9 —gG+io)]|

lg(Gs+in | fg(s)]
§C(5+C6:405§

- £
W
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Es wurde schon oben, erwiihnt, dass das Ergebnis dieser
Abhandlung eine gewisse Beziehung zu einem schénen Satz
von Rirt tber Exponentialpolynome hat. Der Satz von
Rirr lautet: ' :

N . M

Es seien P(s) = >'ape™® und Q(s) = D bnefn® zwei
1 1 P(S)
Qs

eine in der ganzen s-Ebene regulire Funktion ist. Dann ist

Exponentialpolynome, fiir welche der Quotient R (s) =

diese ganze Funktion R(s) wiederum ein Exponentialpoly-
L
nom R(s) = che”ﬂ“.

In diesem Rrrrschen Satz diirfen die Exponenten i,
und un beliebige komplexe Zahlen sein. Im Zusammenhang
mit der Theorie der fastperiodischen Funktionen interes-
sierl uns aber nur der Spezialfall, wo die Exponenten i,
und g, (und damil von selbst die Exponenten »,) reell
sind; nur in diesem Fall sind ja die Exponentialpolynome
fastperiodische Funktionen. Um den RiTtschen Satz fir
diesen Fall in natirlicher Weise der Theorie der faé't-
periodischen Funktionen unterzuordnen, d. h. als Spezialfall
eines allgemeinen Satzes tiber solche Funktionen aufzufas-
sen, fithren wir zunéachst die folgenden Bezeichnuﬁgen ein.

Eine in einem Streifen [, 8] analytische fastperiodische
Funktion, in deren Dirichlet-Entwicklung ZAne"l"s die
Expoﬁenten An nach unten beschrinkt sind — und die
deshalb bekanntlich von selbst in der ganzen Halbebene
[—oc, 8] als analytische fastperiodische Funktion existiert
— soll vom Typus 4 heissen, wenn die Exponentenmenge
im Endlichen keine H#aufungsstelle besitzt, mit anderen
Worten, wenn die Glieder so geordnet werden kénnen, dass
die Exponentenfolge .4, .4,, ... monoton wichst und ge-
gen + o< sirebt, falls sie nicht nur aus endlich vielen Glie-

dern hesteht. Entsprechend soll eine in [e, 8] analytische
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fastperiodische Funktion, deren Exponenten nach oben
beschrinkt sind — und die deshalb als analytische fast-
periodische Funktion in [e, 1 oo] existiert — vom Typus
B heissen, falls die Exponentenmenge keine Haufungsstelle
im Endlichen besitzt, also in eine monoton abnehmende
Folge geordnet werden kann, die gegen —oo strebt, falls
ste nicht nur endlich viele Glieder enthélt.

Es gelten dann die Sitze:

Satz a. Es seien f(s) und ¢(s) zwei in [—oo, 4] analy-
tische faslperiodische Funktionen, die beide vom

Typus 4 sind, und deren Quoﬁent h(s) = 1)

g (s)
"in der ganzen Halbebene ¢ << # regulir ist. Dann
gehdrt diese, nach dem Hauptsatz dieser Abhand-
lung gewiss in [—oc, 8] fastperiodische Funktion

h(s) ebenfalls zum Typus A.

Satz b. Es seien f(s) und g(s) zwel in [, + 20} analy-
tische fastperiodische Funktionen vom Typus B,
deren Quotient h(s) = qL% fiir ¢ > & reguldr und

daher in [«, +oc] fastperiodisch ist. Dann ist

dieser Quotient h(s) wiederum vom Typus B.

Bemerkung. Aus diesen beiden Sétzen a und b ergibt
sich natiirlich als sehr spezieller Fall der Rirrsche Satz
fiir Exponentialpolynome mit reellen Exponenten; denn
ein solches Exponentialpolynom lésst sich ja gerade als
eine fastperiodische Funktion charakterisieren, die sowohl
vom Typus A als auch vom Typus B ist. Hervorzuheben
ist, dass die Dirichlet-Entwicklung einer fastperiodischen
Funktion vom Typus 4 oder B nirgends im gewdéhnlichen
Sinne zu konvergieren braucht, so dass unsere Sitze nicht

in den allgemeineren interessanten Resultaten von RirtT
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iber algebraische Funktionen von gewohnlichen Dirichlet-
schen Reihen enthalten sind. Auf den Zusammenhang
dieser weitergehenden Resultate von Rirt mit der Theorie
der fastperiodischen Funktionen gedenke ich in einer spi-
teren Arbeit einzugehen.

Natiirlich gentigt es, einen der Sitze a und b, etwa den
Satz a zu beweisen. Es mégen die Dirichlet-Entwicklungen
von f(s) und g(s) in [—oo, 8] durch > Anedns hzw.
ZBneMnS gegeben sein, wobei .7, bzw. M, die kleinsten
Exponenten von f(s) bzw. g(s) bezeichnen. Dann gelten
bekanntlich fiir o — —oo (gleichmassig in ¢) die Bezichungen

() = A"+ 0 ("), g(s) = By 40 (M)

und daher auch

h(s) = 583 = ;N1 4 0 (M),

— 4
Bl’

wo
¢, Ny = A, —M,.
Es sind daher nach bekannten Sétzen iiber fastperiodische
Funktionen die Exponenten der Entwicklung chean von
I(s) nach unten beschrinkt, und es gibt unter ihnen einen
kleinsten, nimlich N; = .4, —M,. Zu beweisen ist, dass
die Menge der Exponenten N,-keine Hiufungsstelle im End-
lichen .besitzt. Dies folgt aus dem Multiplikationssatz der
Theori_e der fastperiodischen Funktionen, nach welchem
die Gleichung f(s) = ¢(s)- h(s) die entsprechende formale

Relation
ZAnelfns —— ZBII eMnS‘ ch eNnS

nach sich zieht.
Hitte nidmlich die Menge der ¥, im Endlichen gelegene
Hiaufungsstellen und wire F' deren kleinste, so wire offen-
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bar F* = M,+ F eine Haufungsstelle der Menge a7, + N,
(n=1,2,...) und zwar die kleinste: dann wire aber F¥
auch eine Héaufungsstelle der Exponentenmenge 45, d. h.
sie koénnte bei der Zusammenfassung der durch die forma-
le Reihenmultiplikation entstehenden Glieder nicht besei-
tigt werden. Denn die Mengen My N, (n = 1,2, .. .), die
mit E, bezeichnet werden sollen, ligen ja dlle bis aul eine
endliche Anzahl, etwa E;, .., Ep, vollstindig rechts von
F%*+1, und von den Mengen I, .. ., Ep hitte ja nur die
eine Menge E; eine Héufungsstelle in F*,

Forelagt paa Modet den 29. November 1929,
Fezerdig fra Trykkeriet den 21. Maj 1935,








