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§ 1. Einleitung.

ie Frage nach der im Wirkungsquantum begriindeten
DBegrenzung der Messbarkeit elektromagnétischer Feld-
grossen hat durch die Diskussion der noch ungeldsten
Schwierigkeiten der relativistischen Atommechanik ein be-
sonderes Interesse gewonnen. Zwar versuchte HEISENBERG®
durch Betrachtungen orientierenden Charakters eine &hunliche
Verbindung zwischen der Begrenzung der Messbarkeit von
Feldgrossen und der Quantentheorie der Felder nach-
zuweisen, wie den durch das Unbestimintheitsprinzip aus-
gedriicklen Zusammenhang zwischen der komplementéren
Begrenzung der Messbarkeit kinematischer und dynamischer
Gréssen und dem nichtrelativistischen Formalismus der
Quantenmechanik. Jedoch kamen Lanpav und PrIierrs?®
im Laufe einer kritischen Untersuchung der Grundlagen
der relativistischen Verallgemeinerung dieses Formalismus
zu dem Schluss, dass die Messharkeit von Feldgrossen
weiteren Einschrinkungen unterworfen wéare, die fiber die
Voraussetzungen der Quéntentheorie der Felder wesent-
lich hinausgehen, und daher dieser Theorie jede physi-
kalische Grundlage entziehen wiirden.

In diesem Widerspruch kénnte man zunfichst ein ernst-
liches Dilemma erblicken. Einerseits dirfte namlich die

Quantentheorie der Felder eine konsequente korrespondenz-

! W. HEISENBERG, Die physik. Prinzipien der Quantentheorie, 1930,
S. 33 ff.

? L. Lanpav und R. PeienLs, Zs.f. Phys., 69, 56, 1931.
1*
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missige Umdeutung der klassischen elektromagnetischen
Theorie anzusehen sein in dhnlichem Sinne, wie die Quanten-
mechanik eine der Existenz des Wirkungsquantums ent-
sprechende Umgestaltung der klassischen Mechanik dar-
stelit. Andererseits hat eben die Quantenelektrodynamik
die Schwierigkeiten der harmonischen Verschmelzung von
Feldiheorie und Atomtheorie, denen wir schon in der klas-
sischen Elektronentheorie begegnen, wesentlich vergrdssert.
Eine nihere Betrachtung zeigt indessen, dass die verschie-
denen hier auftretenden Probleme sich weitgehend von ein-
ander irennen lassen, indem der quantenelektromagnetische
Formalismus an sich von allen Vorstellungen tiber den
atomaren Aufbau der Materie unabhingig ist. Dies erhellt
schon daraus, dass in ihn als universelle Konstanten ausser
der Lichtgeschwindigkeit nur das Wirkungsquantum ein-
geht; denn diese beiden Konstanten reichen oftenbar nicht
aus zur Festlegung irgendwelcher spezifischen raumzeit-
lichen Dimensionen. In der Quantentheorie des Atombaus
wird jede solche Festlegung ja erst durch das Hinzutreten
der elektrischen Elementarladung und der Ruhemassen der
Elementarleilchen erreicht.

Eben die ungeniigende Unterscheidung zwischen Feld-
theorie und Atomtheorie bildet die Hauptursache fiir die
Unstimmigkeiten der fritheren Untersuchungen iiber die
Messbarkeit von Feldgrdssen, wo als Probekorper einzig
elektrisch geladene Massenpunkte in Betracht gezogén
wurden. Die der bisherigen Atommechanik zugrunde-
gelegte korrespondenzmissige Verwertung der klassischen
Elektronentheorie beruht némlich vor allem auf der Klein-
heit der Elementarladung gegeniiber der Quadratwurzel
des Produkts von Wirkungsquantum und Lichtgeschwin-
digkeit, wodurch es mdéglich wird, alle Strahlungsreak-
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tionen als klein gegeniiber den auf die Teilchen ausgeabten
ponderomotorischen Kriften zu behandeln. Bei Messungen
von Feldgrdssen erweist es sich aber als wesentlich, tiber
die Ladung der Probekérper in einem Umfang verfiigen
zu konnen, der mit letzterer Voraussetzung in Gegensatz
kéime, wenn man diese Korper als Punktladungen betrachten
wiirde. Diese Schwierigkeiten verschwinden aber, wie wir
sehen werden, wenn man Probekdrper benutzt, deren linearen.
Abmessungen genitigend gross gegeniiber den Atomdimen-
sionen gewihlt werden, um ihre Ladungsdichte als nihe-
rungsweise konstant {iber den ganzen Ké’)rpebr betrachten
zu kdnnen.

In dieser Verbindung ist es auch von wesentlicher Bedeu-
tung, dass die ibliche Beschreibung eines elektromagne-
tischen Feldes durch die Feldkomponenten in jedem Raum-
zeitpunkt, welche die klassische Feldtheorie charakterisiert,
und nach welcher das Feld mittels Punktladungen im Sinne
der Elektronentheorie ausmessbar wiire, eine Idealisation ist,
der in der Quantentheorie nur eine beschrinkie Anwend--
barkeit zukommt. Dieser Umstand findet seinen sinngemés-
sen Ausdruck gerade im quantenelektromagnetischen For-
malismus, in welchem die Feldgrossen nicht mehr durch
eigentliche Punktfunktionen dargestellt werden, sondern
durch Funktionen von Raumzeitgebieten, die formal den
Mittelwerten der idealisierten Feldkomponenten iiber die
betreffenden Gebiete entsprechen. Nur fiir die Messbarkeit
solcher Gebietsfunktionen lassen sich an Hand des For-
malismus eindeutige Aussagen ableiten, und unsere Aufgabe
wird also darin bestehen, zu untersuchen, inwieweit die in
dieser Weise definierten, komplementiren Begrenzungen der
Messbarkeit von Feldgrossen mit den physikalischen Mes-
sungsmoglichkeiten ibereinstimmen.
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Soweit wir von allen in der atomistischen Struktur der
Messinsirumente beruhenden Einschrankungen absehen kén-
nen, ldsst sich auch wirklich in dieser Hinsicht eine vol-
lige Ubereinstimmung nachweisen. Ausser einer eingehen-
den Untersuchung der Konstruktion und Handhabung der
Probekérper verlangt aber dieser Nachweis noch die Be-
riicksichtigung von gewissen, bei der Diskussion der Mess-
barkeitsfrage zutagetretenden, neuen Ziigen der komplemen-
taren Beschreibungsweise, die nicht in der iiblichen, der
unrelativistischen Quantenmechanik entsprechenden Fas-
sung des Unbestimmtheitsprinzips einbezogen sind. Nicht
nur bedeutet es eine wesentliche Komplikation des Pro-
blems der Feldmessungen, dass wir beim Vergleich von
Feldmittelwerten iber verschiedene Raumzeitgebiete im all-
gemeinen nicht in eindeutiger Weise von einer zeitlichen
Reihenfolge der Messvorginge sprechen koénnen, sondern
schon die Deutung der einzelnen Messergebnisse erfordert
bei Feldmessungen eine noch grossere Vorsicht als bei den
“gewohnlichen quantenmechanischen Messproblemen.

Das Merkmal letzterer Probleme ist. die Méoglichkeit,
jedem einzelnen Messergebnis eine im Sinne der klassischen
Mechanik wohldefinierte Deutung belzulegen, indem der
durch das Wirkungsquantum bedingten, prinzipiell unkon-
trollierbaren Wechselwirkung zwischen Messinstrument und
Messobjekt vdllig Rechnung getragen wird durch den Ein-
fluss jedes Messvorgangs auf die durch nachfolgende Mes-
sungen zu priffenden statistischen Erwarlungen. Bei Mes-
sungen von Feldgrossen hingegen ist zwar jedes Messergebnis
auf Grund des klassischen Feldbegriffs wohldefiniert, aber
die begrenzte Anwendbarkeit der klassischen Feldtheorie
auf die Beschreibung der unvermeidlichen elektromagneti-
schen Feldwirkungen . der Probekdrper bei der Messung
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bringt, wie wir sehen werden, mit sich, dass diese Feld-
wirkungen in gewissem Umfang das Messergebnis selber
in unkompensierbarer Weise beeinflussen. Eine nihere
Untersuchung des prinzipiell statistischen Charakters der
Folgerungen des quantenelekiromagnetischen Formalismus
zeigt jedoch, dass diese Beeinflussung des Messobjekts durch
den Messvorgang die Prufbarkeit solcher Folgerungen: in
keiner Weise beeintrichtigt, sondern vielmehr als einen
wesentlichen Zug der innigen Anpassung der Quantentheorie
der Felder an das Messbarkeitsproblem anzusehen ist. |
Bevor wir zur néheren Ausfiihrung der hier angedeuteten
Betrachtungen iibergehen, mdchten wir nochmals betonen,
dass die grundsétzlichen Schwierigkeiten, die der konse-
quenten Verwert{mg der Feldtheorie in der Atomtheorie
entgegenstehen, von der vorliegenden Untersuchung véllig
unberithrt bleiben. Fiar die Beurteilung des Zusammen-
hangs dieser Schwierigkeilen mit den wohlbekannten Para-
doxien der Messprobleme der relativistischen Quanten-
mechanik dirfte eben die Berticksichtigung des atomistischen
Aufbaus aller Messinstrumente wesentlich sein. Besonders
kdme hier auch die durch den endlichen ‘Wert der Ele-
mentarladung im Vergleich zur Quadratwurzel des Produkts
aus Lichtgeschwindigkeit und Wirkungsquantum bedingte

Begrenzung der korrespondenzméssigen Atommechanik in
Betracht.!

! Vgl. N. Bour, Atomic Stability and Conservation Laws, Atti del
Congresso di Fisica Nucleare, 1932. Anmerkung bei der Korrektur.
In einer demnichst erscheinenden besonderen Verdffentlichung wird naher
diskutiert, welche Folgerungen die neue Entdeckung des Auftretens von
sogenannten »positiven Elektronen« unter besonderen Umstdnden, sowie
die Erkenntnis des Zusammenhangs dieser Erscheinung mit der relativi-
stischen Elektronentheorie von Dirac, fiir die in der zitierten Arbeit be-
sprochenen Probleme mit sich bringt.
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§ 2. Messbarkeit von Feldern nach der Quantentheorie.

Der quantenelektromagnetische Formalismus hat seinen
Ausgangspunkt gefunden in der von Dirac entwickelten
Quantentheorie der Strahlung, welche durch die Einfihrang
einer mit den quantenmechanischen Vertauschungsrelationen
zusammenhingenden Nichtvertauschbarkeit kanonisch kon-
jugierter Schwingungsamplituden eines Strahlungsfeldes
charakterisiert 1ist. Auf Grund dieser Theorie wurden
von JorpanN und Pavurr zunichst fiir ladungsfreie Felder
Vertauschungsrelationen zwischen den elektromagnetischen
Feldkomponenten aufgestellt, und der Formalismus wurde
dann von HrersenBeRG und PauLi zu einem gewissen
Abschluss gebracht, indem die Wechselwirkung zwischen
Feld und materiellen Ladungstrigern in korrespondenz-
missiger Weise behandelt wurde. Die konsequente Anwen-
dung der Theorie auf Atomprobleme ist indessen wesentlich
beeintrichtigt durch das Auftreten der wohlbekannten Para-
doxien der unendlichen Selbstenergie der Elementarteilchen,
welche auch nicht durch die von Dirac vorgeschlagene
Modifikation der Darstellung des Formalismus beseitigt wur-
den®. In unserer Diskussion der Begrenzung der Messbarkeit
von Feldgrossen spielen diese Schwierigkeiten jedoch keine
Rolle, weil fiir diesen Zweck die atomistische Struktur der
Materie nicht wesentlich in Frage kommt. Zwar verlangt
die Messung der Felder die Benutzung materieller geladener
Probekdrper, aber ihre eindeutige Anwendung als Mess-
instrumente wird eben durch den Umfang bedingt, in dem
wir sowohl ihre Beeinflussung durch die Felder, wie ihre
Wirkungen als Feldquellen auf Grund der klassischen
Elektrodynamik behandeln kénnen.

Bei diesem Sachverhalt kénnen wir uns auf die reine

! Vgl. L. RoseNrFELD, Zs. f. Phys., 76, 729, 1932.
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Feldtheorie beschrianken und also zur Untersuchung der
Folgerungen des quantenelektromagnetischen Formalismus
betreffend die Messbarkeit von Feldgrossen direkt von den
Vertauschungsrelationen ladungsfreier Felder au‘sgehen.
Unter Benutzung der iiblichen Bezeichnung, [p, ¢] = pg— qp,
haben wir sodann zwischen den Feldkomponenten in zwei
Raumzeitpunkten (xy, gy, z(, ) und (x5, y,, z, 4,) folgende
typische Relationen, woraus die ibrigen Vertauschungs-
relationen durch zyklische Permutation hervorgehen'):

€0, 69 =[50, §P] = V=14 (492— 42)

[CRACE (50, 2] — y=1n (482 400

(69, 5] = o @
M «@ 0 @ —

(€0 8] = =[98, &%) = V=1r (B~ B3).

y °?
und magnetischen Feldkomponenten im Raumzeitpunkte
(xy, U1, zy, 1), wahrend zur Abkiirzung

’ ’ 2 o2
aw Tayom,  @oLon,) \r O\BTh Ty
az _ o2 1 r
e 3:)0161]2 { 6(1‘2 ! Mz)} @

g1 _d )1 ( T
*y c 0t 0z, )'61LZ b c

! Vgl. P. Jorpaw und W. Pavri, Zs. f. Phys., 47, 151, 1928, sowie
W. HeisenseRe und W. Paurr, Zs. f. Phys. 56, 33, 1929. Abgesehen von
einem unwesentlichen Vorzeichenunterschied, der von einer Unstimmig-
keit in der Wahl der Zeitrichtung bei der Fourierzerlegung der Feld-
stirken herrithrt, stimmen die angefithrten Formeln mit den in den
zitierten Abhandlungen abgeleiteten inhaltlich tberein. Insbesondere be-
deutet die hier benutzte Schreibweise, wo alle Glieder als retardierte
erscheinen, eine rein formale Anderung, die auf eine mdéglichst anschau-
liche Deutung der Messprobleme hinzielt.

Dabei bedeuten @(1} € @(1) @(1) @S), P die elektrischen




10 Nr. 8. N. Bomr und L. ROSENFELD:

gesetzt ist. Weiter bedeutet %4 die durch 2 dividierte
Plancksche Konstante, ¢ die Lichtgeschwindigkeit und r
den raAumlichen Abstand der belden Punkte. Schliesslich

bezeichnet ¢ die von Dirac eingefithrte symbolische Funk-

tion, die bekanntlich durch die Eigenschaft, dass

o

wa—@w:{

1 wenn ¢ <{, <t’
0 wenn ¢, <t oder #, > ¢’

(3)

charakterisiert ist, und die formal wie eine gewdhnliche
Funktion differenziiert wird.

Eben im Auftreten der durch (3) definierten d-Funktion
in den Vertauschungsrelationen (1) kommt die bereits er-
wihnte Tatsache zum Vorschein, dass die quantentheore-
tischen Feldgréssen nicht als eigentliche Punktfunktionen
zu betrachten sind, sondern erst Raumzeitintegralen tber
die Feldkomponenten ein eindeutiger Sinn zukommt. Mit
Riicksicht auf die einfachste Prifungsméglichkeit des For-
malismus werden wir uns mit der Betrachtung von. Mittel-
werten der Feldkomponenten iiber einfach zusammen-
hingende Raumzeitgebiete begniigen, deren rdumliche Aus-
dehnung innerhalb eines bestimmten Zeitintervalls konstant
bleibt. Indem wir das Volumen eines solchen Gebiets G mit
V und das zugehorige Zeitintervall mit T bezeichnen, defi-
nieren wir also-zum Beispiel den Mittelwert von €, durch
die Formel

geo_ 1
G@ = VTS SLdv G

Fir die so definierten Mittelwerte zweier Feldkomponenten
iiber zwei gegebene Raumczeitgebiete I und II gelten Ver-
tauschungsrelationen, die sich ﬁmittelbar aus (1) durch
Integration fiber die beiden -Gebiete und Division mit dem

el e (1l s " = ~
ABDAEI oo 1 ALW— ZUD|,/EDTW oo | AT £

d@i]‘)Z/SSLII):O, : - @(T) g(lf)
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Produkt ihrer vierdimensionalen Ausdehnungen ergeben.
Die Werte der Klammersymbole [@5), @SD], . gehen also
einfach aus (1) hervor, wenn die Grossen A.(IQ), B durch
ihre Mittelwerte iber die zwei Gebiete

Kff””z M—L%Sdt Sd{ Sdu Sdu
2ol VVHTTH 1 2 1 2

Tt V1 Vu
< o - 1 ) r
dx bz, & 0108 - Z)
T, ID 1 S \
A = ——————\dt Sdtde \dv
v VI‘IITT VA ' Tn2 Vi 1'VII2

(5)

1, <t——f¥—5
a331 652 L r boe
M II) : S S S S
B, = \di; \dt, \ dvy \do

v ‘ V[I T TH ! Tna Vi ! Vi :

Latf;~2{1 "(fz*’ —;‘>}

ersetzt werden.
In ganz dhnlicher Weise, wie sich die dem Unbestimmt-
heitsprinzip zugrundeliegende Heisenbergsche Relation

Apdg <o h (6)

fiar zwei kanonisch konjugierte mechanische Gréssen aus

der allgemeinen quantenmechanischen Vertauschungsrelation
g pl=V—1n (D

ableiten lisst, ergeben sich also fiir die Produkte der kom-
plementiren Unbestimmtheiten der betrachteten Feldmittel-
werte folgende typische Formeln:

Ty
!B(I 1) B(II I).,

(8)
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Einige fiir unser Problem wichtige Ergebnisse lassen
sich unmittelbar aus den Ausdriicken (5) und (8) folgern.
Vor allem sehen wir, dass gemiss der durch (3) ausgedriickten

A% s E(I‘ B sich

Eigenschaft der J-Funktion die Grdssen
bei stetiger Verschiebung der Grenzen der Gebiete I und II
stetig Aindern, solange die Ausdehnungen dieser Gebiete, d. h.
die Werte von V;, T}, Vy, 1) von Null verschieden bleiben.

v 1) TALTD
Insbesondere verschwinden die Differenzen A 7 — A

A S5, I
und B&V— U0

ohne Unstetigkeit, wenn die Grenzen
der zwei Gebiete allméhlich mit einander zusammenfallen.
Hieraus folgt, dass die Mittelwerte aller Feldkomponenten
iiber dasselbe Raumzeitgebiet unter einander vertauschbar
sind, und somit unabhiingig von einander genau messhar
sein sollen. Diese Folgerung der Theorie, die tiber die Vor-
aussetzung der unbeschrankten Messharkeit jeder ein-
zelnen Feldgrdsse wesentlich hinausgeht, erscheint iibrigens
als ein Spezialfall zweier allgemeinerer Sitze, die aus den
Symmetrieeigenschaften der Grossen AT una BE™ fol-
gen. Aus der Tatsache, dass die Ausdriicke 4"? —4®" ihr
Vorzeichen wechseln, wenn die Zeitpunkte #{; und { ver-
tauscht werden, folgt namlich, dass die Mittelwerte zweier
gleichartiger (d. h. zweier elektrischer oder zweier magne-
tischer) Komponenten tiiber zwei beliebige Raumgebiete
immer vertauschbar sind, sobald die zugehérigen Zeilinter-
valle zusammenfallen. Weiter folgt aus der entsprechenden
Anlisymmetrie der Ausdriicke B" unda B® bei Ver-
tanschung der Raumpunkte (x,, y;, z) und (x,, ¥s, 25,
dass die Mittelwerte zweler ungleichartiger Komponenten,
wie €, und 9, tber zwei beliebige Ze_itintervallbe vertausch-
bar sind, wenn die zugehorigen Raumgebiete zZusammen-
fallen.

Diese Resultate kénnten zunichst mit den aus der Hei-
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senberg-Paulischen Darstellung des Formalismuns abzulei-
tenden Vertauschungsrelationen zwischen Mittelwerten von
Feldgrossen zu einem und demselben Zeitpunkt fiber end-
liche Raumgebicte, die im zitierten Buch von HEISENBERG
diskutiert sind, unvereinbar erscheinen. Wihrend auch dort
Mittelwerte gleichartiger Komponenten als vertauschbar an-
gegeben werden, wird auf die Nichtvertauschbarkeit von
ungleichartigen Komponenten iiber ein und dasselbe Raum-
gebiet geschlossen. Dieser Gegensatz 15st sich aber einfach
dadurch, dass es sich in der Heisenbergschen Behandlung
um einen Grenztibergang handelt, bei dem zwei urspriinglich
nicht zusammenfallende Raumzeitgebiete erst dann zur
Deckung gebracht werden, nachdem ihre zeitlichen Aus-
dehnungen sich zu einem und demselben Zeitpunkt zu-
sammengezogen haben. Mit Riicksicht auf die Symmetrie
des durch (2) gegebenen Ausdruckes BSHQ) in Bezug auf ¢, und
ly, sowle auf die durch (3) definierte Eigenschaft der d-Funk-
tion finden wir nimlich fiir zusammenfallende Zeitintervalle

SLID " R ULT 2 1 d /1

By =By = e N (0 @
wo Ty = T} = T gesetzt ist, und die doppelte Integration
iber alle Paare von Punkten je eines der betreffenden
Raumgebiete zu erstrecken ist, deren Abstand r kleiner isi
als ¢T. Wenn wir nun weiter die beiden Raumgebiete von
selbem Volumen Vi="V, =V und von selber Gestalt,
aber gegen einander in der z-Richtung verschoben annehmen,
so bekommen wir im Grenzfall, wo ¢T als verschwindend
klein in Vergleich mit den linearen Abmessungen der Raum-
gebiete betrachtet werden kann, fiir das in (9) auftretende
Raumintegral durch partielle Integration den Ausdruck
+27c*T?F, wo F das Areal der von der Projektion der
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Schnittkurve der Begrenzungsfiichen von V; und V;; aut
die xy-Ebene eingeschlossenen Fliche darstellt, und wo das
Vorzeichen -+ bzw. — zu nehmen ist, je nachdem der Be-
reich 11 in der positiven bzw. negativen z-Richtung gegen-
iiber dem Bereich I verschoben ist. Bei stetiger Durch-

einanderschiebung der Bereiche andert sich also die Diffe-
D BULD ynstetig um den Betrag ﬁ?, indem
renz Bxy y n g v

beide Ausdriicke E’Sy’m und ESyI’I) ihr Vorzeichen wechseln.
Im besprochenen Grenzfall weist daher die Vertauschungs-
relation der instantanen Raummittelwerte von €, und @y
eine wesentliche Zweideutigkeit auf, die fir den erwihnten
scheinbaren Widerspruch verantwortlich ist.

Der durch die fritheren Untersuchungen der physi-
kalischen Messungsmbglichkeiten vermeintlich erbrachte
Nachweis einer komplementaren Begrenzung der Messbar-
keit ungleichartiger Feldkomponenten innerhalb eines und
desselben Raumbereiches beruht auch, wie wir sehen wer-
den, lediglich auf der Benutzung von Punktladungen als
Probekérper, was keine gentigend scharfe Begrenzung des
Messbereichs erlaubt. Fiir die Priifung des quantenelektro-
magnetischen Formalismus kommen, wie schon betont,
nur Messungen mit Probekérpern endlich ausgedehnter
Ladungsverteilung in Betracht, da jede wohldefinierte Aus-
sage dieses Formalismus sich ja auf Mittelwerte der Feld-
komponenten iiber endliche Raumzeitgebiete bezieht. Dieser
Umstand hindert uns aber keineswegs, alle eindeutigen,
aus der Heisenberg-Paulischen Darstellung zu ziehenden
Schliisse iiber die Zeitabhingigkeit von ridumlichen Feld-
mittelwerten durch Feldmessungen zu priifen. Dazu brauchen
wir nur Mittelwertsbereiche heranzuziehen, deren zeitliche

Ausdehnung T, mit ¢ multipliziert, gentgend klein ist gegen-
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tiber ihren linearen rdumlichen Abmessungen, deren Gréssen-
ordnung wir im folgenden immer mit L bezeichnen werden.
Eben der Fall L > cT eignet sich tibrigens besonders
zu einer eingehenden Priifung der Folgerungen des Formalis-
mus im eigentlichen quantentheoretischen Gebiet. Schon
im Giiltigkeitsbereich der klassischen Theorie bietet ja der
Fall L << ¢T wenig Interesse, weil alle Besonderheiten der
Wellenfelder innerhalb des Volumens V sich wegen der
Fortpflanzung wahrend des Zeitintervalls T bei der Mittel-
werlbildung weitgehend ausgleichen. Im Quantengebiet kom-
men zu diesem Ausgleich noch die eigentiimlichen Schwan-
kungserscheinungen hinzu, die aus dem prinzipiell stati-
stischen Charakter des Formalismus folgen, Wahrend im
Falle L < ¢T diese Schwankungen, wie wir sogleich sehen
werden, in die Losungen gegebener Probleme wesentlich
eingehen, spielen sie eben im Fall L > ¢T eine verhiltnis-
missig kleine Rolle.
~ Die erwihnten Schwankungen hingen aufs Engste zu-
sammen mit der Unmdglichkeit, die fiir die Quantentheorie
der Felder charékteristische Lichtquantenvorstellung mittels
klassischer Begriffe zu veranschaulichen. Insbesondere geben
sie Ausdruck fir die gegenseitige Ausschliessung der genauen
Kenntnis der Lichtquantenzusammensetzung eines elektro-
magnetischen Feldes und der Kenntnis des Mittelwerts
irgendeiner seiner Komponenten in einem wohldefinierten
Raumzeitgebiet. Denken wir uns die Dichte o; (xs, sy, #z)
der Lichtquanten von bestimmtem Polarisationsparameter
t und gegebenen Impuls und Energie fix., fiz,, fiz, und
Fiv = hc )/ #%+ x5 + #2 bekannt, so sind zwar die Erwartungs-
werte aller Feldmittelwerte Null, aber das mittlere Schwan-
kungsquadrat jeder Feldgrosse, wie die durch (4) definierte

@Ef), wird durch die einfach abzuleitende Formel
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. aZ %
g
$(0) = yags g At g\ AN

— 0

cos ["’x (a0, —ap) + #y (g1 —y) +x, (z1—2) —» (th— 12)] (10)
dux dax, dx,

V4

‘gedeben. Aus der Formel (10) sehen wir, dass die betref-
fenden Schwankungen bei gegebenmer Lichtquantenzusam-
mensetzung nie ausbleiben konnen, da sie schon fir wi = 0,
d. h. bei volliger Abwesenheit von Lichtquanten, einen end-
lichen, positiven Wert annehmen, der sich durch eing

leichte Rechnung auf die Form

7 1
So(G)=3'ifq}‘gngxngz WI}—I (1
bringen lasst. Fiir jede andere, durch eine gegebene Dichte
w; definierte Lichtquantenverteilung wird das Schwankungs-
quadrat des Mittelwerts einer Feldkomponente grosser als
S, (G) sein. Die nach dem Formalismus zu erwartende.n
Schwankungen eines Feldmittelwerls konnen aber beliebig
klein werden, wenn eine direkte, etwa durch Messungen
erreichte Kenntnis von Feldgrossen vorausgesetzt ist. In
einem solchen Fall ist selbstverstindlich die Lichtquanten-
dichte ®; nicht wohldefiniert, und wir miissen uns mit
statistischen Aussagen iiber diese Dichte begniigen.

Fir die Diskussion der Messungsmoglichkeiten ist es
ferner von entscheidender Bedeutung, dass der Ausdruck an
nicht nur far die Feldschwankungen im lichtquantenfreien
Raum gilt, sondern auch das Schwankungsquadrat j(_—*:des
Feldmittelwerts in dem allgemeineren Fall darstellt, WQ
als Feldquellen nur klassisch beschreibbare Strom- und

i - F and ist hier
Ladungsverteilungen vorkommen. Der Feldzustan
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eindeuiig durch die Forderungen definiert, dass der Erwar-
tungswert jeder Feldgrosse mit dem klassisch berechneten
iibereinstimmt, und dass die Anzahl der Lichtquanten von ge-
gebenem Impuls und Polarisation um ihren korrespondenz-
missig abgeschétzten Mittelwert n, gemiss dem fiir unab-
hingige Ereignisse giilligen Wahrscheinlichkeitsgeselz

mpe .

w(n) = T a2
verteilt sind. Fir die Feldschwankungen dieses Zustandes
ergibt eine einfache Rechnung eben den Ausdruck (11).
Entsprechend der Eigentiimlichkeit der Hohlraumschwan-
kungen folgt weiter, dass auch im allgemeinen Fall eines
Feldes gegebener Lichtquantenzusammensetzung das Hin-
zukommen der Feldwirkungen irgendwelcher klassisch be-
schreibbaren Quellen keinerlei Einfluss auf die Schwan-
kungserscheinungen haben wird.

Die Quadratwurzel des Ausdrucks (11) mag als eine
kritische Feldgrésse © angesehen werden, in dem Sinne,
dass ‘wir nur bei der Betrachtung von Feldmittelwerten,
die wesentlich grosser als € sind, von den betreffenden
Schwankungen absehen dirfen. Fir die Beurteilung der
Priifungsmaéglichkeit des Formalismus im eigentlichen Quan-
tengebiet kommt noch eine andere kritische Feldgrésse 11
in Betracht, die gleich ist der Quadratwurzel des durch
(8) gegebenen Produkts der komplementiren Unbestimmt-
heiten zweier Feldmittelwerte tiber Raum zeitbereiche, die sich
nur feilweise iberdecken, indem sie rumlich und zeitlich

um Strecken der Grossenordnung L bzw. T gegen einander

.verschoben sind. Fir Feldstirken, die wesentlich grésser als

U sind, gelangen wir ndmlich offenbar in den Giltigkeits-

bereich der. klassischen elektromagnetischen Theorie, wo

Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XI1, 8. 2
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alle quantentheorelischen Ziige des Formalismus ihre Be-
deutung verlieren. Eine einfache Abschitzung auf Grund
der Formeln (8) und (11) ergibt nun, dass im Falle L < ¢T
beide kritische Ausdriicke Il und © von derselben Grossen-

ordnung 1/—
fic
: 13)
oo @ oo 7mr (
sind. Im Falle L > ¢T hingegen: ist
R Ve

so dass im Grenzfall L >> ¢T die kritische Feldstirke Ul
viel grosser ist als &, und wir daher bei der Prifung der
charalteristischen Folgerungen des Formalismus von den
Feldschwankungen weitgehend absehen konnen.

Bevor wir zu dem Vergleich der in diesem Paragraphen
besprochenen Folgerungen des quantenelektromagnetischen
Formalismus mit den physikalischen Messungsméglichkeiten
von Feldgrossen iibergehen, méchten wir noch hier betonen,
dass die widerspruchslose Deutharkeit dieses Formalismus
in keiner Weise gefihrdet ist durch solche paradoxe Ztge
seiner mathemalischen Darstellung, wie die unendliche
Nullpunktsenergie. Insbesondere hat diese letetere Para-
doxie, die iibrigens mittels einer die physikalische Deutung
nicht stérenden, formalen Anderung der Darstellung® be-
seitigt werden kann, keine direkte Verbindung zum Pro-
blem der Messbarkeit von Feldgrdssen. Auf Grund der
Feldtheorie wiirde ja eine Bestimmung der elektromag-
netischien Energie in einem gegebenen Raumzeitbereich die
Kenninis der einer Messung unzuginglichen Werte der

1 ygl. L. RosexreLp und J. Soromox, Journal de Physique 2, 139,
1931, sowie W. Pauri, Hb. d. Physik, 2. Aufl., Bd. 24/1, S. 255, 1933.
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Feldkomponenten in jedem Raumzeitpunkt des Gebiets
verlangen. Eine physikalische Messung der Feldenergie
liesse sich nur mittels einer geeigneten mechanischen Vor-
richtung ausfiithren, durch welche die in einem gegebenen
Raumgebiet befindlichen elektromagnetischen Felder von
dem tbrigen Feld getrennt werden kénnten, so dass die
in diesem Gebiet enthaltene Energie unter Verwendung
des Erhaltungssatzes nachtriglich gemessen werden kénnte.
Jede solche Trennung der Felder wird aber wegen der
Wechselwirkung mit dem Messmechanismus eine unkon-
trollierbare Anderung der Feldenergie im betreffenden Gebiet
mit sich bringen, deren Berticksichtigung wesentlich ist far
die Aufklirung der wohlbekannten Paradoxien, die in der

Diskussion der Energieschwankungen der Hohlraumstrah-
lung zutagetreten.?

§ 3. Voraussetzungen physikalischer Feldmessungen.
Definitionsgeméss beruht die Messung von elektro-
magnetischen Feldgrossen auf der Uebertragung von Impuls
auf geeignete elektrische oder magnetische Probekérper, die
sich im Feld befinden. Ganz abgesehen von der in der Quan-
tentheorie gebotenen Vorsicht bei der Anwendung der iiblichen
Idealisation der in jedem Raumzeitpunkl definierten Feld-
komponenten, handelt es sich dabei wesentlich immer um
Mittelwerte dieser Komponenten. sowohl iiber die fiir die
Impulstibertragung erforderlichen endlichen Zeitintervalle,
wie tGber die Raumbereiche, @ber welche die Elektrizitits-
ladungen bzw. magnetischen Polstirken der in Frage kom-
menden Probekdrper verteilt sind. Selbstverstindlich ist
schon die Annahme einer gleichmissigen Ladungsverteilung
auf einem Probekérper eine Idealisation, die wegen des
! Vgl. W. HeisenBERG, Leipziger Berichte 88, 1, 1931,

2*
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atomaren Aufbaus aller materieller Kérper einer gewissen
Einschrinkung unterliegt, die aber far die eindeutige Defini-
“tion von Feldgréssen unentbehrlich ist.

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, be-
trachten wir die Messung des Mittelwerts der elektrischen
Feldkomponente in der x-Richtung €. iber einen Raum-
zeitbereich von Volumen V und Zeitlinge T. Dazu benutzen
wir also einen Probekorper, dessen elektrische Ladung tiber
das Volumen V mit der Dichte ¢ gleichmaéssig verteilt ist
und bestimmen die Werte pz und pz der Impulskomponente
dieses Korpers in der x-Richtung am Anfang t'_und am Ende
" des Intervalls T. Der gesuchte Mittelwert €, wird dann

durch die Gleichung
pa—p, = ¢&VT (15)

bestimmt, wobei allerdings vorausgesetzt ist, dass die von
den Tmpulsmessungen beanspruchten Zeitintervalle, die wir
grossenordnungsmiissig mit 4/t bezeichnen wollen, als ver-
schwindend klein gegeniiber T betrachtet werden konnen,
und dass wir die Verschiebung des Probekérpers sowohl
infolge der Impulsmessungen, wie infolge der ihm durch
das zu messende Feld innerhalb des Zeitintervalls T erteilten
Beschleunigung vernachlissigen kénnen im Verhéltnis zu
den linearen Abmessungen L des Raumbereichs V.

Durch die Wahl eines geniigend schweren Probekérpers
koénnen wir offenbar seine Beschleunigung unter Einwirkung
des Feldes beliebig herabsetzen. Bei den Impulsmessungen
begegnen wir aber Verhiltnissen, die von der Masse des
Probekérpers unabhingig sind. Dem Unbestimmtheitsprin-
zip zufolge wird ja jede mit der Genauigkeit #p, ausge-
fithrte Messung der Impulskomponente p, mit einem Ver-
lust .#x der Kenntnis der Lage des betreffenden Korpers

Zur Frage der Messbarkeit der elekiromagnetischen Feldgrossen. 21

verbunden, der gréssenordnungsmissig durch die in (6)
enthaltene Relation

Adp, dx oo Ji (16)

gegeben wird. An und fiir sich bedeutet dieser Sachverhalt
jedoch keine Einschrinkung der durch die Feldmessung
zu erzielenden Genauigkeit, da wir noch iiber den Wert der
Ladungsdichte verfiigen kénnen. Wenn wir #¢ und #x im
Verhéltnis zu T und L vernachlissigen, erhalten wir in der
Tat aus (15) und (16) fir die Genauigkeit 4G, der Feld-
messung gréssenordnungsmiissig

— b7l .

welche bei jedem noch so kleinen Wert von .z durch die
Wahl eines geniigend grossen Werts von ¢ beliebig klein
gemacht werden kann. '

Streng genommen hingt die Genauigkeit der Feldmessung
noch von der absoluten Grésse des Werts von €. selber ab,
denn bei gegebenen Spielrdumen fir 4t und 4z wird,
selbst wenn 4p, Null Wére, der auns (15) ermittelte Wert
von €, wegen der unscharfen Begrenzung des Messbereiches
mit einer Unsicherheit behaftet, die jede Grenze iiberschreitet,
wenn €. ins Unendliche wéchst. Letzterer Umstand ent-
spricht jedoch nur der allgemeinen Begrenzung aller physi-
kalischen Messungen, bei welchen eine Kenntnis der Gros-
senordnung der zu erwartenden Effekte fiir die Wahl der
geeigneten Messinstrumente immer notig ist. Bei unserem
Problem ist eine obere Grenze der uns interessierenden
Effekte dadurch. gesetzt, dass wir bei wachsender Grosse
der Feldkomponenten allméhlich ins Giiltigkeitsgebiet der

klassischen elektromagnetischen Theorie gelangen. In dem
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zur Priifung des quantenelektromagnetischen Formalismus

besonders geeigneten Fall L > ¢T' stellt, wie im vorigen

Paragraphen erwihnt, der mit der rechten Seite der ersten
Formel (14) Adquivalente Aunsdruck
B

= |/ = 18)

o=V (
eine in dieser Hinsicht kritische Feldgrésse dar. Bei Ein-

fihrung dieser Bezeichnung nimmt die Beziehung (17) die

Form _
A€, o 1Q (19)
an, wo
L= ——Q (20)
odx

ein dimensionsloser, fiir die Beurleilung der Genauigkeit
der Feldmessung ausschlaggebender Faktor ist.

Die Forderung, dass 4 klein gegeniiber der Einheit, und
gleichzeitig #x klein gegeniiber L sein soll, bedeutet, dass
die gesamte elektrische Ladung des Korpers aus einer sehr
grossen Anzahl Elementarladungen ¢ beslehen soll. In der
Tat ist nach (20) diese Anzahl N durch

1 v 1 L Qf/ﬂ
N =7 V —~ (21)

& T edx dx V eT )

gegeben, und ist sehr gross, wenn die erwihnten For-
derungen erfilllt sind und, wie angenommen, L > ¢T
ist. Der letzte Faktor ist ja die reziproke Quadratwurzel
der Feinstrukturkonstante, deren Kleinheit, wie schon in
der Einleitung erwihnt, eine wesentliche Voraussetzung der
korrespondenzmissigen Elektronentheorie ist. Wie dort be-
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tont, sind einer Feldmessung mit eiper Elementarladung
als Probekérper wesentliche Einschriankungen auferlegt, was
auch direkt aus (21) ersichtlich ist, wenn man N — 1
setzt.' Die Annahme eines grossen Werts von N ist iiber-
dies eine notwendige Bedingung fiir die physikalische Ver-
wirklichung einer gleichmiissigen Verteilung der Ladung des
Probekérpers tiber das Volumen V; und solange die linearen
Abmessungen L des Probekérpers gross sind gegeniiber den
Atomdimensionen, bietet ihre Erfillung offenbar keine prin-
zipielle Schwierigkeit. Es braucht auch kaum erwihnt zu
werden, dass unter dieser Voraussetzung die oben benutzte
Annahme {iber die Masse des Probekdérpers, die damit
gleichbedeutend ist, dass diese Masse sehr gross gegen-
tber derjenigen eines Lichtquants der Wellenlinge L sein
muss, stets befriedigt werden kann.

Soweit haben wir indessen véllig von den elektromag-
netischen Feldwirkungen abgesehen, welche die Beschleu-
nigung jedes Probekorpers wahrend der Impulsmessung
begleiten. Diese Wirkungen iiberlagern sich auf das ur-
spriingliche Feld und miissen in die durch Gleichungen
vom Typus (15) definierten Feldmittelwerte einbezogen
werden. Die Hauptaufgabe der folgenden Untersuchung wird
daher sein, eine Messanordnung zu finden, in welcher die
Feldwirkungen der Probekérper in grésstméglichem Um-
fang kontrolliert oder rkom[.)ensiert werden konnen. An
dieser Stelle miissen wir aber zunichst auf die I'rage ein-
gehen, inwieweit die Riickwirkung der durch die Beschleuni-
gungen der Probekérper bei den Impulsmessungen erzeugten
Strahlungsfelder schon die Ausfithrbarkeit der Messung der

! Vgl. V. Fock und P. Jorpan, Zs. f. Phys. 66, 206, 1930, wo auf der-
artige, mit der Quantentheorie der Felder nicht verbundene Einschrin-

kungen von Feldmessungen hingewiesen ist. Vgl. auch J. Soromon, Journal
de physique, 4, 368, 1933.
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in (15) auftretenden Werte der Impulskomponente des
Probekérpers am Anfang und am Ende des Messinter-
valls beeintrachtigen koénnte. Eben mit Hinblick auf
diese Méglichkeit haben Laxpav und PrierLs in der an-
fangs zitierten Arbeit die Zuverldssigkeit der Unbestimmt-
heitsrelation (16) fir geladene Koérper angezweifelt, und
geschlossen, dass sie durch cine andere, noch mehr ein-
‘schrinkende Relation zu ersetzen sei, in welcher die Ladung
des Probekdrpers wesentlich eingeht. Dabei haben sie jedoch
das elektromagnelische Verhalten eines solchen Kérpers mit
demjenigen einer Punktladung e verglichen, und folglich
zur Abschitzung der Grdssenordnung der durch die Strah-
lungsriickwirkung hervorgernfenen Impulsinderung des
Probekorpers wihrend der Zeit #¢ den Ausdruck

e* dx

dep:v oo C—?’;ﬁ

(22)

benuatzt. Wird aber d,p_ als eine zusitzliche Unbestimmt-
heit der Impulsmessung betrachtet, so bekommt man anstait
(17), wenn gV = e gesetzt ist und zwischen &, und &, nicht

unterschieden wird,

h edx
—_— 23
SO eTdax ' STA (23)
dessen Minimum bei Variation von e offenbar durch
fic
4 & / (24)

m-z ~ Csz/t

gegeben ist. Wenn man weiter mit Lanpav und PEIERLS
zwischen T und .t nicht unterscheidet, stimmt dieser Aus-
druek fiberein mit der von ihnen angegebenen absoluten

Grenze der Messharkeit von Feldkomponenten, auf der sie
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ihre Kritik der Grundlagen des quantenelektromagnefischen
Formalismus begriindet haben. ,

Die vermeintlichen Schwierigkeiten der Impulsmessung
verschwinden aber sofort, wenn aunf die endliche Aus-
dehnung der elektrischen Ladung des Probekdrpers ge-
niigende Rfiicksicht genommen wird. Bei der unten niher
zu priifenden Idealisation einer gleichméssigen, starr ver-
schiebbaren Ladungsverteilung, kénnen nimlich die elek-
frischen Feldstdrken im Gebiet V wihrend der Beschleu-
nigung des Probekdrpers innerhalb der Zeit ./t hochstens
einen Wert von der Gréssenordnung g4 x erreichen. Denn
ihre zeitlichen Ableitungen sind ja nmach den Maxwellschen

Gleichungen héchstens von derselben Gréssenordnung wie
Ax

die Stromdichte, die grossenordnungsmassig durch s

_ gegeben ist. Jede elektromagnetische Riickwirkung auf den

Kérper wihrend des Messintervalls /¢ kann daher nur eine
Impulsiibertragung von der Gréssenordnung

0,p, < ¢*VAxdt (25)

mit sich bringen. Mit Ricksicht auf (18) und (20) bekommen
wir also durch Vergleich von (16) und (25):

_odt
691):5&/]1)1:.]' 2?’ (26)

woraus folgl, das bei jeder, durch einen gegebenen Wert
von 4 symbolisierten, angestrebten Génauigkeit der Feld-
messung der Einfluss der elektromagnetischen Riickwirkung
auf die Impulsmessung des Probekérpers vernachlissigt
werden kann, wenn nur «f in Vergleich mit T geniigend
klein gewéhlt wird. Eben dieser Umstand ist fiir die Benr-

teilung der Genauigkeit der Feldmessungen ausschlaggebend ;
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denn es erweist sich als unmoglich, den Einfluss des Strah-
lungsriickstosses auf die Impuls- und Energiebilanz bei den

einzelnen Impulsmessungen direki in Betracht zu zichen.

Zum Beispiel wire der von PauLr' gemachte Vorschlag, '

die in der Ausstrahlung enthaltenen Impuls- und Energie-
beitrige durch eine besondere Vorrichtung nachtriglich zu
messen, schon deswegen unausfiithrbar, weil die Strahlungs-
felder, die bei den Impulsmessungen am Anfang und Ende
des Intervalls T entstehen, wenigstens in dem fiir die Feld-
messungen besonders wichtigen IFall L > ¢T nicht in einem
fiir diesen Zweck geniigenden Mass von einander trennen
lassen. Uberhaupt werden wir in den folgenden Paragraphen
ganz allgemein zeigen, dass jeder Versuch einer derartigen
Kontrolle der Feldwirkungen der Probekérper die Verwer-
tung der betreffenden Feldmessung wesentlich beeintrich-
tigen wiirde.

Uebrigens ist es nicht nur fiir die Diskussion des Ver-
haltens der einzelnen Probekérper withrend der Messungen,
sondern auch fir die Beurteilung der gegenseitigen Beein-
flussung mehrerer Probekdrper wesentlich, dass diese nicht
als Punktladungen, sondern als kontinuierliche Ladungs-
verteilungen behandelt werden. Denn die tbliche Identifi-
zierung der Ortsunbestimmtheit eines als Punktladung be-
trachteten Probekdrpers mit den linearen Dimensionen des
Messbereichs bedeutet eine willkirliche, dem Messbarkeits-
problem fremde Annahme. Aus diesem Grunde weichen
die von HEISENBERG einerseits, von Laxpau und PEIERLS
andererseits durch Betrachtung von Punktladungen ab-
geschitzten Ausdriicke far das Produkt der Unsicherheiten
von €, und &, innerhalb desselben Raumzeitbereichs nicht
nur, wie schon erwéhnt, von den Erwartungen des quanlen-

' Vgl. W. Pauri, Hb. d. Physik, 2. Aufl,, Bd. 24/1, S. 257, 1933.
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elektromagnetischen Formalismus ab, sondern stimmen nur
im Spezialfall L oo ¢T mit einander iiberein. In diesem Fall
ergeben beide Abschitzungen den Ausdruck (2 welcher
dem nach dem Formalismus zu erwartenden grossenord-
nungsmissigen Wert des Produkis der komplementiren
Unbestimmtheiten zweier Feldmittelwerte innerhalb Raum-
zeitbereiche; die gegen einander um Raumzeitstrecken der-
selben Grossenordnung wie L und T verschoben sind, ent-

_spricht. Fiir zusammenfallende Bereiche ist es indessen ein

wesentlicher Zug des Formalismus, dass das betreffende Pro-
duktidentisch verschwindet. Der physikalische Sinn dieses Re-
sultats leuchtet auch sofort ein, sobald man die gleichmissige
Ladungsverteilung des zur Messung von €, benulzten Probe-
korpers berticksichtigt; denn die magnetische Feldstirke,
die in einem Punkt P, des Volumens V durch die Ver-
schiebung der Ladung ¢dv eines im Punkt P; befindlichen
Volumelements erzeugt wird, ist genau gleich und entgegen-
gesetzt der magnetischen Feldstirke, die infolge der gleichen
Verschiebung der im Punkt P, befindlichen Ladung odv
im Punkte P, entsteht, sodass der Mitltelwert {iber das Vo-
lumen V jeder durch die Verschiebung des Probekdrpers
erzeugten magnetischen Feldkomponente verschwindet.
Aus dem obigen geht hervor, dass fiir die Diskussion
der Messbarkeit von Feldgrossen die Annahme von ent-
scheidender Bedeutung ist, dass die zu benutzenden Probe-
kérper sich als gleichméssig geladene, starre Kérper ver-
halten, deren Impulse innerhalb jedes gegebenen, beliebig
kurzen Zeitintervalls mit der durch (16) ausgedriickten, zur
begleitenden unkontrollierbaren Verschiebung komplemen-
taren Genauigkeit gemessen werden kénnen. Natiirlich diirfen
wir dabei wegen der endlichen Fortpflanzung aller Kriifte
nicht an die gewdhnliche mechanische Idealisation des star-
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ren Koérpers denken, sondern miissen uns jeden Probekérper
als ein System individueller Teilkérper von genfigend kleinen
Dimensionen vorstellen, und die Messung des Gesamtim-
pulses dieses Systems in solcher Weise ausgefithrt denken,
dass alle Teilkérper mit gentigender Anndherung dieselbe
Verschiebung wihrend der Impulsmessung erleiden. Dass
diese Forderung, jedenfalls soweit man von dem atomaren
Aufbau der Probekérper absehen kann, sich ohne prinzi-
pielle Schwierigkeit erfiillen lésst, liegt daran, dass die erfor-
derlichen Impulsmessungen sich vollstindig auf klassischer
Grundlage beschreiben lassen, gleichgiiltig, ob sie auf der
Verfolgung eines Stossprozesses zwischen dem Probekérper
und einem geeigneten materiellen Stosskdrper, oder etwa
auf der Untersuchung des Dopplereffekts bel Reflexion von
Strahlung am Probekdérper beruhen. Wenn nur die Masse
des Stosskorpers gross genug ist, oder das zur Messung
des Dopplereffekts benutzte Strahlungsbiindel geniigend viele
Lichtquanten enthalt, lisst sich ndmlich die Wechselwirkung
zwischen Probekorper und Stosskorper mit beliebiger An-
niherung klassisch verfolgen. Der die Impulsmessung be-
gleitende Verlust der Kenntnis der Lage des Probekérpers
beruht in der Tat lediglich auf der Unméglichkeit, zugleich
den Verlauf des Stossprozesses relativ zu einem wohldefi-
nierten raumzeitlichen Bezugssystem zu fixieren. Uberhaupt
ist ja die eigentiimliche Komplementaritit der Beschreibungs-
weise letzten Endes dadurch bedingt, dass jede solche
Fixierung mit einer unvermeidlichen, prinzipiell unkon-
trollierbaren Impuls- und Energieiibertragung an die zur
Festlegung des Koordinatensystems nétigen Massstdbe und
Uhren verkniipft ist.!

! Vgl. N. BoBg, Atomtheorie und Naturbeschreibung, Berlin, Springer,
1931. Diese Frage ist inzwischen vom Verfasser ausfiihrlicher behandelt
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Wir erinnern daran, dass der bei jeder Beschreibung
offen bleibende Spielraum in der Zeit ¢ nach dem Un-
bestimmtheitsprinzip mit der Genauvigkeit #E der Kenntnis
der beim Stossprozess zwischen Stosskérper und Probekér-
per ausgetauschten Energie durch die bekannte Relation

AE-Atco B @7)

- verbunden ist. Wegen der [iir beide Korper giiltigen Bezie-

hung zwischen Energie und Impuls- und Geschwindigk eits-
komponenten

: dE = v dp, (28)
folgt direkt, dass

Ap v, —v |4t o B (29)

Obwohl die hier auftretende Geschwindigkeitsinderung
| v — v | des Probekérpers bei der Impulsmessung nach
dem oben Gesagten fir einen geniigend schweren Probe-
kérper als beliebig genau bekannt angesehen werden kann,
bedeutet offenbar der Faktor

At = Jx O (30)

i

in vollem Einklang mit der Unbestimmtheitsrelation (16)
einen ganz freien Spielraum in der Lage des Korpers relativ
zum festen Bezugssystem. Aus (30) folgt unmittelbar die
Bedingung

dx < cdl, , (3D

welche mit Riicksicht auf (16) bei einer Impulsmessung
mit gegebener oberer Grenze .7t des Zeitspielraums der zu
erzielenden Genauigkeit «/py eine absolute Grenze setzt. In
in einem in Wien gehaltenen, hald erscheinenden Gastvortrag, wo ins-
besondere auf die bei der Deutung des Unbestimmmtheitsprinzips unter

Beriicksichtigung der Relativitatsforderung auftretenden Paradoxien naher
eingegangen wird.
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Anbetracht der relativistischen Invarianz der Relationen (16)
und (27) und insbesondere der Beziehung (28) bedeutet
dieser Umstand aber keinerlei Einschrinkung in der For-
mulierung und Anwendbarkeit des Unbestimmtheitsprinzips.
Fir unser Problem ist es zumal erlaubt, von allen mecha-
nischen Relativititseffekten abzusehen, denn es ist immer
moglich, unter Benutzung genligend schwerer Probek('jrper
sich so einzurichten, dass die Geschwindigkeiten aller Probe-
korper wahrend des ganzen Messvorgangs klein gegen die
Lichtgeschwindigkeit bleiben. Infolgedessen kdnnen wir jede
Verschiebung #x bei den Impulsmessungen sogar als sehr
klein betrachten gegeniiber dem entsprechenden Wert von
cdt, der seinerseits beliebig klein gewihlt werden muss.

Eben die genaue Verfolgbarkeit des relativen raumzeit-
lichen Verlaufs des zur Impulsmessung dienenden Vorgangs
ermdglicht die Messung des Gesamtimpulses eines ausge-
dehnten K(")Arpers innerhalb jedes gegebenen Zeitintervalles
mit der erforderlichen, durch (16) ausgedriickten Genauigkeit.
So konnen wir den Gesamtimpuls des als Probekorper dienen-
den Systems von geladenen materiellen Teilkérpern durch
einen einzigen Stossprozess bestimmen, indem wir uns eines
Stosskorpers besonderer Konstruktion bedienen, der fiberall
im Probekérpersystem eingreift, und jedem Teilkérper zur
selben Zelt dieselbe Beschleunigung erteilt, Zwar stellt diese
Vorrichtung der Konstruktion der Stoss- und Probekérper
weitgehende Anforderungen, die jedoch keine prinzipielle
Schwierigkeit bieten, soweit wir den atomaren Aufbau der
Kérper vernachléassigen konnen. Am einfachsten gestaltet
sich wohl die betrachtete Messung des Gesamtiimpulses des
Probekérpers, wenn man sie auf optischem Wege mittels
Dopplereffektbestimmung ausfithren wiirde, wobei man etwa

folgendermassen vorgehen konnte: Man denke sich jeden
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Teilkérper mit einem kleinen, auf die x-Richtung senkrech-
ten Spiegel versehen und denke sich eine Anzahl anderer
Spiegel in einer solchen Weise fest angebracht, dass der
Lichtweg von der Strahlungsquelle zu jedem Teilkdrper der-
selbe ist. Wenn wir nun durch eine passende Vorrichtung
ein Strahlungsbiindel von der Dauer .t erzeugen, das eine
Anzahl von Lichtquanten enth#lt, die genfigend gross ist

" gegeniiber der Anzahl der Teilkdrper, werden also alle diese
"Korper gleichzeitig einen Stoss bekommen und eine Be-

schleunigung erleiden, die fiir alle Teilkorper mit beliebiger
Genauigkeit gleich gross gemacht werden kann.

Um zu zeigen, dass man mit einer solchen Anordnung
tatsiichlich den Gesamtimpuls des Probekdrpers mit einer
der Relation (16) gentigenden Genauigkeit bestimmen kann,
werden wir die Wechselwirkung zwischen Probekérpersystem
und Strahlungsbiinde] etwas néher betrachten. Unter Berdick-
sichtigung der oben erwihnten Annahme der Kleinheit der
Geschwindigkeit des Probekérpers gegen die Lichtgeschwin-
digkeit haben wir fiir jeden Teilkérper

F ,
Mg (V0 vp0) = 7 2 O 407,
) i (32)
5 M (Via—v) = F ; G =",
T

wo m, die Masse eines Teilkérpers, vy ,, V5, seine Geschwin-
digkeit vor und nach der Reflexion bezeichnet, und die
Summation sich iiber die am Teilkérper reflektierten n,
Lichtquanten erstreckt, deren Frequenzen (reziproke Periode
mal 2x7) vor und nach der Reflexion durch +" bzw. »” dar-
gestellt werden. Fir die Impulskomponente des betreffenden
Teilkérpers bzw. vor und nach dem Stoss folgt aus (32)
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, N , . Z(V’—V" .
pr,x - InTUI,I - n 1 ﬁ ’ 17
mTC"L*,——”‘$T“.Z(V+V )’ (33)
phe=mvie=| 20 H) T2 e
nr

Wenn wir nun annehmen, dass die mittlere spekirale

Frequenz v, des Strahlungsbiindels sehr gross ist, sowohl
gegen die mittlere Abweichung (/) —! seiner Frequenzver-
teilung, wie gegen alle Frequenzinderungen » —»”, so kén-
nen wir mit geniigender Aiméiherung fir die Geschwindig-
keitsiinderungen der Teilkdrper durch den Stoss

A 2n, Ay

D;",x U’r,w = /.._;: (V’ i V”) T2
It
. T

m;c

(34)

myc

setzen und sie fiir alle TeilkSrper als gleich gross annehmen.
Durch den Stoss bekommen also alle Teilk6érper zwar un-
kontrollierbare, aber heliebig genau gleiche Verschiebungen,
deren Grossenordnung Ax der Relation (30) geniigt, wo
| % — v%| mit der gemeinsamen Geschwindigkeitsinderung
des ganzen Probekérpersysiems zu identifizieren ist. Indem
wir unseren Voraussetzungen gemiss 4z als verschwindend
klein gegeniiber c4t betrachten kénnen, erhalten wir daher
auf Grund von (33) und (34) fiir das Produkt von #x mit
der Unsicherheit des Gesamtimpulses des Probekérpers
niherungsweise

dplexmdt-zl(zZﬁv'——ZZﬁw”). (35)

Die in der Klammer stehenden Gréssen in (35) sind eben
die Gesamtenergien der auf den Probekérper einfallenden
und von diesem reflektierten Strahlungsbiindel. Die Energie

des letzteren Biindels lasst sich, etwa durch Spektralanalyse

der reflektierten Sirahlung, mit belichiger Genauigkeit mes-
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sen. I‘ir das einfallende Strahlungsbiindel wire aber eine
solche Analyse mit den Versuchsbedingungen offenbar un-
vertriiglich. Die Gesamtenergie dieser Strahlung ldsst sich
jedoch immer mit einer zu 4! komplementiren, durch die
Relation (27) gegebenen Genauigkeit messen. Hierfir ist
néamlich eine rein mechanische Vorrichtung hinreichend,
durch welche das betrachtete Biindel aus einem Strahlungs-

feld abgetrennt wird, dessen Emnergie vor und nach der

* Trennung mit beliebiger Genauigkeit etwa durch Spektral-

messungen ermitteit werden kann. Die Relation (35) ist

‘also identisch mit der iiblichen Unbestimmtheitsrelation

(16). Man bemerke noch, dass der Nachweis dieser Iden-
titat wesentlich dadurch bedingt ist, dass wir der beschrie-
benen Anordnung geméss keine Auskunft iiber die Impulse
der einzelnen Teilkérper, sondern nur iiber den Gesamt-
impuls des Probekérpers erhalten.

Der Umstand, dass das Probekorpersystem bei den er-
forderlichen Impulsmessungen eine gemeinsame Translation
erleidet, ist nicht nur wichtig fiir die Berechnung der diese Mes-
sungen begleitenden Feldwirkungen der Probekdrper, sondern
gibt uns die Mdglichkeit, was in diese Berechnung eine grosse
Vereinfachung bringt, uns so einzurichten, dass alle bei der
Feldmessung zu benutzenden Probekérper ausserhalb der
von den Impulsmessungen heanspruchten kurzen Zeitinter-
valle als ruhend betrachtet werden konnen. Wir kénnen
nimlich unmittelbar nach jeder Impulsmessung, d. h. prak-
tisch gemommen noch innerhalb des Intervalls A4¢, dem
Probekorpersystem durch eine geeignele Vorrichtung einen
zweiten, entgegengerichteten Stoss geben, durch welchen die
durch den ‘ersten Stoss erteilte Geschwindigkeitsinderung
jedes Teilkorpers mit beliebiger, d. h. mit einer seiner Masse

umgekehrt proportionalen Genauigkeit aufgehoben - wird,
Vidensk. Selsk. Math.-fys. Medd. XI1,8. 3
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ohne dass die angestrebte Kenntnis des Gesamtimpulses des
Probekorpers verloren geht. Dabei ist es aber unméglich,
das Zeitintervall zwischen den beiden Stossprozessen mit
einem geringeren Spielraum als ¢ zu kennen, so dass der
Probekorper, wie es das Unbestimmtheitsprinzip verlangt,
durch den Gegenstoss keineswegs in seine urspriingliche
Lage, sondern in eine unbekannte, grossenordnungsméssig
um Az verschobene Lage, mit der betreffenden Annéherung
zur Ruhe gebracht wird.

Fiir die Beurteilung der im néchsten Paragraphen niher
zu untersuchenden komplementiren Begrenzung der Mess-
barkeit von Feldgrdssen ist es iiberhaupt erforderlich, das
Verhalten der Probekorper wihrend des ganzen Messvor-
gangs moglichst genau zu verfolgen. Dabei zeigl es sich
zunichst notwendig, die Lage jedes Probekdrpers zu jeder
seiner Benutzung bei der Messung vorangehenden und nach-
folgenden Zeit genau zu kennen. Zweckméssigerweise wird
dieses dadurch erreicht, dass der Probekdrper ausserhalb
des Zeitintervalles, wialhrend dessen der auf ihn vom Feld
iibertragene Impuls zu ermitteln ist, mit einem als rdum-
liches Bezugssystem dienenden, starren Geriist fest verbun-
den bleibt. Am Anfang des betrachteten Intervalles muss diese
Verbindung aufgeldst und die Komponente des [mpulses
des Probekorpers in der Richtung der zu bestimmenden
Feldkomponente genﬁessen ~werden, wobel wir immer an-
nehmen werden, dass durch einen unmittelbar folgenden
Gegenstoss der oben besprochenen Art der Kdorper in eine

nicht genau voraussagbare Lage mit einer seiner Masse um-

gekehrt proportionalen Anniiherung wieder zur Ruhe ge-

bracht wird. Am Ende des Zettintervalles wird nach erneuter
Messung der betreffenden Impulskomponente die feste Ver-
bindung wieder hergestellt, wobei es sich als nicht unwe-

Zur Frage der Messbarkeit der elektromagnetischen Feldgrossen. 35

sentlich erweist, den Probekérper in genau dieselbe Lage
wie urspriinglich zu bringen. Schon diese Vorschriften stellen,
wenn die raumzeitlichen Mittelwertbereiche gentigend scharf
definiert werden sollen, weitgehende Anspriiche an die ver-
feinerte Konstruktion der Probekérpersysteme. Denn wegen
der Retardation aller Kriifte ist es streng genommen not-
wendig, dass die Auflésung sowie die Wiederherstellung der
Verbindung der Probekérpersysteme mit dem festen Geriist
fiir alle ihre unabhéingigen Teilkdrper, deren lineare Abmes-

sungen mindestens ebenso klein wie der kleinste in Betracht

- kommende Wert von c4t sein miissen, gleichzeitig vor..

genommen wird, d. h. innerhalb des Zeitspielraums 47 der
Impulsmessung, der seinerseits geniigend klein gegeniiber
dem Zeitintervall T gew#hlt werden muss.

Noch weitergehende Anspriiche an Idealisation in Bezug
auf die Konstruktion und Handhabung der Probekérpersy-
steme sind offenbar nétig, wenn es sich um die Messung
von Feldmittelwerten fiber zwei sich teilweise iiberdeckende
Raumzeitgebiete handelt. In diesem Fall miissen wir ja iber
Probekérper verfiigen, die ohne gegenseitige mechanische
Beeinflussung in einander verschoben werden kénnen. Um
die zu messenden elektromagnetiéchen Felder moglichst
wenig durch die Anwesenheit der Probekérpersysteme zu
storen, werden wir iiberdies jedem elekirischen oder mag-
netischen Teilkdrper einen anderen, genau entgegengesetit
geladenen Neutralisierungskorper zur Seite gestellt denken.
Im Falle magnetischer Probekdrpersysteme ist zwar zu be-
denken, dass eine gleichmissige Polstérkenverteilung auf
einem streng abgegrenzten Korper nicht bestehen kann.
Man kann sich aber, wenigstens im Prinzip, vorstellen, dass.
jeder Teilkorper eines solchen.Systems mittels magnetisier-
barer biegsamer Fiden mit dem zugehérigen Neutralisie-

3*
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rungskorper verbunden ist. Alle diese Neutralisierungskorper
sollen wihrend des ganzen Messvorgangs mit dem festen
Geriist verbunden bleiben, ohne die freie Beweglichkeit der
zum eigentlichen Probekérpersystem gehorigen Teilkorper
mechanisch zu beeinflussen. Die in solchen Voraussetzun-
gen, sowie in den unten einzufiilhrenden Annahmen tGber
die noch noétigen Kompensationsmechanismen, enthaltenen
Idealisationen sind natarlich nur zu verteidigen, soweit wir
den atomaren Aufbau der Probekérper vernachléssigen kon-
nen. Wie schon erwihnt, bedeutet diese Vernachlissigung
jedoch keine prinzipielle Einschrinkung der Priiffungsmég-
lichkeit des guantenelektromagnetischen Formalismus, da
in diesem Formalismus keinerlei universellen raumzeitlichen
Dimensionen auftreten. Der Zweck der vorangehenden Be-
trachtungen war daher auch vor allem, zu zeigen, dass es
bei den fir die Feldmessungen in Frage kommenden, rein
mechanischen Problemen mdéglich ist, zwischen den durch
die atomistische Struktur der Materie bedingten Einschrén-
kungen der Beschaffenheit der Probekérper und den auf
dem universellen Wirkungsquantum beruhenden, besonders
im Unbestimmtheitsprinzip formulierten Begrenzungen der
Handhabung dieser Kérper sireng zu unterscheiden.

§ 4. Berechnung der Feldwirkungen der Probekorper.

Nach der Untersuchung der physikalischen Voraussetzun-
gen der Beschaffenheit der Probekdrper werden wir nun iiber-
gehen zur genaueren Betrachtung der die Messung von Feld-
grossen begleitenden elektroﬁlagnetischen Feidwirkungen
der Probekorper, die far die Messbarkeitsfrage von ent-
scheidender Bedeutung sind. Gemiss den obigen Ausfiith-
rungen werden wir dabei jeden Probekérper als eine das
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raumliche Mittelwertgebiet gleichmiissig auffiillende Ladungs-
verteilung behandeln, die wihrend der Impulsmesisung eine
einfache Translation erleidet. Die Berechnung der dadurch
erzeugten elektromagnetischen Felder werden wir zunschst
auf Grund der klassischen Elektrodynamik ausfiihren, und
erst nachher auf die durch das Wirkungsquantum bedingte
Begrenzung der Giltigkeit dieser Behandlung eingehen.
Betrachten wir zwei Raumzeitgebiete I und 11, mit Volu-
mina V; und Vi und Zeitlaingen 7} und 7} und fragen wir
nach dem elektromagnetischen Feld, das in einem Punkt
(9, Yg» 29, 1) des Gebiets II durch eine Messung des Mittel-
werts von € iber das Gebiet I erzeugt wird. Wir nehmen

"also an, dass sich urspriinglich im Volumen V| zwei elek-

trische Ladungsverteilungen mit den konstanten Dichten
+¢; und —g; befinden. Im Intervall von t bis &+ 41 er-
fahrt die erste Ladungsverteilung eine einfache ungleich-
férmige Translation in der x-Richtung um die Strecke D®;
im Intervall von # + 44 bis ¢ bleibt sie in Ruhe in der
verschobenen .Lage; schliesslich bewegt sie sich innerhalb
des Zeitintervalls von f bis # 4+ 41, ungleichférmig parallel
der x-Achse bis zu ihrer urspriinglichen, mit der Neutrali-
sierungsverteilung zusammenfallenden Lage zuriick. Im Ein-
klang mit der im vorigen Paragraphen besprochenen For-
derung werden wir ferner annehmen, dass #f sehr klein
gegeniiber T} = #] —¢; ist, und dass Dg) nich! nur sehr klein
ist gegen die linearen Abmessungen des riumlichen Mittel-
wertgebiets von Volumen V;, sondern auch klein ist gegen-
iber cAf,.

Im Grenzfall verschwindend kleiner #f lassen sich also
die Quellen des gesuchten Feldes darstellen als eine im Ge-
biet I wihrend des Zeitintervalls von #; bis #{ bestehende
Polarisation in der x-Richtung von der konstanten Dichte-
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P(II> = gIDg), sowie einie nur in unmittelbarer Nahe der Zeit-
punkte # und ¢/ vorhandene Stromdichte, die wir unter
Benutzung des durch Formél (3) definierten Symbols

A UG I D

schreiben konnen. Mit Hilfe desselben Symbols lisst sich
ebenfalls die Polarisation Pil)' zZu einer beliebigen Zeit ¢ durch
die Formel

. ;o
P = o DY gd(t—il) di, (37)
A

&

ausdricken. Die Kompouenten der durch diese Quellen im

Raumzeitpunkte (a5, ys. 24 lp) erzeugten Felder berechnen
sich bekanntlich aus den Formeln

S W oD W m
O — _ﬂg_ﬁ‘_a% () __ ___a‘P A Oy
day, ¢ Oty 7 ¥ dys, ~ 7 dzy
m 48]
gO — oY — Wy ® AU
’ v Oz P77 Oy

wobel wir zur Unterscheidung von den zu messenden Feld-
komponenten lateinische Buchstaben gebrauchen. In (38)
bedeutet go(l) das retardierte skalare Potential

(I r
PLL —
@O S d z (Z c> .
P =

\im, - do, (39)
v

T

und wg) die retardierte Vektorpotentialkomponente

0 r
0t
: w(I) — l A\ ¢
x c r

\4

1

dv,, (40)

der Form
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wo r den Abstand der Raumpunkte (x;, y;, z) und (a0, gy 25)
darstellt. Bedenkt man, dass der Ausdruck (36) auch in

.
i

1 p\ & :
Ji)=—QID;) Ea(t—tl)azt1 (41)

L

~ geschrieben werden kann, so lassen sich die sich aus (38),

(39) und (40) ergebenden Feldkomponenten mit Riicksicht
auf (87) und (41) mittels der durch (2) definierten Abkiir-

zungen durch die typischen Formeln

() o 2 ) 0 a2
EP = oD¢ delsdtiAm), B’ = oD delsdtlAmy), |
v T v T,

(42)
) ®_ D azn |
H =0, H® = ¢.D! SdUISdlexy
VI TI
darstellen.

Mit Ruacksicht auf die Eigenschaften der symbolischen

~ J-Funktion ist es leicht einzusehen, dass die durch (42)

gegebenen Feldkomponenten immer endiich bleiben und
sogar in keinem Raumzeitpunkt (x,, y,, 25, f;) einen Wert
von der Grdssenordnung Qng) iiberschreiten kénnen. Wie
schon erwihnt, sind die elektromagnetischen Ki‘fifte, die
wihrend der Impulsmessuhg am Probekérper im Zeitinter-

_vall A1 auftreten, eben von dieser Gréssenordnung- (Vgl.

S. 25). Dass die Feldintensitaten in der nachfolgenden Zeit
nicht wesentlich zunehmen, ist lediglich eine Folge des
gleich nach der Impulsmessung stattfindenden Gegenstosses,
wodurch der Kérper zur Ruhe gebracht wird, und der in
den Ansitzen (36) und (37) seinen idealisierten mathe-
matischen Ausdruck findet.

Die uns besonders interessierenden Mittelwerte dieser
Feldkomponenten dber das Gebiet IT gehen aus (42) durch-




40 Nr. 8. N. Boar und L. ROSENFELD:

einfache Raumzeitintegration hervor, und werden also geméss
(5) durch die Formeln

(LI _ A LD LW __ /0 2 (L1D
E:c - Da: 91 VITIAacx 4 Ey - Dm QIV T, A

I I zy
43
FI(I,H)__ 0 I_‘I_'(I’H)*‘ D(I) VTE(I’H) ( )
4 - y = Ly 0Vl Dyy
gegeben.

Auf Grund der schon im § 2 diskutierten Eigenschaften
der Ausdriicke 4 und B sehen wir, dass die durch (43)
gegebenen Feldmittelwerte bei gegebenem Wert von Dg) wohl-
definierte, stetige Funktionen der Gebiete I und II sind. Bei
abnehmenden Spielrfiiumen ¢ und Sx der Zeitdauer der
Impulsmessungen und der diese begleitenden, unvoraussag-
baren Verschiebungen, sind also diese Feldmittelwerte vom
niheren raumzeitlichen Verlauf der Stossprozesse ganz un-
abhingig und einfach der im Messintervall 7| konstanten
Verschiebung des Probekérpers proportional. Eben dieser
Umstand erweist sich, wie wir sehen werden, als entschei-
dend fiir die Moglichkeit einer weitgehenden Kompensation
der unkontrollierbaren Feldwirkungen der Probekdrper.

Soweit ist die Berechnung der Feldwirkungen auf rein
klassischer Grundlage ausgefiithrt worden. Fir den genaueren
Vergleich der Messungsmaglichkeiten mit den Forderungen
des quantenelekiromagnetischen Formalismus ist es aber
notwendig, noch die Begrenzung zu berficksichtigen, die, in-
folge des durch die Lichtquantenvorstellung symbolisierten,
quantentheoretischen Zugs jeder Feldwirkung, der klas-
sischen Berechnungsweise auferlegt ist. Um einen Uberblick
itber die Verhéltnisse zu gewinnen, nehmen wir an, dass
die betrachteten Mittelwertgebiete grdéssenordnungsméssig
gleich sind und rdumlich gegen einander verschoben sind

um Strecken von derselben Grdssenordnung wie ihire linearen
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Abmessungen, die wir mit L bezeichnen, und dass ferner
die zugehorigen Zeitintervalle von der Grdssenordnung T
kleiner sind als o Unter diesen Bedingungen kommen in der
spekiralen Zerlegung der Feldwirkungen im wesentlichen
nur Wellen vor, deren Lénge von derselben Grossenordnung
wie L ist. Da ferner im betrachteten Fall die Intensitit des

“durch die Impulsmessung erzeugten Felds gréssenordnungs-

massig gleich ¢sx, und folglich die im Volumen V enthal-
tene Feldenergie von der Grossenordnung o®#2*V ist, so wird

die Anzahl der in Frage kommenden Lichtquanten durch

den Ausdruck £ B l—2£

n oo A2V
¢ fc cT

(44)
abgeschatzt, wo 4 den durch (20) definierten, fiir die Mess-
genauigkeit massgebenden Faktor bedeutet. Wir sehen also,
dass in upserem Fall n immer gross gegeniiber der Einheit
ist, wenn eine Messgenauigkeil verlangt wird, bei der Feld-
starken gemessen werden koénnen, die kleiner sind als die
kritische Feldgrosse (.

Je grosser die bei den Feldmessungen angestrebte Ge-
nauigkeit ist, umso verhaltnisméssig genauner werden offenbar
die klassisch berechneten Ausdriicke (42) und (43) der be-
trachteten Feldwirkungen. Es ist indessen wesentlich zu
bemerken, dass sich die absolute Genauigkeit dieser Aus-
driicke bei wachsendem Wert von n nicht #ndert. Der
statistische Schwankungsbereich der Feldmittelwerte wird
nimlich in unserem Fall schiitzungsweise durch

e 1/ Re Ve
Vn VL L?

gegeben. Dieser allein von den linearen Abmessungen des
Messgebiets abhangige, immer endlich bleibende Ausdruck
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fir den Schwankungsbereich der Feldwirkungen der Probe-

korper stimmt tatsédchlich mit dem fiir den Fall L > ¢T aus.

dem Formalismus abgeleiteten Ausdruck (14) fur die Grossen-
ordnung der reinen Hohlraumschwankungen iberein. Uber-
haupt handelt es sich bei obiger Betrachtung nur um ein
Beispiel der im § 2 angefuhrten, allgemeinen Beziehung
zwischen Hohlraumschwankungen und den nur statistisch
beschreibbaren Abweichungen der Feldmittelwerte von den
nach der klassischen Theorie aus der Angabe der Quellen
berechneten Feldgréssen. Wie schon dort erwihnt wurde,
sind weiter in dem fir die Priifung des Formalismus be-
sonders wichtigen Falle L > ¢T die Hohlraumschwankungen
immer kleiner als die fiir die komplementire Messbarkeit
von Feldgréssen massgebende Feldstirke Q, und zwar umso
kleiner, je grosser das Verhilinis zwischen L und cT ist.
Bei dem folgenden Vergleich zwischen Feldmessungen und
Formalismus werden wir daher immer von den klassisch
berechneten Ausdriicken (43) ausgehen, und erst nachher
die Bedeutung der Schwankungserscheinungen fir die Wider-

spruchsfreiheit des Formalismus diskutieren.

§ 5. Messung einzelner Feldmittelwerte.

Der Untersuchung der Messungsmoglichkeiten von Feld-
mittelwerten legen wir definitionsgemiss die Gleichung (15)
zugrunde, welche die klassisch beschriebene Impulsbilanz
eines im Felde hefindlichen Probekérpers ausdrickt. Nach
" den vorangehenden Ausfiihrungen ist dabei jede Feldkom-
ponente, wie €, als die Oberlagerung der von allen Feld-
quellen, einschliesslich der Probekdérper selber, herriihren-
den Felder zu betrachten, und der Kern des Messproblems

ist eben die Frage, in welchem Umfang diese Felder den
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verschiedenen Quellen zugeordnet werden konnen. Wir
mochten aber gleich hier betounen, dass die strenge Anwend-
barkeit des klassischen Feldbegriffs fiir die erwihnte
Definition der Feldmittelwerte an sich durch die oben be-
rithrte begrenzte Gultigkeit der klassischen Beschreibung
der Feldwirkungen der Probekérper nicht beeintriichtigt
wird. Ganz abgesehen von der im § 3 diskutierten Frage
der bei den Impulsmessungen der Probekérper am -Anfang
und Ende deés Messintervalls erreichbaren Genauigkeit, diirfte
die Eindeutigkeit dieser Definition lediglich verlangen, dass

‘die Massen der Probekdrper geniigend gross gewihlt werden,

~um jede von ihren Beschleunigungen im Messintervall unter

Einfluss der elektromagnetischen Felder herrithrende Modi-
fikation dieser Felder vernachlissigen zn kénnen. Wiirde
man in dieser Vernachlissigung einen Widerspruch er- -
blicken zum atomaren Charakter des Impulsaustausches
zwischen elektromagnetischen Wellenfeldern und materiellen
Kdérpern, so muss man bedenken, dass es sich beim be-.
trachteten Messpréblem keineswegs um die Verfolgung wohl-
definierter Elementarvorgéngé im Sinne der Lichtquanten-
vorstellung handelt. Insbesondere wird nach der beschrie-
benen Messanordnung ein unkontrollierbarer Impulsheitrag
vom festen Gertist, woran jeder Probekérper vor und nach
dem Messintervall gebunden ist, aufgenommen. Im Grenz-
fall einer klassisch beschreibbaren Wechselwirkung zwischen
einem elekfromagnetischen Wellenzug und einem gentigend
schweren, geladenen Kérper wiirde ja die zuletzt erwihnte
Impuls@ibertragung den im Messintervall vom Probekdrper
aufgenommenen Impuls offenbar genau kompensieren.

Als Vorbereitung zur allgemeinen Diskussion des Mess-
problems betrachten wir zunichst eine einzelne Feldmes-

sung und fragen, wie im § 3, nach dem Mittelwert von €,
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in einem bestimmten Raumzeitgebiet, das wir entsprechend
den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen mit I kenn-
zeichuen. Nach der Grundgleichung (15) bekommen wir
also far die Impulsbilanz des Probekorpers

. 1)’ = (1,1
pch “P;i)= QIVITI <@x +E:c )’ (45)

WO @5) den Anteil des Mittelwerts von @x darstellt, der im
betrachteten Raumzeitgebiet I vorhanden wére, wenn keine
Impulsmessung zur Zeit ¢’ am Probekorper vorgenommen
wire, wihrend ES’ ) den Anteil des Feldmittelwerts bedeuntet,
der von dieser Messung stammt und dessen klassisch ab-
geschiitzter Ausdruck durch (43) gegeben wird, wenn die
Gebiete I und IT gleichgesetzt werden.

Nach den Ausfithrungen von § 3 lasst sich die in (45)
auftretende Summe der Feldmittelwerte @g) und E(xl D durch
die Wahl eines geniigend grossen Werts von ¢, mit be-
liebiger Genauigkeit bestimmen. Je grésser aber g; gewiéhlt
wird, umso grosser wird der unkontrollierbare Wert von
E'S’D, und der durch die bisher beschriebene, einfache Mess-
anordnung erréichbaren Genauigkeit der Bestimmung von
@S), welche nach (45) durch

n
G 4p, _I_/]E‘(I,I) (46)
e aViTy *

gegeben ist, wird daher eine Grenze gesetzt. Mit Riicksicht
auf die Relation (16) und auf den Umstand, dass die in
(43) auftretende Grosse DS) nur mit dem Spielraum 4 x;
voraussagbar ist, erhalten wir nimlich aus (46) fir z/-@—g)
den Ausdruck

J(_Sg) oo

T D
———t o A4V, T [ A , 47
oz, VT 01 AX1Vy Il xx ( .)
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dessen Minimalwert offenbar
(D TULD
4, 8P o 7] AL (48)

betriigt, und im Fall L;> cT; eben gleich der kritischen
Grosse Qg ist.- Freilich ist (48), wenn L; gross gegen-
iiber ¢T; ist, wesentlich kleiner als der von LanNpavu und
PriErLs als absolute Grenze der Messbarkeit von Feld-
grossen angegebene Ausdruck (24); wére aber (48) als eine

unvermeidliche Grenze der Messgenauigkeit anzusehen, so

-~ kimen wir dennoch zu der mit der Auffassung der ge-

nannten Verfasser {ibereinstimmenden Schlussfolgerung, dass
der quantenelektromagnetische Formalismus keine Priifung
im eigentlichen Quantengebiet zuliesse, und dass der gan-
zen Feldtheorie also nur im klassischen Grenzfall eine
physikalische Realitit zukime.

Diese Schlussfolgerung ldsst sich jedoch nicht auf-
rechterhalten, denn der Umstand, dass in ES’I) nach (43)
der Faktor der unvoraussagbaren Verschiebung D;D eine
wohldefinierte, allein von den geometrischen’ Verhaltnissen
abhiingige Grosse ist, erlaubt uns, bei den Messungen uns
so einzurichten, dass die Wirkung des Feldes E(D bis

x ?

auf die unvermeidlichen Feldschwankungen, véllig kompen-

- siert wird. Dies wird durch eine Messanordnung erreicht,

bei welcher der Probekoérper auch nicht im Messintervall
T} frei beweglich ist, sondern mit dem festen Geriist durch
einen Federmechanismus verbunden bleibt, dessen Span-
nung zu D;I) proportional ist. Wird die durch diesen Me-
chanismus in der x-Richtung auf den Probekérper aus- -
getibte Kraft gleich —FIDS) angesetzt, so wird offenbar der
ganze vom Feld E;D aufl diesen Korper iibertragene Impuls

durch die Feder vollig aufgehoben, wenn die Spannkraft
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Fi= o ViT\Ay; (49)

gewihlt wird. Dies gilt jedenfalls, wenn der Probekdrper
so schwer ist, dass seine Schwingungsperiode unter dem
Einfluss der Feder gross gegen T; und somil seine Ver-
schiebung innerhalb der Zeit T| durch die Federspannung
klein gegen DS) ist. Ferner lisst sich die Wirkung der
Feder, die streng genommen nur im asymptotischen Grenz-
fall klassisch beschreibbar ist, mit umso grosserer Nihe-
rung aufl Grund der klassischen Mechanilk berechnen, je
grosser die Masse des Probekorpers ist. Abgesehen von den
Einschrinkungen, die durch die atomistische Struktur aller
Korper bedingt sind, darften gegen eine solche Kompensa-
tionsvorrichtung keine prinzipiellen Einwinde bestehen.
Erstens werden durch die Benutzung einer mechanischen
Feder alle elektromagnetischen Felder vermieden, die von
den zu messenden Feldern untrennbar wiren. Zweitens
kann man, wenn die Linge der Feder gentigend klein, d. h.
klein gegeniiber ¢Ty ist, offenbar von allen Retardations-
effekten absehen. Wenn das Probekdrpersystem geniigend
schwer ist, so ist es dabei gleichgiiltig, ob die Feder nur
auf einen Teilkorper wirkt, oder ob man ein Federsystem
verwendet, das an jedem Teilkorper gleichmissig angreift.

Wir schen also, dass die Deutbarkeit einer..einzelnen
Feldmessung allein durch die Grenze beschrankt ist, die
der klassischen Beschreibung der Feldwirkungen des Probe-
korpers gesetzt ist. Diese Begrenzung, die von umso klei-
nerer Bedeutung ist, je grosser L; ist gegeniiber ¢Tj, hat
jedoch aunch im Falle L; < ¢T; keinerlei Einschrinkung
der Priifbarkeit der Folgerungen des quantenelektromag-
netischen Formalismus zur Folge. Bei der Beurteilung

dieser Frage miissen wir scharf unterscheiden zwischen
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der Priifung von theoretischen Erwartungen, welche auf
Feldmessungen beruhende Angaben iiber elektrische oder
magnetische Kriéfte voraussetzen, und von solchen, die sich
auf eine auf anderer Grundlage gewonnene Kenntnis des
Zustandes des betrachteten Felds beziehen. Was die ersteren
Erwartungen betrifft, so erfordert ihre Priifung selbstver-
stindlich eine n#here Untersuchung der gegenseitigen Be-
ziehungen mehrerer Feldmessungen; hier kann es sich also
zunéichst nur um die Priifung von Erwartungen der letzeren
Art handeln.

Es ist nun, wie im § 2 erwéhnt, ein Hauptergebnis der
Quantentheorie der Felder, dass alle Erwartungen iiber
Feldmittelwerte, die nicht auf eigentlichen Feldmessungen,
sondern auf der Lichtquantenzusammensetzung des zu
untersuchenden Feldes oder auf der Kenntnis klassisch
beschriebener Feldquellen beruhen, wesentlich statistischer
Natur sein miissen. Die dortige nihere Ausfiihrung zeigt
ferner, dass die Einbeziehung der Schwankungen der Feld-
wirkungen der Probekoérper um ihre klassisch abgeschiitzten
Werte keinerlei Anderung dieser statistischen Erwartungen
mit sich bringt.” Ohne weitere Korrektion bieten sich also
die mittels der beschriebenen Versuchsanordnung erzielten
Messergebnisse fir die Priifung der theoretischen Aussagen
als die gesuchten Feldmittelwerte dar. Eine solche Auffas-
sung der. Messergebnisse, deren allgemeine Berechtigung
wir im Folgenden naher untersuchen werden, ist auch da-
durch nahegelegt, dass es sich bei allen Messungen von
physikalischen Grossen definitionsméissig um die Anwendung
klassischer Vorstellungen handeln muss, und dass also bei
Feldmessungen jede Riicksichtnahme auf die Begrenzung
der strengen Anwendbarkeit der klassischen Elektrodynamik

im Widerspruch mit dem Messbegriff selber stehen wiirde.
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Obwohl somit bei den Feldmessungen, wie schon in
der Einleitung betont, der Messbegriff mit noch grosserer
Vorsicht anzuwenden ist als bei den ablichen quanten-
mechanischen Messproblemen, weist die geschilderte Situa-
tion jedoch in - bezug auf die Untrennbarkeit zwischen
Phianomen und Messvorgang eine weitgehende Analogie zu
diesen Problemen auf. Schon bei einer Orts- oder Impuls-
messung des Elekirons eines Wasserstoffatoms von gegebe-
nem stationdren Zustand kann man ja mit gewissem Recht
behaupten, dass das Messergebnis erst durch die Messung
selber geschaffen wird. Wohl ist hier keine Rede von einer
Begrenzung der Deutbarkeit der Messergebnisse auf Grund
der klassischen Mechanik, sondern nur von einem Ver-
zicht auf jede Kontrolle der Beeinflussung des Zustandes
des Atoms durch den Messvorgang. Bei den Feldmessungen
entspricht dieser fir die Widerspruchsfreiheit wesentliche,
komplementére Zug der Beschreibung dem Umstand, dass
die Kenntnis der Lichtquantenzusammensetzung des Feldes
durch die Feldwirkungen der Probekérper verloren geht,
und zwar gemiss (44) in umso grosserem Mass, je grosser
die bei der Messung angestrebte Genauigkeit ist. Ausser-
dem ergibt sich aus der folgenden Diskussion, dass jeder
Versuch, die Kenntnis der Lichtquantenzusammensetzung
des Feldes durch eine nachtriigliche Messung mittels irgend
 einer geeigneten Vorr‘ichtung wiederherzustellen, zugleich
jede weitere Verwertung der betreffenden Feldmessung ver-
hindern wirde.

Dass beim Nachweis der Ubereinstimmung zwischen
der Priifbarkeit der Folgerungen des quantenelektromagne-
tischen Formalismus mittels einer einzelnen FFeldmessung
und der Deutbarkeit einer solchen Messung auf Grund der

klassischen Elektrodynamik die reinen Hohlraumschwan-
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kungen als gemeinsame Begrenzung auftreten, bedeutet je-

doch keineswegs, dass diese Schwankungen jeder Verwer-

-tung von Feldmessungen eine absolute Grenze setzen. In

der Tat bestehl eine derartige allgemeine Einschréankung
weder fiir die Folgerungen des Formalismus betreffend

Beziehungen zwischen Mittelwerten einer Feldkomponénte

.tiber verschiedene Bereiche noch fur die Priifung solcher

Beziehungen durch direkte Feldmessungen. Dies wird aus
den Betrachtungen des folgenden Paragraphen hervorgehén,

“und es wird sich insbesondere zeigen, dass die fiir die

- Diskussion der Widerspruchsfreiheit der @iblichen Quanten-

mechanik wesentliche Forderung der Wiederholbarkeit von
Messungen kinematischer und dynamischer Gréssen bei

den Feldmessungen ihr sinngemésses Analogon besitzt.

§ 6. Messbarkeit zweier Mittelwerte einer Feldkomponente.

Bei der Untersuchung der Messbarkeit zweier Feld-
grossen ist es zweckmaéssig, mit der Messung der Mittel-
werte einer und derselben Feldkomponente {iber zwei ver-
schiedene Gebiete I und II anzufangen. Indem wir, wie
oben, die Feldkomponente €, betrachten, und zuniichst von
der Begrenzung der klassischen Beschreibbarkeit der Feld-
wirkungen der Probekdérper absehen, haben wir also in

.diesem Fall far die Impulsbilanz der beiden Probekdrper

anstatt (45):

a- (€5 A ) ~(IL,D (1L, 1)
Py _pn: - QIVITI(@:&: +E'7c —l_Ex )

(50)
an- an-’ = (I = (LI, IX =)
Pe’ TPy = oyVyTy (@m )+ Ei )+ Ea(e )> >

WO ES’H) durch den Ausdruck (43) definiert ist, und E_;H’I)
sich aus diesem Ausdruck durch einfache Vertauschung
der Indizes I und II ergibt.

Vidensk Selsk. Math.-fys. Medd. XII, 8. 4
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Das Auftreten der Ausdriicke E:(EI D und E_SI’H) in den
Gleichungen (50) hat nach den Betrachtungen des vorigen
Paragraphen zur Folge, dass jeder der gesuchten Feldmittel-
werte @S) und @SD mittels einer einfachen Messanordnung
nur mit einer durch (48) gegebenen beschrinkten Genauig-
keit bestimmt werden kann. Es ist also von vornherein
einleuchtend, dass ein Kompensationsverfahren unvermeid-
lich ist, und zur vorliufigen Orientierung {iber das hier
betrachtete, mehr verwickelte Messproblem werden wir des-
halb zuniichst eine Messanordnung heranziehen, in welcher
die Rickwirkungen ¢ V;T; ES’D und o Vi 1Yy ESI’ ™" durch
zwei auf die Probekorper I und II wirkende Federn, deren
Spannkrifte durch (49) und einen analogen Ausdruck ge-
geben sind, aufgehoben werden.

Aus den Gleichungen (50), unter Auslassung von _S’D
und ESI’H), ergibt sich geméss (16) und (43) fir die Unsicher-
heiten der beiden Feldmessungen bei dieser Messanordnung,
wenn man noch berticksichtigt, dass die in Ef’ ™ und ESI’D
auftretenden Verschiecbungen DS) und DSD der Probekorper
von einander v6llig unabhiingig und nur mit den Spiel-
rdumen Sx; bzw. 4ay; bekannt sind:

_ A _
48] (I, 1)
A48, oo 91//“'{VlTl+ oAy Vy Ty l zz
(51)
_ % _
an {10
A€ _— dx, V. T
= oy Vi Ty Tadnly I‘ “

Durch passende Wahl der Werte von ¢ 4x; und gyaxy
lasst sich offenbar jede ‘der Gréssen J(_&g), J@SD einzeln
beliebig herabsetzen,‘jedoch nur auf Kosten einer Zunahme
der anderen. Fiir das Produkt der heiden Gréssen bekommen
wir ja nach (51) den Minimalwert
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w® e T (1,11) 7LD
ACY 4TI o 7 [| AL | 4| 400D ]. (52)

Trotz der grossen Aehnlichkeit der Relation (52) mit den
von dem Formalismus geforderten Unsicherheitsrelationen
(8) besteht jedbch ein prinzipieller Unterschied darin, dass
in den letzteren nicht die Summe der Betriige der Grossen

T (1L, . . .
Aixﬂ) und Ag_i Y sondern ihre algebraische Differenz auf-

tritt. Zwar stimmen (8) und (52) im allgemeinen grossen-

ordnungsméssig mit einander tiberein, wenn die Gebiete I

und II ridumlich und zeitlich um Strecken der Grossen-

. ordnung L und T gegen einander verschoben sind, wo sie

beide den Abschitzungswert Q% ergeben. Die in der Un-
bestimmtheitsrelation (8) auftretende Differenz bewirkt aber,
wie im § 2 erWEihn't, dass das Produkt der komplementiren
Unsicherheiten in wichtigen Fallen identisch verschwindet,
obwohl die Gréssen ES;H) und ES;’I) einzeln von Null ver-
schieden bleiben. Dies trifft zum Beispiel zu, wenn die
zeitlichen Mittelwertsintervalle T; und T} zusammenfallen,
und insbesondere wenn die Mittelwertbereiche I und II
sich ganz tberdecken. Im letzteren Fall wiirde sogar die
durch (52) gegebene Grenze der Messbarkeit zweier Feld-
mittelwerte in schroffem Widerspruch stehen mit dem Re-

sultat der obigen Diskussion der Messung eines einzelnen -
. Feldmittelwerts. Ueberhaupt stimmen die Ausdriicke (562) und
" (8) nur dann genau tiberein, wenn mindestens eine der Grossen

i ~(I1, . . .
Afmn) oder Ag " verschwindet, was im allgemeinen erfordert,

dass einer der in den Integralen (5) als Argumente der -

. r r
Funktion auftretenden Ausdriicke {; —{;—— oder f,— 1t -
c

fir jedes Punktepaar ‘ (g, U1, 2z 4 und (x5, Yo 2o, b)

der Gebiete I und II von Null verschieden bleibt.
Abgesehen vom letzterwihnten Fall, wo zwischen den bei-

den Feldmittelwerten keine, oder jedenfalls nur eine einseitige

4:{6

e
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Korrelation besteht, verlangt also der Nachweis der Ueber-
einstimmung zwischen Messbarkeit und quantenelektromag-
netischem Formalismus eine verfeinerte Messanordnung, wo
die unkontrollierbaren Effekte in grosserem Masse kompen-
siert werden koénnen. Zwar tritt hier, im Vergleich mit dem
schon fiir die Messung einer Feldgrosse nétigen Kompensa-
tionsverfahren, die weitere Komplikation auf, dass die Ver-
schiebungen beider Probekérper nicht nur unbekannt bleiben
miissen, sondern auch von einander vollig unabhéngig sind.
Dieser Umstand bedeutet aber keine prinzipielle Schwierig-
keit, nur wird ein etwas komplizierteres Verfahren notwen-
dig, um auch den Einfluss der relativen Verschiebung der
Probekdrper auf die Feldmessungen méglichst zu kompensie-
ren. Zu diesem Zweck wihlen wir uns aus den Prbbekﬁrper—
systemen I und 1I je einen Teilkérper ¢ und &, fiir die der
Ausdruck r—c (f;—1,) fitir zwei innerhalb der Zeitintervalle T}
bzw. Ty, liegende Zeitpunkte {; und ¢y, Null wird. Wire eine
solche Wahl nicht moglich, -so wire ja nach dem oben
Gesagten die Uebereinstimmung zwischen Messbarkeit und
Formalismus schon ohne weitere Kompensation erreicht.
Zur Herstellung der notwendigen Korrelation zwischen den
Probekérpefn koénnte man zunichst an eine Feder denken,
welche die Korper & und ¢; direkt mit einander verbin-
den sollte; dabei kime man jedoch wegen der Retardation
der Krifte in Schwierigkeiten. Es ist aber mdgilich, mit
“einer kurzen, d.h. gegen cT kleinen Feder auszukommen,
indem man zum zweilen Probekérpersystem einen neu-
tralen Teilkorper e hinzufiigt, der sich in der unmittelbaren
Nihe des zum ersten System gehorigen Teilkdrpers ¢ be-
findet, und mit diesem durch eine Feder verbunden ist.

Wie alle Teilkérper der beiden Probekérpersysteme soll
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zunfchst der Korper ¢ an das feste Geriist gebunden
sein. Zur Zeit # soll nun nach Auflésung dieser Ver-
bindung sein Impuls mit derselben Genauigkeit, wie der-
jenige des Probekorpersystems II gemessen werden. Dadurch
erleidet er eine wunbekannte Verschiebung D;m) in der
x-Richtung, die von derselben Gré‘)ssenordnﬁng wie Ay ist.
Wird nun die Spannkraft der zwischen & und & ange-

Lo 1 - -
brachten Feder gleich 3 oron ViV Ty (AS;_.H) —l—Ag;’I)) gewihlt,

so wird im Zeitintervalle T; von e auf & der Impuls
‘_ 1 T | TALD 1 11
P—_'gQIQIIVIVIITITII (Aaca: + A, )(Di)_‘D,(, )) (53)

tibertragen, wihrend &; im selben Zeitintervall die Impuls-
dnderung — P erleidet. Zur Zeit t; wird wieder der Impuls
von & mit derselben Genanigkeit gemessen. Vor dieser
Messung, und zwar zur Zeit #; soll aber ein kurzes Licht-
signal von e&; nach &, gesandt werden, durch welches
mittels einer geeigneten Vorrichtung die relative Verschie-
bung Dfm——-DfCH) dieser K&rper mit beliebiger Genauigkeit
gemessen werden kann. Bei der Aussendung, bzw. beim
Empfang des Signals erleiden beide Koérper Impulsinde-
rungen, die zwar v6llig unbekannt bleiben, sich aber in
der Summe der an den Korpern gemessenen Impulsdif-
ferenzen gegenseitig genau aufheben.

Fir die Impulsbilanz der beiden Probekorpersysteme

" wihrend der Messung haben wir also, wenn wir den Kérper

ep zum Syslem IT mitrechnen,

b= eV P ) P (
54)

an” iy (L my =D | (0, Iy

Py — Py TPy P ZQLIVUTH(@m )+Ex ))_P'
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Unter Beriicksichtigung von (43) und (03) lassen sich dlese
Formeln in die Gestalt

€ (I) _ @
Py Py = ¢ VITI@Q:
1 an [ TLID  wILD)
+ 9 % ViV I Ty {“ D, (A:cx — A )

. (Dgl)_ DSIT)) (A—(I,II)_I_ASCI,I)) +DS) (AS:;II)_%_A_SEI,I))}

(55)
p;u) pgl)' +p (m) p(xm)': VoT. W
O/ T TALD
+§QIQIIVIVIITITH{D3: (A:m: — Ay )

. (DSI) _DSH)) (Ailx II)+ ga(cil, I)> 4 D;II) (Aii 1) + A:(tli,I))}

bringen.

Die letzten Glieder in den geschweiften Klammern von
(55) sind den unbekannten Verschiebungen der Probekor-
per I und Il proportional und kénnen also, genan wie die
einfachen Riickwirkungen jedes Probekorpers auf sich selbst,
durch geeignete Federverbindungen mit dem festen Geriist
aufgehoben werden. Dies lauft einfach darauf hinaus, dass
der durch (49) gegebene Ausdruck der Spannkraft der auf
den Korper I wirkenden Feder durch

FI o= etViT} A(I K '{‘%91 V'VH’In (E;Ia’:m’{”&g'l)j (56)
zu ersetzen ist, und dass die Spannkraft der Feder zwischen
dem Geriist und dem Korper Il analog zu éndern ist. Weiter
sind die zur relativen Verschiebung ng — Dim proportio-
nalen Glieder bei der beschriebenen Messanordnung mit
beliebiger Genauigkeit bekannt und lassen sich daher bei
den Feldmessungen einfach in Rechnung ziehen. Ubrigens
konnle man durch eine etwas kompliziertere Vorrichtung
sogar erreichen, dass die Differenz DSH)—DSD verschwin-
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det, indem man, analog der im § 3 beschriebenen Anordnung
fir die Messung des Gesamtimpulses eines Probekorper-
systems, zur Bestimmung von p(m -+ p(m) ein und dasselbe
Strahlungsbiindel benutzt und mittels passend angebrachter
fester Spiegel die Lichtwege so regelt, dass die Reflexionen
am Korper e; und an allen Teilkérpern des Systems II
bei der ersten Impulsmessung zu den Zeiten {; bzw. ty
und hei der zweiten Impulsmessung zu den Zeiten ¢] bzw. to
erfolgen.

Durch alle diese Vorrichtungen, deren betrichtliche
Komplikation im Wesen der Sache liegt, indem sie allein
durch die endliche Fortpflanzung aller Feldwirkungen be-
dingt ist; haben wir nun wirklich den am Anfang dieses
Paragraphen beschriebenen scheinbaren Gegensatz zwischen
den Bestimmungen eines und zweier Mittelwerte einer
Feldkomponente zum Verschwinden gebracht. Aus (55)
bekommen wir jetzt ndmlich fir die Unbestimmtheiten von
@S) und @fc”) anstatt (51)

O o 7 —(i, M 7LD
A€, oo o Az, VT, ot 5 o<ty Vi Ty | A5 P— A0 |
5 (57)
9D 1 C3(@LID
dbx 0”//.')'311‘ 1T FII + ) I /IxI TI | Axx

woraus sich fur den Minimalwert des Produkts der Un-
sicherheiten

(X I - =
ACPAET oo 1| A%~ LIV (58)

direkt ergibt, im Einklang mit der durch (8) ausgedriickten
Folgerung der Quantentheorie der Felder.

Um die vollige Ubereinstimmung zwischen der Mess-
barkeit der Mittelwerte einer Feldkomponente iiber zwei
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Raumzeitgebiete und den Forderungen des quantenelektro-
magnetischen Formalismus nachzuweisen, massen wir jedoch
etwas ndher auf die Frage eingehen, inwiefern die be-
nutzte Annahme der klassischen Beschreibbarkeit der Feld-
wirkungen der Probekorper die Prifungsmaglichkeiten der
theoretischen Erwartungen beeintrachtligt. Eben bei der
Messung mehrerer Feldmittelwerte kdénnte man nimlich,
wie schon bertihrt, von vornherein denken, dass die Ver-
nachlassigung der klassisch unverfolgharen, von den reinen
Hohlraumschwankungen untrennbaren Schwankungen aller
Feldwirkungen der Probekérper in dieser Hinsicht einen
wesenllichen Verzicht bedeute. Solange es sich um Mittel-
wertsgebiete handelt, die gegen einander réumlich und zeit-
lich um Strecken von derselben Grdssenordnung wie ihre
linearen Abmessungen L und zugehdrigen Zeitintervalle T
verschoben sind, ist allerdings in dem wichtigen Fall, wo
L gross gegeniiber cT ist, die in Frage stehende Vernach-
liassigung von geringer Bedeutung. Wenn jedoch L gréssen-
ordnungsméssig gleich oder kleiner als ¢T ist, so sind, wie
in & 2 erwihnt, die Hohlraumschwankungen eben von der-
. selben Grossenordnung wie die fiir zweil derart verschobene
Gebiete mittels der Unbestimmtheitsrelationen definierte
kritische Feldstarke U, die als die Grenze der klassischen
Feldbeschreibung anzusehen ist. Besonders aber fir zwei
fast zusammenfallende Gebiete, wo das durch (8) gegebene
Produkt der komplementiren Unsicherheiten der Feld-
mittelwerte unabhfingig vom Verhilinis zwischen L und
¢T gegen Null strebt, und somit die kritische Feldstirke U
im Vergleich mit den Hohlraumschwankungen beliebig klein
sein kann, kdénnte die erwihnte Vernachlé‘tssigung noch
bedenklicher vorkommen und scheinbar einen vélligen Ver-
zicht auf die Wiederholbarkeit der Feldmessungen bedeuten.
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Eine néihere Betrachtung zeigt indessen, dass wir eine
widerspruchsfreie Deutung aller Folgerungen der Quanten-
theorie der Felder erreichen, wenn wir in zwanglaufiger
Verallgemeinerung des Messbegriffs die mittels der beschrie-
benen Anprdnung erhaltenen Messergebnisse als die ge-
suchten Feldmittelwerte auffassen. Die in den Feldwirkungen
simtlicher Probekérper einbegriffenen, klassisch unbeschreib-
baren Schwankungen lassen sich namlich gaf nicht trennen
von den prinzipiell statistischen Ziigen jeder theoretischen
Aussage, deren- Voraussetzungen sich nicht auf eigentliche
Feldmessungen beziehen. Ohne das gestellte Messproblem
in irgendwelcher Weise einzuschrinken, kénnen wir daher

die betrachteten Schwankungen immer als integrierenden

Bestandteil des zu messenden Feldes ansehen. Die Ver-

héltnisse bei mehreren Feldmessungen weichen in dieser
Hinsicht nur insofern von den bei der Messung . eines
einzigen Feldmittelwertes vorliegenden ab, als der Feldzu-
stand, mit dem wir im allgemeinen Fall bei jeder einzel-
nen Messung zu tun haben, durch das Resultat der anderen
Feldmessungen mitbestimmt wird.

Mit Hinblick aunf die geschilderte Sachlage diirfte es

“jedoch nicht tberflissig sein, darauf hinzuweisen, dass wir

bei der Korrelation mehrerer Feldmessungen mit einem
dem tiblichen Messproblem der nichtrelativistischen Quanten-

mechanik fremden Zug der allgemeinen Komplementaritit

. der Beschreibung zu tun haben. Die grundsitzliche Verein-

fachung, der wir in letzterer Theorie begegnen, liegt ja eben
in der dort gemachten Trennung zwischen Raumkoordina-
tion und Zeitverlauf, welche es ermdglicht, alle Messvor-
génge in eine einfache zeitliche Reihenfolge zu ordnen. Bei
der Messungzweier Feldmittelwerte dagegen ist es nur dann
mdglich, von einer solchen Reihenfoige der Messvorginge




58 ' Nr. 8. N. Bour und L. ROSENFELD.

zu sprechen, wenn die zugehorigen Zeitintervalle ganz aus-
einanderliegen. Im allgemeinen wird auch, wie es dem
Formalismus entspricht, die Korrelation der beiden Mes-
sungen eine gegenseilige sein; und nur wenn eine der
Grossen r—c(t;—ty) ‘'und r—c(t,—1t,) fir alle Punkte-
paare der Gebiete I und II von Null verschieden bleibt,
begegnen wir #dhnlichen Verhilinissen, wie beim gewdhn-
lichen Messproblem der Atommechanik, indem das Ergebnis
der einen Feldmessung sich dann einfach mitrechnen lésst
zu den Vorausselzungen der durch die andere Messung zu
prifenden Erwartungen.

Ein lehrreiches Beispiel einer engen gegenseitigen Korrela-
tion treffen wir eben bei Messungen der Miltelwerte einer
Feldkomponente iber zweibeinahe znsammenfallende Raum-
zeitgebiete, Entsprechend der Forderung der Wiederholbar-
keit der Messergebnisse verlangt hier die Theorie, dass
beide Messungen mit beliebiger Anniherung dasselbe Re-
sultat ergeben sollen, ganz unabhéngig von den durch die
Voraussetzungen bedingten statistischen Aussagen uber die
Werte der zu messenden Feldgréssen. Dass diese Forderung

bei unserer Versuchsanordnung auch wirklich erfallt ist,

folgt daraus, dass wir in diesem Fall mit zwei Probekdrper-
systemen zu tun haben, die fast denselben Raumbereich
einnehmen und fast im selben Zeitintervall benutzt werden.
Definitionsgeméss werden sie also fast demselben Feld auns-
gesetzt, ganz gleichgiiltig, aus welchen Quellen dieses Feld
stammt, und welcher Beitrag von dem einen oder andern
Probekdérper herrihrt.

Aus der letzten Bemerkung folgt eigentlich, dass wir
bei zusammenfallenden Mittelwertgebieten schon ohne jede
Kompensation genau iibereinstimmende Resultate der bei-

den Messungen bekommen wiirden. Wegen der Feldwir-
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kungen der Probekdrper wiirden aber die so gewonnenen

Messresultate umso mehr von den zu priifenden theore-
tischen Erwartungen in unvoraussagharer Weise abweichen,
je grosser die angestrebte Messgenauigkeit ist. Durch den fiir
einzelne Feldmessungen geeigneten Kompensationsmecha-
nismus, den wir am Anfang dieses Paragraphen unver-
andert beibehalten hatten, werden diese Abweichungen zwar
im allgemeinen herabgesetzt, aber jede strenge Korrelation der
Messergebnisse wird zugleich durch die den unabhingigen
Verschiebungen der Probekdrper prdportionalen Federwir-
kungen verhindert. Bei der fiir zwei Feldmessungen schliess-
lich angenommenen Anordnung, bei welcher alle wohldefi-
nierten Unterschiede zwischen Messergebnissen und theo-
retischen Erwartungen kompensiert werden, wird auch eine
solche Korrelation eben fir zusammenfallende Gebiete
wiederhergestellt. Denn, ganz unabhingig vom Gréssen-
verhiltnis der unkontrollierbaren Verschiebungen der Probe-
kérper, sind, wie man leicht sieht, die durch die Gesamt-
wirkung aller, Federn auf jeden Probekérper iibertragenen
Impulse, durch die entsprechenden Ladungsdichten dividiert,
in diesem Fall genau dieselben.

- Was die Widerspruchsfreiheit der Beschreibung betrifft,
mdéchten wir noch bemerken, dass jeder Versuch, die durch
eine Feldmessung verursachte Anderung des Lichtquanten-
zustands des Feldes durch die Untersuchung der Strahlung
des Probekérpers zu kontrollieren, wie schon mehrmals
erwihnt, die Maglichkeit ausschliessen wiirde, das Mess-
ergebnis fir einen Vergleich mit einer zweiten Feldmes-
sung zu verwerten. Damit ndmlich von einer solchen Ver-
wertung tberhaupt die Rede sein kann, muss es Punkte-
paare aus den Gebieten I bzw. Il geben, fiir welche einer

der Ausdriicke r—c¢ (t;—t,) oder r—c (f,—#) verschwin-
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det. Dies hat aber zur Folge, dass die Strahlungsfelder,
die durch die Probekérper I und II wéahrend der Feldmes-
sungen erzeugt werden, nicht auf ihrem Wege von dem
einen zum andern Probekérper aufgefangen und analysiert
werden konnen, ohne zugleich die durch diese Korper zu
messenden Felder wesentlich zu beeinflussen. Erst nach
Beendigung aller Feldmessungen, wo ihre direkte Verwertung
nicht mehr in Betracht kommt, kann man eine beliebig
genaue Analyse des Lichtquantenzustands des Gesamtfeldes

ohne Beeintriachtigung des gestellten Messproblems vor-
nehmen.

§ 7. Messbarkeit zweier Mittelwerte verschiedener
Feldkomponenten.

Was die Messungen von Mittelwerten verschiedener
Feldkomponenten betrifft, so erfordert nur der Fall senk-
rechter, gleichartiger oder ungleichartiger, Komponenten
eine nihere Untersuchung, denn die vom quantenelektro-
magnetischen Formalismus verlangte véllige Vertaunschbar-
keit und unabhéngige Messbarkeit von Mittelwerten paral-
leler ungleichartiger Komponenten findet gemiss (42) ihre
" unmittelbare Deutung im identischen Verschwinden der
Komponente Hg) des durch die Messung von @g) erzeugten
Feldes. Ubrigens lisst auf Grund der Gleichungen (43) die
Messung von Mittelwerten senkrechter Feldkomponenten
eine dem im vorigen Paragraphen beschriebenen Verfahren
analoge Behandlungsweise zu.

Betrachten wir die Messung des Mittelwerts von €,
iiber das Gebiet I und des Mittelwerts von €, oder $,
tiber das Gebiet II. Wenn wir zunfichst eine Messanord-
nung heranziehen, wobei die Feldwirkungen jedes Probe-

korpers auf sich selbst wahrend der Messung in der im
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& b beschriebenen Weise kompensiert werden, so bekom-
men wir [tr die Impulsbilanz der beiden zu benutzenden
Probekdrper Gleichungen vom folgenden Typus:

(I a @D (11) ~ LT

Py =P, = o ViT} <@x +Dy ‘THVHTHCmy ) (59)
ot

an__ary _

_ (1) (€8] ~ (1,10
Py P, = GHVHTH(%y + D, QIVITIny )

Je nachdem es sich um die Messung gleichartiger oder un-
gleichartiger Komponenten handelt, vertritt dabei der Buch-
stabe 3 die tibliche Bezeichnung der Feldkomponenten €

‘oder §, wihrend C anstatt der in (43) auftretenden Sym-

bole 4 oder B geschrieben ist; weiter stellt die Bezeich-
nung oy die Ladungsdichte bzw. Polstirkenverteilung des
Probekorpers II dar.

In einer zur Herleitung von (52) analogen Weise ergibt
sich aus (59) die Relation ‘

) J@S)JE}—{;H) o~ B “C‘i;,ll)| + IC‘SJI.I)

1. (60)

welche, wie (52), nicht allgemein, sondern nur in gewissen

Féllen eine Ubereinstimmung zwischen Messbarkeit und

quantenelektromagnetischem Formalismus darstellt. Von sol-
chen Fillen méchlen wir die Messung ungleichartiger senk-
rechter Feldkomponenten innerhalb desselben Raumbereichs
besonders erwihnen, bei welcher, wie im & 2 hervorgehoben,
beide Ausdriicke E;IUH) und ES;’D Null sind. Die Richtigkeit
der Deutung dieser Tatsache als beliebig genaue unabhin-
gige Messbarkeit der betreffenden Feldgréssen wurde be-

reits im §3 fir zusammenfallende Raumzeitgebiete durch

eine elementare Betrachtung nahegelegt.

Zur allgemeinen Behandlung des Messbarkeitsproblems
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senkrechter Feldkomponenten wéhlen wir, wie im vorigen
Paragraphen, zwei Teilkorper & und ¢ der Probekorper-
systeme I bzw. II, deren Abstand r = c(t;—1{;) ist, wobei
# und f; innerhalb der Zeitintervalle T; bzw. Ty liegen.
Weiter bringen wir in unmittelbare Nihe von ¢ einen drit-
ten Korper &, dessen Impuls in der y-Richtung zu den
Zeiten t; und £ gemessen wird; die relative Verschiebung
DSH)~D;H) der Kérper ¢;;; und &; wird wieder durch ein
Lichtsignal bestimmt, wodurch beide Kérper entgegengesetzt
gleiche Impulsinderungen erleiden. Anstatt ém mit & direkt
durch eine Feder zu verbinden, miissen wir aber, um die
Kraftiibertragang durch den Federmechanismus proportional
zu DSH)—DS) zu machen, eine Vorrichtung gebrauchen,
die aus zwel Federn und einem Winkelhebel mit zwel
gleich langen, zu einander senkrecht stehenden Armen be-
steht, der um ein am festen Gerist angebrachtes Gelenk
drehbar ist, und dessen Arme anféinglich parallel zur a-,
bzw. y-Richtung stehen. Zwischen dem ersten Arm und dem
Kérper &, wird eine zur y-Achse parallele Feder angebracht,
und zwischen dem zweiten Arm und dem Korper e wirkt
eine zur x-Achse parallele Feder. Die Spannkraft der Feder
sei so gewihlt, dass die Kraft, die wahrend des Zeitinter-
valls T; den Kérper gy in der y-Richtung und den Kérper
& in der z-Richtung angreift, durch

1 S(LID |, (01,1 O (1L1)
§QI‘TIIVI‘711T11<ny + Gy )(Dm — Dy )

gegeben wird.

Die Impulsbilanz der beiden Probek&rpersysteme schreibt
sich also nach zweckmissiger Umformung in folgender, zu
(55) analoger Gestalt:
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@y )
Pz — Py = QIVITI@::(:

1 . W) f~LID) =
+§91‘711V1VHT1F11 {_D; )(Cfcyl ' CfcIyLI))
(D (0D (ALID | AQLD) M { AEID | =L,
+ (0,0 =00 (G ™+ €0 °) + D0 (G P+ E50) )
(61)

an’__(ry , qm’ Iy 1
Py  —Py Py Ty :GHVHTII%;)

1 . @O /AT SOL T
+§QI‘711VIVHTIFH {Da: (Cmy “C;g )

(D0 D) (0504 28) — D (64 P+ E00)).

Nach Kompensation der letzten Glieder erhalten wir somit
far die Unsicherheiten der Feldmittelwerte:

— h 1 _
y @ Ea (LID __ ~{ILD
1€, o A% Vi T, +35 oudyyVuTy l Cay Coy
5 . (62)
am ALY 5L
ANV o ——— L~ e VT | CY ,
v oy d Yy Vi T PRAL II i i
woraus sich fir den Minimalwert ihres Produktes
= (I) (1) SIID  AALD .
z]@m /IEﬁy oo A Cmy —Cmy (63)

~ ergibt, wiederum in vollem Einklang mit dem quahten-

elektromagnetischen .Formalismus.
Aus den allgemeinen Ausfithrungen am Ende des vorigen
Paragraphen folgt weiter, dass auch in dem hier betrach-

"~ teten Fall die Vei'wertung der Feldmessungen fiir die Prii-

fung der Aussagen des Formalismus in keiner Weise durch
die klassische Abschitzung der Feldwirkungen beeintriich-
tigt wird. Ubrigens kommt bei Messungen von Mittelwerten
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verschiedener Feldkomponenten die Frage der Wieder-
holbarkeit gar nicht in Betracht, und die reinen Hohlraum-
schwankungen sind als unvermeidlicher statistischer Zug in
allen theoretischen Aussagen einbegriffen.

§ 8. Schlussbemerkungen,

Wir kommen also zu der bereits anfangs erwihnten
Schlussfolgerung, dass die Quantentheorie der Felder in
bezug auf die Messbarkeitsfrage eine widerspruchsfreie
Idealisation darstellt in dem Umfang, in dem wir von
allen Einschrankungen, die auf der atomistischen Struk-
tur der Feldquellen und der Messinstrumente beruhen, ab-
sehen konnen. Eigentlich dirfte dieses Ergebnis, wie schon
in der Einleitung betont, anzusehen sein als eine unmittel-
bare Konsequenz der gemeinsamen korrespondenzméssigen
Grundlage des quantenelektromagnetischen Formalismus
und der Gesichtspunkte, von welchen die Prifungsméglich-
keiten dieses Formalismus zu beurteilen sind. Nichtsdesto-
weniger diirfte der etwas komplizierte Charakter der zum
Nachweis der volligen Ubereinstimmung zwischen Formalis-
mus und Messharkeit herangezogenen Betrachtungen kaum
zu vermeiden sein. Erstens sind ja die an der Messanord-
nung zu stellenden physikalischen Forderungen bedingt
durch die in Integralform gekleideten Aussagen des quanten-
elektromagnetischen Formalismus, wodurch die besondere
Einfachheit der klassischen Feldtheorie als reiner Diffe-
rentialtheorie verloren geht. Weiter erfordert die Deutung
der Messergebnisse und ihre Verwertung an Hand des
Formalismus, wie wir gesehen haben, die Beriicksichtigung
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von gewissen in den Messproblemen der unrelativistischen
Quantenmechanik nicht auftretenden Ziigen der komplemen-
tiren Beschreibungsweise.

Bei der Abschliessung dieser Arbeit méchten wir nicht

unerwéhnt lassen, dass wir in vielen Diskussionen itber

~ die behandelten Fragen mit friheren und jetzigen Mit-

arbeitern des Instituts, worunter sowohl HEeIiseNBERG und

Pavrr wie Lanpav und PeierLs, manche Anregung und
Hilfe gefunden haben.

Universitetets Institut for teoretisk Fysik.

Kebenhavn, April 1933.

Meddelt paa Medet den 2. December 1932.
Feerdig fra Trykkeriet den 19. December 1933.
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