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n der Theorie der reellen Funktionen einer Verander-
I lichen spielen die monotonen Funktionen eine wichtige
Rolle. Durch stetige, stets wachsende (oder stets abnehmen-
de) Funktionen werden die allgemeinsten eineindentigen und
stetigen Abbildungen von Intervallen auf Intervalle ver-
mittelt; die allgemeinste Funktion von heschrénkier Varia-
tion wird als Differenz einer monoton wachsenden und
einer monoton abnehmenden Funktion dargestellt. Die ent-
scheidenden Eigenschaften der Funktionen von beschrinkter
Variation: die Differentiierbarkeit fast iberall, sowie die
Zerlegung in einen totalstetigen Teil (das unbestimmte Inte-
‘gral der Ableitung) und einen Teil von konstanter i-Varia-
tion, sind unmittelbare Folgerungen der entsprechenden
Tatsachen fiir monotone Funktionen. Im folgenden sollen
nun diese Ergebnisse von Neuem mit Hilfe eines einfachen
Kunstgriffs hergeleitet werden. Hierbei sind die Grundlagen
die »Vorlesungen iiber reelle Funktionen« (Leipzig und
Berlin, 1918 (2. Aufl. 1927)) des Herrn CaraTHEODORY, aufl
- die sich die Paragraphenhinweise beziehen. Wihrend in
der iiblichen Theorie (§§ 500—513) die Zerlegung einer
monotonen Funktion in eine totalstelige Funktion und eine
Funktion von konstanter A-Variation direkt vorgenommen
wird, und dann die iibrigen Eigenschaften (die Differentiier-
barkeit und die Summierbarkeit der Ableitung) aus den

Eigenschaften dieser Funktionen gefolgert werden, kommen
1*



4 Nr. 6. BORGE JESSEN:

wir im folgenden allein mit Betrachtungen iiber totalstetige
Funktionen aus (deren Theorie als bekannt vorausgesetzt
wird). Ausser den schon erwiihnten Sitzen ergibt sich u. a.:
Die zu einer monotonen Funktion von konstanter
A-Variation inverse Funktion ist immer wieder

von konstanter A-Variation (vgl. § 512).

Es sei f(x) eine im (endlichen) Intervalle

alx=<b
monoton wachsende Funktion, d. h. eine endliche (aber

nicht notwendig stetige) Funktion far die stets

flx) < f(xy) wenn x; < x,.

Wir wollen zunichst die Differentiierbarkeit dieser
Funktion fast iberall, d. h. fir alle Werte von x bis auf
die Werte einer Nullmenge, beweisen. Hierzu betrachten wir
(Fig. 1) den Graph der Funktfion, d. h. die ebene Kurve G die

Y £

Fig. 1.
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aus allen Punkten (x, y) = (x, f(:c)}, a < x < b, besteht
und die ausserdem noch, wenn f(x) unstetig ist, fiir jede
Unstetigkeitsstelle x, das Geradenstiick x = x,, f(x,—0)
< y < f(x,+ 0) enthilt. Die Aufgabe, f(x) zu differenziieren,
isl mit der Aufgabe Aquivalent, Tangenten an G zu legen.
Fihren wir auf G als Parameter die Grosse { = x + gy ein,
so wollen wir zeigen, dass G in fast allen Punkten (d. h.
fiir fast alle Werte von {) eine bestimmte Tangente hat.
Hiermit sind wir fertig, denn eine Nullmenge auf G pro-
jiziert sich offenbar auf die x-Achse wieder in eine Null-
menge. Dass G fast iiberall eine bestimmte Tangente hat,
ist aber eine unmittelbare I'olge der Tatsache, dass wenn
wir die Gerade & = y als Achse einer neuen Variabeln §
einfithren, die Kurve G das Bild einer in & totalstetigen
Funktion wird, nadmlich das Bild einer Funktion, deren
Diiferenzenquotienteh zwischen den Grenzen —1 und +1
liegen. — Aus der angewendeten Beirachtung folgt (vgl.
& 478), dass noch fiir monotone Funktionen alle Satze iiber
Limesfunktionen der Derivierten wortlich wie fiir total-

stetige Funktionen gelten.

Fassen wir, was auch im folgenden bequem sein wird,
die Funktion f(x) als mehrdeutig auf, indem wir ihr in
jeder Unstetigkeitsstelle x, alle Werte des Intervalles f(x—0)
< y £ f(x,+0) zuschreiben, so kénnen wir die neue un-

abhingige Variable £ in der Form schreiben

V3

=1 @+ f (@)

die neue abhingige Variable ist

g = K;Fxﬂ‘(x)).
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Die Auffassung von G als Bild einer Funktion 7 = # (&)
ist also mit der Betrachtung von —x -+ f(x) als Funktion
von x+f(x) gleichbedeutend. Fiir die folgenden Rech-
nungen wird es bequemer sein, statt —a-+f(x) nur f(x)
selber als Funktion von x4 f(x) zu betrachten. Indem wir
diese Transformation einfithren, leiten wir zunschst wieder
die Differentiierbarkeit ab und zeigen dann die Summier-
barkeit der Ableitung.

Gleichzeitig mit f(x) ist auch
t=a+f(x)

eine monotone Funktion von x; sie transformiert das Inter-
vall a < < b in das Intervall 1, <{=<<T, wobei {, = a+ f(a),
T = b+ f(b) ist. Wir betrachlen (Fig. 2) die Funktion

F@) = f(),

d. h. die Funktion f(x) als Funktion der neuen unabhin-
gigen Variabeln a4 f(x) aufgefasst. Sie ist stetig und mono-

7
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ton wachsend im Intervalle #) <1t < T. Fiir beliebige Werte
=2+ f(e) und # = x5+ f(xy) (F 1) ist

lh—1l 1y + flag) — fay) _41—_}_1
XLy — Xy
also

OéF_(tZ_);}Ltl)il

ty—1

Die Funktion F(f) hat also beschrinkle Differenzen-
quotienten; sie ist totalstetig. Dasselbe gilt fir

p(t) = t—F(),

deren Differenzenquotienten ebenfalls zwischen 0 und 1
liegen. Die letzte Funktion {ransformiert das Intervall
t, £t < T in das Intervall a < x < b und man hat

flo (D) = F(b).

Bei der Abbildung x = ¢ () geht ein beliebiges Teil-
intervall x; + f(x)) < (< xy-+f(ay) von f, <{< T in ein
nicht grosseres Intervall, namlich in das Intervall v, Sx < x,
iiber; hieraus folgt, dass auch jede beliebige messbhare Teil-
menge von f, < ¢+ < T bei der Abbildung in eine messbare
Teilmenge von a < x < b ibergehen muss und zwar in
eine Menge mit hochstens demselben Inhalt; speziell gehen
also Nullmengen in Nullmengen tiber.

! Analog kann man, wie LxBeSGUE in der neuen Ausgabe der »Lecons
sur Pintégration« (Paris, 1928), eine beliebige Funktion f(x) von De-
schrankter Variation als Funktion der neuen Variabeln x-} V{(x) betrach-
ten, wobei V(x) die totale Variation von f(x) im Intervalle a = ¢ < x
bedeutet, und hierdurch u. a. zu einer sehr fibersichtlichen Theorie der
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Wenden wir auf eine beliehige monoton wachsende
totalstetige Funktion F(f), deren Differenzenquotienten zwi-

schen 0 und 1 liegen, die Transformation
(2) x=t—F(), f(x)=FQ®

an, so bekommen wir eine monotone Funktion f(x). Der
gewonnene Zusammenhang zwischen monotonen Funk-
tionen f(x) und totalsteligen Funktionen F(?) ist also ein

egenseitiger. Statt (2) koénnen wir auch schreiben
8 g

3) x=wﬁﬁ~@@ﬂhf@%ﬁ@H&@@M

Yt

wobel @ (#) eine suimmierbare Funkiion zwischen 0 und 1
bedeutet. (3) gibt eine Parameterdarstellung der allgemein-
sten monoton wachsenden Funktion.

Aus (1) geht unmittelbar hervor:

@).m@:ji—-mrw@=

Df@ !

DF (1)
1—DF ()

far zusammengehoérige Derivierle von f(x) und F(#). Nun
ist DF(!) eindeutig bestimmt (gleich @ (¢)) far fast alle
Werte von {; es ist demnach Df(x) eindeutig bestimmt
far fast alle Werte von x:

STierTIEsintegrale gelangen. Der Ausgangspunkt des Verfassers war {ibri-
gens von dem LEBESeur’schen ganz verschieden. Bedeutet f(x) die Total-
krimmung eines konvexen Bogens, dessen Léinge von einem festen Punkt
gerechnet mit x bezeichnet wird, so bedeutet x--f(x) die Linge des
dusseren Parallelbogens im Abstand 1. Die Krimmung des Bogens ist die
Ableitung der Funktion. Durch Ubergang zum #usseren Parallelbogen er-
- reicht man aber ehen, mit einem Bogen beschriankter Kriimmung rechnen
zu kénnen.
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Satz 1. Jede monotone Funktion ist differen-
tiierbar in einem massgleichen Kern ihres Defi-
nitionsbereiches.

Mit Df(x) und DF () bezeichnen wir zwei zusammen-
gehorige Derivierte von f(x) und F(#) d.h. zwei eindeuntige,
durch die Relationen (4) verbundene, Funktionen von x
bzw. ¢ die in jedem Punkt eine der Derivierten von f(x)
bzw. F(t) darstellen. Es soll gezeigt werden, dass Df(x)
tiber ¢ <x < b summierbar ist. Hierzu sei zuerst be-
merkt, dass Df(x) infolge seiner Darstellung (4) jedenfalls
eine messhare Funktion sein muss; denn fiir jede beliebige
Zahl A geht die Menge M{Df(x)<A} aus der Menge

1
i +1

hervor. Fir jede natiirliche Zahl n ist also die abgeschnit-

MiDF(t) < 1} durch die Transformation x = i— F (%)

tene Funktion

Df(x) wenn Df(x) <n
[Df(mﬂn = l

n wenn Df(x) >n

notwendig summierbar. Substituieren wir aber (§ 497) in
das Integral dieser Funktion fiir # die monotone totalstetige
Funktion ¢ (f) = t—F(t), so kommt

b T

+ r
S [Df ()] n doe = g [%Lm —DF() dt < RDF () di

t o fo

b :
und aus der Beschranktheil von g [Df(a:)}n dx folgt die Sum-
Ya
mierbarkeit von Df(x). Hieraus folgt speziell
Satz 2. Eine monotone Funktion hat héchstens

in einer Nullmenge eine unendliche Derivierte.



10 Nr. 6. BorRGE JESSEN:

Es bedeute f(x) die Ableitung von f(x), d. h. die ein-
deutige Funktion von «, die in allen Punkten, wo f(x)
differentiierbar ist und eine endliche Derivierte Df(x) be-
sitzt, gleich dieser Derivierten ist, aber sonst gleich Null
ist. Diese Funktion ist mit allen Derivierten von f(x) dqui-
valent. Mit F() bezeichnen wir die Ableitung von F(f).

Wir setzen

F(t) = Fy(D+F (D)

wobei
. 0 wenn F(f)=1 . 1 wenn F(H=1
Fy ()= . .O ; ()= .()
F({) wenn F(H)<1 0 wenn F(1)< 1.
Dann ist .
: F, (i
flay = oD
1—F, (6

Fiir beliebige Werte von x im Intervalle a < x < b ist
also (§ 499, Satz 4) mit ¢t = a -} f(x)

| T — 17}:‘0@_ 7
Saf(x) de = S1—FO @ (1—F@®) dat

fo

ol of of
— SFG (D dt = gF(t)dt—SFl(t) dt
fo vy Iy

t

~ F@—f@—{F 0

und demnach

(5) flx)=f (a)+S}(x) dx—!—SIIFl(t) dl.

Diese Formel gibt eine Zerlegung von f(x) in zwei

monotone Funktionen



Uber monotone Funktionen. 11

f@) = r@)+r @),
@ = @+ @) de

totalstetig ist und fast tberall dieselbe Ableitung wie f(x)

hat, wahrend
. £

» () = Sfl (0 dt

fast tiberall die Ableitung Null hat. Diese letzte Funktion
wollen wir nun niher untersuchen.’

Die Funktion F"1 () nimmt nur die Werte 0 und 1 an.
Die Menge M {Fl(z‘) = 1} hat den Inhalt »(b) —» () (= »(b))
und wird durch die Funktion x = ¢ (f) in die Menge der
Punkte von a < x < b transformiert, fur die f(cc) mit un-
endlicher Derivierten differentiierbar ist, also in eine Menge
mit dem Inhalt Null. Diese Menge bezéichnen wir mit A.
Es sei U= d;+d,+ ... eine beliebige Punktmenge, die
aus offenen Intervallen

d.:1a, <x<b,

ohne gerrieinsame Punkte besteht und die -A {iberdeckt.
Indem wir (wenn es nétig ist) f(x) = f(a) fir x < ¢ und
[(x) = f(b) fir x > b setzen, entspricht der Menge U bei
der Abbildung t = x+ f(x) eine Menge von Intervallen

ak+f(a1c) <it< bk+f(bk)’

die die Menge M{F1 = 1} iiberdeckt. Es wird also

. T
© v —r(@) = S{Fl W dt = 3 (v () ().
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Da wir den Inhalt von U beliebig klein wihlen kénnen,
wird also die Nullvariation von »{(x) im Intervalle a Sx < b
gleich der totalen Variation » (b) — v (@): Die Funktion » (x)
ist von konstanter A-Variation (§ 501).

Satz 3. Jede im Intervalle a < x < b definierte
monoton wachsende Funktion f(x) kann als Summe

von zweli monoton wachsenden Funktionen

(M f) =« (x)+v(x)

angesehen werden, von denen die erste ein unbe-
stimmtes Integral der Ableitung von f(x) ist und
die zweite von konstanter A-Variationist; firdie
letzte gilt noch die Gleichung (6).

Dass diese Zerlegung in eine tolalstetige Funktion und
eine Funktion von konstanter A-Variation nur in einer
Weise moglich ist, wenn wir »(a) = 0 verlangen, folgt
daraus, dass bei jeder Zerlegung (7) »(x)—v (a) die Null-
variation von f(x) im Intervalle a < & < x bedeuten muss,

Aus der Darstellung

1

F(@) = f(a)+ StFO (O dt+ StFl () dt

folgt, dass f(x) dann und nur dann totalstetig bzw. von
konstanter A-Variation ist, wenn F,(£) bzw. F,() oo 0 ist.
Unsere Parameterdarstellung (3) einer beliebigen monoton
wachsenden Funklion stellt also dann und nur dann eine
totalstetige Funktion bzw. eine Funktion von konstanter
A-Variation dar, wenn fast tiberall in {;, << T

D=o( <1
bzw.

(8) ® () = 0 oder 1

ist. Hieraus folgl sofort
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Satz 4. Die inverse Funktion einer monotonen
Funktion von kounstanier Z-Variation ist immer
wieder von konstanter A-Variation; die inverse
Funktion einer totalstetigen Funktion ist dann
und nur dann wieder totalstetig, wenn die Ablei-
tung der gegebenen Funktion fast iberall von
Null verschieden ist.

Es kann dies anch zu einer leichten Verschirfung der
Abbildungssitze in § 512 benutzt werden.

Wir bémerken noch, dass man in der Definition der
allgemeinsten monoton wachsenden Funktion von konstan-
ter A-Variation die Verwendung des Integralbegriffs (oder
des gleichwertigen Begriffs des zweidimensionalen Inhalts)
vermeiden kann. Wie aus (3) und (8) hervorgeht, hat man,
wenn 4 und B zwei komplementire messhare Teilmengen
von f, <t < T bedeuten und wenn das Intervall von f,
bis ¢ mit I, bezeichnet wird, in

x = a-+mAl, f(x)= f(a)+ mBI,

eine Parameterdarstellung dieser Funktion. Hieraus folgt
unmittelbar die Existenz sogar von stetigen und stets

wachsenden Funktionen von konstanter A-Variation.

Feerdig fra Trykkeriet den 30. December 1929.








